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Abstract. In our preceding article [H2], by applying the results of Bieberbach, Fatou
and Picard, we have studied the domain of holomorphy of the solution of the Cauchy problem

for the differential operator with coefficients of entire functions. In this article, by employing

the results of the modular function and its ordinary differential equation, we give a remark on

the domain of holomorphy of the solution of the Cauchy problem for the differential operator
of principal part with polynomial coefficients.

Resume. Dans notre article precedent [H2], en appliquant les resultats de Bieberbach,
Fatou et Picard, nous avons etudie le domaine d'holomorphie de la solution du probleme de

Cauchy pour Γoperateur differentiel a coefficients des functions entieres. Dans cet article, en

employant des resultats de la function modulaire et son equation differentielle ordinaire, nous

donnons une remarque sur le domaine d'holomorphie de la solution du probleme de Cauchy

pour Γoperateur differentiel de partie principale a coefficients polynomiaux.

Introduction. Leray [L] et Garding, Kotake et Leray [GKL] ont etudie les singularites

et un prolongement analytique de la solution du probleme de Cauchy dans le domaine com-

plexe.

[HLT1, 2], [H2], [HT], [P] et [PW] ont etudie des prolongements analytiques de la solu-

tion du probleme de Cauchy pour Γoperateur differentiel a coefficients des fonctions entieres.

Dans cet article, nous donnons une remarque sur le domaine d'holomorphie de la solu-

tion du probleme de Cauchy pour Γoperateur differentiel de partie principale a coefficients

polynomiaux. Ceci concerne la fonction modulaire et son equation differentielle ordinaire.

1. Notations et resultats. Soit x = (JCQ, *') [*' = Oi, jc"), x" = (jC2, . . . , xn)] un

point deCn + 1.

On considere un operateur differentiel d'ordre m

a(x, D) = <*a(x)Da , Da = DQ° - - - D%n , A = d/9*ι , 0 < i < n .

Sa partie principale est notee g(x, D).

Nous supposons que tous les coefficients de a sont des fonctions entieres sur C"+1 et

queαm,o,...,oU) = 1 surCπ + 1.
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Soit S Γhyperplan XQ = 0, done non caracteristique pour a.

Etudions le probleme de Cauchy

(1.1) a(x,D)u(x) = υ ( x ) , D^w(0, *') = wh(x'), 0 < A < m - l ,

oύ v(x) et les Wh(x'), 0 < h < m — 1, sont des fonctions entieres sur Cπ+1 et Cn respective-

ment.

D'apres le theoreme de Cauchy-Kowalewski, il existe une unique solution holomorphe

au voisinage de S dans C"+1.

Nous etudions un prolongement analytique de cette solution. En general, comme on a

vu dans [H2] et on va voir dans la Section 5, des diverses phenomenes y se passent.

Dans cet article, nous donnons une remarque sur le domaine d'existence de la solution

pour Γoperateur differentiel de partie principale a coefficients polynomiaux.

D'abord, nous rappelons un resultat de [HLT2].

THEOREME [HLT2]. Supposons que dans #(*,£) = Σ|α|=OT0α(*)£α, lesaa(x) soίent

des polynόmes de degres kμ en x' pour α?o = m — k, 0 < k < m, μ etant un entier > 0.

Notons aa(x) = Σ\βf\<kμa<* (χώχfβ > pour |α| = m, UQ = m - k, βr = (β\, . . . , βn),

x'P' =x^ ...XP« £tfM(/0 = sup{|0£/Ot0)|; l^o I < &Λβ'\ <kμ, \a\ = m, α0 = m - k, 0 <
k < m}.

Alors il existe une constante C (0 < C < 1) ne dependant que de M(R) telle que la

solution du(\Λ} soίt holomorphe sur

{jc; |*0| < C min[(l + Hjc'H)"111831^--1'01, R\],

oύ \\x'\\ =maxι<, <π \xι\.

Enparticulier, si μ = 0, 1, la solution est holomorphe sur C"+1.

REMARQUE 1.1. Ce resultat a ete deja obtenu dans [HLT2]. Pour μ = 0, 1, il est

aussi demontre dans [P] et [PW].

Aux exemples dans la Section 5, la solution peut se prolonger analytiquement sur le

revetement universel K[Cn+l \ |J;=ι Kj] d'un domaine C"+1 \ |J;=ι K j , oύ les Kj sont des

surfaces caracteristiques.

Dans la suite, nous donnons des exemples tels que le domaine d'holomorphie de la solu-

tion soit plus restrictif.

Rappelons les definitions d'un domaine de Riemann (Ω, π), c'est-a-dire, un domaine

etale au-dessus de Cn et d'un point frontiere de Ω: Ω est un espace topologique connexe,

separe, π est une application continue de Ω dans C", qui est localement un homeomorphisme,

et le point £ = τr(p), p G Ω est appele la projection de p. (Voir [BT], [C], [G] et [N]).

Soit dans Ω une suite des points {/?(^}/=ι,2,... qui n'a pas de point d'accumulation dans

Ω. Supposons que la suite {^} converge vers un point p de Cn et que pour tout voisinage V_

de p dans C", il existe un entier m > 0 tel que p(l\ p^ (/, j > m) sont joints par une courbe

continue γ dans Ω verifiant γ c V_. Alors on appelle p — {/?^^}/=ι,2,... un point frontiere de

Ω et p = π(p).
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Soient p un point frontiere de Ω et (A) la condition suivante:

// existe une constante <$o > 0 telle que pour tout polydisque V_^ (0 < 8 < <$o)
de centre p et de rayon δ dans Cn ,la projection 7r(V$) de la composante

connexe V$ de π"1 (V^), ay ant p comme un point frontiere, a Vexterieur
non vide dans V_$.

Si un domaine etale a au moins un point frontiere satisfaisant la condition (A), nous disons
que ce domaine possede la propriete (E).

Soient α/0) un point de base de Ω et γ un chemin d'origine α/0) tel que π(γ) = y, oύ γ
est un chemin dans Cn d'origine τr(ω(0)). γ est apple le relevement de γ.

Considerons le probleme de Cauchy

ί 4 ]
Do - X ? A i ( x " ) D X λ + ]Γ At(x"}Di Do£/0to, X i , x") = 0,

I 1=2 J

(L2) ί/(0, Xι, jc / r ) =0, Dot/(0,Xι,jt") = X ι ,
// x^» 5 //

oύ

xtfxl - 1(1 - j

Nous avons

PROPOSITION 1.1. Le domaine d'holomorphίe de U(XQ, X\ , x") est un domaine etale
(Ω, π), oύ π(Ω) est un domaine de C5. Ce domaine Ω possede la propriete (E).

Dans le probleme ( 1 .2), Γoperateur differentiel est d'ordre 2. Pour un operateur differentiel
du premier ordre, nous considerons

ί 4 }
Do - X\Aι(x")Dx, +ΣAi(χ")Di + χι^5 [ ί/ι(Jco, X i , jc x /, jc5) - 0,

(1.4) I i=2 J

, X j , JC7 /, ^5) - ^5 , [(^0, X l , JC", *5) € C6 , ^/r - (JC2, JC3, JC4)] .

Nous avons alors

PROPOSITION 1.2. Le domaine d'holomorphίe de U\ (ΛJQ, Xi , Λ:X/, ^5) est ww domaine
etale (Ω\,π\},oύπ\(Ω\) est un domaine de C6. ί?ι possede la propriete (E).

Par le changement de variable Xi = 1/jtι, les problemes (1.2) et (1.4) se transforment
en les problemes respectifs (1.5) et (1.6):
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ί A )
I Do + Σ Ai(x")Di D0U2(x) = 0,

(1'5) I/2(0,*') =0, A)I/2(0, *') = 1 / J c ι ,

[Λ: = (Λ:Q, *') 6 C , x' = (x\,x"),x" = (X-Ί . ̂ 3> *4)],

et

- 0,

' - (XI ,

Comme on le voit facilement dans la Section 2, au voisinage de 5 \ { ci =0} dans C6,

oύ S = [XQ = 0}, les ί/2θc) et U$(x, x$) sont holomoφhes et

(1.7) U3(x,x5)=xs

Nous avons alors

PROPOSITION 1.3. Les domaines d'holomorphie de ί//, / = 2, 3, swiί J^ s1 domaines

etales (Ωι , πz ), / = 2, 3, OM ^2(^2) et π^(Ω^) sont des domaines de C5 et C6 respectifs. Les

ΩΪ, i = 2, 3 possedent la propriete (E).

Remarquons que par le changement de variable X\ = 1/jq, les Propositions 1.1 et 1.2

resultent de la Proposition 1.3.

[L], [GKL] et [HI] ont precise des ramifications des solutions des problemes de Cauchy,

lorsque la surface initiale a des points caracteristiques. Le probleme de Cauchy suivant, dans

des cas exceptionnels de [L] et [GKL], concerne les Propositions 1.1, 1.2 et 1.3:

ί 4 1
I Σ A/(*")A Δ j ( x ' ) = 0, Δj(0, x") = X j + ι , 7 - 1 , 2 ,

(! 8) 1 1 = 1 J

χf = (jc! , X") e C4 , JC" - (JC2, JC3, JC4) .

La surface initiale x\ = 0 a des points caracteristiques {x"\ X2 = 0, 1} U {x"\ x?> = 0}.

Nous avons

PROPOSITION 1.4. Les domaines d'holomorphie de Δj(x'), j = 1,2, sont des do-

maines etales (Ωj+$, ^7+3), ou les πj+3(Ωj+$) sont des domaines de C4. Les Ωj+$ possedent

la propriete (E).

Nous demontrons ces Propositions dans la Section 4. Dans la Section 2, nous donnons

quelques preliminaires sur des equations aux derivees partielles du premier ordre. Dans la

Section 3, nous rappelons des resultats de la fonction modulaire et son equation differentielle

ordinaire. Dans la Section 5, nous donnons quelques exemples.



UNE REMARQUE SUR LE PROBLEMS DE CAUCHY 83

2. Sur une equation aux derivees partielles du premier ordre. Soit (jc, xn+\) €

C"+2, x = (XQ, x'\ x' = (*ι,Jt"), *" = (*2, - - , *„).
On considere un operateur differentiel du premier ordre

n

(2.1) £ = DO + M , M =

oύ les at (xr) sont des fonctions entieres en x' '.

Etudions le probleme de Cauchy

(2.2) (C + αn+i (jc')Dn+ι)C/(*, *n+ι) = 0 , 17(0, *', ΛΠ+I) - xn+ι ,

oύ an+i(zO est une fonction rationnelles non identiquement nulle en xf et holomorphe au

voisinage d'un point ;c/(0) de Cn. Le probleme (2.2) possede une unique solution U(x, xn+ι)

holomoφhe au voisinage de (0, ;c/(0), 0):

(2.3) U(x,xn+ι)=xn+ι -u(x),

oύ u(x) est la solution du probleme

(2.4) Cu(x) = an+\(x') , «(0, jc7) - 0.

D'autrepart, on a

fXQ

(2.5) u(x) = I u(σ,xf)dσ ,
JO

oύ w( c) est la solution holomorphe au voisinage de (0, c ) du probleme

(2.6) Cu(x) = 0 , fi(0, xf) = an+! (x') .

Done on a

(2.7) U(x, xn+\) = Xn+\ ~ Γ fi(σ, ̂ x)Jσ .
Jo

REMARQUE 2.1. M(JC) est la solution du probleme

(2.8) £D0«(jt)=0, ιι(0,jc/) = 0, DQU®, xr) = an+\(xf) .

En particulier, dans Γ Equation (2.2), nous prenons an+\(xf) = l/x\,x'(0) = (jc{0), jc//(0)),

(jc|0) φ 0) un point au voisinage de 0 dans Cn .

Soit φ(x) la solution holomoφhe au voisinage de S = {XQ = 0} dans C"+1 du probleme

(2.9) £φ(x)=0, φ(0,x')=xι.

Notons que Doφ(Q, x') = —a\(x'). Alors le probleme

(2.10) Cu(x) = 1/jcι , ιι(0,jc/) = 0,

possede une unique solution holomorphe au voisinage de 5 \ {jq = 0} dans Cn+1:

(2.11)
φ(σ,xf)
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La fonction

fx° dσ
(2.12) U(x,xn+ι)=xn+ι - I — - -

Jo φ(σ,x')

est la solution du probleme

(2.13) (£+ — °n+\ }U(x,Xn + })=0, ί/(0,Jt', *„ + !)=*„

Supposons qu'il existe un point x' au voisinage de 0 dans Cn~l tel que

(2.14)

Vu que φ(x) = x\ + f700*o» ηW etant une fonction holomoφhe au voisinage de 0 et que

φ(0, 0, *") = 0 et A)<p(0, 0, ;c//(0)) = -αj (0, ;c//(0)) ^ 0, il existe une unique fonction δ(x')

holomoφhe au voisinage de (0, ;t//(0)) dans Cn telle que

(2.15) φ(δ(x'),x') = Q et <5(0,Jt") = 0.

Prenons un point ;t(0) = (̂  \ ;t/(0)) au voisinage de 0 dans C"+1 tel que

(2.16) 40) - (5(^/(0)) et ^{0) ^ 0 voisin de 0.

Remarquons que la fonction DQψ(δ(x'), xr) n'est pas nulle au voisinage de x . Notons

(2.17) Γ(x') = l/D0φ(δ(x'),x').

Pour x' voisin de ;c/(0), definissons γ(x') = {jc; JCQ = y(ί; jc r), ί ^ [0, 1]} un chemin

ferme d'origine et d'extremite (0, x'} qui fait un tour autour du point (δ(xf), *'), oύ γ(t\ x'}

est une fonction continue de t G [0, 1] et de x' voisin de x , et χ(0; x') = χ( l ; jc') = 0. La

fonction M(JC) dans (2.1 1) peut se prolonger analytiquement le long de γ(x'). Elle est multi-

forme et son germe u 1 (x) (0 χf. au point d'extremite de γ (x'} est egal a son germe UQ(X) \ (0 χf.

au point d'origine de γ (xf) augmente du germe 2πiΓ(xf) , de la fonction 2πiΓ(xf) au point

^W |(0f jc0 - M°(JC) |(0,y) +27ΓI/V)

(2.18)

On a alors

LEMME 2.1. Supposons (2. 14). A/ors «w voisinage de (0, jc//(0)), la fonction Γ ( x f ) est

la solution du probleme

(2.19)
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PREUVE. Vu que φ(δ(x'), x'} = 0, on a

'), x')Mφ(8(x'), x')[D0φ(δ(x'),

2 / / X—^ / i t= D^φ(o(x y x ) -|- y ^ dj (x )(D()Diφ)(δ(x ), jc ) = 0.
i = \

Vu (2.17), on a done MΓ(xf) = 0. Vu (2.17) et que 5(0,*") = 0 dans (2.15), on a

Γ(0, x") = 1/A)<P(0, 0, x") = -1/0! (0, *"). Ceci demontre le Lemme 2.1. C.Q.F.D.

3. La fonction modulaire et son equation differentielle ordinaire. Soit w = λ(z)

la fonction modulaire. Son domaine d'holomorphie est le demi-plan {z; Imz > 0}, elle a

la frontiere naturelle {z; Imz = 0} et λ'(z) ^ 0 sur {z; Imz > 0}, oύ λ'(z) = dλ/dz. Sa

fonction inverse v(w) est holomoφhe au voisinage d'un point w^ e C \ {0, 1} et elle se

prolonge analytiquement sur le revetement universel 7^[C\ {0, 1}] du domaine C\ {0, 1}.

Elle donne une representation conforme de 7£[C \ {0, 1}] sur {z; Imz > 0}.

On sait que la λ(z) satisfait Γequation differentielle ordinaire (voir [Hi]):

(3.1)

oύ {w, z] est la derivee de Schwarz:
. o

1 — w + w2d ίd2w ldw\ 1 ίd2w ldw\
, z } = — [-—I— }-- / et

dz \dz2 / dz / 2 y dz2 / dz J ' 2w2(\ -w)2 '\ /

L'equation (3.1) s'ecrit sous la forme

d3w _ 3 ίd^wΫ (<^_\~l _ l ~ w + w2 (dw\3

( } ~d?~2\d?) \dϊ) ~ 2w2(\-w)2(^J

La derivee de Schwarz est invariante sous des transformations

(3.3) z = a-^- ,
ct +d

oύ a, b, c, d sont des constantes telles que ad — be = 1. L'equation

(dW\2

\dt J
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possede done une integrate generate

avec trois constantes quelconques.

Nous avons

LEMME 3.1. Par une transformation (3.3), (C) un cercle ou une droίte dans le plan

de variable t se transforme en Γaxe reel dans le plan de variable z.

Pour Im(flc) φ 0, (C) est le cercle:

t -
ad — be

ac — ac

\ad~bc\

\ac — άc\

et pour Im(flc) = 0, (C) est la droite:

(ad - bc)t - (ad - bc)t + bά - bd = 0 .

Supposons lm(bd) > 0.

(i) Si Im(flc) > 0, Γexίerieur de (C) contenant t = 0 se transforme en le demi-plan

superieur {z; Im z > 0} par (3.3).

(ii) Si Im(βc) < 0, Γinterίeur de (C) contenant t = 0 se transforme en {z; Iiru > 0}

par (3.3).

(iii) Si lm(ac) = 0, le demi-plan {t\ lm[(ad — bc)t + bd] > 0} contenant t = 0 dont

lafrontiere est (C), se transforme en {z; Imz > 0} par (3.3).

Le domaine d'holomorphie de W(t) a un cercle ou une droite (C) comme une frontiere

naturelle.

En introduisant comme les inconnues, W(t) et ses derivees de W(t) dans (3.4), it i = W,

W2 = dW/dt, wi = d2W/dt2, on obtient un systeme d' equations equivalent a (3.4):

dw\ du>2 dwi 3w;? (1 — w\ + w\)wl

avec les donnees

(3.7) ^(0)=^, l < / < 3 , α =

On obtient done la solution du probleme (3.6) et (3.7):

. . ίa(ct)t + b(a)\
w\ =w\(t,a) = λ[ ,

\c(α)ί + d(<x)J

. ^, a) = λ, - ,
(38) \c(a)t + d(a)J (c(a)t+d(a))2'

^f(a(<x)t+b(a)\ 1
W3 = Wτ(t, Cί) = λ I - - T

\c(a)t + d(a) J (c(a)t + d(a))4
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oύ λ'(z) = dλ/dz, λ"(z) = d2λ/dz2 et a(a), b(a), c(a), d(a) sont des functions de a,

a(ά)d(ά) -b(ά)c(a) = 1.

Vu (3.7), on a

(3.9) («)\ ,

Le sy steme (3.8) d'inconnue α a la solution

(3.10) α, = α/(f, uO , l < ί

Vu (3.8), on a done

Cί=0l(t,w)

(c(a)t+d(a))\a=a(ttW) = (λ'(

Vuque

done que

et (3.11), onobtient

t=a(t,w)

= λ

, ^ , /
«2(r, w) = λ' \ 1

\d(a)J d(a)2

.,
= λ

u; =

- {λ"(υ(u>ι))u>| -

2λ'(v(wι))2w2 - {λ"(v(«;ι))ιw| -

(3.12) xd(ot(t,
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α3(*,u;) = λ"

= λ"

a=ct(t,w)

_-λ'(v(wι))2w3}t^

x d(a(t, w))~4

2w2λ'(v(wι))ΐ

2λf(v(wl))2w2-{,

x 2c(a(t, w))d(a(t, w))~3 .

4. Une equation aux derivees partielles particuliere. Considerons Γ equation

4
(4.1)

oύ jc = (JCQ, jc') e C5, xr = (jci, jcr/), Jc/x = fe, JC3, ^4), et les A/(JC"), 1 < i < 4, satisfont
(1.3). Ceci est equivalent a Γ equation

ί 4 1
(4.2) 50U

/r)Z)o + Di + J] ft (jc/;) A K W = 0 ,
I i=2 J

OU

(4.3)

L'equation de sa courbe bicaracteristique est

(4.4) = BQ(X") , = 1, —- = BΪ(X") , 2 < i < 4,
dτ dτ dτ

avec les donnees co(O) = 0, */(()) = j/, 1 < i < 4. On a d'abord

(4.5) jci = τ H- y\ , jc/ = *, (τ, y"), 2 < i < 4 , y" = (y2, B, J4) € C3 .

En resolvant ce systeme (4.5), d'inconnue y' = (y\,... , ^4), on a

(4.6) yι=xι-τ, yi=yί(τ,x"), 2 < ι < 4 , ^:/r = (Jt2,*3,*4).

Puis, de (4.4) et (4.5), il resulte

(4.7) *o = JCO(T, /) = j^ χ^ y/)2(1_^σ //))2,3(σ y/)

En resolvant Γ equation CQ = ΛO(T, j/r(τ, Λ:r/)) d'inconnue τ, et vu (4.6) on obtient

τ = r(*o, *"), yi = ̂ i - T(XQ, x"),
(4>8) yi = yi(T(xQ, Jcr/), jc r /), 2 < ί < 4, Γ(0, ^/;) - 0.
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Soit Φ(x) la solution de Γ equation (4.1) avec la donnee

(4.9) Φ(0, * ')=*ι.

On a alors

(4.10) Φ(x)=xι -T(xQ,x").

La fonction Φ(x) est holomorphe au voisinage de S = {JCQ = 0} dans C5. On voit que

(A) + Σ?=2 Aί(*")A }Π*o,*") = AI(JC") et que Γ(0,*") = 0. Par suite,
— DO 7(0, #") = — Ai(* 7 /). La fonction Z)oΦ(0,jcO n'est pas identiquement nulle. Puisque

= 1, la surface Φ(x) = 0 est reguliere au voisinage de c = 0. Comme dans la

Section 2, il existe un point x^ = (XQ , c ), (jt{ φ 0) au voisinage de x = 0 tel que

(4.11) Φ ( x ) = 0, D 0 Φ C x ) ^ 0 et Λ I ( Λ : / / ) φ 0 .

II existe alors une fonction δ(xf) holomoφhe au voisinage de ;c/(0) telle que Φ(δ(jcr), x'} =

0, ^0) = (5(jc/(0)) et 5(0,jc'7) = 0, car Φ(0,0,jc") = 0. Remarquons que la fonction

DoΦ (<$(*'), χ'} n'est pas nulle au voisinage de x .
Considerons le probleme de Cauchy

I ' ' Ti II . _ ι A1 I
(1.6)

D'apres le resultat de la Section 2 et (1.5), (1.6), (1.7), on a

fx° dσ
(4.12) ί/3(^ *5) - ^5 ~ / ^7 =xs- U2(x).

Posons

1
(4.13)

^o

Comme dans la Section 2, pour x' voisin de x'^\ definissons y(xf) = {X XQ = γ(t;x'},t G
[0, 1]} un chemin ferme d'origine et d'extremite (0, xf) qui fait un tour autour du point

( δ ( x ' ) , x r ) , oύ γ ( t ' , x ' ) est une fonction continue de t e [0, 1] et de x' voisin de jc/(0), et
y(0; xf) = y( l ; xf) — 0. La fonction U2(x) dans (4.12) peut se prolonger analytiquement le
long de γ(x'). Elle est multiforme et son germe Ό\ (x) L χ f . au point d'extremite de γ(x'} est

egal a son germe U®(x) /0 x,^ au point d'origine de y(xf) augmente du germe 2πίΘ(x') \χ/

de 2πiΘ(x') au point xf\

(0,*') +2jΓ/Θ(jC/)

(4-14) l r dσ
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D'apres le Lemme 2.1 et (4.13), la fonction Θ(x') verifie

ί 4 }
(4.15) l^Ai(x/f)Di Θ(x') = 0, (9(0, *") - -l/Aι(*") .

1 1 = 1 J

Nous avons

LEMME 4.1. Au voίsίnage de (0, ;t//(0)), 0n α

y/ (xr) = yι (x\ , x"), 2 < / < 4, Jβ^^ (4.6). En fait, on a

" "(p(x")x\+q(x")\
y2(X ) =λ I — — 1

=λ'
r(x")x\ + s(x"

x 4

<9«

p(x") = -v(x2){λ"(v(x2))x3 - λ'(v(jt2))2Jt4} - 2λf(v(x2))xl,

?(*'0=2λ'(v(*2))2v(*2)*3,

Γ(*") - -{λ"(v(*2))*3 - λ>(*2))2*4} ,

j(*") - 2λ'(v(;t2))2*3

Joπc,

/>(*") = vfe)rU/;) - 2λ'(v(jc2))^|, ^(^/r) - V(JC 2)JU ; /),

p(x")s(x") - q(x")r(x") = -4λ.'(v(x2»
3xl -

REMARQUE 4.1. Abusivement Λ:^ (φ 0, 1) est considere comme un point de base

xf deft[C\{0, 1}]. Un voisinage dejcf} s'identifie a un voisinage de^0) dans7^[C\{0, 1}].

PREUVE. L'equation (4.15) est equivalente a

ί A }
(4.16) J D i +ΣBi(χ")Di \ Θ(x) = Q , <9(0,;t") = -\/A\(x").

I i=2 J

L'equation de sa courbe bicaracteristique est

dτ dτ l ' — — »

avec les donnees x\ (0) = 0, Λ, (0) = y, , 2 < i < 4.

Done, en posant yi = 0 dans (4.5) et (4.6), on a

(4.18) * ι = τ , Xi = J C / ( T , /), 2 < / < 4 , / = (y2, B, ^4) e C3

et

(4.19) j/ = ?/(*'), 2 < / < 4 , jc' = ( j c i , . . . ,;c4).
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En remplaςant ί, (w\, WΊ, w^) et («ι, α2, #3) par jci, (jt2, *3, JC4) et (y2, B-J4) respec-
tivement dans (3.11), (3.12), on obtient les fonctions ;y2(jc'), yι(x'). C.Q.F.D.

Nous allons etudier les domaines d'holomorphie des fonctions y2(x') et y$(x').
Nous faisons d'abord

REMARQUE 4.2. (i) Pour ί" = (*2, *3, *4> e 7£[C \ {0,1}] x C2, si *3 = 0, on a
c") - q(x")r(x") = 0, done

//>(*")*! +?(ί
λ T^—. f~,\r(x")x\ +s(x

^ (p(*"^+q(x"}\ ,
λ ~τ^—;—τ^τ = λ

\r(x")x\ +s(x") J

")) = Im(v(Jc2))|V(v(Jc2)
2JC4|2 > Opour^4 Φ 0.

(ii) Pour x" e U\C \ {0, 1}] x C2, ;c3 ^ 0,

1m(q(x")/s(x")) = Im(v(Jc2)) > 0 et done Im(q(x")s(x")) > 0.

Compte tenu du Lemme 3.1, nous posons

Af = {x" = (Jc2, jc3, JC4) e ft[C \ {0, 1}] x C2; Im(/?(Jc")r(F)) > 0},

A- = {xff = (ί2, JC3, JC4) e 7 [̂C \ {0, 1}] x C2; ta(p(Jc")r(ί")) < 0},

Ao = {x" = (Jc2, jc3, JC4) e 7 [̂C \ {0, 1}] x C2; ta(/?(ί")r(F)) = 0}.

Nous notons que A+ U ̂ l_ U Λ) = ft[C \ {0, 1}] x C2.
Definissons

p+ = {i7 = (x\,x") e C x A+\ \x\ - P(x")\ > R(x")},

V- = {xf = (jci, ί") € C x A-\ \x\ - P(x")\ < /?(*")},

^ , , ~/κ Γ ΛDO = < x = ( ci , * ) e C x AO;
] > 0

γ \ — { Tl( Ύ i ^ ( Ύ" \ — Π ί' Ύ \"F ( Ύ^\\ / i Γ)( Y \Y (Ύ^\ Tt(Ύ"^\V (Ύ \\V ) — \ JJ \Λ jι3 \Λ, ) U \Λ, } I \Λ, / J / X/^ \λι )I \Λ> ) [s \^\ JI \^Λ / f t

R(x") = \p(x")s(x") - ,

oύ

La reunion T> — T>+ U DO U Γ>_ construit un domaine etale au-dessus de C4. Remarquons
que vu le Lemme 3.1 et la Remarque 4.2(ii), on a (0, x") e Ί). Le domaine V possede la
propriete (E).

D'apres les Lemmes 3.1 et 4.1, nous avons

LEMME 4.2. Les domaines d'holomorphie de yι(x') et y$(xr) sont respectivement Ί)
et

V \ [χr = (xι, *") G C x mC \ (0, 1}] x C2; r(ί")*ι + 2λ/(v(i2))2x3 = 0}.

Us possedent la propriete (E).
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D'apres les Lemmes 3.1 et 4.1, nous avons de meme

LEMME 4.3. Le domaίne d'holomorphie de Θ(xf) est T> \ {^3 = 0}. II possede la
propriete (E).

Les Lemmes 4.1 et 4.2 prouvent la Proposition 1.4. En effet, vu que Aj (xf) = yj+\ (xf),
7 = 1,2, les domaines d'holomoφhie β/+3 de Z\7, 7 = 1, 2, sont ΩΔ, — T> et

{0, 1}] x C2; rC*")*! + 2X/

Us possedent la propriete (E).
Enfin, nous allons demontrer la Proposition 1.3. D'abord, d'apres les Remarques 4.1 et

4.2, nous pouvons choisir x"φ\ (x3 φ 0) comme Im(p(jc'/(0))r(*"(0))) > 0. Vu le Lemme
3.1, pour ;c[0) φ 0 voisin de 0, xf est dans 1'exterieur du cercle 1*1 - P(JC//(O))| - /?(jc//(0)):

\xf - />(jc//(0))l > flO:"(0)). Prenons z' voisin de x/φ) et ζ{ le point d' intersection du

"
segment [Zl, P(z")] et du cercle {jci; |jcι - P(z")| = R(z")}: \ζ\ - P(z")l = R(z").

Definissons pour z' ', ζ\ les chemins χι (zr)> Y2(z ', f i), ̂ ^^ ? 1) et XoU') comme suit:
(i) Xi Uθ = {-̂  = Uo^O -̂ o = γ\(t\z!),x' = z f , t e [0,1]} un chemin ferme

d'origine et d'extremite (0, zf) qui fait un tour autour du point (δ(z'), z'), oύ γ\(t\ z') est
une function continue de t € [0, 1] et de z' voisin de jc/(0), γ\ (0; z') = χι (1; zr) = 0.

(ϋ) X2b r, ξ\) = {x; XQ = 0, xι = z\ + f (f i - z i ) , ^r/ = zr/, ί € [0, 1]} un chemin
d'origine (0, z') et d'extremite (0, ?ι, z").

(iii) y2*(z', f i ) - y2fe r, f ι)\{ jc - (0, ζι , z/r)} - {*; ^o - 0, X} = z\ +ί(?ι -zi), ̂ /r -
Z / 7 , ί € [0,1)}.

(iv) yofeO = {*;*o = 0,^ = (0,jc//(0)) + ίfz 7 - (0,jc//(0))],ί e [0, 1]} un chemin
d'origine (0, 0, jc//(0)) et d'extremite (0, z'}.

Rappelons (4.14), oύ x' et γ(xf) sont remplaces par z' et γ\(z') respectivement,
alors on a

oύ Θ(jc7) I , est considere comme le germe au point z' qui est prolonge analytiquement le long

de yoαO du germe Θ(xr) \(^xn(v} de Θ(x') au point (0, jc//(0)). U$(x) (0 z/) et Θ(x') \ z , peu-

vent se prolonger analytiquement sur un voisinage V de 5 \ {x\ =0} dans C5 et T> \ { CB =0}

respectivement. Done ces germes peuvent se prolonger analytiquement le long de χ2*(z/' ?ι)
Ainsi la fonction £/2(*) peut se prolonger analytiquement le long d'un chemin compose
y*(£r, ξΊ) = γ\(z') o x^ίz', ζΊ). Plus precisement, designons par j/*(zx, ξΊ) le relevement de

X*(z /, ξΊ) sur £?2 La fonction U2(x) peut se prolonger analytiquement le long de y*(z r, ζΊ).
Soit ̂ (0) le point d' inter section du segment [x{°\ P(x"(0})] et du cercle {jcj |jcι - P(Λ://(O))| =

Une suite des points de χ*(;c \ [̂ ) dont les projections sur C5 tendent vers f ̂  =

(0, ̂ , Λ : / / ) definit un point frontiere ^(0) de Ω2 : π(£(0)) = ^(0). Prenons δ0 > 0 une
constante suffisamment petite. Alors pour tout polydisque V_δ (0 < 8 < So) de centre f ( 0 )

et de rayon δ dans C5, la projection π(V&) de la composante connexe V$ de π~{ (V_δ), ay ant
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ζ^ comme un point frontiere, est Γ ensemble

IxeC5 1^1 <^, kι-d ( 0 )l <5, |^-^(0)| < 5 , 2 < / < 4 , J

Done π(Vs) a Γexterieur non vide dans V_&9 d'oύ le point frontiere ζ^ satisfait la condition
(A). Done ί?2 possede la propriete (E). Ceci demontre la Proposition 1.3.

5. Quelques exemples. Nous donnons ici quelques exemples dans lesquels les solu-

tions peuvent se prolonger analytiquement sur le revetement universel Ίl[Cn+l \ Uy=o %j]
oύ les KJ sont des surfaces caracterisques.

Dans ce qui suit, les determinations de Zi = logz et de Z2 = z 1/ 2 sont egales a Zi = 0
et Z2 = 1 pour z = 1 respectivement. Dans les exemples suivants, vu les expressions des
solutions, on voit que les domaines d'holomorphie des solutions ne possedent pas la propriete

(E).

EXEMPLE 5.1. Considerons le probleme de Cauchy

X = (XQ, x'} 6 C4 , X = (x\, . . . , JC3) .

La solution est la fonction
rx° xλdσf X Q

u(x) =χ3- I
Jo 1 -

M
iγl/2

XΊ + ί r i r 2 - n1/2

-- ! ^--^ - v, v - - ι - - / -* i i x\ X2 i \x\X2 L)
-by- :—:—~,—~τ̂  1 1-1/2 :—5— 7̂77

' X2 — (x\XZ — l)[/Z

Elle peut se prolonger analytiquement sur 7£(C4 \ U;=o ̂ ')' oύ KQ = [x; \ — x\x2 = 0},

EXEMPLE 5.2. Considerons le probleme de Cauchy

(D2 - (x\Di)2 - (xlD2)
2)u(x) = 0 , n(0, ̂ ) - 0 ,

x = (xo,xf) e C 3 , x' = (x\,X2).

La solution est la fonction

XIX2

Elle peut se prolonger analytiquement sur K(C3 \ (jf=0 Ki), oύ ^o — [x\

0}, Ki = {jc; 1 - XiXQ = 0}, i = 1, 2, et JΓ/+2 = {Λ:; 1+ ^ JC0 = 0}, / = 1, 2.



94 Y. HAMADA

REFERENCES
[BT] H. BEHNKE UNO P. THULLEN, Theorie der Funktionen mehrerer komplexer Veranderlichen, Chelsea,

New York, 1934.

[C] H. CARTAN, Theorie Elementaire des Functions Analytiques d'Une ou Plusieurs Variables Complexes,

Hermann, Paris, 1961.

[GKL] L. GARDING, T. KOTAKE ET J. LERAY, Uniformisation et developpement asymptotique de la solution du

probleme de Cauchy lineaire a donnees holomorphes; analogic avec la theorie des ondes asymptotiques

et approchees, Bull. Soc. Math. France 92 (1964), 263-361.
[G] R. C. GUNNING, Introduction to Holomorphic Functions of Several Variables, vol. I Function Theory,

Wadsworth & Brooks/Cole Math. Ser., Wadsworth & Brooks/Cole Publishing Company, Pacific Grove,

1990.
[HI] Y. HAMADA, Les singularites des solutions du probleme de Cauchy a donnees holomorphes, Recent De-

velopments in Hyperbolic Equations, Pitman Res. Notes Math. Ser. 183, Longman, 1988, 82-95.

[H2] Y. HAMADA, Une remarque sur le domaine d'existence de la solution du probleme de Cauchy pour

Γoperateur differentiel a coefficients des fonctions entieres, Tόhoku Math. J. 50 (1998), 133-138.

[HLT1] Y. HAMADA, J. LERAY ET A. TAKEUCHI, Sur le domaine d'existence de la solution de certains problemes

de Cauchy, C. R. Acad. Sci. Paris Ser. I Math. 294 (1982), 27-30.
[HLT2] Y. HAMADA, J. LERAY ET A. TAKEUCHI, Prolongements analytiques de la solution du probleme de

Cauchy lineaire, J. Math. Pures Appl. 64 (1985), 257-319.

[HT] Y. HAMADA ET A. TAKEUCHI, Sur le prolongement analytique de la solution du probleme de Cauchy, C.

R. Acad. Sci. Paris Ser. I Math. 295 (1982), 329-332.

[Hi] E. HILLE, Ordinary Differential Equations in the Complex Domain, John Wiley, New York-London, 1976.

[L] J. LERAY, Uniformisation de la solution du probleme lineaire analytique de Cauchy pres de la variete qui
porte les donnees de Cauchy (Probleme de Cauchy I), Bull. Soc. Math. France 85 (1957), 389^29.

[N] T. NISHINO, Theory of Functions of Several Complex Variables [Tahensu Kansu Ron] (en japonais),

University of Tokyo Press, 1996.

[P] J. PERSSON, On the local and global non-characteristic Cauchy problem when the solutions are holomor-

phic functions or analytic functionals in the space variables, Ark. Mat. 9 (1971), 171-180.
[PW] P. PONGERARD ET C. WAGSCHAL, Probleme de Cauchy dans des espaces de fonctions entieres, J. Math.

Pures Appl. 75 (1996), 409-418.

61-36 TATEKURA-CHO
SHIMOGAMO, SAKYO-KU
KYOTO 606-0806
JAPAN




