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L’OPERATEUR DIFFERENTIEL DE PARTIE
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Abstract. In our preceding article [H2], by applying the results of Bieberbach, Fatou
and Picard, we have studied the domain of holomorphy of the solution of the Cauchy problem
for the differential operator with coefficients of entire functions. In this article, by employing
the results of the modular function and its ordinary differential equation, we give a remark on
the domain of holomorphy of the solution of the Cauchy problem for the differential operator
of principal part with polynomial coefficients.

Résumé. Dans notre article précédent [H2], en appliquant les résultats de Bieberbach,
Fatou et Picard, nous avons étudié le domaine d’holomorphie de la solution du probleme de
Cauchy pour I’opérateur différentiel a coefficients des fonctions entieres. Dans cet article, en
employant des résultats de la fonction modulaire et son équation différentielle ordinaire, nous
donnons une remarque sur le domaine d’holomorphie de la solution du probléme de Cauchy
pour I’opérateur différentiel de partie principale a coefficients polynomiaux.

Introduction. Leray [L] et Garding, Kotake et Leray [GKL] ont étudié les singularités
et un prolongement analytique de la solution du probleme de Cauchy dans le domaine com-
plexe.

[HLT1, 2], [H2], [HT], [P] et [PW] ont étudié des prolongements analytiques de la solu-
tion du probleme de Cauchy pour I’opérateur différentiel a coefficients des fonctions entieres.

Dans cet article, nous donnons une remarque sur le domaine d’holomorphie de la solu-
tion du probleme de Cauchy pour I’opérateur différentiel de partie principale a coefficients
polynomiaux. Ceci concerne la fonction modulaire et son équation différentielle ordinaire.

1. Notations et résultats. Soit x = (xp, x’) [x' = (x1,x"),x” = (x2,...,%,)] un
point de C" 1.

On considere un opérateur différentiel d’ordre m

a(x,D)= Y ay(x)D*, D*=D{°---DF", Di=09/dxi, 0<i=<n.
lee]<m

Sa partie principale est notée g(x, D).

Nous supposons que tous les coefficients de a sont des fonctions entieres sur C n+l et
que dm.o... o(x) = 1 sur C"+1,
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Soit S I’hyperplan xp = 0, donc non caractéristique pour a.
Etudions le probléme de Cauchy

(1.1) a(x, Dyu(x) =v(x), Diu0,x)=ws(x), 0<h<m-1,

ou v(x) etles wy(x’), 0 < h < m — 1, sont des fonctions entieres sur crtletCn respective-
ment.

D’apres le théoreme de Cauchy-Kowalewski, il existe une unique solution holomorphe
au voisinage de S dans C"*!,

Nous étudions un prolongement analytique de cette solution. En général, comme on a
vu dans [H2] et on va voir dans la Section 5, des diverses phénomenes y se passent.

Dans cet article, nous donnons une remarque sur le domaine d’existence de la solution
pour I’opérateur différentiel de partie principale a coefficients polynomiaux.

D’abord, nous rappelons un résultat de [HLT2].

THEOREME [HLT2]. Supposons que dans g(x, &)= Zlalzm aq (X)€Y, les ay (x) soient
des polynémes de degrés ku en x' pour ap = m — k, 0 < k < m, u étant un entier > Q.
Notons ag(x) = Zlﬁ’lsku ag (xo)x'?, pour || = m, o0 = m—k, B/ = (Bi,..., Bn),
= 1 et MOR) = supllal] (xo)l: Ixol < R, IB'| < ku, ol = m, g = m —k, 0 <
k < m}.

Alors il existe une constante C (0 < C < 1) ne dépendant que de M(R) telle que la
solution du (1.1) soit holomorphe sur

{x; 1x0] < C min[(1 + [lx"|))~ ™K =101 "Ry,

on ||x'|| = maxi<;<p |X;i|.
En particulier, si p = 0, 1, la solution est holomorphe sur C n+l

REMARQUE 1.1. Ce résultat a été déja obtenu dans [HLT2]. Pour u = 0, 1, il est
aussi démontré dans [P] et [PW].

Aux exemples dans la Section 5, la solution peut se prolonger analytiquement sur le
revétement universel R[C"*! \U?n=11 K ;1 d’un domaine C"*! \U?“:i1 Kj,oules K; sont des
surfaces caractéristiques.

Dans la suite, nous donnons des exemples tels que le domaine d’holomorphie de la solu-
tion soit plus restrictif.

Rappelons les définitions d’un domaine de Riemann (£2, ), c’est-a-dire, un domaine
étalé au-dessus de C” et d’un point frontiere de §2: £2 est un espace topologique connexe,
séparé,  est une application continue de £2 dans C", qui est localement un homéomorphisme,
et le point p= w(p), p € $2 est appelé la projection de p. (Voir [BT], [C], [G] et [N]).

Soit dans £2 une suite des points {p(")},‘zl‘zw qui n’a pas de point d’accumulation dans
£2. Supposons que la suite { B(i )} converge vers un point p de C" et que pour tout voisinage V.
de p dans C", il existe un entier m > 0 tel que p), p'/) (i, j > m) sont joints par une courbe
continue y dans §2 vérifiant y C V. Alors on appelle p = {p¥};=1.2.... un point fronti¢re de
2 et p= w(p). N
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Soient p un point frontiere de £2 et (A) la condition suivante:

Il existe une constante &y > 0 telle que pour tout polydisque V5 (0 < § < 8p)
A) de centre p et de rayon § dans C", la projection 7t (Vs) de la composante
connexe Vs de w1~ (V), ayant p comme un point frontiére, a I’extérieur
non vide dans V ;.
Si un domaine étalé a au moins un point fronti¢re satisfaisant la condition (A), nous disons
que ce domaine possede la propriété (E).

Soient »© un point de base de 2 et 7 un chemin d’origine »© tel que 7(y) = y, ot y
est un chemin dans C” d’origine 7 (0@). 7 est applé le relévement de .

Considérons le probleme de Cauchy

4
Do — X{A1(x")Dx, +)_ Ai(x")D; { DoU (x0, X1,x") =0,
=2
(1.2) U@©, X1,x") =0, DU, X;,x") =X,

5
[(x0, X1,x") € C°,x" = (x2, x3, x4)],
ol

AL(x") = x3(1 — x2)%x3,
Ary(x") = x3(1 — x2)%x3,

(1-3) As(x") = x3(1 = xp)bx3xa,

3 1
Ay(x") = 5x§(1 — x2)%x2 — S =x+ x3)x3 .

Nous avons

PROPOSITION 1.1. Le domaine d’holomorphie de U (xg, X1, x"") est un domaine étalé
(82, 1), on T (82) est un domaine de C>. Ce domaine §2 posséde la propriété (E).

Dans le probleme (1.2), I’opérateur différentiel est d’ordre 2. Pour un opérateur différentiel
du premier ordre, nous considérons

4
Dy — X{A1(x")Dx, + ) Ai(x")Di + X1 Ds { U1 (x0, X1, %", x5) = 0,
(1.4) i=2

Ui(0, X1, x",xs) = x5, [(x0, X1,x",x5) € C®, x" = (x2, x3,x4)].

Nous avons alors

PROPOSITION 1.2. Le domaine d’holomorphie de Uy(xg, X1, x”, x5) est un domaine
étalé (21, 1), o 11(821) est un domaine de CO. §2, posséde la propriété (E).

Par le changement de variable X; = 1/x1, les problemes (1.2) et (1.4) se transforment
en les problemes respectifs (1.5) et (1.6):
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4
[DO +Y AG"D; } DoUs(x) =0,
i=1

(1.5) U(0,x') =0, DoUs(0,x') = 1/x1,
[x = (x0,x") € C°,x" = (x1,x"),x" = (x2, x3,x4)],
et
4 1
{DO + Z Ai(x")D; + ;D5} Us(x,x5) =0,
(1.6) =l

Uz(0, x', x5) = x5,

[(x,x5) € CO x = (x0,x'), x' = (x1,x"), x" = (x2, %3, x2)] .

Comme on le voit facilement dans la Section 2, au voisinage de S \ {x; = 0} dans C 6,
ou S = {xo = 0}, les Ua(x) et Us(x, x5) sont holomorphes et

(1.7) Us(x,x5) = x5 — Us(x).

Nous avons alors

PROPOSITION 1.3. Les domaines d’holomorphie de U;, i = 2,3, sont des domaines
étalés (§2;, 1), i = 2,3, ot w2(822) et w3($23) sont des domaines de C> et C© respectifs. Les
£2i,i = 2, 3 possedent la propriété (E).

Remarquons que par le changement de variable X| = 1/xj, les Propositions 1.1 et 1.2
résultent de la Proposition 1.3.

[L], [GKL] et [H1] ont précisé des ramifications des solutions des problémes de Cauchy,
lorsque la surface initiale a des points caractéristiques. Le probleme de Cauchy suivant, dans
des cas exceptionnels de [L] et [GKL], concerne les Propositions 1.1, 1.2 et 1.3:

4
Y AGDi{Aj(x) =0, A;j0.x)=xj11. j=1,2,
(1.8) —

x'=(x1,x")eC*, x"=(x,x3,x4).

La surface initiale x; = 0 a des points caractéristiques {x”; x, = 0, 1} U {x”; x3 = 0}.
Nous avons

PROPOSITION 1.4. Les domaines d’holomorphie de Aj(x’), Jj = 1,2, sont des do-
maines étalés (213, j43), oit les 7w j1.3(8243) sont des domaines de C*. Les £243 possedent
la propriété (E).

Nous démontrons ces Propositions dans la Section 4. Dans la Section 2, nous donnons
quelques préliminaires sur des équations aux dérivées partielles du premier ordre. Dans la
Section 3, nous rappelons des résultats de la fonction modulaire et son équation différentielle
ordinaire. Dans la Section 5, nous donnons quelques exemples.
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2. Sur une équation aux dérivées partielles du premier ordre. Soit (x, x,+1) €
Cn+27 X = (xO’ x/)’ x’ = (xlv -x”)$ x” = (x27 L] xn)~
On considere un opérateur différentiel du premier ordre

@.1) L=Dy+M, M=) ax)Di,

i=l1
ou les g; (x”) sont des fonctions entiéres en x’.
Etudions le probleme de Cauchy

2.2) (L + ans1 () Dpy DU (x, Xn11) = 0, U (0, X', Xn41) = Xn41,

oll a,+1(x’) est une fonction rationnelles non identiquement nulle en x’ et holomorphe au
voisinage d’un point x’ @ gecn. Le probleme (2.2) posséde une unique solution U (x, x,+1)
holomorphe au voisinage de (0, x’ O 0):

2.3) Ux, xn+1) = Xn+1 — u(x),
ol u(x) est la solution du probléeme
(2.4) Lu(x) =anr1(x), u(,x)=0.
D’autre part, on a
X0
2.5) u(x) = / i(o, x")do ,
0
ol i(x) est la solution holomorphe au voisinage de (0, x’(O)) du probleme
2.6) Li(x) =0, a0,x")=ap1(x).
Donc on a
X0
@.7) UG, nt1) = Xng1 — / a0, x')do |
0

REMARQUE 2.1. u(x) estla solution du probleme
(2.8) LDou(x) =0, u0,x)=0, Dou(0,x")=an1(x).

1)

En particulier, dans I’équation (2.2), nous prenons an41(x’) = 1/x1, x’ O — (x{o), x” (O))

(xfo) # 0) un point au voisinage de 0 dans C".
Soit ¢ (x) la solution holomorphe au voisinage de S = {xo = 0} dans C"*! du probleme

2.9 Lo(x)=0, ¢0,x)=ux.
Notons que Dop(0, x') = —aj(x’). Alors le probléme
(2.10) Lux)=1/x;, u©,x)=0,

posseéde une unique solution holomorphe au voisinage de S \ {x; = 0} dans C"*!:

¥ do
(2.11) u(x)=/ ~ .
0 ¢(0,x)
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La fonction
X do
(2.12) U(x, Xp+1) = Xp+1 —/ ;
0o ¢lo,x)
est la solution du probléme
1 /
(2.13) <E+;Dn+])U(X,X,,+|)=O, U, x", xp41) = Xpt1 -

(0)

Supposons qu’il existe un point x”') au voisinage de 0 dans C"~! tel que

2.14) a1(0,x" Yy #£0.

Vu que ¢(x) = x| + n(x)xp, n(x) étant une fonction holomorphe au voisinage de 0 et que
(0,0, x") = 0 et Dyg(0, 0, x”(o)) = —a;(0, x”(o)) # 0, il existe une unique fonction §(x”)
holomorphe au voisinage de (0, x”?’) dans C" telle que

(2.15) p@Bx),x)=0 et 8§(0,x")=0.

Prenons un point x(© = (x(()O), x' ) au voisinage de 0 dans C"*+! tel que

(2.16) =80 et xV#£0 voisinde 0.
Remarquons que la fonction Do@(8(x’), x’) n’est pas nulle au voisinage de x'@ Notons
(2.17) &) = l/Do(p(s(x/),x/).

Pour x’ voisin de x'?’, définissons y(x') = {x;x9 = y(t;x),t € [0, 1]} un chemin
fermé d’origine et d’éxtremité (0, x") qui fait un tour autour du point (8(x"), x), ot y(¢; x")
est une fonction continue de ¢ € [0, 1] et de x’ voisin de x'©, et y(©0;x)=y(1;x')=0.La
fonction u(x) dans (2.11) peut se prolonger analytiquement le long de y (x’). Elle est multi-
forme et son germe u ! (x) ’(O,x’) au point d’extrémité de y (x) est égal a son germe uO(x) |(O.x’)
-+ de la fonction 27i I’ (x") au point

au point d’origine de y (x’) augmenté du germe 27i I" (x”)

x':

ul (x) I(O,x/) =u(x) I(O,x’) +2mil(x')

2.18 1 d
( ) F(x’) = — —0/ )
211 Jy ey 9(0, x7)

x'°

On a alors

LEMME 2.1. Supposons (2.14). Alors au voisinage de (0, x”«)}), la fonction I" (x') est
la solution du probléme

(2.19) M =0, IOx")=-1/a;(0,x").
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PREUVE. Vuque ¢(8(x"), x’) =0,0na

Dop(8(x"), x")Di8(x") + Dip(8(x"),x') =0, 1<i<n,
M([Dop(8(x"), x)]

= Dip(8(x), X YMBK) + Y ai(x) (DoDig)(5(x), x')
i=1
= —Dje(x"), x'YMp(S(x"), x) [ Dop(8(x"), x")1 ™!

+ D ai(x) (Do Dig)(8(x"), x")

i=l

n
= D3p((x).x) + > ai(x)(DoDig)(6(x'), x) = 0.
i=1
Vu (2.17), on a donc MI'(x’) = 0. Vu (2.17) et que §(0,x”) = 0 dans (2.15), on a
(0, x") = 1/Dge(0,0,x") = —1/a; (0, x""). Ceci démontre le Lemme 2.1. C.QFED.

3. La fonction modulaire et son équation différentielle ordinaire. Soit w = A(2)
la fonction modulaire. Son domaine d’holomorphie est le demi-plan {z; Imz > 0}, elle a
la frontiére naturelle {z; Imz = 0} et A'(z) % O sur {z;Imz > 0}, ot A'(z) = dA/dz. Sa
fonction inverse v(w) est holomorphe au voisinage d’un point w® e C\ {0, 1} et elle se
prolonge analytiquement sur le revétement universel R[C \ {0, 1}] du domaine C\ {0, 1}.
Elle donne une représentation conforme de R[C \ {0, 1}] sur {z; Imz > 0}.

On sait que la A(z) satisfait I’équation différentielle ordinaire (voir [Hi]):

2
3.1) (w, 2) = —R(w) (d—“’) ,
dz

ou {w, z} est la dérivée de Schwarz:

2
w. 2) d (d*w [dw 1 (d*w [dw ¢ Rw) 1 —w+ w?
wil=—|—/——-=z|—/— e W)= ———
Y= \a2 /) az ) 2\a2/ 4z 2w2(1 — w)?

L’équation (3.1) s’écrit sous la forme

2

Bw 3 (d*w\ [dw\' 1-w+w? [dw)’
3.2) —=5|l5= —_ _ [ —

dz’ 2\ dz? dz 2w2(1 — w)? \ dz
La dérivée de Schwarz est invariante sous des transformations

at +b

3.3 - i — 9
(3-3) ¢ ct+d

oua, b, c, d sont des constantes telles que ad — bc = 1. L’équation

dw

2
3.4) {(W,t} = —R(W) (?)
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posséde donc une intégrale générale

at+b
3.5) W) = (ct n d) s

avec trois constantes quelconques.
Nous avons

LEMME 3.1. Par une transformation (3.3), (C) un cercle ou une droite dans le plan
de variable t se transforme en ’axe réel dans le plan de variable z.
Pour Im(ac) # 0, (C) est le cercle:
ad — bc

ac — ac

__lad — bc|
" la¢ —ac|’

et pour Im(ac) = 0, (C) est la droite:
(ad — be)t — (ad — bé)i +bd —bd = 0.

Supposons Im(bd) > 0.

(i) SilIm(ac) > 0, Uextérieur de (C) contenant t = 0 se transforme en le demi-plan
supérieur {z; Im z > 0} par (3.3).

(i) SilIm(ac) < 0, lintérieur de (C) contenant t = 0 se transforme en {z; Imz > 0}
par (3.3).

(iii) SiIm(ac) = 0, le demi-plan {t; Im[(ad — bc)t + bd] > 0} contenant t = 0 dont
la frontiere est (C), se transforme en {z; Im z > 0} par (3.3).

Le domaine d’holomorphie de W (¢) a un cercle ou une droite (C) comme une frontiére
naturelle.
En introduisant comme les inconnues, W (¢) et ses dérivées de W (¢) dans (3.4), w; = W,
wy =dW/dt, w3 = d? W/dt2, on obtient un systeme d’équations équivalent a (3.4):
dw dw» dws 3wl (1—w;+whw3

3.6 W1y B2 —
(3.6) ar " Tar T Tar Tawn T 2wl — w)?

avec les données
3.7 w0 =0, 1<i<3, a=(,0,a) el

On obtient donc la solution du probleme (3.6) et (3.7):

_ _ a(a)t + b(x)
wi=wi(he) =4 (c(ot)t T d@)
a(a)t + b(x)
cla)t +d(a)

a(o)r + b(a))

= ,a) = A
(3.8) w2 = walt @) ( (c(a)t —|—d(a))2

ws = w3t @) =2 (c(a)t +d@)
_ (4@t +b(@)
(c(oz)t +d(a)

(c(a)t + d(a))4
2¢(a)
(c(@)t +d(@))3’
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ot M(z) = di/dz, N'(z) = d*1/dz? et a(a), b(e), c(), d(a) sont des fonctions de «,
a(a)d(a) — b(a)c(a) = 1.

Vu (3.7),on a
b(a) _ ’ b(a) 1 _
g (d(a)) son (d(a)) d@?

(3.9) N (b(a)) 1 N (b(a)) 2c(a)
d@) ) d@)? d@) ) d@y B

Le systéeme (3.8) d’inconnue « a la solution

(3.10) a =o;(t,w), 1<i<3, w = (wy, wz, w3).

Vu (3.8), on a donc

a(a)t + b(a) — v(w))
c(@)t 4+ d(@) | y—g(r.w) - 1
(@)t +d@) |y g0y = N G /w)'72,
G my < V@O ww)) Py
s 2)\/(‘)(.““))3/2 2w3/2
CNe@)? (M ew)w? N ww) ' Pws
detn ="\ wown? T )
Vu que
1+ b(a)c(a)
al) = ——=
d(a)
donc que
b(x) t

= v(wy)
a=u(t,w)

d(a) + d(@)(c(a)t + d(a))
et (3.11), on obtient

_ b(x)

a=a(t,w)

2w3A (v(w))t
A v(wy) — 3 3 >
2V (v(w)*wz — (A (v(wi)w; — A (v(wr)) w3}t

(@) 1
wlt,w) =4 (d(a))d(a)?

a=a(t,w)

2wiN (v(w))t
=1 {vw) - — > > >
20 (w(w) wz — A" (w(w))wsy — A (v(w)) w3}t

(3.12) x d(a(t, w) 2,
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_an(b@Y 1, (b)) 2¢(@)
walt ) =2 (d(a)) d@s " (d(a)) d@)
2457
=2"{v(wy) — - 3 2wyh (v(wl))zt - 3
2) (v(w1)) w2 — (A (v(w1))wy — A (v(w)) w3l
x d(a(t, w) ™4
297
M {vw) - 3 2u/)2A (V(wl))zt - 3
20 (v(w1))*wy — (A (v(wi))wy — A (v(wr)) w3}t

x 2c(ee(t, w))d(a(t, w) .

a=a(t,w)

4. Une équation aux dérivées partielles particuliere. Considérons I’équation

i=1

4
4.1) {D0+2Ai(x”)1),-}u(x) =0,

ol x = (xp,x") € C?, x' = (x1,x"), x"" = (x2,x3, xa), et les A;(x"), 1 <i < 4, satisfont

(1.3). Ceci est équivalent a I’équation

4
4.2) IBo(x”)Do +D1+ Y Bi(x")D; } u(x) =0,
i=2
ou
1
Bo(x") = ———=—, B(x")=x3, B3(x")=xs,
x5(1 — x2)2x3
2 2y,.3
4.3) Bax”) = ﬁ B (1 = x2 +x3)x3
2x3 2x3(1 — x2)2

L’équation de sa courbe bicaractéristique est

dxg ” dxy dx; ” .
4.4 — =B, , —=1, —— =B , 2<i<4,
(4.4) e o(x") T o i (x7) <i<
avec les données x¢(0) = 0, x; (0) = y;, 1 <i < 4. On a d’abord
(4.5) xi=t4+y, xi=xi(r,y"), 2<i<4, y' =(yy3ys)€C>.
En résolvant ce systéme (4.5), d’inconnue y’ = (y;, ..., y4),0na
(4.6) yi=xi—1t, yi=y(t,x"), 2<i<4, x"=(x2x3x4).
Puis, de (4.4) et (4.5), il résulte

t do
4.7 x0 = xo(t,y") = / .
o x2(0,y"2(1 — x2(0, y"))2x3(0, y")

En résolvant I’équation xo = xo(z, y”(z, x”")) d’inconnue 7, et vu (4.6) on obtient
1=T(x0,x"), y1=x1—T(p,x"),

(4.8) yi = yi(TGo, x"), "), 2<i<4, T(x")=0.
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Soit @ (x) la solution de I’équation (4.1) avec la donnée

(4.9) &0, x') = x;.
On a alors
(4.10) ®(x) =x; — T(xg, x").

La fonction ®(x) est holomorphe au voisinage de § = {xo = 0} dans C>. On voit que
{Do + Z?:z A (x"YDi}T (x0,x") = A1(x”) et que T (0, x”) = 0. Par suite, Dg® (0, x') =
—DoT(0,x") = —A;(x"). La fonction Dy® (0, x") n’est pas identiquement nulle. Puisque
Dy®(x) = 1, la surface @(x) = O est réguliere au voisinage de x = 0. Comme dans la
Section 2, il existe un point x© = (x(()o), x’(o)), (x{o) # 0) au voisinage de x = 0 tel que

4.11) o(xP) =0, DG #£0 et A" 0.

11 existe alors une fonction 8(x") holomorphe au voisinage de 'O telle que @(8(x'), x") =
0, x(()o) = 85’ et (0,x”) = 0, car (0,0,x”) = 0. Remarquons que la fonction
Do® (8(x"), x") n’est pas nulle au voisinage de X',

Considérons le probléme de Cauchy

4
1
Do+ ) Ai(x")Dj + ;Ds} Us(x,x5) =0,

(1.6) i=
Us (0, x, x5) = x5,

[(x,x5) € CO x = (x0, x'), x' = (x1, x"), x"" = (x2, x3, x2)] .

D’apres le résultat de la Section 2 et (1.5), (1.6), (1.7), on a

Y do
4.12) Us(x, x5) = x5 — / 457, =x5 —Usy(x).
0 (o, x")
Posons
1
(4.13) Ou) =

D@ (8(x"), x")

Comme dans la Section 2, pour x’ voisin de x' @, définissons y (x') = {x; x0 = y(t; x'), t €
[0, 11} un chemin fermé d’origine et d’extrémite (0, x") qui fait un tour autour du point
(8(x"), x7), ot y(¢;x") est une fonction continue de ¢t € [0, 1] et de x’ voisin de x' O et
y(0; x') = y(1; x") = 0. La fonction Up(x) dans (4.12) peut se prolonger analytiquement le
long de y (x"). Elle est multiforme et son germe U21 (x) |(0§x,) au point d’extrémité de y (x’) est
égal a son germe Ug(x) ’(O,x') au point d’origine de y (x’) augmenté du germe 27i® (x’) ]x,
de 27i®(x’) au point x:

Uy () | g0y = U300 | gy + 27O |,

(4.14) , 1 do
OK')=— _—
27i Jyxry @ (o, x")
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D’apres le Lemme 2.1 et (4.13), la fonction © (x’) vérifie

4
4.15) {Z A,‘(x”)Di} O)Y=0, ©0,x")=—1/A1(").
i=1
Nous avons
LEMME 4.1. Au voisinage de (0, x"®) ona
O@') = —1/y2(x)*(1 = y2(x)?y3(x) ,
ou l’on a noté y; (x') = yi(x1,x"”),2 <i < 4, dans (4.6). En fait, on a

N p(x"x1 +q(x")
() =A ( r(xMx; +sx”) ) ’

= (53223)
x 43 (0(x2))%x3 24 (v(x2)) 23 — (M (v(x2))x3 — A (v (x2)) 2xalx) 2,
ou
p(x") = —v(x) {1 (v(x2))x3 — X (0(x2))* x4} — 21 (v(x2))x3 ,
q(x") = 21" (v(x2))*v(x2)x3 ,
r(x") = =2 (v(x2)x3 — X' (v(x2))*xa} ,
s(x") = 2) (v(x2))%x3 ;
donc,

p(") = v)r(x") =22/ wx)x3, q(x") = v(x2)s(x"),
p(x"Ns(x") —q(x"r(x"y = —4A/(v(x2))3x§ .
REMARQUE 4.1. Abusivement xéo) (# 0, 1) est considéré comme un point de base
70 de R[C\ {0, 1}]. Un voisinage de x\”’ s’identifie 2 un voisinage de %5’ dans R[C\ {0, 1}].

PREUVE. L’équation (4.15) est équivalente a

4
(4.16) {D, + Y Bi(x")D; } OGx)=0, 0, x")=—-1/A(x").
i=2
L’équation de sa courbe bicaractéristique est
d dx;
4.17) T, Z o), 2<i<4,
dt dt

avec les données x1(0) =0, x;(0) = y;,2 <i <4.
Donc, en posant y; = 0 dans (4.5) et (4.6), on a

(4.18) x1=1, x=xi(t,y"), 2<i<4, y' =(y, y3ys)€C’
et

(4.19) yi=yi(x), 2<i<4, xX'=@,...,x).
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En remplacant ¢, (wy, wa, w3) et (o, op, ®3) par x, (x2, X3, x4) et (y2, ¥3.y4) respec-
tivement dans (3.11), (3.12), on obtient les fonctions yy(x’), y3(x’). C.Q.ED.

Nous allons étudier les domaines d’holomorphie des fonctions y,(x”) et y3(x’).
Nous faisons d’abord

REMARQUE 4.2. (i) Pour x” = (X3, x3, x4) € R[C \ {0, 1}] x C?% six3=0,0ona
p(x")s(X") — q(x")r(x") = 0, donc

pGENx1+qGEN\ o
(Fmraer) = v = .

/ (P(f//)xl +q(x")
r(xMx; + s

et Im(p(X")r(3")) = Im(v(F2))|N (v(F2)%x4]% > 0 pour x4 # 0.
(i) Pourx” € R[C\ {0, 1}] x C?, x3 # 0,

Im(g(")/s(x")) = Im(v(¥2)) > 0 etdonc Im(g(x")s(x")) > 0.

) = (v(x%2)

Compte tenu du Lemme 3.1, nous posons
Ay = [ = (%2, x3,x4) € RIC\ {0, 1}] x C% Im(p(F")r (Z")) > 0},
A_ = (" = (%2, x3, x4) € R[C\ {0, 1}] x C?; Im(p(Z")r (")) < 0},
Ap = (¥ = (F2, x3, x4) € R[C\ {0, 1}] x C*; Im(p(F")r (")) = 0} .

Nous notons que A4 U A_ U Ay = R[C\ {0, 1}] x C2.

Définissons
Dy ={i = (x1,i") € C x Ay [x1 — PE")| > RG")},
D_={x=@x,i")eCxA_;|jx) — PE")| < RG"Y},
Do = [ = o0, 2 € € g, THPETE) —GEIrE
+q(x")s(x")] > 0

PE") = {p(E")s&") — g&")yr @/ pE)r&) — pG"rE")},
R(x") = [p(E")s (&) — q&)r(E)I/IpE)rE") — pErE")| .
La réunion D = Dy U Dy U D_ construit un domaine étalé au-dessus de C*. Remarquons
que vu le Lemme 3.1 et la Remarque 4.2(ii), on a (0, x”) € D. Le domaine D possede la
propriété (E).
D’apres les Lemmes 3.1 et 4.1, nous avons

LEMME 4.2. Les domaines d’holomorphie de y,(x') et y3(x') sont respectivement D
et

D\ {¥' = (x1, %) € C x R[C\ {0, 1}] x C%; r(Z")x1 + 21/ (v(%2))*x3 = 0} .
lis possedent la propriété (E).
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D’apres les Lemmes 3.1 et 4.1, nous avons de méme

LEMME 4.3. Le domaine d’holomorphie de © (x') est D \ {x3 = 0}. Il posséde la
propriété (E).

Les Lemmes 4.1 et 4.2 prouvent la Proposition 1.4. En effet, vu que A;(x") = y;;1(x"),
J =1, 2, les domaines d’holomorphie £2;,3 de A;, j = 1,2, sont 24 = D et

25 =D\ (¥ = (x1,%") € C x RIC\ {0, 1}] x C*; r(&")x1 + 21/ (v(%2))7x3 = 0} .

Ils possedent la propriété (E).
Enfin, nous allons démontrer la Proposition 1.3. D’abord, d’aprés les Remarques 4.1 et

4.2, nous pouvons choisir x"©, (x3 # 0) comme Im(p(x”(o))r(x”(o))) > 0. Vule Lemme
3.1, pour xfo) # 0 voisin de 0, x:O) est dans I’extérieur du cercle |x; — P(x”(o))l = R(x"):
|x§0) - P(x”(O))l > R(x”(o)). Prenons z’ voisin de x’© et ) le point d’intersection du
segment [z, P(z")] et du cercle {x;; |x; — P(z")| = R(z")}: |¢c1 — P(Z")| = R(Z").

Définissons pour z’, ¢ les chemins y1(z'), y2(z', ¢1), ¥5'(Z, £1) et yo(2') comme suit:

(i) n@) = {x = (xo,x);x0 = yi(t;2),x" = 2/,t € [0,1]} un chemin fermé
d’origine et d’extrémité (0, z’') qui fait un tour autour du point (§(z), z’), ot yi(t; Z') est
une fonction continue de ¢ € [0, 1] et de 7’ voisin de x'©, 1(0; 7)) =y1(1;7) =0.

() y(,¢) = {x;x0 = 0,x; = z1 +1( —z1),x” = 7', t € [0, 1]} un chemin
d’origine (0, ') et d’extrémité (0, ¢, z”).

(i) ¥y ) =r2E@ O\ x = (0,8, ={xix0 =0, x) = 21+t (&1 —21), x" =
7', t €0, D}

(iv) (@) = {xixo = 0,x = ©0,x" ) +1[z — 0, x" )], 1 € [0, 1]} un chemin
d’origine (0, 0, x”(o)) et d’extrémité (0, z').

Rappelons (4.14), ot x’ et y(x’) sont remplacés par 7z’ et y|(z’) respectivement,
alors on a

Uy () | g1y = U3 () | (g0 + 27O |,

ol O(x') ’Z, est consideré comme le germe au point z’ qui est prolongé analytiquement le long
de yo(z') du germe O (x') \(O.x,,(())) de © (x’) au point (0, x” ). Ud(x) |(0‘Z,) et ©(x') IZ, peu-
vent se prolonger analytiquement sur un voisinage V de S\ {x; = 0} dans C° et D\ {x3 = 0}
respectivement. Donc ces germes peuvent se prolonger analytiquement le long de v, (z', ¢1).
Ainsi la fonction Uz(x) peut se prolonger analytiquement le long d’un chemin composé
y*(@, &1) = y1(z) o ¥5 (2, {1). Plus précisément, désignons par 7*(z’, ¢1) le relevement de
y*(Z/, ¢1) sur §2,. La fonction U, (x) peut se prolonger analytiquement le long de 7*(z/, ¢1).
Soit {1(0) le point d’intersection du segment [x ](0), P" )] et du cercle {x1: |x1 —P(x (0) )| =
R(x//(O))} . '41(0) _ P(x//(()))l — R(x//(O))_

Une suite des points de p* (x’ (0), {l(o) ) dont les projections sur C 5 tendent vers @ =
(0, Cl(o), x"©) définit un point frontiere £©@ de 2, : 71(Z©) = ¢©. Prenons 8 > 0 une
constante suffisamment petite. Alors pour tout polydisque V 5 (0 < § < &p) de centre ¢©®
et de rayon § dans C> la projection 7 (V;s) de la composante connexe Vs de b (V. 5), ayant
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£© comme un point frontiére, est I’ensemble
ol < 8, bxi = ¢ ¥ < 8, 15 — x| < 8,2 =i <4,

xeC3

Donc 7 (Vs) a I’extérieur non vide dans V 5, d’oti le point frontiere Z‘(O) satisfait la condition
(A). Donc £2; possede la propriété (E). Ceci démontre la Proposition 1.3.

5. Quelques exemples. Nous donnons ici quelques exemples dans lesquels les solu-
tions peuvent se prolonger analytiquement sur le revétement universel R[C"+! \ U?lio K;]
ol les K ; sont des surfaces caractérisques.

Dans ce qui suit, les déterminations de Z; = logz etde Z; = z!/2 sont égalesa Z; = 0
et Zp = 1 pour z = 1 respectivement. Dans les exemples suivants, vu les expressions des
solutions, on voit que les domaines d’holomorphie des solutions ne possedent pas la propriété
(E).

EXEMPLE 5.1. Considérons le probleme de Cauchy

(Do — 2x3x2D1 + D2 + x| D)u(x) =0, u(0,x') = x3,
x =, x)eC* x' =@, ....x3).

La solution est la fonction
) /XO xido
u(x) =x3 —
o 1—2x1x0 4+ x102

L2
Xy

2(x|x2 -2
¢ log I (x{i(xz —x0) — (X123 — 1)‘/2) (x,‘l/zxz + (xixd — 1)‘”)} .
022 = x0) + eixd = D2 ) \x Py — (e1xd = D12
Elle peut se prolonger analytiquement sur R(C* \ U,‘2=0 Ki),ou Ko = {x;1 — xle = 0},
K1 = {x;x; =0} et K2 = {x; 1 — 2x1x2x0 + x1x5 = O}.

:_x3+

EXEMPLE 5.2. Considérons le probleme de Cauchy
(D3 — (x3D1)? — (3D)Hu(x) =0, u(©0,x") =0, Dou(0,x") =xix2,
x = (xo,x yeC?, X' =(x1,x).

La solution est la fonction

u(x) =

X1x2 1+ xo(x? + x3 —x2)c2 D2
2(x? + x5 — x3x3 x2)1/2 1 — xo(x? + x5 — x2x3x3)1/2

Elle peut se prolonger analytiquement sur R(C3\ ULO Ki),ou Ko = {x; x] +x5 —xlzxzzxg =

0}, Ki={x;1 —xixo=0},i = 1,2, et Kjpo ={x; 1 +xjx0 =0},i =1, 2.
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