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HYPOELLIPTICIT\’E POUR UN CERTAIN OP\’ERATEUR
\‘A CARACT\’ERISTIQUE DOUBLE

Par

Tatsushi MORIOKA

\S 1. Introduction et R\’esultat

Nous consid\’erons l’hypoellipticit\’e d’un certain op\’erateur elliptique deg\’en\’ere
en tenant compte de la relation entre sa partie principale et celle inf\’erieure.

Avant d’\’enoncer le r\’esultat, nous expliquons celui de Morimoto-Morioka
[27], qui implique notre motivation. Dans [27], nous avons compl\‘etement car-
act\’eris\’e l’hypoelipticit\’e de l’op\’erateur

(1) $L=D_{1}^{2}+f(x_{1})D_{2}^{2}+g(x_{1})D_{3}^{2}$ dans $R^{3}$ ,

o\‘u $D_{k}=-i\partial/\partial x_{k}$ . Nous avons donn\’e la condition n\’ecessaire et suffisante pour
l’hypoellipticit\’e de $L$ comme ci-dessous. On fixe $I_{0}\subset R$ une intervalle ouverte.
Pour une intervalle $I$ et une fonction $h(x)$ , on d\’efinit $h_{I}$ par $h_{I}=(1/|I|)\int_{I}h$ , o\‘u
$|I|$ est la longeur de $I$ . On dit que la condition (A.1) est v\’erifi\’ee si

(A.1) $f_{I},$ $g_{I}>0$ pour toute les intervalles $I\subset I_{0}$ .

On dit que la condition $(M;f, g)$ est v\’erifi\’ee si

$(M;f,g)$ $\inf_{>0}\sup\{(f_{I})^{1/2}|I||\log g3I| : 3I\subset I_{0}, g3I<\delta\}=0$ .

Ici, $3I$ repr\’esente l’intervalle dont le centre est commun \‘a celui de $I$ et dont la
longeur et trois frois plus grande que celle de $I$ . On d\’efinit la condition $(M;g, f)$

en remplagant mutuellement $f$ et $g$ dans la description de $(M;f, g)$ . Nous avons
obtenu le r\’esultat suivant.

TH\’EOR\‘EME (Morimoto-Morioka [27, Th\’eor\‘eme 1]). On suppose (A.1) et
que $f,$ $g>0$ sur $\partial I_{0}$ . Alors, $L$ est hypoelliptique dans $I_{0}\times R^{2}$ si et seulement si
$(M;f, g)$ et $(M;g, f)$ sont v\’erifi\’ees.
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L’hypoellipticit\’e de $L$ a \’et\’e \’etudi\’ee par Hoshiro [7], Koike [14] et
Wakabayashi-Suzuki [34, Exemple 5.1]. Ils ont toujours suppos\’e que

(H.1) $f(t),$ $g(t)>0$ lorsque $t\neq 0$ .

Par surcroit, ils ont donn\’e les conditions n\’ecessaires pour l’hypoellipticit\’e de $L$ en
supposant (H.1) et que

(H.2) $tf^{\prime}(t)$ , $tg^{\prime}(t)\geqq 0$ .

Pour ces r\’esultats, on cite aussi [27, Remarque 1-3].
En revanche, [27, Th\’eor\‘eme 1] ne suppose ni (H.1) ni (H.2). En effet, les

hypoth\‘eses de [27, Th\’eoreme 1] admet le cas o\‘u la mesure de Lebesgue de $\{f=0\}$

et de $\{g=0\}$ est positive. Pour l’exemple de ce cas, on cite [27, Exemple 3.1].
Par surcroit, (A.1) est indispensable pour que $L$ soit hypoelliptique.

\‘A partir de [27, Th\’eor\‘eme 1], nous \’etudions l’hypoellipticit\’e de l’op\’erateur

(2) $P=D_{1}^{2}+f(x_{1})D_{2}^{2}+D_{3}^{2}+x_{3}^{2}D_{4}^{2}+(g(x_{1})-1)D_{4}$ dans $R^{4}$ .

Le th\’eor\‘eme suivant est notre r\’esultat principal.

TH\’EOR\‘EME. On suppose (A.1), que $f,$ $g>0$ sur $\partial I_{0}$ et que $g\leqq 1$ . Alors $P$ est
hypoelliptique dans $I_{0}\times R^{3}$ si et seulement si $(M;1, f)$ et $(M;f, g)$ sont v\’erifi\’ees.

Remarquons le fait suivant. La condition $(M;f, g)$ devient moins stricte si
$f$ devient plus petite. Par exemple, supposons que $f(x_{1})=x_{1}^{2k}$ et $g(x_{1})=$

$\exp(-|x_{1}|^{-\sigma})$ . Alors, $P$ est hypoelliptique si et seulement si $\sigma<k+1$ . Pour le
moyen auquel on confirme $(M;f, g)$ \‘a l’\’egard de cet exemple, on cite [7,
Exemple 1] et [27, Remarque 1 et Th\’eor\‘eme 5].

Nous \’ecrivons les r\’esultats connus qui concement Th\’eor\‘eme.
Au cas o\‘u $f\equiv 1$ , Hoshiro [9] a montr\’e que $P$ etait hypoelliptique si $g$

v\’erifiait (H.1) et $\lim_{t\rightarrow 0}t\log g(t)=0$ . En supossant (H.1) et (H.2), [9] a aussi
montr\’e que $\lim\inf_{t\rightarrow 0}|t\log g(t)|=0$ si $P$ etait hypoelliptique.

Wakabayashi-Suzuki [34, Exemple 5.2] a g\’en\’eralis\’e ce r\’esultat [9]. Selon
[34], $P$ est hypoelliptique si $f,$ $g$ v\’erifient (H.1) et

(3) $\lim_{t\rightarrow 0}t\log f(t)=\lim_{t\rightarrow 0}t\log g(t)=0$ .

L’id\’ee principale de [34] est d’utiliser l’identit\’e

$((D_{3}^{2}+x_{3}^{2}D_{4}^{2}-D_{4})u, u)=\Vert(D_{3}-ix_{3}D_{4})u\Vert^{2}$ ,



Hypoellipticit\’e pour un certain 741

\‘a partir de laquelle on obtient

(4) $P\geqq D_{1}^{2}+f(x_{1})D_{2}^{2}+g(x_{1})D_{4}$ .

En revanche, nous traduisons microlocalement $P$ en l’op\’erateur

(5) $P_{0}=D_{1}^{2}+f(x_{1})D_{2}^{2}+g(x_{1})D_{4}$ dans $R^{3}$

en prenant la projection sur le premier espase propre de l’op\’erateur de Hermite.
Cette id\’ee provient de Boutet de Monvel [1], Grigis [4] et de Hoshiro [9]. Alors,
on peut pr\’eciser l’hypoellipticit\’e de $P$ au moyen de [27, Th\’eor\‘eme 1].

Nous expliquons la diff\’erence entre l’id\’ee de [34] et n\^otre. Afin de car-
act\’eriser l’hyoellipticit\’e de $P$, il faut consid\’erer $P_{0}$ comme la partie principale de
$P$ . Soit $B=D_{3}^{2}+x_{3}^{2}D_{4}^{2}-D_{4}$ . Quant au (4), $B$ repr\’esente la diff\’erence entre $P$ et
$P_{0}$ . Puisque le degr\’e de $B$ est 2, $B$ dissimule l’effet subtile de $g(x_{1})D_{4}$ . C’est la
raison pour laquelle on ne pourrait obtenir que (3) \‘a partir de (4). Pour la
relation entre (3), (4) et l’hypoellipticit\’e de $P$ , on cite aussi Morimoto [21,
Th\’eor\‘eme 1 et Proposition 4]. En revanche, notre id\’ee (5) nous permet de traiter
$P_{0}$ comme la partie principale de $P$ . Nous \’etudions (5) au \S 4.

Wakabayashi-Suzuki [34, Exemple 5.2] est d\’eduit par [34, Th\’eor\‘eme 4.9]
qui repr\’esente un crit\‘ere pour l’hypoellipticit\’e des op\’erateurs \‘a caract\’eristiques
doubles. Malgr\’e que les r\’esultats de [34] soient applicables \‘a l’hypoellpticit\’e des
op\’erateurs qui a \’et\’e \’etudi\’ee par [2], [7-10], [14], [19-22, 24, 25] et par [29],
[27, Th\’eor\‘eme 1] et Th\’eor\‘eme montrent qu’il $y$ a le cas o\‘u l’id\’ee de [34] ne
fonctionne pas bien afin de caract\’eriser l’hypoellipticit\’e.

Quant au [27, Th\’eor\‘eme 1], l’id\’ee principale est d’extrapoler Lemme de
Sawyer qui a \’et\’e montr\’e par [31, Remarque 5]. Nous l’expliquons au \S 2. En
tenant compte de [27, Th\’eor\‘eme 1], [27, Th\’eor\‘eme 8] a modifi\’e [34. Th\’eor\‘eme
4.9] et a aussi cr\’e\’e un crit\‘ere pour l’hypoellipticit\’e. Mais, il n’est pas applicable
au Th\’eor\‘eme. En effet, il faut supposer $(M;1, f)$ et $(M;1, g)$ pour l’hypoellipticit\’e
de $P$ si on lui applique [27, Th\’eor\‘eme 8].

Nous avons plac\’e au \S 2: Lemme de Sawyer, au \S 3: les pr\’eliminaires, au \S 4:
l’op\’erateur de Hermite, au \S 5: la r\’eduction de notre probl\‘eme, aux \S 6-\S 8: la
d\’emonstration de la suffisance pour l’hypoellipticit\’e de $P$ et au \S 9: celle de la
n\’ecessit\’e.

Quant aux notations, on cite H\"ormander [6, Index of Notation] pour $\mathscr{D}^{\prime},$
$\mathscr{E}^{\prime}$

et $WF.\hat{u}$ repr\’esente la transformation de Fourier de $u$ . On note $\mathscr{S}$ l’espace des
fonctions \‘a d\’ecroissances rapides et on note $\mathscr{S}^{\prime}$ celui des distributions temp\’erees.
$H^{s}$ est l’espace de Sobolev de degr\’e $s$ . On note $\Vert*\Vert_{s}$ le norme de $H^{s}$ et $\Vert*\Vert=$
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$\Vert*\Vert_{0}$ . Pour $S_{\rho^{m}\delta}$ , on cite Kumano-go [15, page 54]. On dit que $A\in OPS_{\rho^{m}\delta}$ si
$\sigma(A)\in S_{\rho,\delta}^{m}$ , o\‘u $\sigma(A)$ repr\’esente le symbole de $A$ . Pour $\xi\in R^{n},$ $\langle\xi\rangle=(1+|\xi|^{2})^{1/2}$ .

\S 2. Lemme de Sawyer

Nous \’etudions l’id\’ee principale du [27, Th\’eor\‘eme 1]. La condition $(M;f, g)$

provient du lemme suivant qui a \’et\’e montr\’e par [31, Remarque 5]. Soit $I_{0}\subset R$

une intervalle ouverte.

LEMME S. On suppose que $v,$ $w\in L_{loc}^{1}(I_{0})$ et que $v,$ $w\geqq 0$ . Alors, les
descriptions suivantes (i) et (ii) sont \’equivalentes.

(i). Il existe une constance $C>0$ telle que pour tout $u\in C_{0^{\infty}}(I_{0})$ on a

$\int_{I_{0}}v|u|^{2}\leqq C\int_{I_{0}}(|u^{\prime}|^{2}+w|u|^{2})$ .

(ii). Il existe une constance $A>0$ telle que pour toutes les intervalles $I:3I\subset I_{0}$

on a

$v_{I}\leqq A(w_{3I}+2|I|^{-2})$ .

Par surcroit, si $A,$ $C$ sont les meilleures constances dans (i) et dans (ii), on a
$A\leqq C\leqq 100A$ . $\square $

Dans Lemme $S,$ $I_{0}$ n’a pas besoin d’\^etre bom\’ee.

Soit $L$ l’op\’erateur (1). Nous d\’efinissons la condition $(E;f, g)$ qui d\’ecide
l’hypoellipticit\’e de $L$ .

D\’EFINITION 2.1. On $dit$ que $f,$ $g$ v\’erifient $(E;f, g)$ si pour tout $\epsilon>0$ il existe
$N>0$ telle que pour tout $\eta\geqq N$ et tout $u\in C_{0^{\infty}}(I_{0})$ on a

$(E;f,g)$ $(\log\eta)^{2}\int f|u|^{2}\leqq\epsilon\int(|u^{\prime}|^{2}+\eta^{2}g|u|^{2})$ .

Selon [27, Lemme 3.1], Lemme $S$ nous donne la relation entre $(M;f, g)$ et
$(E;f, g)$ comme ci-dessous.

LEMME 2.2. On suppose (A.1). Alors, $(M;f, g)$ \’equivaut \‘a $(E;f, g)$ .

Dans [27, Proposition 4.], nous avons prouve la proposition suivnte, qui
conceme l’hypoellipticit\’e de $L$ .
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PROPOSITION 2.3. On suppose (A.1) et que $f,$ $g>0$ sur $\partial I_{0}$ . Alors, $L$ est
hypoelliptique dans $I_{0}\times R^{2}$ si et seulement si $(E;f, g)$ et $(E;g, f)$ sont v\’erifi\’ees.

[27, Th\’eor\‘eme 1] est d\’eduit par la combinaison de Lemme 2.2 et Prop-
osition 2.3. La condition $(E;f, g)$ provient de Hoshiro [7, Proposition 3.1] qui a
\’etudi\’e l’hypoellipticit\’e de $L$ en supposant (H.1). Dans la d\’emontration de
Th\’eor\‘eme, nous traduisons $(M;f, g)$ \‘a $(E;f, g)$ au moyen de Lemme 2.2.

\S 3. Pr\’eliminaires

\‘A partir de cette section, on commance la d\’emonstration de Th\’eor\‘eme.
D’abord, on montre que (A.1), $(M;1, f)$ et $(M;f, g)$ sont suffisantes pour

que $P$ soit hypoelliptique. La proposition suivante r\’eduit le probl\‘eme \‘a l’\’egard
de l’analyse microlocale.

PROPOSITION 3.1. Soit $P$ l’op\’erateur (2) qui v\’erifie (A.1), $(M;1,f)$ et que
$g\leqq 1$ . Soit $U\subset I_{0}\times R^{3}$ un ensemble ouvert. On suppose que $u\in \mathscr{D}^{\prime}$ et que
$Pu\in C^{\infty}(U)$ . Soit $p\in T^{*}R^{4}\backslash 0,$ $p=(t, \tau)\in R^{4}\times R^{4}\backslash 0$ avec $|\tau|=1$ . Alors, $\rho\not\in WFu$

si $t\in U$ et $\tau\neq(0,0,0,1)$ .

D\’EMONSTRATION DE PROPOSITION 3.1. On ne consid\’ere que le cas o\‘u
$\tau=(0, \pm 1,0,0)$ . Car, $P$ est microlocalement elliptique ou sous-elliptique au
voisinage conique de $\tau$ si $\tau\neq(0, \pm 1,0,0)$ et $\tau\neq(0,0,0,1)$ . Soit $A=D_{1}^{2}+f(x_{1})D_{2}^{2}$

et soit $\Gamma$ un voisinage conique de $\tau$ . Selon Lemme $S,$ $(M;1, f)$ \’equivaut \’a

$(E;1, f)$ . Donc pour tout $\epsilon>0$ il existe $C>0$ telle que pour tout $u\in \mathscr{S}(R^{4})$ ;
$supp\hat{u}\subset\Gamma$ on a

(3.1) $\Vert(\log\Lambda)u\Vert^{2}\leqq\epsilon Re(Au, u)_{L^{2}}+C\Vert u\Vert^{2}$ ,

o\‘u $\sigma(\log\Lambda)=\log((2+|\xi|^{2})^{1/2})$ . Puisque (Au, $u$) $\leqq(Pu, u)$ , on obtient aussi (3.1)

en rempla\caant $A$ par $P$ . Alors, $\rho\not\in WFu$ est la conclusion d\’eduite par [21] ou par
[27, Th\’eor\‘eme 8]. $\square $

On d\’ecrit alors le lemme suivant qui sera utilis\’e au \S 5.

LEMME 3.2. Soit $u\in \mathscr{D}^{\prime}$ mention\’ee dans Proposition 3.1. Alors, il existe
$N>0$ telle que pour tout $\varphi\in C_{0}^{\infty}(U)$ on a $\langle D_{4}\rangle^{-N}(\varphi u)\in L^{2}(R^{4})$ .

D\’EMONSTRATION DE LEMME 3.2. Puisque $\rho\not\in WFu$ si $t\in U$ et $\tau\neq(0,0,0,1)$ ,
on obitent imm\’ediatement la conclusion. $\square $
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\S 4. 0p\’erateur de Hermite

On d\’efinit $ h_{j}(t):j=0,1,2\ldots$ par

(4.1) $h_{j}(t)=\pi^{-1/4}(2^{j}j!)^{-1/2}(\frac{d}{dt}-t)^{j}\exp(-t^{2}/2)$ .

$h_{j}$ est la j-\‘eme fonction propre de l’operateur de Hermite $L=-(d/dt)^{2}+t^{2}$ .
En effet, on a $Lh_{j}=(2j+1)h_{j}$ et $\Vert h_{j}\Vert=1$ . On d\’efinit $\varphi(t;\eta)$ par $\varphi(t;\eta)=$

$|\eta|^{1/4}h_{j}(t|\eta|^{1/2})$ . Alors, $\varphi(t;\eta)$ est la j-\‘eme fonction propre de l’op\’erateur de
Hermite \‘a param\’etre $\eta$ : $L_{\eta}=-(d/dt)^{2}+t^{2}\eta^{2}$ .

Soit $\phi(\eta)\in C^{\infty}(R),$ $0\leqq\phi\leqq 1,$ $\phi(\eta)=1$ lorsque $|\eta|\geqq 2$ et $\phi(\eta)=0$ lorsque
$|\eta|\leqq 1$ . On d\’efinit $H_{j}$ : $\mathscr{S}(R^{3})\rightarrow \mathscr{S}(R^{4})$ par

(4.2) $(H_{j}v)(x_{1}, x_{2}, x_{3}, x_{4})=(2\pi)^{-1/2}\int e^{ix_{4}\xi_{4}}\phi(\xi_{4})\varphi(x_{3}; \xi_{4})\hat{v}(x_{1}, x_{2}; \xi_{4})d\xi_{4}$

o\‘u $\hat{v}$ est la transformation de Fourier de $v(x_{1}, x_{2}, x_{4})$ par rapport \’a $x_{4}$ . On d\’efinit
$H_{j}^{*}:$

$\mathscr{S}(R^{4})\rightarrow \mathscr{S}(R^{3})$ , qui est adjoint de $H_{j}$ , par

(4.3) $(H_{j}^{*}v)(x_{1}, x_{2}, x_{4})=(2\pi)^{-1/2}\int\int e^{ix_{4}\xi_{4}}\phi(\xi_{4})\varphi(y;\xi_{4})\hat{v}(x_{1}, x_{2},y;\xi_{4})dyd\xi_{4}$

On d\’efinit $H_{j^{I}}\mathscr{S}^{\prime}(R^{3})\rightarrow \mathscr{S}^{\prime}(R^{4})$ et $H_{j^{*}}:\mathscr{S}^{\prime}(R^{4})\rightarrow \mathscr{S}^{\prime}(R^{3})$ par $(H_{j}v, \psi)_{4}=$

$(v, H_{j}^{*}\psi)_{3}$ pour $v\in \mathscr{S}^{\prime}(R^{3}),$ $\psi\in \mathscr{S}(R^{4})$ et $(H_{j}^{*}u, \psi)_{3}=(u, H_{j}\psi)_{4}$ pour $u\in \mathscr{S}^{\prime}(R^{4})$ ,
$\psi\in \mathscr{S}(R^{3})$ , Ici, $(, )_{k}$ repr\’esente la multiplication \‘a l’\’egard de $\mathscr{S}^{\prime}(R^{k})\times \mathscr{S}^{\prime}(R^{k})$ .
On d\’efinit $\Pi_{j}$ ; $\mathscr{S}^{\prime}(R^{4})\rightarrow \mathscr{S}^{\prime}(R^{4})$ par $\Pi_{j}=H_{j}H_{j}^{*}$ .

On d\’ecrit la proposition suivante, qui conceme la propri\’et\’e de l’op\’erateur
de Hermite et dont la d\’emonstration Hoshiro [9, Proposition 1] a donn\’e en
citant Grigis [4, Section III. 3] et H\"ormander [6, Th\’eor\‘eme 8.1.9]. Ici, [6]

conceme la description (v) dans la proposition.

PROPOSITION 4.1.
(i) Pour tout $u\in \mathscr{S}(R^{4})$ on a

$(\Pi_{j}u)(x)=\int e^{ix\xi}\sigma(\Pi_{j})(x, \xi)\hat{u}(\xi)d\xi$ ,

o\‘u $\sigma(\Pi_{j})(x, \xi)=i^{j}\phi(\xi_{4})^{2}h_{j}(x_{3}|\xi_{4}|^{1/2})h_{j}(\xi_{3}/|\xi_{4}|^{1/2})\exp(-ix_{3}\xi_{3})$ .
Par surcroit, pour tout $\alpha,\beta$ il existe une constance $C_{\alpha,\beta}$ telle que

$|\sigma(\Pi_{j})_{(\beta)}^{(\alpha)}(x, \xi)|\leqq C_{\alpha,\beta}\langle\xi_{3}, \xi_{4}\rangle^{-|\alpha|/2+|\beta|/2}$ ,

o\‘u $r_{(\beta)}^{(\alpha)}=\partial_{\xi}^{\alpha}D_{X}^{\beta_{\gamma}}$ .
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(ii) Pour tout $u\in L^{2}(R^{4})$ , on $a$ $\sum_{j=0}^{\infty}\Pi_{j}u=\phi(D_{4})^{2}u$ dans $L^{2}(R^{4})$ .
(iii) Pour tout $j,$ $k$ , on a $H_{j}^{*}H_{k}=\delta_{jk}\phi(D_{4})^{2}$ dans $\mathscr{S}^{\prime}(R^{3})$ .
(iv) On d\’efinit $P_{j}$ par

$P_{j}=D_{1}^{2}+f(x_{1})D_{2}^{2}+(2j+1)|D_{4}|+(g(x_{1})-1)D_{4}$ dans $R^{3}$ .

Alors, on a $PH_{j}=H_{j}P_{j}$ dans $\mathscr{S}^{\prime}(R^{3})$ et $H_{j}^{*}P=P_{j}H_{j}^{*}$ dans $\mathscr{S}^{\prime}(R^{4})$ .
(v) Soit $y=(x_{1}, x_{2}, x_{4})$ et $\eta=(\xi_{1}, \xi_{2}, \xi_{4})$ . On d\’efinit $J(y, \eta)$ par

$J(y, \eta)=(x_{1},x_{2},0, x_{4};\xi_{1}, \xi_{2},0, \xi_{4})$ .

Alors, pour toul $u\in \mathscr{S}^{\prime}(R^{4})$ et tout $v\in \mathscr{S}^{\prime}(R^{3})$ on a

$WF(H_{0}v)\subset\{J(y, \eta)\in T^{*}R^{4}\backslash 0 : (y, \eta)\in WFv\}$ ,

$WF(H_{0}^{*}u)\subset\{(y, \eta)\in T^{*}R^{3}\backslash 0 : J(y, \eta)\in WFu\}$ .

La combinaison de Proposition 2.1 et Proposition 4.1 nous implique la
proposition suivante, qui repr\’esente l’id\’ee principale de Th\’eor\‘eme.

PROPOSITION 4.2. Soit $P$ l’op\’erateur (2) qui v\’erifie (A.1), $(M, 1, f)$ et
$(M, f, g)$ . Soit $U\subset I_{0}\times R^{3}$ un ensemble ouvert. On suppose que $u\in \mathscr{S}^{\prime}(R)^{4}$ et
$Pu\in C^{\infty}(U)$ . Soit $p\in T^{*}R^{4}\backslash 0,$ $p=(t, \tau)\in R^{4}\times R^{4}\backslash 0$ avec $t\in U$ et $\tau=(0,0,0,1)$ .
Alors, on a $p\not\in WF(\Pi_{0}u)$ .

D\’EMONSTRATION DE PROPOSITION 4.2. Soit $t=(t_{1}, t_{2}, t_{3}, t_{4})$ . On choisit
une intervalle ouverte $I_{1}$ ; $t_{3}\in I_{1}$ et un ensemble ouvert $U_{1}\subset R^{3}$ tel que
$\{x:x_{3}\in I_{1}, (x_{1}, x_{2}, x_{4})\in U_{1}\}\subset U$ . Selon l’hypoth\‘ese $Pu\in C^{\infty}(U)$ et Proposition
4.1-(v), on a $H_{0}^{*}Pu\in C^{\infty}(U_{1})$ . Selon Proposition 4.1-(iv), on a $P_{0}(H_{0}^{*}u)\in C^{\infty}(U_{1})$ .
On d\’efinit $\tilde{p}\in T^{*}R^{3}\backslash 0$ par $\tilde{p}=(t_{1}, t_{2}, t_{4};0,0,1)$ . Au voisinage de $\tilde{\rho}$, on a

$P_{0}=D_{1}^{2}+f(x_{1})D_{2}^{2}+g(x_{1})D_{4}$ .

Selon Lemme 2.2, $(M, f, g)$ \’equivaut \‘a $(E, f, g)$ . Alors, la d\’emonstration de [27,

Proposition 4] nous lesse savoir que $\tilde{p}\not\in WF(H_{0}^{*}u)$ . Selon Proposition 4.1-(v), on
obtient $p\not\in WF(\Pi_{0}u)$ . $\square $

\S 5. R\’eduction du probl\‘eme

Notre objectif est de prouver la proposition suivante, qui r\’eduit notre
probl\‘eme.
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PROPOSITION 5.1. Soit $P$ l’op\’erateur (2) qui v\’erifie (A. 1), $(M, 1, f)$ et que
$g\leqq 1$ . Soit $U\subset I_{0}\times R^{3}$ un ensemble ouvert. Soit $p\in T^{*}R^{4}\backslash 0,$ $ p=(t, \tau)\in R^{4}\times$

$R^{4}\backslash 0$ avec $t\in U$ et $\tau=(0,0,0,1)$ . On suppose les hypoth\‘eses suivantes $(a)-(c)$ .
(a) $u\in \mathscr{E}^{\prime}(R^{4})$ et $Pu\in C^{\infty}(U)$ .
(b) Pour tout $t\in U$, on a $p\not\in WF(\Pi_{0}u)$ .
(c) Il existe $N>0$ le $lle$ que $\langle D_{4}\rangle^{-N}u\in L^{2}(R^{4})$ .
Alors, $u\in C^{\infty}(U)$ .

En admettant provisoirement cette proposition, on montre que $P$ est
hypoelliptique sous les conditions (A.1), $(M, 1, f)$ et $(M, f, g)$ . Soit $V\subset I_{0}\times R^{3}$

un ensemble ouvert. On suppose que $w\in \mathscr{D}^{\prime}(R^{4})$ et $Pw\in C^{\infty}(V)$ . On donne
$t\in V$ . Choisissons un ensemble ouvert $U$ tel que $t\in\overline{U}\subset V$ . Soit $\phi\in C_{0^{\infty}}(V)$ ;
$\phi=1$ au voisinage de $\overline{U}$ . On d\’efinit $u\in \mathscr{E}^{\prime}(R^{4})$ par $u=\phi w$ . Alors, (a) est
v\’erifi\’ee. Selon Proposition 4.2, (b) est v\’erifi\’ee. Selon Lemme 3.2, (c) est v\’erifi\’ee.
Donc, $w\in C^{\infty}(U)$ et la d\’emonstration est termin\’ee.

On divise $R^{4}$ en 3 domaines afin de prouver Proposition 5.1. On d\’efinit

$\Gamma_{1}=\{\xi\in R^{4} : \xi_{1}^{2}+\xi_{2}^{2}+\xi_{3}^{2}\leqq 4|\xi_{4}|\}$ ,

$\Gamma_{2}=\{\xi\in R^{4} : \xi_{1}^{2}+\xi_{3}^{2}\geqq 2(\xi_{2}^{2}+|\xi_{4}|)\}$ ,

$\Gamma_{3}=\{\xi\in R^{4} : \xi_{1}^{2}+\xi_{3}^{2}+|\xi_{4}|\leqq 11\xi_{2}^{2}\}$ ,

Alors, $R^{4}=\Gamma_{1}\cup\Gamma_{2}\cup\Gamma_{3}$ .

PROPOSITION 5.2. Soit $P$ l’op\’erateur (2) qui v\’erifie (A.1) et que $g\leqq 1$ . On
suppose que $u$ v\’erifie les hypoth\‘ese $(a)-(c)$ de Proposition 5.1. Alors, on obtient
les conclusions suiventes (i) et (ii).

(i) Pour tout $m>0$ et tout $\varphi\in C_{0}^{\infty}(U)$ on a

$\int_{\Gamma_{1}}|\overline{\varphi u}(\xi)|^{2}\langle\xi\rangle^{2m}d\xi<\infty$ .

(ii) Pour tout $m>0$ et tout $\varphi\in C_{0}^{\infty}(U)$ on a

$\int_{\Gamma_{2}}|\overline{\varphi u}(\xi)|^{2}\langle\xi\rangle^{2m}d\xi<\infty$ .

PROPOSITION 5.3. On suppose que $P$ v\’erifie (A.1), $(M, 1,f)$ et que $g\leqq 1$ . On
suppose aussi l’hypoth\‘ese (a) de Proposition (5.1) et que

(d) $\int_{\Gamma_{1}\cup\Gamma_{2}}|\overline{\psi u}(\xi)|^{2}\langle\xi\rangle^{2m}d\xi<\infty$
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pour tout $m>0$ et tout $\psi\in C^{\infty}(R^{4})$ . Alors, pour tout $m>0$ et tout $\varphi\in C_{0^{\infty}}(U)$

on a

$\int_{\Gamma_{3}}|\overline{\varphi u}(\xi)|^{2}\langle\xi\rangle^{2m}d\xi<\infty$ .

Proposition 5.1 est d\’eduite par Propositions 5.2 et 5.3. \‘A partir de la section
suivante, on donnera la d\’emonstration de Propositions 5.2 et 5.3.

\S 6. D\’emonstration de Proposition 5.2-(i)

L’argument dans cette section est essenciellement due \‘a Boutet de Monvel
[1], Grigis [4] et \‘a Hoshiro [9].

D’abord, on d\’ecrit Th\’eor\‘eme $C$ , qui a \’et\’e donn\’e par Cardelon-Vaillancourt
et pour lequel on cite Kumano-go [15, page 224].

Pour $p(x, \xi)\in S_{p,\delta}^{m}(R^{n})$ , on d\’efinit son l-em seminorme $|p|_{l}^{(m)}$ par

$|p|_{l}^{(m)}=\sup\{p_{(\beta)}^{(\alpha)}(x, \xi)|/\langle\xi\rangle^{m+\delta|\beta|-\rho|\alpha|} : (x, \xi)\in R^{2n}, |\alpha+\beta|\leqq l\}$ .

TH\’EOR\‘EME C. On suposse que $\delta\leqq p$ et que $\delta<1$ . On donne $s$ et $m$ . Alors,
il existe des constances $l(s, s+m)$ et $C_{s,m}$ telles que pour tout $A\in OPS_{\rho}^{m_{\delta}}$ et tout
$u\in \mathscr{S}$ on a

(6.1) $\Vert Au\Vert_{s}\leqq C_{s,m}|\sigma(A)|_{l(s,s+m)}^{(m)}\Vert u\Vert_{s+m}$ .

Avant de commencer la d\’emonstration de Proposition 5.2-(1), remarquons
le fait suivant. Selon Proposition 3.1, il nous suffit de prouver Proposition 5.2-(i)

en rempla\caant $\Gamma_{1}$ par $\Gamma_{1}\cap\{\xi_{4}>0\}$ . Soit $P_{j}$ l’op\’erateur mention\’ee dans Prop-
osition 4.1-(iv). Lorsque $\xi_{4}>0$ , on a

(6.2) $P_{j}=D_{1}^{2}+f(x_{1})D_{2}^{2}+(2j+g(x_{1}))D_{4}$ .

On commence la demonstration de Proposition 5.2-(i) en constmisant micro-
localement la param\’etrix de chaque $P_{j};j\geqq 1$ .

On \’ecrit $\sigma(P_{j}^{N})$ par la somme des parties semihomog\‘enes:

(6.3) $\sigma(P_{j}^{N})=\sum_{k=0}^{2N}a_{k,j}$ ,

o\‘u $a_{k}(x_{1} ; t\xi_{2}, t\xi_{2}, t^{2}\xi_{4})=t^{k}a_{k}(x_{1} ; \xi_{1}, \xi_{2}, \xi_{4})$ pour tout $t>0$ et $N$ est un nombre
qui sera convenablement pr\’ecis\’e.
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Soit $\varphi_{0}\in C^{\infty}(R\backslash 0):0\leqq\varphi_{0}\leqq 1,$ $\varphi_{0}=1$ lorsque $0\leqq t\leqq 7$ et $\varphi_{0}=0$ lorsque
$t\geqq 8$ ou $t<0$ . Soit $\xi^{\prime}=(\xi_{1}, \xi_{2}, \xi_{4})$ . On d\’efinit $\psi(\xi^{\prime})$ par

(6.4) $\psi(\xi^{\prime})=\varphi_{0}((\xi_{1}^{2}+\xi_{2}^{2})/\xi_{4})(1-\varphi_{0}(|\xi|^{2}))$ .

On d\’efinit $\{r_{-2N-v}(x_{1}, \xi^{\prime})\}_{v=0}^{\infty}$ cons\’ecutivement par

(6.5) $r_{-2N,j}=\psi/a_{2N,j}$ ,

(6.6) $r_{-2N-v,j}a_{2N,j}+\sum_{E}(r_{-2N-l,j})^{(\alpha)}(a_{2N-m,j})_{(\alpha)}/\alpha!=0$ ,

o\‘u $E=$ { $(l,m,$ $\alpha):l+m+|\alpha|=v,$ $l<v$ et $v\geqq 1$ }.
On fait d\’esormais $C$ repr\’esenter des positives constances qui sont ind\’e-

pendantes de $j$ .
Selon la d\’efinition, on a

(6.7) $|(a_{k,j})_{(\beta)}^{(\alpha)}(x_{1}, \xi^{\prime})|\leqq C(j+1)^{k/2}\langle\xi^{\prime}\rangle^{k/2-|\alpha|/2}$ ; $j\geqq 1$

pour tout $\xi^{\prime}\in supp\psi$ . Selon $(6.5)-(6.7)$ , on a

(6.8) $|(r_{-2N-v,j})_{(\beta)}^{(\alpha)}(x_{1}, \xi^{\prime})|\leqq C(j+1)^{-N-v/2}\langle\xi^{\prime}\rangle^{-N-v/2-|\alpha|/2}$ .

On d\’efinit $q_{j}(x_{1}, \xi^{\prime})$ par

(6.9) $q_{j}=\sum_{v=0}^{k}r_{-2N-v,j}$ ,

o\‘u $k$ est un nombre qui sera cenvenablement pr\’esis\’e. Selon (6.8) et (6.9), on a
$q_{j}\in S_{1/2,0}^{-N}(R^{3})$ . Par surcroit,

(6.10) $|(q_{j})_{(\beta)}^{(\alpha)}(x_{1}, \xi^{\prime})|\leqq C(j+1)^{-N}\langle\xi^{\prime}\rangle^{-N-|\alpha|/2}$ .

On de’finit $Q_{j}\in S_{1/2,0}^{-N}(R^{3})$ et $\Psi_{0}\in S_{1/2,0}^{0}(R^{3})$ par $Q_{j}=q_{j}(x_{1}, D^{\prime})$ et $\Psi_{0}=$

$\psi(D^{\prime})$ , o\‘u $D^{\prime}=(D_{1}, D_{2}, D_{4})$ . On d\’efinit $K_{j}$ par

(6.11) $Q_{j}P_{j}^{N}=\Psi_{0}+K_{j}$ .

LEMME 6.1. $K_{j}\in OPS_{1/2,0}^{-k}(R^{3})$ . Par surcroit,

(6.12) $|\sigma(K_{j})_{(\beta)}^{(\alpha)}(x_{1}, \xi^{\prime})|\leqq C(j+1)^{-k}\langle\xi^{\prime}\rangle^{-k-|\alpha|/2}$ .
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D\’EMONSTRATION DE LEMME 6.1. Selon (6.5), (6.6) et (6.11), on a

$\sigma(K_{j})(x_{1}, \xi^{\prime})=\sum_{l+m\geqq 2k}\sigma(r_{-2N-l,j}\circ a_{2N-m,j})(x_{1}, \xi^{\prime})$

$+\sum_{l+m<2k}\sum_{|\gamma|=2k-l-m}|\gamma|\int_{0^{1}}(1-\theta)^{|\gamma|-1}\omega_{\gamma,l,m}(\theta)d\theta/\gamma!$

o\‘u $(roa)(x_{1}, D^{\prime})=r(x_{1}, D^{\prime})a(x_{1}, D^{\prime})$ et

$\omega_{\gamma,l,m}(\theta)=Os\int\int 1\cdot$

Selon (6.7) et (6.8), on obtient la conclusion. $\square $

Pour l’int\’egral oscillante, on cite Kumano-go [15, page 45].

On d\’efinit $B_{j}$ et $E_{j}$ par $B_{j}=H_{j}Q_{j}H_{j}^{*}$ et $E_{j}=H_{j}K_{j}H_{j^{*}}$ . Soit $\xi=(\xi_{1}, \xi_{2}, \xi_{3}, \xi_{4})$ .

LEMME 6.2. $B_{j}\in 0PS_{1/2,1/2}^{-N}(R^{4})$ et $E_{j}\in OPS_{1/2,1/2}^{-k}(R^{4})$ . Par surcroit,

(6.13) $|\sigma(B_{j})_{(\beta)}^{(\alpha)}(x_{1}, \xi)|\leqq C(j+1)^{-N+1+\alpha_{3}+\alpha_{4}+\beta_{3}}\langle\xi\rangle^{-N-|\alpha|/2+\beta_{3}/2}$ ,

(6.14) $|\sigma(E_{j})_{(\beta)}^{(\alpha)}(x_{1}, \xi)|\leqq C(j+1)^{-k+1+\alpha_{3}+\alpha_{4}+\beta_{3}}\langle\xi\rangle^{-k-|\alpha|/2+\beta_{3}/2}$

D\’EMONSTRATION DE LEMME 6.2. Rappelons-nous Proposition 4.1-(i). Alors,
on a

(6.15) $\sigma(B_{j})=\sigma(Q_{j})(x_{1}, \xi^{\prime})\sigma(\Pi_{j})(x_{3}; \xi_{3}, \xi_{4})$ ,

(6.16) $\sigma(E_{j})=\sigma(K_{j})(x_{1}, \xi^{\prime})\sigma(\Pi_{j})(x_{3}; \xi_{3}, \xi_{4})$ .

Notons que
(6.17) $|t^{m}h_{j}^{(n)}(t)|\leqq C(j+1)^{1+m+n}$ .

Selon (6.10), (6.12) et $(6.15)-(6.17)$ , on obtient la conclusion. $\square $

Pour (6.17), on cite Folland [3, Chapitre 1-\S 7].
On d\’efinit $\Psi:\mathscr{S}^{\prime}(R^{4})\rightarrow \mathscr{S}^{\prime}(R^{4})$ par $\Psi=\psi(D)$ . Alors, on a

(6.18) $H_{j}\Psi_{0}w=\Psi H_{j}w$

pour tout $w\in \mathscr{S}^{\prime}(R^{3})$ . Selon (6.11), (6.18) et Proposition 4.1-(iv), on a

(6.19) $B_{j}P^{N}=\Psi\Pi_{j}+E_{j}$

dans $\mathscr{S}^{\prime}(R^{4})$ .
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On d\’eduit d\’esormais Proposition 5.2-(i). On fixe $\varphi\in C_{0}^{\infty}(U)$ . Selon (6.19),

on a

(6.20) $\varphi B_{j}P^{N}u=\varphi\Psi\Pi_{j}u+\varphi E_{j}u$ .

On definit $\Pi_{*}$ par $\Pi_{*}=\phi(D_{4})^{2}-\Pi_{0}$ . On donne $m>0$ et on montre que

(6.21) $\varphi\Psi\Pi_{*}u\in H^{m}$ .

Puisque $u\in \mathscr{E}^{\prime}$ , il existe $s>0$ telle que $u\in H^{-s}$ . Choisissons $N$ et $k$ pour que

(6.22) $\left\{\begin{array}{l}N\geqq\max\{m,l(m,0)+15\}\\k\geqq\max\{s+m,l(m,-s)+3\}\end{array}\right.$

o\‘u $l(, )$ est la valeur d\’ecid\’ee par (6.1). On prend la somme de chaque terme de
(6.20) de $j=1$ \‘a $ j=\infty$ .

LEMME 6.3.

(i) $\sum_{/=1}^{\infty}\Vert E_{j}u\Vert_{m}<\infty$ et (ii) $\sum_{j=1}^{\infty}\Vert\varphi B_{j}P^{N}u\Vert_{m}<\infty$ .

D\’EMONSTRATION DE LEMME 6.3. (i) Selon Th\’eor\‘eme $C$ , on a $\Vert E_{j}u\Vert_{m}\leqq$

$C|\sigma(E_{j})|_{l(m,-s)}^{(-s-m)}\Vert u\Vert_{-s}$ . Selon (6.14) et (6.22), on a $|\sigma(E_{j})|_{l(m,-s)}^{(-s-m)}\leqq C(j+1)^{-2}$ .
Donc, on obtient la conclusion.

(ii) Soit $\varphi_{1}\in C_{0}^{\infty}(U)$ qui v\’erifie $\varphi\subset\varphi_{1}$ , i.e., $\{\varphi_{1}=1\}$ est plus grand que
certain ensemble ouvert qui contient $supp\varphi$ . On d\’efinit $\varphi_{2}$ par $\varphi_{2}=1-\varphi_{1}$ .
Alors, on a

(6.23) $\Vert\varphi B_{j}P^{N}u\Vert_{m}\leqq\Vert\varphi B_{j}(\varphi_{1}P^{N}u)\Vert_{m}+\Vert\varphi B_{j}(\varphi_{2}P^{N}u)\Vert_{m}$ .

Lemme 6.3-(ii) est d\’eduit par le lemme suivant. $\square $

LEMME 6.4.

(i) $\sum_{j=1}^{\infty}\Vert B_{j}(\varphi_{1}P^{N}u)\Vert_{m}<\infty$ et (ii) $\sum_{j=1}^{\infty}\Vert\varphi B_{j}(\varphi_{2}P^{N}u)\Vert_{m}<\infty$ .

D\’EMONSTRATION DE LEMME 6.4. (i) Puisque $\varphi_{1}\in C_{0^{\infty}}(U)$ , on a $\varphi_{1}P^{N}u\in$

$C_{0}^{\infty}(U)$ . Selon Th\’eor\‘eme $C$ , on a

$\Vert B_{j}(\varphi_{1}P^{N}u)\Vert_{m}\leqq C|\sigma(B_{j})|_{l(m,0)}^{(-m)}\Vert\varphi_{1}P^{N}u\Vert_{0}$ .

Selon (6.13) et (6.22), on a $|\sigma(B_{j})|_{l(m,0)}^{(-m)}\leqq C(j+1)^{-2}$ . Donc, on obtient la
conclusion.



Hypoellipticit\’e pour un certain 751

(ii) On d\’efinit $R_{j}\in OPS^{-\infty}$ par $R_{j}w=\varphi B_{j}(\varphi_{2}w)$ pour $w\in \mathscr{S}$ Alors, on a

$\varphi B_{j}(\varphi_{2}P^{N}u)=R_{j}(P^{N}u)$ .

Soit $b_{j}=\sigma(B_{j})$ . Selon la d\’efinition, on a

$\sigma(R_{j})_{(\beta)}^{(\alpha)}=\sum_{\gamma+v=\beta}A_{\gamma,v}I_{\gamma,v}$

o\‘u chaque $A_{\gamma,v}$ est constance et

(6.26) $ I_{\gamma,v}=Os\int\int e^{-iy\eta}D_{x}^{\gamma}[\varphi(x)\varphi_{2}(x+y)](b_{j})_{(v)}^{(\alpha)}(x, \xi+\eta)dyd\eta$ .

Choisissons $M,$ $L$ telles que $2M$ $\geqq$ $N+s+m$ 6 et que $2L$ $\geqq$

$\max(5, -(N+2M+1)+\beta_{3}/2)$ . Alors, on a

(6.27) $I_{\gamma,v}=\int\int e^{-iy\eta}\langle D_{y}\rangle^{2L}[\gamma_{M}(y)D_{X}^{\gamma}[\varphi(x)\varphi_{2}(x+y)]]$

$\times\langle\eta\rangle^{-2L}(b_{j})_{(v)}^{(\mu)}(x_{1}, \xi+\eta)dyd\eta$ ,

o\‘u $\gamma_{M}(y)=(y_{1}^{2M}+y_{2}^{2M}+y_{3}^{6}+y_{4}^{6})^{-1}$ et $\mu=\alpha+(2M, 2M, 6,6)$ . Puisque $\varphi\Subset\varphi_{1}$ , la
fonction $\gamma_{M}(y)D_{X}^{\gamma}[\varphi(x)\varphi_{2}(x+y)]$ est bien d\’efinie. Selon (6.15), on a

(6.28) $|(b_{j})_{(v)}^{(\mu)}(x_{1}, \xi)|\leqq C(j+1)^{-N+13+\alpha_{3}+\alpha_{4}+\beta_{3}}\langle\xi\rangle^{-2N-s-m-|\alpha|/2+\beta_{3}/2}$ .

Donc, on obtient

(6.29) $|\sigma(R_{j})_{(\beta)}^{(\alpha)}(x_{1}, \xi)|\leqq C(j+1)^{-N+13+\alpha_{3}+\alpha_{4}+\beta_{3}}\langle\xi\rangle^{-2N-s-m-|\alpha|/2+\beta_{3}/2}$ .

On d\’efinit $G_{j}\in OPS_{1/2,1/2}^{-m}(R^{4})$ et $w\in H^{0}$ par $G_{j}=R_{j}\langle D_{X}\rangle^{s+2N}$ et $w=$
$\langle D_{X}\rangle^{-s-2N}P^{N}u$ . Selon Th\’eor\‘eme $C$ , on a

(6.30) $\Vert R_{j}P^{N}u\Vert_{m}=\Vert G_{j}w\Vert_{m}\leqq C|\sigma(G_{j})|_{l(m,0)}^{(-m)}\Vert w\Vert_{0}$ .

Selon (6.22) et (6.29), on a $|\sigma(G_{j})|_{l(m,0)}^{(-m)}\leqq C(j+1)^{-2}$ . Donc, on obtient la
conclusion. $\square $

LEMME 6.5. $\sum_{j=1}^{\infty}\Pi_{j}u=\Pi_{*}u$ dans $\mathscr{S}^{\prime}(R^{4})$ .

D\’EMONSTRATION DE LEMME 6.5. On d\’efinit $T_{k}$ par $T_{k}=\sum_{j=1}^{k}\Pi_{j}$ . Selon
l’hypoth\‘ese (c) de Proposition 5.1, il existe $N>0$ telle que $\langle D_{4}\rangle^{-N}u\in H^{0}$ . Soit
$\psi\in \mathscr{S}(R^{4})$ . Puisque $[T_{k}, \langle D_{4}\rangle]=0$ sur $\mathscr{S}^{\prime}(R^{4})$ , on a $(T_{k}u, \psi)=(T_{k}\langle D_{4}\rangle^{-N}u$ ,
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$\langle D_{4}\rangle^{N}\varphi)$ . Selon Proposition 4.1-(ii), on a

$\lim_{k\rightarrow\infty}(T_{k}u, \psi)=(\Pi_{*}\langle D_{4}\rangle^{-N}u, \langle D_{4}\rangle^{N}\psi)=(\langle D_{4}\rangle^{-N}\Pi_{*}u, \langle D_{4}\rangle^{N}\psi)=(\Pi_{*}u, \psi)$ ,

o\‘u on a utilis\’e le fait que $[\Pi_{*}, \langle D_{4}\rangle]=0$ sur $\mathscr{S}^{\prime}(R^{4})$ . Donc, on obtient la
conclusion. $\square $

Selon Lemme 6.3, Lemme 6.5 et (6.20), on obtient (6.21). Donc, on a

(6.31) $\varphi\Psi\Pi_{*}u\in C_{0}^{\infty}$ .

Soit $\varphi_{3}\in C^{\infty}(R\backslash 0)$ : $0\leqq\varphi_{3}\leqq 1,$ $\varphi_{3}(t)=1$ lorsque $0\leqq t\leqq 5,$ $\varphi_{3}(t)=0$ lors-
que $t\geqq 6$ ou $t<0$ . On d\’efinit $\psi_{1}(\xi)$ par

$\psi_{1}(\xi)=\varphi_{3}((\xi_{1}^{2}+\xi_{2}^{2}+\xi_{3}^{2})/\xi_{4}))(1-\varphi_{3}(|\xi|^{2}))$ .

On d\’efinit $\Psi_{1}$ par $\Psi_{1}=\psi_{1}(D)$ . Selon (6.31), on a

(6.32) $\Psi_{1}(\varphi\Pi_{*}u)\in H^{\infty}$ .

Selon l’hypoth\‘ese (b) de Proposition 5.1, on a

(6.33) $\Psi_{1}(\varphi\Pi_{0}u)\in H^{\infty}$ .
Rappelons-nous $\Pi_{0}+\Pi_{*}=\phi(D_{4})^{2}$ . Selon (6.32) et (6.33), on obtient $\Psi_{1}(\varphi u)\in$

$H^{\infty}$ . Donc, la d\’emonstration de Proposition 5.2-(i) est termin\’ee.

\S 7. D\’emonstration de Proposition 5.2-(ii)

Dans $\Gamma_{2}$ , on construit microlocalement le param\’etrix de $P$ . La m\’ethode est
due \‘a Kumano-go [15, Th\’eor\‘eme 5.4 de page 83] qui explique la construction
du param\’etrix \‘a partir de la condition $(H)$ de H\"ormander.

Soit $\{\varphi_{k}\}_{k=1}^{4}\subset C_{0}^{\infty}(R)$ : $0\leqq\varphi_{k}\leqq 1,$ $\varphi_{k}\Subset\varphi_{k+1},$ $\varphi_{1}(t)=1$ lorsque $|t|\leqq 5/19$ et
$\varphi_{4}(t)=0$ lorsque $|r|\geqq 1/3$ . On d\’efinit $\{\varphi_{k}(\xi)\}_{k=1}^{4}$ par

$\psi_{k}(\xi)=\varphi_{k}((\xi_{2}^{4}+\xi_{4}^{2})/(\xi_{1}^{2}+\xi_{3}^{2})^{2})(1-\varphi_{5-k}(|\xi|^{2}))$ .

Notons que $\psi_{k}\in S_{1/2,0}^{0}(R^{4}),$ $\psi_{k}\Subset\psi_{k+1},$ $\{\psi_{1}=1\}\supset\Gamma_{2}\cap\{|\xi|\geqq 1\}$ et que $supp$

$\psi_{4}\subset\{\xi:\xi_{1}^{2}+\xi_{3}^{2}\geqq(6/5)(\xi_{2}^{2}+|\xi_{4}|)\}$ .
Soit $p=\sigma(P)$ . Le lemme suivant est imm\’ediatement obtenu \‘a partir des

definitions. Dans la description, $C,$ $C_{\alpha,\beta}$ sont positives constances.
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LEMME 7.1. Sur supp $\varphi_{4}(\xi)$ , on a

(i) $|p(x, \xi)|\geqq C\langle\xi\rangle$ ,

(ii) $|p_{(\beta)}^{(\alpha)}(x, \xi)/p(x, \xi)|\leqq C_{\alpha,\beta}\langle\xi\rangle^{-|\alpha|/2}$ si $\alpha_{4}=0$ .

On definit $\Psi_{k}\in OPS_{1/2,0}^{0}(R^{4})$ et $Q\in-1/^{1}2,0(R^{4})$ par $\Psi_{k}=\psi_{k}(D)$ et $Q=q(x, D)$ ,
o\‘u $q=\psi_{4}/p$ . On d\’efinit $K$ par

(7.1) $QP=\Psi_{4}-K$ .

Selon (7.1), on a

(7.2) $\sigma(K)(x, \xi)=\sum_{|\gamma|=1}\int_{0}^{1}\omega_{\gamma,\theta}(x, \xi)d\theta$

o\’u

$\omega_{\gamma,\theta}(x, \xi)=Os\int\int e^{-iy\eta}r^{(\gamma)}(x, \xi+\theta\eta)p(\gamma)(X+y, \xi)dyd\eta$ .

Lorsque $\gamma_{4}\neq 0$ , on a $p_{(\gamma)}=0$ . Selon (7.2) et Lemme 7.1, on a $K\in OPS_{1/2,0}^{-1}(R^{4})$ .
On d\’eduit d\’esormais Proposition 5.2-(ii). Selon (7.1), on a

(7.3) $\Psi_{3}QPu=\Psi_{3}(I-K)u$ .

On d\’efinit $E\in OPS_{1/2,0}^{-1}(R^{4})$ par $E\sim\sum_{m=1}^{\infty}K^{m}$ . On fixe $\varphi\in C_{0^{\infty}}(U)$ . Selon
(7.3), on a

(7.4) $\varphi BPu=\varphi\Psi_{2}E(I-K)u+\varphi\Psi_{2}E\Psi_{5}(I-K)u$ ,

o\‘u $B=\Psi_{2}E\Psi_{3}Q$ et $\Psi_{5}=1-\Psi_{3}$ . 0bservons que $E(I-K)-I\in OPS^{-\infty}$ et que
$\Psi_{2}E\Psi_{5}\in OPS^{-\infty}$ . Puisque $\varphi\in C_{0}^{\infty}(U)$ et $Pu\in C^{\infty}(U)$ , on a $\varphi\Psi_{2}u\in C_{0}^{\infty}$ , Donc,
on obtient $\Psi_{1}(\varphi u)\in H^{\infty}$ et la d\’emonstration de Proposition 5.2-(ii) est termin\’ee.

\S 8. D\’emonstration de Proposition 5.3

Puisque $|\xi_{2}|$ est dominant dans $\Gamma_{3}$ , Proposition 5.3 est d\’eduite par la
proposition suivante.

PROPOSITION 8.1. On suppose toutes les hypoth\‘eses de Proposition 5.3.
Alors, pour tout $m>0$ et tout $\varphi\in C_{0}^{\infty}(U)$ on a

$\int|\overline{\varphi u}(\xi)|^{2}\langle\xi_{2}\rangle^{2m}d\xi<\infty$ .
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Notre objectif est de prouver la Proposition 8.1. On fixe $t=(t_{1}, t_{2}, t_{3}, t_{4})\in U$ .
Alors, il existe les intervalles ouvertes $\{I_{k}\}_{k=1}^{4}\subset R$ dont le centre est $t_{k}$ et qui
v\’erifient $I_{1}\times I_{2}\times I_{3}\times I_{4}\subset U,$ $|I_{1}|=|I_{2}|=|I_{3}|=|I_{4}|$ . Puisque (A.1) est v\’erifi\’ee,
on peut choisir une fonction $a\in C_{0^{\infty}}(I_{1})$ telle que $0\leqq a\leqq 1,$ $a=1$ au voisinage
de $t_{1}$ et que $f(y),$ $g(y)$ soient positives sur $suppa^{\prime}(y)$ . Observons que

(8.1) $a(x_{1})Pu=P(a(x_{1})u)-[D_{1}^{2}, a(x_{1})]u$ .

Puisque $Pu\in C^{\infty}(U)$ et $f(y)$ , $g(y)$ sont positives sur $suppa^{\prime}(y)$ , on a
$[D_{1}^{2},a(x_{1})]u\in C^{\infty}(U)$ . Donc, on obtient $P(au)\in C^{\infty}(U)$ .

On fait d\’esormais la microlocalisation de $au$ . Soit $\psi\in C_{0}^{\infty}(R):0\leqq\psi\leqq 1$ ,
$\psi(y)=1$ lorsque $|y|\leqq 1$ et $\psi(y)=0$ lorsque $|y|\geqq 2$ . On d\’efinit $\alpha_{\lambda}(\xi_{2})$ par

$\alpha_{\lambda}(\xi_{2})=\psi(\lambda\xi_{2}-1)+\psi(\lambda\xi_{2}+1)$

o\‘u $\lambda:0<\lambda\leqq 1/3$ est le param\’etre. Le fait que $\lambda^{-1}\sim|\xi_{2}|$ dans $suppa_{\lambda}$ est
important.

Soit $\chi\in C^{\infty}(R):0\leqq\chi\leqq 1,0<r_{1}<r_{2},\chi(y)=0$ lorsque $|y|\leqq r_{1}$ et $\chi(y)=1$

lorsque $|y|\geqq r_{2}$ . Ici, on d\’ecide $r_{1}$ et $r_{2}$ pour que $\overline{\{y:\chi(y-t_{k})<1\}}\subset I_{k}$ pour
$k=3,4$ . Soit $\phi\in C_{0^{\infty}}(I_{2}):0\leqq\phi\leqq 1,$ $\phi=1$ au voisinage de $t_{2}$ . On definit
$\gamma_{\lambda}(x_{3},x_{4})$ et $\beta_{\lambda,q}(x_{2}, x_{3}, x_{4})$ par

(8.2) $\left\{\begin{array}{l}\gamma_{\lambda}(x_{3},x_{4})=exp(M(\chi(x_{3}-t_{3})+\chi(x_{4}-t_{4}))log\lambda)\\\beta_{\lambda,q}(x_{2},x_{3},x_{4})=\phi_{q}(x_{2})\gamma_{\lambda}(x_{3},x_{4})\end{array}\right.$

o\‘u $\lambda:0<\lambda\leqq 1/3$ est le param\’etre, $\phi_{q}(y)=D_{y}^{q}\phi(y)$ et $M$ est constance qui sera
convenablement pr\’ecis\’ee.

On d\’efinit $v,$
$h$ par $v=au$ et $Pv=h$ . Selon (8.1), $h\in C^{\infty}(U)$ . On d\’efinit $v_{\lambda,q}$

et $h_{\lambda,q}$ par $v_{\lambda,q}=\alpha_{\lambda}(D_{2})(\beta_{\lambda,q}v)$ etc.
Avant de commencer la d\’emonstration de Proposition 8.1, on prouve les

lemmes suivants.

LEMME 8.2. Pour tout $\lambda:0<\lambda\leqq 1/3$ , tout $q\geqq 0$ et tout $M\geqq 1$ on a
$v_{\lambda,q}\in H^{\infty}$ .

D\’EMONSTRATION DE LEMME 8.2. On fixe $m>0$ et on montre que $v_{\lambda,q}\in H^{m}$ .
Selon la d\’efinition, on a $\Vert v_{\lambda,q}\Vert_{m}^{2}=I_{1}+I_{2}+I_{3}$ o\‘u

$ I_{k}=\int_{\Gamma_{k}}\langle\xi\rangle^{2m}\alpha_{\lambda}(\xi_{2})^{2^{-}}|\beta_{\lambda,q}v(\xi)|^{2}d\xi$ .
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Selon l’hypoth\‘ese (d), on a $ I_{1}+I_{2}<\infty$ . Puisque $|\xi_{2}|$ est dominant dans $\Gamma_{3}$ et
$supp\alpha_{\lambda}$ est compact, on a $ I_{3}<\infty$ . Donc, on obtient la conclusion. $\square $

LEMME 8.3. On suppose que $u\in H^{-s}$ et que $s>0$ . Alors, pour tout $q\geqq 0$ il
existe une constance $C_{q}$ telle que pour tout $\lambda:0<\lambda\leqq 1/3$ et tout $m\geqq 1$ on a
$|I^{v_{\lambda,q}}\Vert\leqq C_{q}\lambda^{-2s}$ .

DEMONSTRATION DE LEMME 8.3. Selon la d\’efinition, $v_{\lambda,q}=\gamma_{\lambda}\alpha_{\lambda}(\phi_{q}v)$ et
$0<\gamma_{\lambda}\leqq 1$ . Observons que $\lambda^{4s}\Vert v_{\lambda,q}\Vert^{2}\leqq\lambda^{4s}\Vert\alpha_{\lambda}(\phi_{q}v)\Vert^{2}\leqq Const$ . $(I_{1}+I_{2}+I_{3})$ o\‘u

$ I_{k}=\int_{\Gamma_{k}}\langle\xi_{2}\rangle^{-4s}|\overline{\phi_{q}v}(\xi)|^{2}d\xi$ .

Ici, on a utilis\’e le fait que $|\xi_{2}|^{-1}\sim\lambda$ dans $supp\alpha_{\lambda}$ . Selon l’hypoth\‘ese (d), on
a $ I_{1}+I_{2}<\infty$ . Puisque $|\xi|\leqq Const$ . $\langle\xi_{2}\rangle^{2}$ dans $\Gamma_{3}$ et $\phi_{q}v\in H^{-s}$ , on a $ I_{3}\leqq$

Const. $\Vert\phi_{q}v\Vert_{-s}<\infty$ . Donc, on obtient la conclusion. $\square $

LEMME 8.4. Soit $A=D_{1}^{2}+f(x_{1})D_{2}^{2}$ . Pour tout $\epsilon>0$ il existe $\delta>0$ telle que
pout tout $\lambda:0<\lambda\leqq\delta$ , tout $q\geqq 0$ et tout $M\geqq 1$ on a

(8.3) $(\log\lambda)^{2}\Vert v_{\lambda,q}\Vert^{2}\leqq\epsilon(Av_{\lambda,q}, v_{\lambda,q})$ .

D\’EMONSTRATION DE LEMME 8.4. Selon Lemme 2.1, $(M;1, f)$ \’equivaut \‘a

$(E;1, f)$ , i.e., pout tout $\epsilon>0$ il existe $N_{0}>0$ telle que pour tout $\xi_{2}>N_{0}$ et tout
$w\in C_{0^{\infty}}(I_{1})$ on a

(8.4) $(\log\xi_{2})^{2}\int|w(s)|^{2}ds\leqq\epsilon\int(|w^{\prime}(s)|^{2}+\xi_{2}^{2}f(s)|w(s)|^{2})ds$ .

Soit $(\beta_{\lambda,q}v)(x_{1} ; \xi_{2};x_{3}; x_{4})-$ la transformation de Fourier de $\beta_{\lambda,q}v(x)$ par rapport \‘a

$x_{2}$ . Remplagons $w(s)$ par $(\beta_{\lambda,q}v)(s;\xi_{2};x_{3}, x_{4})-$ et int\’egrons chaque terme de (8.4)

par rapport \‘a $(\xi_{2};x_{3}, x_{4})$ . En sachant que $|\lambda|^{-1}\sim|\xi_{2}|$ sur $supp\alpha_{\lambda}$ , on obtient (8.3).
$\square $

LEMME 8.5. On suppose que $u\in H^{-s},$ $s>0$ et que $M>2s+4$ . Alors, pour
tout $q\geqq 0$ il existe une constance $C_{q}>0$ telle que pour tout $\lambda:0<\lambda\leqq 1/3$ on a
$\Vert h_{\lambda,q}\Vert\leqq C_{q}\lambda^{l}$ , o\‘u $l=M-2s-4$ .

D\’EMONSTRATION DE LEMME 8.5. Soit $\omega\in C_{0}^{\infty}(R):0\leqq\omega\leqq 1,0<r_{3}<r_{4}$ ,
$\omega(y)=1$ lorsque $|y|\leqq r_{3}$ et $\omega(y)=0$ lorsque $|y|\geqq r_{4}$ . Ici, on d\’ecide $r_{3}$ et $r_{4}$ pour
que $r_{2}<r_{3}$ et que $supp\omega(x_{k}-t_{k})\subset I_{k};k=3,4$ . On d\’efinit $h_{1}$ et $h_{2}$ par
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$h_{1}(x)=\omega(x_{3}-t_{3})\omega(x_{4}-t_{4})h(x)$ et $h_{2}=h-h_{1}$ . On montre que $\Vert(h_{k})_{\lambda,q}\Vert\leqq C_{q}\lambda^{l}$ ;
$k=1,2$ .

Puisqu\‘e $h\in C^{\infty}(U)$ et $v=au$ , on a $\phi_{q}(x_{2})h_{1}(x)\in C_{0^{\infty}}(U)$ . Donc,

$\lambda^{-2l}\Vert(h_{1})_{\lambda,q}\Vert^{2}\leqq\lambda^{-2/}\Vert\alpha_{\lambda}(\phi_{q}h_{1})\Vert^{2}\leqq$ Const. $\int\langle\xi_{2}\rangle^{2l}|(\overline{\phi_{q}h_{1}})(\xi)|^{2}d\xi<\infty$ .

Puisque $\gamma_{\lambda}\leqq\lambda^{M}$ sur $supph_{2}$ , on a $\lambda^{-2l}\Vert(h_{2})_{\lambda,q}\Vert^{2}\leqq\lambda^{-2l+2M}\Vert\alpha_{\lambda}(\phi_{q}h_{2})\Vert^{2}\leqq$

Const. $(I_{1}+I_{2}+I_{3})$ , o\’u

$I_{k}=$ Const. $\int_{\Gamma_{k}}\langle\xi_{2}\rangle^{-4s-8}|(\overline{\phi_{q}h_{2}})(\xi)|^{2}d\xi$ .

Selon l’hypoth\‘ese (d), $ I_{1}+I_{2}<\infty$ . En sachant que $|\xi|\leqq Const$ . $|\xi_{2}|^{2}$ et que
$\phi_{q}h_{2}\in H^{-s-2}$ , on a $ I_{3}<\infty$ . Donc, on obtient la conclusion. $\square $

On choisit les intervalles ouvertes $E_{j}\subset R:j=3,4$ telle que $ t_{j}\in E_{j}\subset$

$\{y:\chi(y-t_{j})=0\}$ . Soit $U_{0}=E_{3}\times E_{4}$ .

LEMME 8.6. On suppose qu’il existe $l>2,$ $M\geqq 1,$ $\delta>0$ et une constance
$C>0$ telles que pour tout $\lambda:0<\lambda\leqq\delta$ on a $\Vert v_{\lambda,0}\Vert\leqq C\lambda^{l}$ . Alors, pour tout
$\varphi_{0}\in C_{0^{\infty}}(U_{0})$ on a

(8.5) $\int|\hat{w}(\xi)|^{2}\langle\xi_{2}\rangle^{2l-2}d\xi<\infty$ ,

o\‘u $w(x)=\phi(x_{2})(\varphi_{0})(x_{3}, x_{4})v(x)$ .

D\’EMONSRATION DE LEMME 8.6. On fixe $\varphi_{0}\in C_{0}^{\infty}(U)$ . Selon l’hypoth\‘ese, on
a $\Vert\varphi_{0}v_{\lambda,0}\Vert\leqq Const$ . $\Vert v_{\lambda,0}\Vert\leqq Const$ . $\lambda^{l}$ pour tout $\lambda:0<\lambda\leqq\delta$ . Puisque $\varphi_{0}v_{\lambda,0}=$

$\alpha_{\lambda}(\varphi_{0}\beta_{\lambda,0}v)=\alpha_{\lambda}w$ , on a

(8.6) $\int\lambda^{-2l}\alpha_{\lambda}(\xi_{2})^{2}|\hat{w}(\xi)|^{2}d\xi=K<\infty$ .

Observons que $\langle\xi_{2}\rangle^{2l-2}\leqq Const.$ ff $\lambda^{-2l}\alpha_{\lambda}(\xi_{2})d\lambda$ lorsque $\langle\xi_{2}\rangle$ est suffisament
grande. Alors, en int\’egrant chaque terme de (8.6) de $\lambda=0$ \‘a $\lambda=\delta$ , on obtient
(8.5). $\square $

On se met d\’esormais \‘a la d\’emonstration de Proposition 8.1. Puisque $u\in \mathscr{E}^{\prime}$ ,
il existe $s>0$ telle que $u\in H^{-s}$ . On donne $m>2$ et on pr\’ecise la valeur de $M$

telle que $M\geqq 2m+2s+4$ . Notre objectif est de montrer qu’il existe $\delta>0$ et
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une constance $C>0$ telles que pour tout $\lambda:0<\lambda\leqq\delta$ on a

(8.7) $\Vert v_{\lambda,0}\Vert\leqq C\lambda^{m}$ .

Selon Lemme 8.6, (8.7) ach\‘eve la d\’emonstration.
\‘A partir de $Pv=h$ , on a

(8.8) $Pv_{\lambda,q}-\alpha_{\lambda}[P,\beta_{\lambda,q}]v=h_{\lambda,q}$ .

Selon Lemme 8.2 et (8.8), on a

(8.9) $(Pv_{\lambda,q}, v_{\lambda,q})_{L^{2}}={\rm Re}(\alpha_{\lambda}[P,\beta_{\lambda,q}]v, v_{\lambda,q})_{L^{2}}+{\rm Re}(h_{\lambda,q}, v_{\lambda,q})_{L^{2}}$ .

Observons que ${\rm Re}(\alpha_{\lambda}[P,\beta_{\lambda,q}]v, v_{\lambda,q})=I_{1}+I_{2}+I_{3}+I_{4}$ , o\‘u

$I_{1}={\rm Re}(f(x_{1})\alpha_{\lambda}[D_{2}^{2},\beta_{\lambda,q}]v, v_{\lambda,q})$

$I_{2}={\rm Re}(\alpha_{\lambda}[D_{3}^{2},\beta_{\lambda,q}]v, v_{\lambda,q})$

$I_{3}={\rm Re}(x_{3}^{2}\alpha_{\lambda}[D_{4}^{2},\beta_{\lambda,q}]v, v_{\lambda,q})$

$I_{4}={\rm Re}((g(x_{1})-1)\alpha_{\lambda}[D_{4},\beta_{\lambda,q}]v, v_{\lambda,q})$

et que $[D_{k}^{2},\beta_{\lambda,q}]v=2D_{k}((D_{k}\beta_{\lambda,q})v)-(D_{k}^{2}\beta_{\lambda,q})v$ . Alors, on a

(8.10) $I_{1}=E_{1}+E_{2}$ ,

o\‘u $E_{1}={\rm Re}(2f(x_{1})D_{2}v_{\lambda,q+1}, v_{\lambda,q})$ et $E_{2}=-{\rm Re}(f(x_{1})v_{\lambda,q+2}, v_{\lambda,q})$ . Selon l’in\’egalit\’e
de Schwartz, on a

(8.11) $E_{1}\leqq\frac{1}{4}J_{\lambda,q}^{(2)}+4J_{\lambda,q+1}^{(0)}$ ,

(8.12) $E_{2}\leqq K^{-1}\lambda^{-2}J_{\lambda,q}^{(0)}+K\lambda^{2}J_{\lambda,q+2}^{(0)}$ ,

o\‘u $J_{\lambda,q}^{(k)}=(f(x_{1})D_{2}^{k}v_{\lambda,q},$
$v_{\lambda,q}$ et $K$ est la positive constance dont la valeur sera

convenablement pr\’ecis\’ee.
On fait d\’esormais $C_{l}$ repr\’esenter des positives constances qui sont inde-

pendantes de $\lambda$ et de $q$ . Puisque $|\lambda|^{-1}\sim|\xi_{2}|$ sur $supp\alpha_{\lambda}$ , on a $\lambda^{-2}J_{\lambda,q}^{(0)}\leqq C_{1}J_{\lambda,q}^{(2)}$ .
Choisisons $K$ telle que $C_{1}/K<1/4$ . Alors, on a

(8.13) $E_{1}\leqq\frac{1}{4}J_{\lambda,q}^{(2)}+C_{2}\lambda^{2}J_{\lambda,q+1}^{(2)}$ ,

(8.14) $E_{2}\leqq\frac{1}{4}J_{\lambda,q}^{(2)}+C_{3}\lambda^{4}J_{\lambda,q+2}^{(2)}$ .
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Selon (8.10), (8.13) et (8.14), on obtient

(8.15) $I_{1}\leqq\frac{1}{2}B_{\lambda,q}+C_{4}(\lambda^{2}B_{\lambda,q+1}+\lambda^{4}B_{\lambda,q+2})$ ,

o\‘u $B_{\lambda,q}=J_{\lambda,q}^{(2)}$ . 0bservons que

$D_{3}\beta_{\lambda,q}=(M\log\lambda)\chi_{1}\beta_{\lambda,q}$ et que $D_{3}^{2}\beta_{\lambda,q}=((M\log\lambda)^{2}\chi_{1}^{2}+(M\log\lambda)\chi_{2})\beta_{\lambda,q}$ ,

o\‘u $\chi_{k}(x_{3})=(D^{k}\chi)(x_{3}-t_{3})$ . Alors, on a

(8.16) $I_{2}=(M\log\lambda)(E_{3}+E_{4})+(M\log\lambda)^{2}E_{5}$ ,

o\‘u $E_{3}={\rm Re}(2D_{3}(\chi_{1}v_{\lambda,q}), v_{\lambda,q})$ , $E_{4}={\rm Re}(\chi_{2}v_{\lambda,q}, v_{\lambda,q})$ et $E_{5}=\Vert\chi_{1}v_{\lambda,q}\Vert^{2}$ . Puisque
$2{\rm Re} z=z+\overline{z}$, on a $|E_{3}|\leqq C_{5}\Vert v_{\lambda,q}\Vert^{2}$ . Donc, on a

(8.17) $|I_{2}|\leqq C_{6}(M\log\lambda)^{2}\Vert v_{\lambda,q}\Vert^{2}$ .

On peut aussi \’evaluer $I_{3}$ et $I_{4}$ au m\^eme moyen et on obtient

(8.18) $|I_{2}|+|I_{3}|+|I_{4}|\leqq C_{6}(M\log\lambda)^{2}\Vert v_{\lambda,q}\Vert^{2}$ .

Selon Lemme 8.4, il existe $\delta_{1}>0$ telle que pout tout $\lambda:0<\lambda\leqq\delta_{1}$ et tout $q\geqq 0$

on a

(8.19) $C_{6}(M\log\lambda)^{2}\Vert v_{\lambda,q}\Vert^{2}\leqq\frac{1}{4}(Av_{\lambda,q}, v_{\lambda,q})$ .

Selon (8.15), (8.18) et (8.19), on a

(8.20) $V_{\lambda,q}\leqq\frac{1}{4}F_{\lambda,q}+\frac{1}{2}B_{\lambda,q}+C_{4}\sum_{l=1}^{2}\lambda^{2l}B_{\lambda,q+l}+|(h_{\lambda,q}, v_{\lambda,q})|$ ,

o\‘u $V_{\lambda,q}=(Pv_{\lambda,q}, v_{\lambda,q})$ et $F_{\lambda,q}=(Av_{\lambda,q}, v_{\lambda,q})$ , pour tout $\lambda:0<\lambda\leqq\delta_{1}$ et tout $q\geqq 0$ .
Puisque $\Vert D_{1}v_{\lambda,q}\Vert^{2}+B_{\lambda,q}=F_{\lambda,q}\leqq V_{\lambda,q}$ , on obtient

(8.21) $\frac{1}{4}(\Vert D_{1}v_{\lambda,q}\Vert^{2}+B_{\lambda,q})\leqq C_{4}\sum_{l=1}^{2}\lambda^{2l}B_{\lambda,q+l}+|(h_{\lambda,q}, v_{\lambda,q})|$ .

Selon l’in\’egalit\’e de Poincar\’e, il existe $K>1$ telle que pour tout $\lambda:0<\lambda\leqq 1/3$ et
tout $q\geqq 0$ on a $\Vert D_{1}v_{\lambda,q}\Vert^{2}\geqq 4K^{-1}\Vert v_{\lambda,q}\Vert^{2}$ . Puisque

$2|(h_{\lambda,q}, v_{\lambda,q})|\leqq K\Vert h_{\lambda,q}\Vert^{2}+K^{-1}\Vert v_{\lambda,q}\Vert^{2}$ ,

on a

(8.22) $\Vert v_{\lambda,q}\Vert^{2}+B_{\lambda,q}\leqq C_{8}\sum_{l=1}^{2}\lambda^{2l}B_{\lambda,q+l}+C_{8}\Vert h_{\lambda,q}\Vert^{2}$ .



Hypoellipticit\’e pour un certain 759

Soit $E_{\lambda,q}=\lambda^{q}B_{\lambda,q}$ . En multipliant $\lambda^{q}$ au chaque terme de (8.22), on a

(8.23) $\lambda^{q}\Vert v_{\lambda,q}\Vert^{2}+E_{\lambda,q}\leqq C_{8}\lambda\sum_{l=1}^{2}E_{\lambda,q+l}+C_{8}\lambda^{q}\Vert h_{\lambda,q}\Vert^{2}$ .

Soit $N\geqq 2m+2s+3$ . On prend le somme de chaque terme de (8.23) de
$q=0$ \‘a $q=N-2$ . Soit

N N N $N$

$S_{\lambda}=\sum\lambda^{q}||V_{\lambda,q}||^{2}$ , $G_{\lambda}=\sum\lambda^{q}||h_{\lambda,q}||^{2}$ , $T_{\lambda}=\sum E_{\lambda,q}$ , $R_{\lambda}=$ $\sum$ $E_{\lambda,q}$ .
$q=0$ $q=0$ $q=0$ $q=N-1$

Alors, on a

(8.24) $S_{\lambda}+T_{\lambda}\leqq C_{9}(\lambda T_{\lambda}+G_{\lambda})+R_{\lambda}$ .

On choisit $\delta>0$ pour que $\delta\leqq\min(\delta_{1},1/(2C_{9}))$ . Alors, pout tout $\lambda:0<\lambda\leqq\delta$

on a

(8.25) $S_{\lambda}\leqq R_{\lambda}+C_{9}G_{\lambda}$ .

LEMME 8.7. $(i)R_{\lambda}\leqq C_{10}\lambda^{2m}$ et (ii) $G_{\lambda}\leqq C_{11}\lambda^{2m}$ .

D\’EMONSTRATION DE LEMME 8.7. (i) Observons que $ B_{\lambda,q}\leqq\Vert D_{2}v_{\lambda,q}\Vert^{2}\leqq$

$C_{12}\lambda^{-2}\Vert v_{\lambda,q}\Vert^{2}$ . Selon Lemme 8.3, on a $B_{\lambda,q}\leqq Const$ . $\lambda^{-2s-2}$ . Puisque $N\geqq 2m+$

$2s+3$ et $q\geqq N-1$ , on obtient (i).

(ii) Selon Lemme 8.5, on a 1 $h_{\lambda,q}\Vert\leqq const$ . $\lambda^{l}$ , o\‘u $l=M-2s-4$ . Donc
$G_{\lambda}\leqq C_{13}\lambda^{l}$ . Puisque $M\geqq 2m+2s+4$ , on obtient (ii).

Observons que $\Vert v_{\lambda,0}\Vert^{2}\leqq S_{\lambda}$ . Selon Lemme 8.7 et (8.25), on a 1 $v_{\lambda,0}\Vert\leqq C_{14}\lambda^{m}$

pour tout $\lambda:0<\lambda\leqq\delta$ . Donc on obtient (8.7) et la d\’emonstration de Proposition
8.1 est termin\’ee.

\S 9. D\’emonstration de la n\’ecessit\’e

On montre que $(M;1, f)$ et $(M;f, g)$ sont n\’ecessaire pour l’hypoellipticit\’e
de $P$ . L’id\’ee provient de [9], [18] et [27, Proposition 4].

D’abord, on suppose que $(M;f, g)$ n’est pas v\’erifi\’ee. Selon Lemme 2.2,
$(M;f, g)$ \’equivaut \‘a $(E;f, g)$ . Donc, il exite $\epsilon>0$ , une positive s\’equence
$\{\eta_{m}\}_{m=1}^{\infty}\subset R;\lim_{m\rightarrow\infty}\eta_{m}=\infty$ et $\{u_{m}\}_{m=1}^{\infty}\subset C_{0}^{\infty}(I_{0})$ tels que pour tout $m\geqq 1$
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on a

(9.1) $(\log\eta_{m})^{2}\int_{I_{0}}f|u_{m}|^{2}\geqq\epsilon\int(|u_{m}^{\prime}|^{2}+\eta_{m}g|u_{m}|^{2})$ .

On d\’efinit $L_{\eta}$ par $ L_{\eta}=-(d/dt)^{2}+g(t)\eta$ , o\‘u $\eta>0$ est param\’etre. Nous con-
sid\’erons le probl\‘eme de valeur propre:

(9.2) $\left\{\begin{array}{l}L_{\eta}=\lambda f(t)v\\v|_{\partial I_{0}}=0\end{array}\right.$

Soit $\lambda(\eta)$ la premi\‘ere valeur propre de (9.2). Alors,

(9.3) $\lambda(\eta)=\inf\{(L_{\eta}w, w)/(fw, w):w\in C_{0}^{\infty}(I_{0}), w\not\equiv O\}$ .

Soit $ C=1/\epsilon$ . Selon (9.1) et (9.3), on a

(9.4) $0<\lambda(\eta_{m})\leqq C(\log\eta_{m})^{2}$

pour tout $m\geqq 1$ . Soit $v_{m}(t)$ la fonction propre qui corr\’espend \‘a $\lambda(\eta_{m})$ et
$\int_{I}\Vert v_{m}\Vert^{2}=1$ , o\‘u $I=I_{0}$ . Puisque $\lim_{m\rightarrow\infty}\eta_{m}=\infty$ , on peut choisir une sous-
s\’equence $\{\eta_{m(k)}\}\subset\{\eta_{m}\}$ pour que

(9.5) $(\eta_{m(k+1)})^{1/2}-(\eta_{m(k)})^{1/2}>1$

pour tout $k\geqq 1$ . On note $\{\eta_{m}\}$ au lieu de $\{\eta_{m(k)}\}$ \‘a nouveau. On d\’efinit $\Omega\subset R^{4}$

par $\Omega=I_{0}\times J\times J\times J$, o\‘u $J=(-1,1)$ . Soit $N\geqq C+2$ . On d\’efinit $w(x)$ par

(9.6) $w(x)=\sum_{m=1}^{\infty}\eta_{m}^{-N}v_{m}(x_{1})\exp(ix_{4}\eta_{m}+x_{2}\lambda(\eta_{m})^{\iota/2})h_{0}(x_{3}\eta_{m}^{1/2})$ .

Selon (9.4), on a $w\in L^{2}(\Omega)$ et $Pw=0$ dans $\Omega$ . Puisque $g>0$ sur $\partial I_{0}$ , il existe une
constance $\delta>0$ et une intervalle ferm\’ee $E\subset I_{0}$ telles que $ g(t)>\delta$ lorsque
$t\in I_{0}\backslash E$ . Selon $(9.2)-(9.4)$ on a

(9.7) $\lim_{m\rightarrow\infty}\int_{E}|v_{m}|^{2}=1$ .

On suppose que $w\in C^{\infty}(\Omega)$ et on va d\’eduire une contradiction. Soit
$\varphi\in C_{0}^{\infty}(R):\varphi(0)\neq 0$ et $\hat{\varphi}(0)=1$ . On d\’efinint $G(s,y)$ par

(9.8) $G(s,y)=\varphi(y)w(s, 0,0,y)$ .

Soit $F(s, \eta)$ la transformation de Fourier de $G$ par rapport \‘a $y$ . Selon $(9.5)-(9.8)$ ,
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on a

(9.9) $(\int_{E}|F(s, \eta_{l})|^{2}ds)^{1/2}\geqq\eta_{l}^{-N}/2-\sum_{m\neq l}^{\infty}\eta_{m}^{-N}\hat{\varphi}(\eta_{l}-\eta_{m})|$

$\geqq\eta_{l}^{-N}/2$ -Const. $\eta_{l}^{-N-1}$

$\geqq Const$ . $\eta_{l}^{-N-1}$

si $l$ est suffisament grand.
En revanche, $\int_{E}|F(s, \eta_{l})|^{2}ds$ doit rapidement d\’ecroitre lorsque $l$ s’approche

de $\infty$ . C’est ce que l’on obtient \‘a partir de l’hypoth\‘ese $w\in C^{\infty}(\Omega)$ . Donc, il $y$ a
la contradiction. Alors, on sait que $(M;f, g)$ est n\’ecessaire pour l’hypoellipticit\’e
de $P$ .

On suppose que $(M;1, f)$ n’est pas v\’erifi\’ee. Alors, on obtient (9.1) en
remplagant $(f, g)$ par $(1, f)$ . On d\’efinit $\lambda(\eta_{m}),$ $v_{m}(t)$ et $N$ comme l’argument
pr\’ec\’edant. On definit $w(x)$ par

(9.10) $w(x)=\sum_{m=1}^{\infty}\eta_{m}^{-N}v_{m}(x_{1})\exp(ix_{2}\eta_{m}+x_{3}\lambda(\eta_{m})^{1/2})$ .

Alors, $w\in L^{2}(\Omega)$ et $Pw=0$ dans $\Omega$ . On peut savoir que $w\not\in C^{\infty}(\Omega)$ au
m\^eme moyen de $(9.7)-(9.9)$ . Donc, $(M;1, f)$ est n\’ecessaire pour que $P$ soit
hypoelliptique.
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