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Einleitung

Die vorliegende Arbeit verfolgt den Zweck, die Anwendungen der Funk-
tionalanalysis auf die Funktionentheorie auszubauen. Es werden analytische
Funktionen konstruiert, die auf einer abzihlbaren Menge vorgegebene Grenz-
ableitungen annehmen. Die Menge darf dabei nichtisoliert sein, wenn sie
bestimmten Bedingungen geniigt (siche unten).

Bisher hat man anscheinend nur isolierte Mengen betrachtet. Nach
Vorarbeiten von Ritt und Carleman hat Franklin den allgemeinen Fall
mit klassischen Methoden behandelt. Eine zusammenfassende Darstellung
findet der Leser in Pittnauer [7].

Die Theorie unendlicher Gleichungssysteme wurde von Eidelheit [1, 2]
und Polya zur Konstruktion von gewiinschten Funktionen herangezogen.
Eidelheit stiitzt sich dabei auf die Theorie der F-Riume. Seine Unter-
suchungen wurden von Pittnauer-Zeller weitergefiihrt. Wir kniipfen an
die letztere Arbeit an, in der weitere Literaturangaben zu finden sind.

Die Theorie unendlicher Gleichungssysteme wurde von verschiedenen
Autoren ausgestaltet. Wir nennen Cooke, Thompson, Baker und Petersen
(sieche zum Beispiel [4, 5, 6]). Wir stiitzen uns auf neuere Formulierungen
und Beweise des Hauptresultates von Eidelheit, die bei Niethammer-Zeller

und Meyer-Konig-Zeller zu finden sind.
§ 1. Funktionalanalytische Grundlagen

Mit .z =[.7 ; p,] bezeichnen wir einen F-Raum, dessen Topologie durch
die Halbnormen p; gegeben wird. Eine stetige Linearform L in .# geniigt
einer Abschitzung der Gestalt

|LA|= M(pol )+ +pulf)  (FEZ).

*) Die Verfasser danken der Japan Society for the Promotion of Science fiir groBziigige
Unterstiitzung.
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Das kleinste m, fiir das eine solche Abschitzung besteht, nennen wir die
Ordnung von L (beziiglich der p;). Wir bezeichnen sie mit ord L und setzen
ord L=—1, wenn L die Null-Linearform ist. Mit diesen Bezeichungen gilt

LEmMA 1. Das Gleichungssystem
L.,(f)=c, (n=0,1,--)
st fiir beliebige c, losbar, wenn

ord L, =n (n=0,1, --)
gilt.
In etwas modifizierter Form ist die Bedingung sogar notwendig. Das
Ergebnis geht auf Eidelheit [1, 2] zuriick. Neuere Formulierungen und

Beweise stehen in und [4].

§ 2. Ein Grenzpunkt

Zur Vorbereitung behandeln wir den Fall eines Grenzpunktes so, wie es
der spiteren Ubertragung auf unendlich viele Grenzpunkte angemessen ist.
Sei u ein fester Punkt auf der imaginiren Achse. Mit G bezeichnen wir
das Gebiet, das aus der komplexen Ebene C entsteht, wenn man den Schlitz
S (Streckenzug) [—1, u, 1] wegnimmt. Wir fithren eine Gewichtsfunktion
r ein:

r(2): :exp<— lzill — ’zi1’> (2 £1).

Mit (%+1): =0 hat diese Funktion genau zwei Nullstellen (unendlicher Ord-
nung).

Aus der Menge der in G holomorphen Funktionen f schneiden wir
eine Teilmenge .# heraus durch die Forderungen :

pilf): =sup r@@|f2(2)| <0 (j=0,1,),

z2e@

Ly(f): =lim* f¥(2) existiert (j=0,1, ).

2—=U

Dabei bedeutet lim* den Limes fiir z—u mit 2 oberhalb S. Es wird also
gefordert: Jede Ableitung von f ist beschrinkt, wenn wir beliebig kleine
Umgebungen von —1 und +1 ausnehmen; bei Anniherung an # aus dem
Bereich oberhalb S hat jede Ableitung einen Grenzwert (“Grenzableitung”).

Die Menge # ldBt sich in natiirlicher Weise als F-Raum auffassen
und bildet einen F-Raum % =[.#; p;] mit den genannten Halbnormen.
Der Raum .# besitzt nichttriviale Elemente (siehe unten: 2 und g). Dariiber
hinaus gilt
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LEMMA 2. Im Raum % gibt es zu beliebigen c; ein f mit

L(f): =lim*fP(z) =¢;.

Z—U

BEMERKUNG. Die Funktion hat also in z Grenzableitungen der oben
beschriebenen Art.

BewEeis. Wir ziehen heran. Die L; sind offenbar stetige

Linearformen in .#. Wir zeigen
OrdL]':j (]:071!)

Dabei ist die Ungleichung ord L;<j klar. DaB ord L;<j nicht gilt, erkennen
wir durch Einsetzen der Funktionen ¢, die wir nun mit Hilfe einer Funk-
tion h definieren. Wir erkliren eine Funktion 2 in G durch

hiz): =2—+22—1;

dabei nehmen wir denjenigen Zweig der Wurzel, der eine beschrinkte Funk-
tion A liefert. Die Funktion A gehdrt zu . Im Falle «=0 bildet A das
Gebiet G eineindeutig auf das punktierte Innere des Einheitskreises ab (der
andere Wurzelzwelg wiirde das AuBere liefern). Die Halbachse (0, 00) geht
dabei in die Strecke (—17,0) iiber. Daher gilt lim* A(z)=—i. Ebenso erhalten
wir folgende Beziehungen: Im Falle Im «<<0 liegt lim* i(2) auf dem Strahl
(—i, —ioo). Im Falle Im >0 liegt lim* i(2) auf der Strecke (—i, 0).
Die Funktionen g=g¢,:

1 .
g(2): = T —d <d unterhalb 121_12* h(z)>

sind in ganz G definiert (weil A den Wert d nicht annimmt; dafiir wire
der andere Wurzelzweig nétig). Sie gehOren zu % . Ist

0+ =|lim* h(2)~d|

klein, so nimmt ¢ betragsgroe Werte an, wenn 2 oberhalb .S und nahe «
liegt. Noch groBere Betragswerte findet man bei den Ableitungen der Funk-
tion. Das l#Bt sich so prizsieren: Fiir 6—0 sind p;(gs) und L;(g,) asym-
ptotisch proportional §=7=!. Das schlieBt Abschitzungen der Gestalt

|Li(A| € My (po )+ +05af)  (fES)

aus. Wir haben also ord L;=j und damit ord L;=j.
zeigt nun, daf} das Gleichungssystem in fiir beliebige

c; losbar ist.
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§ 3. Viele Grenzpunkte

Wir betrachten eine abzihlbare abgeschlossene Menge {2, 21, ---} kom-
plexer Zahlen. Dabei machen wir folgende Voraussetzung : Es gibt Sektoren

Hy: |z—2zi] = pr, ak§arg<z_zk)§i8k
mit
O<Pk'—)0 5 O<,8k'—ak<277: ’

die paarweise punktfremd sind :
H.NH,=¢ (k1) .

Die Voraussetzung ist zum Beispiel im Falle 2,=0, 2,=1/1, 2,=1/2, --- erfiillt,
also fiir eine nichtisolierte Menge.
In H, wihlen wir einen offenen Teilsektor W, :

0<|z—=z| <pi » ai <arg (z—z) <fBr ,
wO
0<px <pr, ap<ag < <P

Der Rand von W, besteht aus einem Bogen und einem geknickten Schlitz
(Streckenzug) [a, 2i, bx]. Diesen Schlitz bezeichnen wir mit ;.

Satz 3. Sei {2y, 21, -} eine abzihlbare abgeschlossene Menge komplexer
Zahlen. Es gebe Sektoren H, der beschriebenen Art, in H, seien Schlitze
Sk wie oben festgelegt. Zu vorgegebenen cj, gibt es dann eine Funktion f,
welche in C\U.S; holomorph ist und die Bedingungen

lim* £ (2) = ¢ (5,k=0,1, --)

22

erfiillt.

BEMERKUNGEN. Dabei bedeutet lim* den Limes fiir 2—z2; mit 2 W,.
Die Funktion f hat also in jedem 2; Grenzableitungen bei Ann#herung aus
einem Sektor. Ferner liegt die Funktion in dem unten beschriebenen Funk-
tionenraum .#, woraus sich weitere Eigenschaften von f ergeben. Bei der
Konstruktion von f (und der Festlegung von %) sind manche Varianten
moglich.

Bewers. Aus der Menge der in C\U.S; holomorphen Funktionen f
schneiden wir einen Teilmenge .# heraus durch die Forderungen:
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p(f): =sup ()| fP (2| <oo  (jk=0,1, )

2e@
Ly(f): = Ef;*f(j) (2) existiert (j,k=0,1, ).
Dabei sei k
Gy: = C\(Skulngl)
und
1 1
ri(2) =exp<— T al T Te=h >

Die Menge .# bildet in natiirlicher Weise einen linearen Raum sowie einen
F-Raum .# =[.#; ps] mit den genannten Halbnormen. Letztere ordnen
wir gemif

(1> Qo: = PDoo» g1 = P> Qs = P

zu einer Einfachfolge {¢;} an.
L ist eine stetige Linearform im F-Raum .#. Offenbar gilt

|Lalf|=al)  (feo),

wenn wir [ gemiB (1) aus (j, k) bestimmen. Andrerseits gilt fiir kein M
eine Abschitzung

| L) < M)+ +aalf)  (fe)

Das erkennen wir dhnlich wie bei Lemma 2. Wir nehmen Funktionen

1
= Tl —d

WO

hy(2): = z—*/(z“—ak) (z—by)

ist. Dabei wihlen wir d in der Nihe von lim* A;(z), aber auBerhalb des
Wertevorrats von h;. Wie dort erkennt man, daB g¢y(g), -+, ¢;—1(g) im Ver-
gleich zu Lj;(q) klein sind. liefert die Existenz eines f&.# mit
den gewiinschten Eigenschaften.
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