DIE KRUMMUNGSTHEORIE IM KAWAGUCHI
SCHEN RAUME DER ORDNUNG 2

Von

Shisanji HOKARI

EINLEITUNG

Seit einigen Jahren hat die Theorie des KAWAGUCHIschen Raumes
durch die Untersuchungen von A. KawaGucHi, H. HomBU, J. L. SYNGE,
H. V. CRAIG usw. eine progressive Entwickelung gemacht®; insbeson-
dere ist die intrinseke Theorie (bei der Parametertransformation) der
Ubertragung im KawaGucHIschen Raume K® der Ordnung 2 im
letzten Jahr von Herrn Prof. A. KAwAGuUcHI auf Grund des Gebrauches
von Linienelementen der Ordnung 3 aufgebaut worden® und noch
etwas spiter die allgemeine intrinseke Theorie der Ubertragung im
KAawAGucHIschen Raume K(™ der htheren Ordnung m auf Grund
des Gebrauches von Linienelementen der Ordnung 2 m—1®., Den
KAwAGuUcHIschen Satz® anwendend, ist noch dazu die symmetrische,
metrische Ubertragung, was natiirlich- intrinsek ist, im KAWAGUCHI-
schen Raume durch die regelmissige Gestalt angegeben worden®.

Nun hat schon H. HomMBU die Kriimmungstheorie im FINSLERschen
Raume entwickelt, indem er die verallgemeinerten D-Symbolik zweier
Arten in vollstindiger und prignanter Gestalt vorgelegt hat®. Mit
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Riicksicht der Kriimmungstheorie im RIEMANNschen Raume® und
FINsLERschen mochten wir uns in der vorliegenden Arbeit mit der
Kriimmungstheorie im KAwAGUCHIschen Raume der Ordnung 2 be-
schiftigen ; -und zu diesem Zwecke miissen wir genaue Definition
des Unterraumes einfiihren, d.h. wenn man mit m(< n) eine positive
ganze Zahl bezeichnet, wird ein m-dimensionaler Unterraum K@ im
n-dimensionalen vorgegebenen KAwAGUCHIschen Raume K2, ganz
analog wie der Fall des FINSLERschen Raumes, als Ort seiner tan-
gierenden Linienelemente betrachtet.

Da der KAwAGUCHIsche Raume K@ metrisch ist, so soll die
metrische Ubertragung in der Entwickelung der Kriimmungstheorie
eingefiihrt werden (§2). In der Kriimmungstheorie von K& in K®
tritt wie im FINSLERschen Raum die Unbequemlichkeit ein, dass die
intrinseke Ubertragung in K2 nicht im allgemeinen aus der Uber-
tragung in K@ durch die Projektionsmethode in eine pseudonormale
Richtung erhalten wird (§§8, 4), und dazu, dass die kovarianten
partiellen Ableitungen, die der induzierten Ubertragung in K@ zu
gehorig sind, nicht als die K®-Komponenten der kovarianten Ablei-
tungen in der Ubertragung von K definiert werden sollen (§5).

Da es die Db-Ableltungen (J =0, 1, 2, 3) vierer Arten gibt, so werden

vier Kriimmungsaffinoren Hba definiert (§ 6) und die verallgemeiner-
ten FRENETschen Gleichungen erster Art aufgestellt (§7), welche
ganz analoge Gestalt wie FRENETsche Gleichungen im FINSLERschen
Raume haben. Die Integrabilititsbedingungen dieser Gleichungen,
die die Gleichungen von GAuss, Copazzi und Ricci umfassen, werden
abgeleitet (§8); aber, da sie in viele Fille zerlegt werden und zwar
etwas kompliziert sind, lassen sich der Kiirze halber hier nur die
hauptsac}éhchen Bedingungen ausdriicklich darstellen. Die Db—Ab-
leitung Dsx* und ihre sukzessive Ableitungen hingen offenbar von
ox” und sukzessiven gewdhnlichen partiellen Differentialquotienten

3y°
der Parameterdarstellung von X,, ab; mithin kann man die verall-

gememerten FRENETschen Gleichungen zweiter Art unter Verwen-

dung der Db-Ableltungen nur ausstellen (§9). Die FRENETschen
Gleichungen zweiter Art sind einfacher als die der ersten.

(1) J.A. ScHOUTEN und E. R. vAN KaAMPEN, Zur Einbettungs- und Krimmungs-
theorie nichtholonomer Gebilde, Math. Annalen, 103 (1930), S. 752-783; tUber
die Krimmung einer V,, in Vn, eine Revision der Krummungstheorie, ibid., 105
(1930), S. 144-159.
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§1. Allgemeines.

1. In einem n-dimensionalen KAwAGUCHIschen Raume K®, deren
Urvariablen mit 2,4, ...,p=1,2, ..., n bezeichnet werden, sei
eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit X,,, m <n, mit den Urvariab-
len y* eingebettet mittels der Parametergleichungen

(1.1) = (yu, ..., yom), a;...,g=a1,....,am,

wo die Funktionen x”(y%) hinreichend oft stetig differenzierbar sind
und die y* sich dann als holonome Koordinaten in der X, auffassen
lassen.

Bekanntlich wird die X, zu der Mannigfaltigkeit K& der Linien-
elemente zweiter Ordnung erweitert und mit der nichtmetrischen
Ubertragung oder metrischen in bezug auf den zu dem Linienelemente
dritter Ordnung abhingenden Fundamentaltensor

1 1 2 2
(1.2) Oy = 2 FsF(z))‘(g)u + €, (‘gp, + &, @F

+ausgestattet”). Wenn die Linienelemente (y*, yVe, y®2) zweiter Ord-
nung und (z*, x®V", x@ ) in dem Koordinatensystem (y*) bzw. (z")
wegen (1.1) sich miteinander durch die Beziehungen

1.8) a0 =% jwe gen = 3 eay W G Doy D0
ay® oy* dy*ay®

verbinden, so werden sie wie iiblich benannt, so dass die Linienele-
mente (y*, yVe, ¥y®9) zu der X,, tangieren: demgemiss ist die K@,
die Erweiterung von der X,,, ein Unterraum von K?, dessen Linien-
element zu der X,, tangiert.

Wie iiblich vermitteln die (;)-Bestimmungszahlen im Range von

m, des Einheitsaffinors B von X,

(1.4) B = %%

. . _ 9y®

die Beziehungen zwischen den K®- und den K®-Bestimmungszahlen

eines kontravarianten Vektors, d.h. jedem kontravarianten Vektor

v* der K@ ist in eindeutiger Weise ein kontravarianter Vekter der
K® zugeordnet :

0 1 2
(1) Gy, Gp und G, sind alle intrinsek; siche A. KAWAGUCHI, a.a.0., (2).
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(1.5) v = Bjv* .

Ist F(z”, oW, @) Massfunktion in K®, so ldsst sich unmittelbar
die KAWAGUCHISChe Metrik in K@ induzieren, und dazu noch der
Fundamentaltensor ‘g,, von K@, welcher der Beziehung

(1.6) 'Gap = Bt'ggku

geniigt, bilden, da man sich leicht iiberzeugt, dass fiir die SYNGEschen
0 1 2
Vektoren '€, , ‘G, und '€, besteht
» »
(1'7) ) ,@a = B;@v ’ b= 0’ 1’ 2:
wo B2 abkiirzend fiir BAB} eingefiihrt ist.
2. Wenn in jedem Linienelemente von K@ eine hestimmte

pseudonormale (n—m)-Richtung E"‘m und somit die ( )-Bestlmmungs-

zahlen B¢ des Einheitsaffinors B angegeben werden, so heisst es,
dass die K? in K@ mit der Ubertragung eingespannt ist. Dabei
hat E7» ™ mit der tangierenden m-Richtung von X,, (der lokalen

E.) keine Richtung gemeinsam. Diese (?)-Bestimmungszahlen Bg
von B leiten sich aus ‘g ab:

(1.8 B¢ ='9g®Big,. ,

die die Beziehungen zwischen den K?- und den K®-Bestimmungs-
zahlen eines kovarianten Vektors in K® vermitteln :

1.9) wy = Bjw, .

Es treten aus B¢ die (ﬁ)—Bestimmungszahlen des Einheitsaffinors
auf, d.h.

1 (1.10) B}, = BiB¢.

Wenn man den Einheitsaffinor in E*» ™ mit C bezeichnet, so ist der
Zusammenhang zwisehen A, B und C gegeben durch die Formel

1.11) Al = Bi+C).

Fir den Fall, dass v* bzw. w, in K2 liegt und also ein Vektor ’v°
bzw. 'w, in K@ existiert, der der Gleichung (1.5) bzw. (1.9) geniigt,
liefert nun
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(1.12) a) 'v* = B bzw. b) Jw, = Bfw,

das Mittel, diesen Vektor in v* bzw. w. auszudriicken. Liegt v* bzw.
w, nicht in K¥, so lidsst sich mit Hilfe von (1.12 a) bzw. (1.12b) ein
Vektor v® bzw. 'w, konstruieren, dessen Bestimmungszahlen ‘v* bzw.
'w, aus (1.5) bzw. (1.9) folgen. »* bzw. w, lasst sich zerlegen in
eine Komponente 'v* bzw. 'w,, die in K@ liegt, und in eine andere
Komponente "'v* bzw. ""w,, die in der (n—m)-Richtung der Einspan-
nung liegt bzw. die m-Richtung der pseudonormalen Richtung enthilt:

v = ", = Blv¥, "y = CloY,

’

(1.13) {

w, ="w,+"w,, 'w, =Bw,, "w.,=Clw,.

Aus der Gleichung (1.8), die die Orthogonalitit der Einspannung
zum Ausdruck bringt, folgen dann vermoge (1.11) und (1.6)

(1.14) B:Cig’* =0 und BlC%9,, = 0.

§ 2. Die metrische Ubertragung.

3. Die Ubertragung®, die von A. KAWAGUCHI anfangs ermittelt
wurde, ist intrinsek (bei der Parametertransformation) aber nicht
metrisch, d.h.

: \ |
2.1) Sv¥ = dv’+ ) [hrda®*,  8g,, =+ 0,
p=0 ’
indessen ist es bemerkenswert, dass sich mit Hilfe vom KAWAGUCHI-
schen Satze, der im allgemeinen die metrische Ubertragung beherr-
scht, ohne Mihe diese Unbequemlichkeit verbessern ldsst, und man
erhiilt demnach die Parameter der metrischen Ubertragung® :

2 .
(2.2) L; = Z Iﬁ:)\dw(p)) +~~;«g”89m N

p=0

wo L} bestimmte PFAFFsche Ausdriicke in bezug auf de®?, dx®’,
dx™ und dz> sind. Wenn man so ausdriickt, dass

3 »
L} = > Lydx™?
p»=0

(1) Siehe A. KawaGucHl, a.a.0., (2) und (3).
(2) Siehe A. KawaAGuUCHI, a.a2.0., (8) oder S. HOKARI, 2.2.0., (5)-
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dann gilt infolge (2.2)

pv 1 v Po pa
Li\ = Eg P(gpu (2t Gopd ux_gucrpx) ’
- (2.3)
3v 1 v
Lia = 29 "Grv@n s »=0,1,2).

Die bei der Parametertransformation intrinseken Grundiibertra-
gungen im KAWAGUCHIschen Raume K™ der Ordnung m sind kiirz-
lich von A. KAWAGUCHI in prignanter Gestalt angegeben worden.
Wir schreiben sie hier fiir m = 2 ausfithrlich, da wir sie in dieser
Arbeit oft anwenden werden :

1 0
FG* = NydxM* + /l\ﬁdx“ ,

‘ 2 1
2.4) F?G* = N)a®* + ) /:\:dx(zW,

»=0

& = Npawo 4 5 oo,
p=0 3
WO Cg* (p =1, 2,3) alle intrinseke (bei der Parametertransformation)
kontravariante Vektoren sind, die von Linienelementen dritter Ord-
nung abhidngen, und

0 1 1 ’
/1\: = ';_F3g)‘v(@v(2)p,+3¢@v(3)u) ’

Q A 1 3 Ay 1 1 1

/2\“ = EF g (@u(l)u'i' (D@v(z)u + g176514(3)11) ’
1 A 1 AV 1 1

1 1
/:\,t = F"(Cyp—I56,) fir p=0,1,2,

N} = A} + F-lzang,
gesetzt sind. ' o 1 2 s
Bezeichnen wir mit F, 7, , r die sogenannten kovarianten
partiellen Ableitungen vierer Arten, so gelten fiir einen intrinseken
kontravarianten Vektor v :

(1) Man vergleiche mit der symmeétrischen Ubertragung und den zu ihr
gehorenden kovarianten partiellen Ableitungen von S. HokARI, a.a.0., (b).
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0 , © . © ©. ©
Puv’ = Vi — va)x/\u 'v(2)7\/\u 'v(3)l/\u+Lluv ,

1 .
— A
P = F(’U(l)u“"v(z)x/\u"‘v(a)x/\u+Lm’0 )

2 @
Fw'=F (”(2)u“’1’(3)x/\u+Lw’U )

. = F3(v2‘3)u+LXuv*)‘.
Dabei sind

A A A A — A

1 w ) p = Wy /3\n )
(0)A 0)\ 1)0\‘ (1)A 11 211

— — v

(2°7) v wT /S \V/ \p oo v u—/\v woo

2 2 27 1 3 3 3 2
) 01 2A0v 1A0v 2A1v0

— -, w
/\M - u"'/\v u_/\v u+/\V/\w/\u

3 3 ‘2 3 1 3 1
und - .

(3)\‘ 3 N (Z)V 2 Y (3)“ 2

—— — w

o = Llu. ’ Ap T LM.L‘L)\w/S\u ’
(l)v 1, (2)11 1 (3)v 1
w w
(2-8) = LML Am/z\u._L}‘w/a\p. ’

() oy (l)v 0 (2)v 0 (3)\« 0

—— w w w

= Lm"‘ ;«w/l\u—‘ Aw/z\p.— Aw/a\p. .

4. Man stosst bei der Bildung von kovarianten Differentialquo-
tienten zweiter Ordnung auf die Krimmungsgrossen, d.h. zunichst
fiir einen gewohnlichen kontravarianten Vektor v' lautet:

0 0 (0) . (1} 1
(2.9a) 2P’ = — KL 0+ 2Ll 0" + 800"

2 3
1"",“ VA’U” + Ut:);..l, AV)"UV
(0.0)
WO man setzt

3_(0) (0)
(2.10a) I{«ow = ZLA[w(O)u]‘ZLp[mLIAm]'*'z 2 /\walMu](t)P +FSwu LAP

+F2T,, PL:P +F? U,y ”LKP ’
(0.0) (0.0)

die die Bestimmungszahlen der Kriimmungsgrosse der betreffenden
Ubertragung sind, und in welcher iiberdies
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Fs. oA 2 3 }(Qp (0)
(o.o)w o t=0 t[ 1 u](t)p ’
s 3 0 (0
2T =23 /N /\ (t)P+FS-uu /\r' ’ .
(0.0) t=0 ¢
3 (0 (0
F3 Uwul = 2 E /\[[ /\u](t)v +FSmH /\p F2 TwL ’
(0.0) t-0't
(1)
wenn der Abkiirzung halber A = —8} fiir ¢t = 0, 1, 2 gesetzt werden.

t
K.y’ Sos?, Top? und U,;* sind alle intrinsek (bei der Parameter-
(00) 0.0)  (0.0) (0.0)

transformation) und noch in den beiden ersten Indizes alternierend.

In. derselben Weise lauten fiir andere Ausdriicke le[.., F’F]v"
U=1,223):

11
(2.9b) 2,7[..,[7“]1)\‘ Ks., A ’U +Rm;, PA’U +Smu AV}\’U +Tm.l. Vlv ’
o @ )
F ({‘;’m = ZLA[w(l)A]‘_sz[erl'n]+2 24 /\[-uL'ﬂul(tw

+Sen’ LKP +FT,, "LXP ,
@) an

I 2 m /
(2.10b) FR.* = 2L\ +2 2_} & 4 f1(log F)y, .

1.1
3 (1 (v
lliw = 2 2.! /\[-v/\UJ(t)P s
3 (M @
L FIIT;-)M = 2; /\fw/\u](t)f"*'swu /\
2 2
(2.9C) 27[-»Vu]vv = (22;&! l v +RloL r’)\v +Smu rlv ’
. (2) 2 @ |
] F- (22)"'“ —2L;[..,(2) ]—'2Lp[«-UMu]+2/\[«»L|A|u](8)p+F S«m m
(2.10c) F ‘2R.L-,1 ‘=2Lﬁop]+ 4%}, (log F')zyu1 5
l 1 3@ @
‘F (g)w = §:J/t\f /\u](t)p ’
3v 3 v o e oo Yo ) Fva(s)l 8 v
(2.9d) QF[unufU - (3Ks)wp,k v +2 L[wa,V)V ’

® @
(2.10d) F K-w = ?L)[m(a)x]“szlerm]
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Es ergibt sich auch filr die Ausdriicke (P Fp —Ful u)v® (G > 47) :

(2.9¢)

(2.10e)

(2.91)

(2.10f)

1 0 0 1 N (o N
Pl u—Ful )0 = —(m).:,;i”v —FL;},UVw‘+(IIE).;; [ \M

2 3
+ Son 70" + Ty 220"
(1.0) ) (1.0)

) ' ) (1)? (1) © 3.W @ © O
(F (10)“'M = L LAw“ Lku + tle /t\wLM(t)p >_.| /\uLAw(t)P
+ Q.:,,; Yot FS.,,& Yot Ffle;,;, "pr ,
Q*:’rlk = 23: }1{ /\A(t)P s
(1.0) t=1 ¢
xe 0, » & @, N
Rw?« = qu + Sw }_1 (]08‘ F)(t)v/\p. + pr. ’
(1.0) i=0 ¢ (1.0) .
cox 3_‘(1)?(0) 3 (o)P(l))L _.p(l)A
FSiut =23 AN/ N\bwp—2 /\u/\w(t)p‘*‘.Qwu AVE
(1.0) t=1 ¢ 2 t=0 t 2
‘ R N B 3 (0 (1) O N
N szTwu = 2.-\ /t\' /\ (t)P_"*_:/\u/\m(t)p'FQmu /\P+inso’i"'u /3\9 ’

38 3
2 0 0 2 \ -(2)1 0 y )1
PPy —F L)V = —(QIof)‘;,;x”v —F2L, v +(2%.,_u M

2 3
+ R 70"+ S, P 0"
(2.0)

N €2.0)
(-2 ©) (2) (2)\« 0) 3 (@ (O)V 3 (9)9(22¢
F K ul = Lr' Lf.,— gn +§ tA&La\u(t)P—z-J; /t\uLlw(t)r
(1) 2) N (3)
- +F*’Q.;; PLYp+ Veu*LY, + FS.. * LY, ,
(2.0) (2.0)
PRI 3 (2 ()
F Qmu = E /\w/\u(t)P ’
(20) t=2
con (0) N
(‘QRO)““L +28 2.1 (log F)(t)o/\;, + Vm‘j, [}
s 8 (2)p(O)A LW,
Vw;x = Z /\tu/\u(t)P_"'F pr. /\p ’
(2.0) t=2 ¢ 2
I 3@ O, 3,0 @, ”P
{ FSou? = 23N e — L/\u/\wu)r*'F Qm / \p+ o i
(2.0) t=2 ¢t 38 -0t 2.0 3
3 0 N (3))‘ 0 (O)A 1
rF.— r r’w)v = —M).;;; v —Famev‘—F"’/l\,,(s)wmv“

2 3
+ Qo P + Ry P
(3.0) (3.0)
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(2.10g)

(2.9h)

(2.10h)

S. Hokari

i Y (O)V ) (R)v 0) (O)V 8 () (8)v
F wp = PMLKw‘"LPwLKu—LAu(s)w—'Z /N\ELX w(e
(3.0) t=0 ¢
NE@ollo + F-1Qus Pt + Woi P Lt
7 8 A w X w
1 r(8)wisdap 0 [ P 3.0) w Lp s
(0) @) _ )
F-1Qu:* = — A2 gye— AAP
(3) " /z\u(3) /Z\P/l\u(s)w ’
W.'.}‘ (/Oi)‘ }1{).(/())\,) +F-1Q..P(/2<A
(3.0)wu - 3 n(8)w 3 e/ H(8)w T (&O;MVL AL
ca (0))\ N _?1 0 Coa
Rep® = Liu+3885 2, (log F)wye/\E+ Wi 5
3.0 _ t=0 t (3.0)
2 1 12 N A1 y >2
(prp._‘Vpr)'Uv = - (:J};.): Vﬂ +P¢:J;;, Vl’v +Rl:l';, Vl'vv
, (2.1) (2.1) (2.1)

( F_3K‘;;|,i v

2.1)

F-2pP;.*

1)

Qup?

21)

F—IR.;,;;,A

(1)

Seat

2.1)

8
+Sep P,
@1)

(1)v @) (z)v (1)P 3 (2)9(1)“ 3 (1)P(22J
PPLL;“'— prm +t_22' /t\wLAu(t)P_Z}I /t\uLs\w(t)p

Q '9(2)\« S ?%v
+ Qo P LYp + S L3
en’” T ep™ TP

@
—L}.+38; (log F)@yw

2 (6]
L, +28) tzl (log F)(t)p/t\z, +(Q)J;;l A,

3 (@ (1 3 (1) (@

-~

3 ) @
21 /AEA\b@e— 20 ANEAS@e + Qun P /NG 5
=2 t 3 , 2.1) 3

t=1 ¢ 3

. 3 1 1 3 Y 3(3)}‘ 1 Z(l)l‘ 2
(2'9 l) (VWV;.L_V[J.V(U)UV = -—(-3[%;'1:1 v ——F Luwpl'vv—‘F /Z\;L(g)wVA'UV

(2.101)

k

F'Kiii>

.1)

Wes?

(3.1)

F-R..

(3.1)

I

3
» +Ru.:;;, AV}'vv ’
(31) .

(l)v 3) (S)V 0)] (l)v 3 M (3)\«
LPuLiw—LPngu—Lm@)w-t_zl . ﬁLlw(t)P
Rt arolte + Wi
- A w! A
/2 1 (3)widap 1) s P
(1) ) @

—/3\3;(3)"1_ /3\%/2\5(3)111 ’

1) 2 (03]
L}, +382>)(log F )wp/t\fl +(3WD on 3
=1 .
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und zuletzt

. 3 2 2 3 3y, 2 ;\3 ‘
(2.9])  (FPF) = —(&2);,;;“2:*—F3L;wmv“+(£;;,; P,

3_ (2 ‘(3) 2) (3)
(2.10j) —2] /t\ﬁLAw\t)p /Nb@wLie

F- fﬁ)w = L.’.,n—38A (log F )(2)u /;\ﬁ(a)w .

Diese Formeln (2.9 a-j) und Grossen (2.10 a-j) spielen eine wichtige
Rolle bei der Erklirung der Krummungstheorle, wie wir leicht im
folgenden erkennen.

§ 3. Die in K@ induzierte Ubertragung.

5. Eine Ubertragung in K%, die mit einem Stern angedeutet
wird, leitet man, den Grund zu den Gleichungen D*v* = B¢Dv* legend,
anderes gesagt, durch die Projektionsmethode ab, daraus ergeben
sich die Ubertragungsparameter in K@ :

3 2 3 o
Ly = BLy,, L= BR(BLi+34Ld),

1 2 3
- (3.1) Ly = ‘“(B“L +2a;L;, +38,L5.)

0 1 2 : 3
L = B:inv +a:L&v +,8;Lﬁ-, + 'Y:L;‘v) + B%Bgc ’
wobei man setzt
dx* ox* o

a = o By, 8= o .=B.§by‘2”’+32bcy‘””y“’ ,
8.2) ' . '
AL ® o

e = a: " = Bay®® + 3By Py + Blpeay My Moy .

Jetzt denken wir uns die zu X,. tangierenden Linienelemente
(¥, 207, 2@ 2@¥) um die Parameter der Grundiibertragung in

1 1
Betracht zu ziehen. Aus (2.4) und G** = B?G* ergibt sich erstens,
die induzierten Parameter der Grundiibertragung fiir y®e:

0 0
(3.3) /\*8 = BBy /l\i-*'a‘iN&) ;
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da die Beziehungen Bf = B% A} und N*¢ = B3N, bestehen In ganz

entsprechender Weise folgen sogleich zweitens aus G*“ = B“GA mit
Rilcksicht auf (2.4), die Parameter der Grundiibertragung fiir y®@e .

0

1 0 1
(3.4) /2\*" = B}(B% /\u+2acN'\) , A\*t = B‘;(Bg/z\;+a‘;/2\;+/3'zN¢).

2

Drittens werden die Parameter der Grundubertragung /\ (p=0,
1 2) in analoger Weise angegeben, wie man leicht Wegen (2.4) und
G*“ = B“GA ausrechnet : ‘

2 1 2

/3\‘“'- “(BK/\M+3a§NA) /\ *a -—B"(B /3\ + 248/ +3,8iNﬁ),
(3.5) -

0 a a 9 A w ! A 'L 2 A 1 A

/g\*b BA(Bg/q\p'*'ab/S\u'*‘Bb/g\p""ﬁNu) .

Wenn als die Parameter der Grundiibertragung

G*a N*ady(l)b+/‘\*ady , FzG’"" — N*“dy(z)b-i-é/:\*%dy(”)b
p=0

(3.6)
FsG*a N*ady(‘o’)b 22—1‘ /p\ ='s¢lz;dy(p)b
»=0 3

die oben erhaltenen Funktionen (3.8), (3.4) und (8.5) verwendet
werden, die im allgemeinen vom Linienelemente dritter Ordnung in
K@ abhingen, so ist die Ubertragung

’ 3
(3.7) : D*v* = doe+ ) [Asvbdyre
=0

eine allgemeine lineare.

Wéhlt man nun die im Sinne der Metrik g¢,. zu E,. orthogonale
Richtung als die Pseudonormale, so folgt, dass diese induzierte
Ubertragung metrisch ist beziiglich ’g., da man leicht unter

Beriicksichtigung
3.8) CBE=0 und (Bt =
die Beziehungen
D*'gy = B3 D(B539,0) = 2Bp)9,:DBL
= —233 9e(aB)DC;. = 2B$C'9.(DBjy = 0
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erhilt. Aber man kann nicht schliessen, dass sie mit der zu ’gas
oder 'F(y°, yV°, y®°) gehdrenden KAWAGUCHIschen Ubertragung iiber-
einstimmt ; aus diesem Grunde verlangen wir die Differenz zwischen
der induzierten Ubertragung und der zu 'F' gehorenden {Jbertragung
‘zu erhalten. '

6. Um spitere Unterbrechung des Gedankenganges zu ver-
meiden, formulieren wir in diesem Paragraphen drei Hilfsséitze, die
im folgenden ofters Verwendung finden. Man fithrt zuerst nach
(2.5) ohne den leicht zu erbringenden Beweis an:

Hilfssatz 1. Bei Uberschiebung der Parameter der Grunduber-
tragung mit x entstehen :

0 \ 0 1
/I\Qx(l)v« m— waw , /Z\ix(l)w —_ N&w(s)'f—— /2\&%(2):; .
1 2

/;\@90“’” = —2Ng2®*, / \axW* = —3Nix®*,

(39) N\ = —3NJ® 2\l
3 3

1
0 1 1
Nt = Fog( 820 — 60— I7C..)

- /lg\éx(m._ /Z\Qx(aw .
3
Es gibt auch einen

Hilfssatz 2. Ist B Einheitsaffinor in K2, so gilt

a) BiBig. =0,

B)B3B e +343Bian) = 0.,

7)  Bi(BiBiay+2a Biew +38tBi@.) = 0,

§) BABBlay+ By + BiBiew +viBiew) = CiBas .
Beweis. Da B! unter Beriicksichtigung von (1.8) in der Form

(3.11) B = B.B$ = B;¢*Biga

umgeformt wird, so gilt, indem man diese beiden Seiten nach gy 8%
differenziert,

Bi Bl = Bi3(9°%@pgar+ 9"°%Ger 3y B)
= — B2 g g%’ genaypGer + Biis 8% Gas @) -
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Multipliziert man diese Gleichungen mit der Grosse B, und summiert
nach 2, so lautet wegen (1.6) und ’'giuew = Biifge @

Bt B ). = — B9 Y 944’ Gerisyo + BY 0" Qaazyy = 0 .

Daraus folgt die Behauptung «) des Satzes. .
Differenziert man zweitens die beiden Seiten von (3.11) nach
y®@® 5o erhilt man

BBl + 343 Biwn = Bii{ =00 Goraner

+ /979530 Bs + 303’0 dgal(3)u}

= BZ;{ - B.‘;}"g” e,gdfgal(Bg 952 + 3aggra(3)u)

(3

+ Bi’QCdga}(z)u + 3ag’gc‘igal(a)u}

unter Beriicksichtigung ‘g.rew = BI¥(Bjgrsew +3aigrs@n). Multipli-
ziert man diese Gleichungen mit der Grisse B) und summiert nach

A, so gilt
BBl +3Bidi B = By —BLo(Bigrsay + 3ot ssen)
+ B3 0" 9nen + 3352,90‘19@(3)”(1‘2} =0,

Differenziert man drittens die beiden Seiten von (3.11) nach Yy g0
gilt '
B;B‘;“(l).,v + ZaXBX(z)M + BB;BK(S);L = :fi‘{—‘ ’gec,gdﬂgef(l)bgal
+'g"UBigoryn + 20500 oy + 388 Qa;\(a)u)} ; -

deshalb hat man mit Hilfe von ’g.qp = BBy g + 208 915
+ 3B 9+sam)

B;(B; By + 203 By + 88 Biw) = Bi{—Bi¥'g**(Bigsay
+ 2059500+ 8B 9+s) + Bay 0°U(Bigurayn

+ 2a§ga)‘(2)pt + 3859«.)‘(3)#) } =0,

Differenziert man zuletzt wie oben die beiden Seiten von (3.11) nach
y°, so besteht
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BE B (oyu + @ B 1ye + B Bl ey + v Blgyw. = BBy 9°%ge
+ BZ-B;b,QCdgak + Zfz‘ { - ,gce,gdfgot)\’gef((])b + ,gcd(B;gal o

+ aGuraye + BeGorr + 7 gaA(S)u)} ;
mithin kommt wegen (1.14)
BL(ByBi oy + @ Biay + BsBiaw + 75 Bl@:) = Ba'0°Vgaa
+ Bl By'o° gaA*BZ,gch:degaA“B‘é'gch:Bdbgak
= CYBy + BiCrg*9..Bs, = CYBY, . Q E. D.

Wenn man beachtet, dass B} = B.B¢ und B)q). =0 fir p =0,
1, 2, 3 besteht, folgt direkt aus dem ausgesprochenen Hilfssatz 2

Hilfssatz 3. Ist B Einheitsaffinor in K@, so gilt
a) B;';Bﬁ(g)p, =0 ’

B;(B;B‘i(z)w"*'gagBi(s)u) =0 ’
(3.12)
v)  Bi(BiBS qy. + 205 B ayu + 385 Bssy.) = 0,

8) Bi(ByBSyw+asBswyw + B Bse. +viBies) = 0.

§ 4. Die 1ntr1nseke Ubertragung in K2.

7. Wir ziehen hier die intrinseke Ubertragung im Unterraume
K® in Betracht. Da die metrische Funktion 'F' in K@ sich mit der
grundlegenden F in K wunter den Beziehungen (1.1), (1.8) in der
Verkniipfung '

4.1) "F(y, y©, y®) = F(x, 2V, )

erstreckt, so ergibt sich, wenn man Entfernung von zwei benach-
barten Punkten in K® mittels 'F definiert, eine andere Ubertra-
gung in K® vermbge der Anwendung des KAWAGUCHIschen Ver-
fahrens, die die sogenannte intrinseke Ubertragung des Unterraumes
genannt wird.

Wird die intrinseke Ubertragung mit dem Strich ang‘edeutet
so lautet ihre Gestalt so, dass

4.2 'Dy* = dv“+3}—_,‘ ’ig‘cvbdy"’)"

p=0
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ist, wobei ’Ip,gc die aus 'F' ganz analog wie (2.3) eingefithrte Funk-

tionen sind. Man geht jetzt zur Betrachtung der Beziehungen der
» »

Funktionen 'Lg und L}, iiber. Es versteht sich von selbst, dass fiir

_dlog F'
@ = dr - aus (4.1)

(4.3) 'O =@

2 2
folgt. Der intrinseke Skalar o = g** €, €, erstreckt sich mit dem-
selben ‘e in K@ durch die Beziehung
2

(4.4) ‘e = o—gl“CSéz@u ;

mithin sind ‘e und o im allgemeinen nicht gleich. Diese ¢ und o«
sind nidmlich dann und nur dann gleich, wenn das letzte Glied
identisch verschwindet. Fiir den Skalar

g = F-VEF® 2 21— Ia.)—llgabléalc%b
in K& und den ¥ in K@ erhilt man noch dazu in gleicher Weise die
Beziehung '
(4.5) 'y = y—F20,
wobei man setzt

/ a:b/z ’0 1p,2 0
—1—9 = ;.gv,,,,ﬁ. @"' (Eb,_ g @,@u

2 1o 1—0

(4.6)

Man kann mit Riicksicht auf die Definitionsgleichungen der SYNGE-
schen Vektoren schliessen, dass 2 hiochstens von dem Linienelemente
dritter Ordnung abhingt. Um die Parameter der intrinseken Uber-
tragung zu erhalten, wenn man zunichst die Grosse
1
0 a’'@E,

@7 B = 2B+ 2, g8, /G, B
1—'o | dt

betrachtet, so folgt wegen (4.6)
' : 1 2
'8y = B{E,— oG, + F'G, 2;

infolgedessen ergibt sich nach Obigem und unter Beriicksichtigung
von (1.14)
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(4.8) | Ty = BUBLL + o)+ 2%,
WO
2
(4.9) Q= MG, 9:=0.

Da nach Definition des Parameters der intrinséken Ubertragung
2 1 - '

I3 = 8T, , Tyt = 2' T +3'0' T, ,

’ 0
"I = Ty +' @' Doy +' ' T3y,

sind, so folgt nach einigér Rechnung wegen (4.3), (4.5) und (4.8)
' 2 2
'I% = BT\ + 3BT+ 32%s.

1 1 2
"I = BY(BiI), +20.1)) + (2B . + 80 Bsy),) T

+ 228 ). + 3P 283,
(4.10) e

0 0 1 2
'Ty2 = BY(BiIA+ il + B:13) + { Biw.+ OB,
+ (P~ F? ) B o) T} + Liry. + P L5eorc
2
F(P—F?02) 08, ——%B%};;FZ QI+ BB2,

wo man einfachheitshalber T} statt BiI}-+a} schreibt.
Schliesslich folgen die gewiinschten Beziehungen der Funktionen

'fe, und L*, infolge (2.3) und (4.10), d.h.
3 3
'Ly = BSLY.
2 . 2 8 2
’Lfr.b = Bg:.(BZ ;P- + 3QZL;;1) + Macb ’
(4'11) 1 1 2 38 1
’Lgb = Bﬁ;(Bngu'*'zag ‘)“u +318; \iu)+Mg.b ’
Q ” 0o . 1 2 8 0
'Ly = B$Biy+ Bsy(BY LY, + ay LYy + By Ly, + v LY,) + M5, .
Dabei sind

2
Mg, = %’gw('gf.,m—'gfaT:)Bfmb

+ —SJQ" °(igfe9£(a)b—'gfa9.§s)b) ’
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1 3
Mg = "97(9es T3 — 'geaT})<B§(2)b + 5(9 Bﬁ(,a)b)
+'97 (' 9er 25206 — " Fea 223s)

+ —2— @' 97 (' Yor Loy —'0ea 25 a0) »

(4.12)
0
& = %Igc(ﬂgech}i—,geaT}){Bi(l)b+ PB; ey

+(2—F* Q)Bﬁ(a)b} + %’9” (' Ger 2 —"9ea@s1y0)
+ —21—’g° T (' 9er o —"9ea25 )

+ %( P—F22) 97( 9er 23— Fea L%sy)

}5 g F2 Q1 BB gor— B ges) -

8. Wir wollen ferner die Parameter der sogenanntén intrinseken
»
Grundiibertragungen betrachten. Da sich erstens 'A% firp =0,1, 2
3
eigentlich mit den Ausdriicken

1 1 l
(4.13) '/53 = 'F¥ g ('@c(p)b—'lg 5 Cr) , p=20,1,2

schreiben lassen, somit findet man, dass sie nach einiger Rechnung
gemdéss der Anwendungen (4.10) mit den Beziehupgen

angegeben werden, wenn man zur Abkiirzung

2 3 1 1
'F ‘3155,‘ = BHCI$.Co0™ —8' 9% Ca(BlawTa + 2%ay) »
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1 1 1 2
'F‘3IS{,‘,‘ = B2Csg°*C,(By [}, +2a31))
. 1 "
—'g7'CG(2B{op T2 + 3PB{epTs)

9% '@f(z-g s+ 3P 2] ap)

(4.15)
(1] 1 0
PRy = B3Cto* G, Byl + a3+ B0
A L ! Nac 1 2 wva grl : ol
+ CKBbc@P [0} +§F -QBgnba 1 uv@)\g
“”'T“@ff{B{(nﬁ' OB{gn+(?—F 20) B}
— g“"’ @f[gc(l)b'*' PR oy + (¥— F°0) c(S)b}
setzt.
Da zweitens ' p‘g , =0, 1, eigentlich mit den Ausdriicken
2
’ A a — 1 17737 / L ¥ Y L
/2\1; =3 F3'g% (2@ oz + 3" @' Coayp)
(4.16) . .
1 Ra — Lrgsrjacrg '@ T
/2\1; =3 F3 go("Coiiyp + ' D' Coiayp + "8 Co(syp)

angegeben werden, so ergibt sich die Beziehungen

1 1
'N\¢ = BBy /\i+2a5Ny)
(4.17) 2 2

0 0 0
’gz = B‘:(Bz”:/\a +af/\p+ BsNy) +K¢,

[

N

wenn man in (4.16) fir ‘@, ’# die Ausdriicke (4 3), (4.5) einsetzt und
zur Abkiirzung setzt:

(4.18) Kg = —-%.F"‘ QBEN} .

: 0
Drittens kann man auch fiir / l‘g mit Riicksicht auf Definitions-

gleichungen
) 0 1 1
(4.19) '/1\'8” = %’F 8 '9“('@9(2)b+ 3'D'Cosyp)

schliessen, dass
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(4.20) 'N¢ = BH(Bg/\i+a;NpY)

ist. . '
9. Wenn das Linienelement (z, zW, @, £®¥) in K@ liegt,

slo ergeben sich sogleich die Differenzen der kovarianten D1ffere2nt1a1§n
G, G“’ G" in K@ und der kovarianten Differentialen ’Ge, 'G¢, 'G°
in K@ unter Beriicksichtigung von (4.14), (4.17), (4.20) und der

Hilfssédtzen 1, 2:
1 1 0 0 2 2 1 1 0 n

- . G'—B)G* = }G*, G"—BYG° = ¥/'G*+ PYGY,

(4.21) 1 2 2

3 3 2 2 1 1 (1] 0

G'—B)G* = TGP+ )G+ wyGY
3 3 3

wobel man setzt :

0

0 1 1
FO = CiBY/\2+ad), 'F¥ = CUB;\i+24),

—

0

Q 1 0 1 0
T = CUBE i+t /N2 + B —BiKs—'F B2\,

N

2 2 2
4 2:2 ’Fg’z = CX(Bj} é\i+3ai)fBZI§f ,
(4.22) , 1 1 2 . 1, 2 1
F* ¥ = CXBYN+ 24\ +38) — Biks—'F 87 As,

0 1 2
I % gg = c;(B;;,/axi + a;:/s\i + Bz/a\i +5)
_; voc_r 2 lvloc_~1 2vr0c
B:Kg—'F2 @Y N\s—'F ®' \g,
3 8 1 3 2
n 0
!Gb i dyb , % Gv —_ dxv

Zwischen den intrinseken und 1nduz1erten Ubertrag'ungen bestehen
nach (3.1), (4.11) und (4.12)
2 2 (p)
(4.23) Do Do = S By — S el

. =0 »=0
wobei A

(2) 2 (1) 1 2 1

M ="FMg, Mg ='FMg—Mg )\,

(4.24)
(0)

0 2 o0 (1) -0
— 1y - / 177 - /
Mg = Ma:—'F2Mg /2\{—— F-1Mz /1\.{

gesetzt sind.
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Bezeichnet man mit F bzw. ’ l?’ (p=0,1, 2, 3) die kovarianten
partiellen Ableitungen vierer Arten, die der Ubertragung in K
bzw. K& angehoren, so lauten nach (3.1), (4.23), (4.21) die Beziehungen
zwischen beiden Ubertragungen

r’w“ = B“,,V,;v + B% é}‘ -0 ,;v +M Sve,
Py = BEp .o+ BYS) Gip,ot + Mere,
(4.25) _ . =F

'l;bv“ = f\“,jpz'pv"—i-B“S;quv +Mbv ,

3 ' 3
'y = By, .

Deshalb ist die intrinseke Ubertragung durch die induzierte Uber-
tragung vollstindig ausgedriickt. '
Aus (4.12) und (4.24) folgt unmittelbar

(4.26) ﬁo Moyeve = 0,
: =
da die Grossen B¢ und ©¢ beide intrinsek sind. Es gilt also das
Ergebniss : :
Wenn das Lintenelement zweiter Ordnung lings einer Kurve
verschoben wird, so sind die 'D- und D*-Differentiation beliebiger
Grossen dieselben.

. § 5. Die verallgemeinerte D-Symbolik.

10. Die zu den y* gehorigen kontravarianten Massvektoren g”

haben als Vektoren von K¥ die Bestimmungszahlen e = Bjeb. Sie
a a

bilden die lokale R,,, die alle kontravarianten Vektoren der K{ im

betreffenden Linienelement enthilt, da die aufgespannte lokale E,,

mit dem Fundamentaltensor ‘g, ausgestattet ist. Neben den Mass-
vektoren e’ wird in jedes Linienelement von K& ein System von m’

zueinander senkrechten Einheitsvektoren €' (p, ..., W = Gmi1;s + -+ On)
a

senkrecht zu K@ als Massvektoren in E7 eingefiihrt, wo einfach-
heitshalber m’ geschrieben ist statt n—m. Sie bilden auch die lokale
R, , da die Ey definitionsweise mit dem Fundamentaltensor
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(6.1) "G = Cptg (Cp = e )

ausgestattet ist. In derselben Weise wie (1.8) gilt fiir den Einheits-
affinor in R, -

(56.2) CE = ”.qu#gAu ("g*? gor = cp).

Auf dieselbe Weise wie im FINSLERschen Fall sind in jedem
Linienelemente der K2 eine R, , eine R, und eine R, zugeordnet,
und es gilt: die Grosse liegt mit den Indlzes erster Art a,b,...,g
in R,, mit den Indizes zweiter Art p,q, ..., w in R, , wahrend sie
in bezug auf die Indizes dritter Art A, u, ..., o, p einfach als Grosse
der K aufzufassen ist.

11. Wenn eine Grosse A gegeben wird, die in K@ definiert ist
und tiber alle ihre Indizes als Grosse in K@ aufgefasst wird, so
existiert das kovariante Differential DA lings K& (sinnvoll). Fiir
ein leenelement (¥, 2V 2@v 2@¥) yon K? stehen die leferen-

tialen G* B“G*c p=1,2, 3, zu K? senkrecht :

1 20 0
G“—B‘C‘G"‘c = Hg‘G” , G’“—B:G"‘c = HJG*”+H,}’G” ,
(5°3) 3 3 32 2 31 1 30 O
G'—B.G*° = H,,”G*"+H,}’G*”+H3’G" .
wobei man setzt :
1.0 0 A 2.1 1 N .
FHy = K(Bi‘/l\i+ab) , FHy = CK(BZ/2\i+2ab) ,
2.0 0 1 21 O
F2Hy = Ci(B§ /N3 +ab/\i+8Y) —FH \*,

.2
FH = CUBiAL+3a) ,

(5.4)

1

2 A
AL
3
Fzﬁb = CY(B /:\ + 2a} /:\A’l‘SBb) FHV/\*
0
Q +a§/3\.’2+/3§/3\$+'y§)

IPBHb = C)(B
31 0 32 0 -
—Fzﬂé‘/l\*ﬁ—FHc“/z\*ﬁ .

Unter Benutzung des in §3 angegebenen Hilfssatzes kann man
beweisen
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Hilfssatz 4. Die v-Gebiete der Grosse Ip:ﬁ}'(p =1,2,8;,q=0,1,2,;
p>q) sind zu K‘” senkrecht stehend, und die Uberschzebung dieser

Grosse bis auf H,, mat yW verschwindet identisch, d.h.

(55) Hvy(l)b Hvy(l)b Hvy(l)b Hvy(l)b Hvy(l)b — O
Unter Beriicksichtigung von (5.3) und (5.4) schreiben wir DA in
der Gestalt
. 0 10 1 20 2 30 38 0
(5.6) DA = By, A+ Hyw,A+Hyr,A+Hpr,A)G"
1 21 2 31 3 1
+(Bw, A+ Hyp, A+ Hypr,A)G*®
2 32 3 2 3 3
+(By.,A + Hyp,A)G**+ (B ,A)G*®.
Dles zelgt uns, dass die vier Ausdriicke, die die Koeffizienten der

G” und G*b fiur p= 1 2,3 smd s1nnvoll sind, aber nicht im allgemeinen

die Ausdriicke B} FVA B} r’vA B} V,, A. Daraus soll man die soge-
nannte erweitertete D-Symbolik folgendermassen definieren: p ist
eine Invariante, u* eine Grosse in K@, v° liegt in R,,, w” in R,, .

10 1 2.0 2 3.0 8

a) Dbp = BbV,,Lp+H Vup+H"Vup+H1',‘Vp.20 ,
30 3
B) Dbu Bng,u +H1‘;V|Lu +Hb“7p,u +Hqu,u ’
(5.7a) 0 20 2 30 3
%) Dw* = Bg {Bb“Vw + Hep, o +Hb“V,Lv + Hyp o'},
10 1 30 3
§) Do = Cr{Bp,w*+ Hpw,w + Hpp,w¥ + Hpp,w') ;
21 2 31 38
a) Dbp = BbV,Lp+Hb V,Lp+Hb Vup ,
31 3
B) Dbu = B},‘Vuu +Hb“17uu + H{y u”,
(5.7b) 31 3
) Db'v"' = {Bm?,;v +H,,"V,Lv +H"V,;v} ,
1
8) Dyw = Ci{Bip.w -+ Hppaw -+ Hyp,w) :
32 3

a) Dbp = BrVup+Hb Vup.
B) Dbu B} Vuu +H Vuu ,
2
» Dy = Bs{ B+ Hppo')

32 3

8) Dew" = CC{B'ZV,,w + Hyp 0 13

(5.7¢)
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3 3 3 3
a) Dyp = Bip.p, B) Dww' = Bip.u’,
(5.7d) . . .
v) Dyvf = B3}y, 0, 8) Dyw" = CyBip,w’ .

Wie man leicht ausrechnet, werden die ﬁb-Operatoren anderer
Arten ﬁr, Dau (=0, 1, 2, 3) gegeben, aber man zeigt dies hier nicht,
da unsere Theorie sie entbehren kann. Die verallgemeinerten Ope-
ratoren (5.7) geniigen den iiblichen Regeln fiir die Ableitungen von
Summen und Produkten, und auch fiir die der UUberschiebungen, die
in bezug auf die Indizes gleicher Arten gebildet werden. Es ergeben
sich sehr leicht die Regeln fiir die Differentiation einer Grosse
‘hoheren Grades mit verschiedenen Arten von Indizes.

§ 6. Kriimmungsaffinoren.
12. Man setzt

0 0 ., 1 1
H;,” = DB, Hy,* = DvB;,
(6.1) ‘

2

2 - . 8 3
Hy,Y = DvB}, bzw. H,,* = DB

und nennt den ersten Kriimmungsaffinor von K® erster, zweiter,
dritter bzw. vierter Art. Von ihnen kann man den folgenden Hilfs-
satz beweisen. '

’ i
Hilfssatz 5. Die Kriimmungsaffinoren H;.* (5 =0, 1, 2, 8) lassen
sich mit den Ubertragungsparametern von K? berechnen :

@ Hp -—Fscvza;'gLM,
2 32 (3)
B) H;,» = FzC:Bz(B::L:wa“ S »

(6.2) 1 a) 21 (2 31 3)
, v) H;,' = FCiBy(ByL5.+ HyLS,+ HPLL) ,

0 10 (1) 20 @ 30 (3) '
8) H' . = CVBA(BKL)H-‘-HI) L}u+Hb y,+Hbu' :u) + Cx :b
Beweis. Da wegen (6.1), (3.10 2) und (5.7d g, 7)
3 3 3
H;;* = DyB}, = B}y ,.B}
(3) (3)
= F*Bi}(L:.Bi— L5, B)

ist, so erhilt man erstens mit Hilfe von (1.11), (3.8)
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3 3) 3) 3) (3)
Hy,* = F*BM(L,— L}, + CiL$,—C3L%,)
= F3C“BA£LM .
Man hat ebenfalls mit Hilfe von (2.6) und (5.7¢c g8, )
2 . 2 32 3
H,,"” = Bo(By,.BX+ H{v,By)
2 (2) 2)
= B{F*By(Biw,—Biwe/\i+BiLt,—BiLs,)
3.2 (3) (3)
+ FPH (B} oy + BiLy,— BiL3,) |
A. 3.2 2)
= F?B}{B}B} .+ (FH} — By /\%) Bl

@
+ByCiLS +§’fb vCuls,) .
Da nach (5.4)
32 @) 2)
FH,;‘—B;,"/B\’:, = 3a},‘-—B';(B?,/3\‘;+3aZ)
ist, so folgt wegen (3.10 a)
A 32 ) w(z) v A v
Ba(FHb”“Bb é\fﬁ)Bus)n = 3BaagBA(3)p. '
infolgedessen hat man infolge (8.10 B)
2 @ 32 (3)
H,,* = F?CiB)B}LS,.+ HYLS,) .

1
Drittens ergibt sich fiir H;;"

21 (2) 3.1 (3)

1
Hba Vo= FC:B;(BI, +Hb LAu -+ Hb LA;L) + FTba
WO '

1 2.1 (1)
Toa® = Ba{BtBiwu+ (FHY —B;/\t) B
3.1 21 (2) 1) _
+(F2Hp—FH> /3\5_3;,"/2\5)33(3,”} .

119

' 1
Man kann schliessen, dass T;.* identisch verschwindet, d.h. vermége

des Hilfssatzes 1 und (5.4) sind :

21 v
F‘H B.b”/\t‘-‘; = 2a} _B"'/\ ka+2F -1g x(l)u
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F"’;"llb"—-Flzi? /\...—B"'/\" = 3By —3a} /\*“'“B“/\*“
+3F'- ’L,(Bb——a” *")x“)"+6F laj @,,Ni‘w‘z",
so hat man mit Hilfe von (8.10 a, 8, v)
Tia* = B3{(BtBiwn+ 20t Bioyu+ 36 Bion)
—(Bc"B‘i(z)u+3a§B‘i(sm)>3*‘i-—Bé‘B‘i(s)u(/3*£
+2F (B3 @)ux V" + 3B gy ®*) a‘;éf,,
+3F UG —ap N+ 2F i @) By} = 0.
Daraus folgt d1e Behauptung (6 2+v) des Satzes. Hier benutzen wir
die Symbole /\* ¢, die aus A*g eingefiihrt werden und die ganz

analoge Gestalt wie (2.7) habe%.
Nach weniger Rechnung erhilt man viertens

1.0 (1) 20 (2) 30 3) -

©)
H," = CyBy(B4LS,.+ H¥LS,. + H{ L3, + HFL3,) + Tb,, ,
wo

0 1.0 (0)
Tii* = B Bi Biww+ (FH—By A Bton

2.0 () 1.0 o @ N _
+{FHy— By Ni—F Hy— By RO N5} Bio |

a 3 &0“—Bw (O)u— b B“‘ (0) 1 -
+ B)| F*H} b/g\.., (FH{— B; )/\,,

: | 20 ) 10 O ),‘ ) v
—{FH;— By R (FH; ~Bi A9 2} Rt | Bl
Es sind iiberdies |

. ( )
FHf—ByA\t = af—ByN*3+ P8,

0)
Fsz "‘Bif/\w—(FHb Bb/\p)/\“ = By — 20!"' *a

——B:/g\*‘g + Sy,
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3.0 (0) ‘1.0 © @ 2.0 )
FHY —By/\i—(F Hy—By/\t) N\t — { F*Hy — By/\:
. 2
1.0 o @ @)
—(FHy—B;\3) /\%)

.(0)* (0)*
A L= 75:-—36.’:/1\ %—Sa.'i/z\ %

()] 1
—Bi/\*§+8Spa®* + 3F gy E @ + Ty
_ 3
wo

(0) 1 1
Sy = F- U@ —2a5 A {+2F opE, 0™, ,
: 1
© © VY
Ty = F{p—88 A%~ 3\ 5+ 3F (& — 2y A
2

1 1 1
+ 2 F gy G,x@P) E, x®* } €.
gesetzt sind, daraus geht mittels des Hilfssatzes 2 hervor, dass

0 : .
T3 = B} { By B; o). + ab By + BE By + ¥ Bigyw)

(0)
— (B¢ By + 24t By + 388 BK(a)u)/I\*i
© ©
—(B% Bl + 3a; Bia),) /2\*3"‘ Bc”B‘i(s)u/s\*g
' 1
—_ F—l( Bx(lmx(l)u + 2B (2)ux(2)"' +3 B‘;((s)ux(s)") aZ@a
+ (Bx(g)“x(l)p + 3BX(3)P,x(2)u)Sb + Bx(g)w’l}(l)u Tb}
= C}Bg ,
womit der Satz vollstindig bewiesen ist.
Hieraus schliessend, ist es leicht, das Ergebnis zu beweisen :
. J .
Die v-Gebiete der Krummungsaffinoren H;,* (7 =0, 1, 2, 8) stehen
zu K@ senkrecht :

6.3 BsHy;» =0  fir  j=0,1,23.

~ 13. Man Dbezeichnet von jetzt an ein geordnetes System der %
Zahlen 11, %2, ..., 4, die entweder 0, 1, 2 oder 3 sind, mit (3 %2. . .%)
oder kurz (¢). Die Systeme (4; ... %) mit derselben Anzahl %k bilden
eine Klasse, wobei % ihre 'Klassenzahl ist, und ausserdem werden

die geordneten Systeme aller Klassen durch die folgenden Gesetze
vollstindig geordnet® :

(1) Siehe H. HoMBU, a.a.0., (6).
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(I) Gehoren zwei Systeme verschiedenen Klassen an, so geht das
System mit der kleineren Klassenzahl dem anderen voran;

(II) Gehoren die zwei Systeme (z), (j) derselben Klasse % an und
bestehen 1 = j1 ’ 12 =j2 3 ey ’l:kl =jk' und ’l:kf.,l <jkf+] (O s__ k' < k), SO
geht das System (7) dem Systeme (j) voran. Der Zustand, bei wel-
chem ein System (i) einem anderen System (j) vorangeht, wird wie
iblich mit dem Zeichen (i) < () bezeichnet. _

Der Bequemlichkeit wegen fiigt man dem oben vollstindig
geordneten System ein ideales Element (0) mit der Klassenzahl 0
hinzu, wofiir man voraussetzt, dass dieses Element (8) allen Systemen
vorangeht und zwei Systeme (¢;... %), (041 ... ;) identisch gleich
sind.

Fir jedes System (j) mit der unverschwindenden Klassenzahl,
das nicht einem bestimmten Systeme (I) = (112 ... [l,) nachfolgt, sei
jetzt eine ganze Zahl m(; bestimmt, die verschwinden mag. In jedem

Linienelemente von K2 sei noch ein System von zueinander senk-
© @

o

rechten Richtungen F, E, , £ mit den Dimensionszahlen m,
ma, ..., My nach der Relhe in der lokalen R, gegeben; und es sei

(6.4) m* = m’~(m(o)+m(1)+ e +my) =0.
. G .
Man fithrt in jeder 137, (=), (1), ..., (1), ein System von m
gegenseitig senkrechten Einheitsvektoren e* als Massvektoren ein,
P() @ )
wo die laufenden ‘Indizes p¢, ..., w(,) die Werte é; e omm durch-

V

laufen. Es ist dann leicht zu sehen, dass jede E' ?l)ne R ist, da die

( p’: ) -Bestlmmungszahl(e)n mit den Beziehungen B,,,() £ ¢* gegeben
v ‘] 2(3)

werden und in jeder E @

@ @,

(6.5) Iviin = Brguyde

als Fundamentaltensor angesehen wird. In ganz entsprechender Weise

wie (5. 2) fur( )Rmr (l)assen sich die (p‘”) Bestimmungszahlen des Ein-
2 V]

heitsaffinors B in R so bilden:

(0)) 7, (2] (5) (€))

"’(:i) = PP () U3) = R
(6.6) B g B q(:))g v g g XN B,’ i) °

Von jetzt an schreibt man R fir die lokale R,, von K¥ und B
statt B.

()
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Die Bedeutung der bereits im vorigen Paragraphen definierten

Db-Operatoren (5.7) ldsst sich fiir den ganz in R liegenden kontra-
bzw. kovarianten Vektor v"» bzw. w,, folgendermassen erweitern :

O i (j)"(i)f 10 1 9,2 20 8

) 1 2.1 31 8

1, .
(6.72) Dw'@ = B’X”{B;Vuv“+l-l o+ HEpo')
. 32 3 3 . ) 3
D@ = B ‘J’éﬁ“mv +H{pw), D' = B'PBip,v;

Ex

0 (@) r S 10 1 20 2 30 8
Dyw,, = BbV wy + HY P, wi+ HEP wa+ HY P ,wa g,
P(5) 7’9’)( B w
. 1 @ 21 2 31 3
6.7%) Dww,,= B> (B} 87, s+ HY P s + HYP 0,
2 ) 32 3 (7)
wap(j) = Bp( ){Bquu’)\ + Hb r’p.’u)}} ’ wap( 7) Bp(a)BbVl"w)\

Es kann so leicht gezeigt werden, dass fiir die in dieser Weise
erweiterten ﬁb-Operatoreq sowohl die gewohnlichen Regeln fiir Dif-
ferentiationen von Summen und Produkten gelten, als auch die fiir
die Differentiationen der verschiedenen moglichen Uberschiebungen,
die den Arten von Indizes 2, u, ..., ®; @&, b, ..., 9; D@, ..., W
«H =), ..., ()) entsprechen.

§ 7. FRENETsche Gleichungen erster Art fiir K& in K@.

14. Nun wollen wir die sogenannten verallgemeinerten FRENET-
schen Gleichungen erster Art fir K@ in K? aufstellen, indem man
die erst von SCHOUTEN und vaAN KAMPEN oder HOMBU ermittelten
Methoden bei ber Betrachtung der hoheren Kriimmung vom Unter-
raume anwendet. ,

Man hat bis jetzt die sechs Grissen ﬁ; und die vier Grossen ]:J{,;,;“,
deren .-Gebiete offenbar die mit K@ invariant verbundenen und zu
K® senkrechten Richtungen nach Hilfssatz 4 und (6 8) sind. Wir

benutzen aber zur Abkurzung nur die »-Gebiete der Hba und deren

l)b-Ableltungen um die R die Dbis hier noch beliebig gewihlt wurden,
jetzt automatisch aus der Betrachtung der hoheren Kriimmung von

K? in K? festzusetzen.
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©)
Fir R vvahlt man das »-Gebiet der Hba , und fir R diejenige

Rlchtung, welche in der Richtung, die von R und) dem v-Gebiete der
Hba aufgespannt ist, liegt und ausserdem zu R senkrecht steht‘l’
Insbesondere nehmen wir an, dass R) mit E,, Ubereinstimmt. Fiir
R wihlt man diejenige Rlchtung, welche in der Richtung, die von

() (1
R, R und dem u—Geblete der Hba aufgespannt ist, liegt und ausser-

dem senkrecht zu R R steht®. Auf analoge Weise W%Plt(:nm(%n fir
R diejenige Rlchtung, welche in der Rlchtung die von R, R, R, und

dem .-Gebiete der H,,,, aufgespannt ist, Ilegt und ausserdem senk-

© @
recht zu R, ‘R und R steht. Fundamentaltensoren und Einheits-

affinoren in R (7=0,1, 2, 3), seien mit g,,(ﬁq” bzw. B bezeichnet.
0]
Betrachtet man dann die »-Gebiete der Db—Ableltungen dieser R:

i ©, iw, . 5@, 3(3)\,

DyBrgy, DsBryy, DsBrg, DsBrg fir 7=0,1, 2, 8.

Fir R Wahlt man diejenige Richtung, welche in der von R (7= m
1, 2, 8), D;, Brw) (b, 7@y : abgedrosselt) aufgespannten Richtung zu R
(7= 9) 0, 1, 2, 3) senkrecht steht und fir R diejenige, welche in der
von K (5 =0, 1) 2, 3, 00), D;, B,.(o) (b, r@ : abgedrosselt) aufgespannten
Richtung zu R (5 -—00 0,1, 2, 3, 00) senkrecht steht, usw. Im allge-
meinen, wenn Jede R () <G@)= (... 1) definiert ist, so erd die

Richtung der R bestimmt als die, Welche in der von allen R (H<)
% (i)

und D, B:( - (@)= (1 ...%1); b, r4): abgedrosselt) aufgespannten

Richtung zu R,, und zu allen R () < @) senkrecht steht. Da bei
diesem Verfahren nacheinander eine neue R senkrecht zu den
vorigen hinzukommt, so wird man nach einer endlichen Anzahl von
Schritten zum Schluss kommen. Dann gilt der

Satz I. Bezeichnet man mit p die Klassenzahl vm(z) R die die

durch I)b-Ableztungen erhaltenen v-Gebiete aus jedem R keine mneue
Richtungen senkrecht zu R,, geben, so bestehen :

(7.1) Dige =0,

(1) Man muss die SCHMIDTsche Methode in bezug auf die Orthogonahmerung
anwenden, wenn es nétig ist.
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i (3)
(7.2) Ds0pgay =0,  (Klasse von (i) <),

und die verallgemeinerten FRENETschen Gleichungen

| 0 1 2 3
(7-3) Dbx“ = Bg ’ Dbx" == Dbx“ = Dboc“ =0 ’

p p i o)

a) DB:=H,,) = >% H;;= >* H;",
@ ba (o><(k)su) B <@z @

i () i) .

b) DiB). = —>% H Voo D>k Halk

(7.4) O T a<dp<in @ ° T o<@<en @ O’
) 15 1(‘.? v A 3 ’H [ f(.l{)
C (3 = — D>k - K
_ O =z 00O @< @ (‘)
‘Klasse von (k) =
oder
j : i . 3(0)
a) DwBi = Hb a= >k Hply= >k Hpl,,
. 0)=<®)=<(5) (k) (0)<(k)=(85) (k)
i @) (k) i) .
b) DB = —S% H; P9+ S HP,
(7.5) () <UD (i) (3) (z)<(k)sm') (k)
3 Q@ F(k) J(@)
¢) DeB*® = —>% H;"0 + S H %9,

M =(Z7)<UN @) <K} (k)
Klasse von (k) =

(7 —)O 1, 2, 3; Klasse von (7) <p Klasse von () = p),
wobet sich Hb,() fur (2) <(k) S(vg) definieren lisst und in bezug avf

die Indzzes b r@y, v in R,, R, R der Reithe nach liegt.
Beweis. Es ist klar, dass (7.1) richtig ist, da die induzierte
Ubertragung beziiglich ’g.. metrlsch ist. Wenn man beachtet dass

in R, das »-Gebiet der Grosse Hba selbst in dem in R O=h <

(7)) enthaltenen Teil und in dem in R nicht enthaltenen zerlegt wird,
so ergeben sich (7.3) und (7.4 a) infolge (6.1). Mit Hilfe von (7.4a)
und der Zerlegung wie oben folgt ohne weiteres (7.5a): '

3 g J
DbB)c\ = Db(,g(wg)‘uBZ) = Igcagp‘}Dsz
J ] 3(9)
= 'g*guaHys " = Ii’b'-ck = > Hp.

(8)<(k)=(85) (k)
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Die iibrigbleibenden Beziehungen lassen sich nach Induktion beweisen.
Wenn nidmlich (7.2), (7.4Db), (7.5b) oder (7.2), (7.4¢), (7.5¢) fir (z)
oder (I) richtig sind, so sind sie auch richtig in bezug auf das dem
(?) oder (I) unmittelbar Nachfolgende, welches kurz mit (¢+1) oder
(l+1) bezeichnet wird.

Setzt man
(7.6) Sy =DyBY o+ Sw  H
. Por, ) = Lo 2 v
oT+n 60 T e o’ TED

so folgt, dass fiir (¢+41) < (mg) < (2+1, 7)

(m) 3F(i+1) N (.1B+%) %L J(ﬁ_’l -
)
B (m)'@br( T(r I)Db (m! +(1+1)b _( )r('b'!-l)
! R
= e - - Plam) % - Pl }
TG (<< (mi) (m) B (m) <@)<(md) (k) & * Y
+(1:+1)b ¢ )r('H‘l)
B Sw Hove + B v 0
= — k m) + (m =
TEH) () By<(ma) k) © ¥ GED P T 7Es) ’
fir (mg) <<(z+1)
) dirD G+ 3§ (m)
D, > - —
Bv(m)@b,,(m) Bm D, B?(m)
o (e -~ 3(m) '
=B = Sw Himw+ S B} =0
ED L )< (5 < (m3) (m) (M)<NE(md) () © * Y
und fir m =<+1
(%1) a(gl) ‘ﬁ (ﬁl) l-)(%%‘) ("‘;31,3 > a}? .
P(+1) = (E+1) b + (i+1) % Y
by TG+ A v D=+, ) G4 6D
(z+1) (‘H-l) g (t+1) (141) J (i+1)
B”(ul)B Db(AA C}) = "‘Bp('bfl)B,,.( 1).l)bc'
(2+1)  (2+1) 4 (1.+])
Bp(m) CxDy B,( ) = 0; .

J(E+1)
dies lehrt uns geometrisch, dass das »-Gebiet der Grosse @b,( vy ZU
@ o @O (2+1)
R, R, ..., R senkrecht steht. Da trotzdem das -Gebiet der
.1(1+1) @ © @ (z+1, )

{{31”( " hiochstens in der von R, R_, R, ..., R aufgespannten Richtung
enthalten ist, so wird die Grosse @b,( in folgender Form geschrieben :

7(2+1) a2+ 1)
< e v

V= %
~¥76 ) (i+1)<(k2)s(i+l.a) b
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d.h.
(7.7) DB >k By, o+ <, &R,

' PP T uneun S Grn° TE T <@g @ U6
woraus man schliessen kann, dass (7.4 b) fiir (¢+1) auch richtig ist,
wenn sie fiir (¢) so ist. Dieses Verfahren bleibt auch giiltig fiir den
Fall, bei dem die Klassenzahl von () gleich p ist, d.h. (7.4¢) ist
bewiesen.

Da nach (6.5), (1.14) und (7.7)

iG+1) g D (2D G+ J (%1)
5 Ipnyaey ”( P(3+1) a(mﬂ“‘) 29“3(1’(”1)1) 181 Po¢i+1))
(¢+1) (t+1) i (1+1)

=2 9rie1y(®@1) Br(“l) D, Bg, 9iv1)

besteht, so ist im allgemeinen (7.2) richtig. Und da (7.5b) und (7.5 ¢)
nach (6.6), (7.8), (7.4 c) und

J(¢+1) (i+1) 7 (£+1)

Dy By = gPG+yang,, Dy BT( )

(7.8)

=0

folgen, so ergibt sich hieraus der Satz I.
15. Aus (7.4) und (7.5) folgt wie gewohnlich

(7.9) - DSwB) =0, (0<Klasse von (k) <p).

)
Man kann diese Beziehungen so geometrisch erkliren, dass D% R (0 <
Klasse von (i) =< p) und folglich R,. lidngs der K2 pseudoparallel
verschoben wird.

Bezeich?)et man mit iff(;’,b (p=0,1, 2, 3) die Ubertragungspara-

meter fiir R, so ergibt sich wegen der metrischen Eigenschaft (7.2)
py . () D, . () @) g ,

(7.10) LG9 swaw + Laiyg oty = 9pgagew  for p=0,1,2,3.

Schreiben wir jetzt die l?)b-Operatoren einfachheitshalber in der
Form

2 v v v Y *a v (0) *a v @ *a ov 78
Dy’ = u(o)b—‘uu)a/l\ b“u(z)a/;\ b—u(3)a/3\ 3+ Luyu*,
A v !/ v v (1)* v (1)*a lv ®

Dyw’ = F(uu)b—u(z)a/\ %—u(a)a/\ %+ Lu,u") ,

2
Dyu* = "F? (u(z)b_u(S)a/\ b+L pu"),



128 S. Hokar:

3 8
Dyw’ = "F¥(ugy+ Lisu®) ,

so lauten:
0

‘:Lb = Bg,\ A+’FH1,}‘ }‘+,F2Hb)‘ A+'F8Hbl lﬂ‘ ’
1 2.1
(7.12) L = B%L:x+’FHb* x+’F2H£ px ,
Ly, = B Lo+ FHM,,  Lu, = Bl

und auch mlttels dieser Beziehungen ergibt sich fiir die durch (6.7)

definierten Db-Operatoren eine ganz analoge Gestalt wie (2.6) oder
(7.11)

()

(0)
7 VTG G ___ T K@ __ oy *a 7(3) 4D,
GG Pl RWANE SV / AN I /\ + L%')"’” @,

0
Dy

1 (1)
Do) = '"F(v'@) . — v /\ *“—vm;)a WA L"J’,,'v @) ,

Wb (®)a P(5)
(7.13) \
2
vy — T2 (7 T *a (5 5y
Dy = "F3(v D orp V) /3 ,,-l—L,,wbv @) ,
3
r ! I3 L0y T(9)_ 4D
Dy ="F (v( (3)b+L%) VPM) ,
wobei man setzt :
' i LG 0, @) @ N
Lp(j)b = B ")(Bp( )Lub +Bp(j)(0)b_Bp(,-)(l)a./1\ b
@, @ . 9D o
_B?(j)(2)a/2\ b_Bp(j)(3)a-/3\. b)

.1 7) 1) (7) 1) )

L 1 j
(7.14) Lp((”))b = B '(’)( L + By oap— Bpm(z)a/\ 2 B;(j)(a)a/s\*%

2y — By g}) i %)v @) @
Lp(j)b = (-7( 0 wot D7) p(j)(.'&)a/:;\ b)
3, ) 3 (7)

L@, = B70(Be Loyt By o) -

P(3)

§ 8. Integrabilitatsbedingungen.

16. Um die Integrabilititsbedingungen der verallgemeinerten
FrRENETschen Gleichungen aufzustellen, leitet man hier die folgenden

Hilfsformeln von der Vertauschung zweier D;,—Operatoren her : fiir
einen kontravarianten Vektor ¢* in K@ :
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(8.1a) 2D Dapp® = —Kii;*v » 4ol e Do +8i; ‘Do
+Tb“c c'v + Ub.ac c’v ’
(0.0)
woO
[ (OI%M = ZLA[b(O)a] —'2Lu[bL]A1a]+2E /\ [bLlsxla](t)c+ 'F Sba. cLAc
’IPZT'ba,c ‘A‘c k,Fs Ul;a..c Xc ’
{0.0)
IFS--c —_— 2% @ *d(o) ke
(8.23) ‘ (0.0)ba' - <o /t\ [b/l\ akt)d »

IF3 Uba c

(0.0) t=0 t

I
Do

(K,;);;“, ES,;),;“, (T,;,;f‘ und (U;;,;,c sind alle gewoshnlich und intrinsek und
0.0 0.0 0.0, 0.0

noch in den beiden ersten Indizes alternierend ; und auch gemischte
Grossen. In derselben Weise lauten fiir andere Ausdriicke 2D[5Da]'v

(1=1,2,3):

1 1
(8. 1b) 2D[bDa,ﬂ)v = _—Kb by ?) + Rba. ch'v + Sba ° c'v + Tba. e c'U
1) (1.1 (11) (11

-1}

1 1 1 (8)] 1

('F _2( lfgba 2 = 2Lpaa;—2Lyp L +2 E /\ B LNale)e
(Z)V 4 . 3 v

+ Sba. ° J\c F Tba € AL

(1 1) (11)

(8.2b) ’F‘IRI;,;“=2L*;.,,]+2 S[b/\* (log "F)a »

a.n
e 3 ) *d(l)
Spa® =221 N\ awa »
(11) t=1 ¢t 2
e = 2 Dk 2 v
L FTba - 2>_| /\ [b/\ a](t)d+Sba /\ d
1) =1 ¢ 3
2 2 3
(8.1¢) 2Dp Do = -——K,,,,A v +R,,,;°‘ ” + Sy cDvY

(2.2) (22)

(1) Wir setzen voraus, dass /\* = =3 fur ¢t=0, 1, 2.
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r / -4 seey 2\4 2v 2 @ zv ’ -1 . 3v
F Kba.)k = 2Lp@a) —2LypLisg+2/ \*[gL;lla](?,)c'l- F (2a§)ba° Xe s

(8.20) § 'F2Rie = 200+ 48¢.(10g ' Fay

(22)
3_©
\ ,F_l ‘S’b.a:c = 2 E \ [b/\*a.](t)d y
(2.2) t=2
3 3 3 3
(8.14d) 2Dp Do = - g,;,;; Yo} + 2" F3 Lk \Dev”
3 3 3

(8'2d) ,F_igg)‘a.}:v = 2LX[6(3)0,] —ZL;[bLluila] ’

es ergibt sich auch fiir die Ausdriicke (]5,,154—— Ijal%b)v“ (9>9):
1 0 0 1 (1) 0 1
(8.1e) (DsDo— DoDp)v* = —K,,',,‘,: Yo —'F L*¢, Dsv® +( R),;,;cD,,.v“
1.0

+ Sba'c c’v + Tba e cv y
(1.0)

0 3 (0 1
("F K = LiaLi—LiLta+ 23 A" sEeme— 33 A Lincor
3
+Qb;cL4\c ,Fsbac ;c ,FZ(TI);(;.O Kcs
10

(1.0
3 (1) *d (0)
Qba - 2 /\ b *g.(t)d ’
(1.0) t=1 t 1
(0)
(8.2¢) e = L*5a +8; 33 (log Floa/\ "+ Qice,
/ e '?"" Y *d(m*c 2 *xd xe -~d(1) ke
Ii,l%ba = 2_1: /t\ b/z\\ a(t)d'“};t /\ a./\ b(t)d+ Qba /\ d s
17,72 ree 3‘ W *d(O) ke m*d(l *e L 3]
F(lzo;bw = t=1/t\ b/g\ a(dyd— Z /\ /\ b(l)d+ Qba /\ d

2 0 0 2 2 0 1
(8.1f) (DoDy—DoDp)v’ = ——K;,;;“v*—’FzL*g,,Dcv” +( a%,;; ¢DsvY

3
+Rbac c’v + Sba a'Uv ’
(2.0)

('F- Ky = LyoLt— ubLm+2 A bmec—z /\ L,bm,,
+’F'1(26,g;;0; + V,,acLM+ FS,,,, e »

(2.0)
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(8.21)

8.1g)

(8.2g)

(8.1h)

(8.2h)

2 (0

3
'K’ ”(ZQO;;,;c = E /\*%/\*&t)d ,

@
Vice = 23 A" a(t)d+'F-l(g§;d4\*.z,

2.0 t=
.. o . / @ .
Rba,c = L (I’Ja+283 >.l (IOg F)(t)d/\\ a+ I’bac ’
(2.0) ‘ : (2.0)
e 2 @ O 3 O @ vt g ®
FSp.c=>1/\ /\ O Z /\ a./\ fwat F ' Qua®/\*3
(2.0) t=2 ¢ =0 (2.0) 3

+ Vbad/ \'d *3 ’
3 ¢ 0 3 (0) 1
(DbDa—Da,Db)'Uv '—Kba,k v _,FaL*a,bD v’ — ,FZ/‘\*g(g)ch'Uv

=+ Qba, cD,_‘v + -Rba, ¢ c?)

(3.0)
8 Ty 0, = 8 0 (o) 3
F (gg;m,l\ = HaLgbﬁ P-bLBta. L)ka.(3)b /\ le(t)c
© 1 -1 v ] V
.._/\ a(3)bLAc+ F Qba AC +(!.};vba Ac )
) ()] @
4 -1 L —
F (:%zac = —‘/\ a(3)b—/\ d/\ a@b »
. © @ O , o
gﬂf)ba = "‘/\ a(s)b“‘/\ d/\ o+~ Qb /\
(0) __‘
| (Ig)bac = L*§ +33°S (log F)(t)d/\ ﬁ"' Wba ;
3

(5b.lDa—Dan)’I)v = —Kb'a"\l,v)\_’_ Pb.a..c c,vv
+Rl;a ch’U + Sba. D,,-'v

1)
14 -3 EER"] lv 2u ) 2\4 % v 8, W *czv
F 2 Kpos¥ = uabe—LubL',(‘a'*‘Z /\ iLAa(t)c—Z /N\*eLXuieye
@1 i—2 ¢ -1t
3
+ Qbm ;c+Sb.a.,c Xc ’
_ (2.1) 1)
'F'z(Pl,);(;c = ~L* + 8¢ (log 'F)(z)b ’
2.
3 (2 Q)
b’ = 21 /\ b/\ a@)d s
@1 t=2 ¢t
)
- Rii = £, +28 3 (log Faa N8+ Qe

3 @
Sga® = E A *z‘f/\*ﬁ(t)d—z /\*2/\*3(% AN
t 3 t~=1 ¢ 8 2.1) 3

(2.1) t=2
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. 8 1 1 3 @ . 1
(8.1i) (DsDy— DoDp)v’ = -—-(31%,‘,,‘; Yo —'F3 L*¢, Dv¥
- F’/\* (3)chV +Rba° v,

1 s M .3
'F 4sz = LuaLKb ubLﬁ LKamb—E /‘\."‘:;’L

v
BB A Ab(t)d
(1)* 2
—/\ a(3)bLAc+ Wba, LAc ’
(8.21) J Q) @ @

Wea® = — N\ *San—/\* d/\ a@)b »
3.1) 3 3

@)

(N 2
'F1Ry,° = L*¢,+38 Z}l(log 'F)<t>d/>*2+(3?}{54°:

8.15)  (DsDa—DoDp)v* = — K r—t st D+ Ry e Do

(3 2)
(/ 5 v 2 2y
F -(ggbax = L, ubLg — Lo
3.0, 8 @, 8
(8.2j) 4 . —_t=22 /t\ g-L)‘b(i)c~/3\ a(S)bLAc ’
-2 -- (2)* ’ 2) *
| "F2Ry,° = L*§, —38 (log 'F Jera— /\*amp -

3.2)

17. D1e zweiten Hilfsformeln gfnd filr einen kovarlanten Vektor

w%.) in R d.h. es ergibt sich filr die Ausdriicke ZD[bDa] W, (4=
2,3):

(1] 0
(8.33)  2DuD.w

l
- 7)
a5 = K;; bag) w'()+2L*fb01Dcwq()+o.S”“ De g

0.0y M)

2 3
o
+(o.%;"‘.‘ Dty + | Usa®Dewy,y »

(8 4a) Kbaq() = 2L¢1( o (0al 2Lzr( )[bLIq()a]+2 /\ [bLla( ;)'akte
’ e TT@ IR 2T +F8 TR .
+ F«;gba. q(‘-)c F T Lq( )¢ F((Eo])ba 9 c?

(2)

. 1 1 1
(8.3b) ZDV’D“]wq(z) (III{,W(») "(z)'*'al,aba “Dew q()'*' Sba D eWa,)
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3 (1) 1
-2 AL P
(8,4b) 'F - K baq( ) = 2Lq( o (Mal — 2Lp )[bL;q?; a]+2 tEjz/t\\ *[b L‘q( Hlal(t)e
3
cec r(t) ’ e TG .
+({.sl)ba. Lq(‘i)c + F:]%;ba Q(i)c ’

8.3 2 2 (), Ty

) [
( . C) 2leD“]w(I(t) (gbaq(") 9"(1’)+Rba Dcwq( )+ Sba cwq() ’

) co? r p
8dc)  FR;TO = 2L,,(,l,,(2,a]—2Lp§*;[b ,q‘{,a]+2/\* qu(,,:am)c

(22) 2%

]
/ - MY + 'r(‘l) .
+ F (z‘g)ba Lq(,i)c ’

3 3
(8.3d)  2DyD,w,, = K raaPw, .+ 2/F3 L *[ba]Dcwq

(3 3) (’L) r() () ’

8.4d) FSR;T0 = 2Lm[b(3,a] —ZL%)[,,L,Z’?;,G],

(3.3) wq(’l)

und filr die Ausdriicke (DyD,—DDs)w,, :

10 0 1 (i) ) 1
(8.3¢) (DwD, _D""Db)wq(i) = Kbaq(;(")wr() IFL* D wQ()+Rba °D.w W
3
(8.4e) 'F*l_% TG [0 ]P0 ro 7RO s N s i’
) .0y 26 P Ha@d me 9 ,Z::l ¢ q(z)“(t)c
3 1

—_ *c e TT6) / e "'('L) 2 c '(1') .
tz(})/\ 9 )”(‘)c+(,%”“ s@et FS 93 )°+ F;,%’“ ¢’

l

2 0
(8.3f) (DbD .Dan)’l q(@? ;[Of)baq('r ’wr( ) 'FZL*Zb Dc’Wq( )+ Qba, c'WG( )
2 3
+ Bia "Dy + Spa "Deagyy

. 7 O‘r - 2 - r (s
(8.4f) 'F- 2K ) — Lp(z) LP® _L (z) P(z) + 2 /\*chg;a(t)c

(20) 2% @aLiags—LogsLaga

(s 1 . ; 3 .
—E/\*.;'Lq?;bmc FIFQu e LT0 4+ Ve LT ' F Sgie LI s
t-0 ¢ * (2.0) (2.0) 2.0)

;)¢ a3;)¢ @i’

3 0 0 8
(8.3g2) (DsD.—DoDy)w =Kb,,%) )w,() 'FSL* bD,,'wq

q(‘t) (&0)

()] 1 2 3
2 *¢ .ec ..
F /1\ a@sDeWy,) +( 3),,,,, Dew,,, +(§?a Dewy, »
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(¥) 9
I -33F ") — T7@ TP6® __T7® TP6H _ T76)
(8.4g) 'F ({f—; bagy) Lp( )“Lq(i)b me L%) a L%)“"””
3 (0) (0) 1 8
e r, 7‘(') ’ -1 .o r -) .
%I] /t\*; Lq((t))b(t)c /1\ *Z(s)qu(:)c + F (Ql)m c q(.l)c + Wba ° p

@)

. 2 1 1 2

(8.3h) (Db Da—"Dan)wq( ) é{ ba,qw 'r(z) + Pba 0(.,;)
+(£§;0; chwq( ) + Sba Dc’wq() ’

(8.4h) 'F 3K 0 = [TO 170
: @n ™o T Tree

"() D(s) "'()
9@d P(:) L ?)G'FZ qf)fl(“c
8, .
"‘Z /\*qu?;b(t)c + Qba, Lq(,&)c+ Sbac @

96)e
(8.31) (DbD DDb)w

G)
e e o ()
s = Koaay Wrg

: ! —4 * T() (@), TP0) @) 1P6G) _177@
(8.4i) 'F (g\_:) ol = L0 L0 — L0100, — L

P )a

)23

3_ (1) 1) 2 3

SV A ke * () e 7@ .
_?:\ /t\ q( )b(t)c — /2\ @b Lgge+ Wea*

i) ?
. 3 2 2 3 @ 3@y, 2 3
(8.337) (DbDa,—"Da,Db)wq() QK),,M()@w,.(.)— F3L szcwq()+Rba °D.w,

@’
() 2
N IS TW — T TR0 TG [PE __TTE
‘ (8.4J) F (.g) baq(‘i) Lp(,i)aLQ(m)b L bL

pEd Ha@e  Hapa®p

5 @ *03"(11)
——t=22 /t\ Aa. Q(,':)b(t)c //\ a(3)qu(,L)c .
Die Formeln fiir einen kovarianten Vektor w, in R,. ergeben sich

sogleich aus (8.3) und (8.4), indem man die Indizes (z) wegldsst und
e, f, g statt pw, 9w, @ schreibt.

o L
18. Berechnet man hiermit die Ausdriicke (131,1’),,—15“5,,) v’ fur
7,3 =0,1, 2, 3 in anderen Weise unter Beriicksichtigung der Formeln

(2.9) von der Vertauschung der kovarianten Ableitungen, so treten
zu den Gleichungen (8.1) noch
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0 0 S 1.0 to 3 to
2Dy Dayv® = — | Byt Ko + >3 HY HEK G0 +2 X3 H BaK o
: 0.0) t=1 t.t) t=1 (t.0)

8 to0 10 3.0 2.0

+23) HigHK s + 2HE HYK G jo*
= t.

0 (0)
+2{Hid + Bt Lh— 3 P HEBR L0

{ZD[bHa]+Bb"S +H“’H"R..,,R+ZB{;(H£1"RW +Hwa)
30 10 (3) 1
—-—2F2H[,,Ba]/\,,<q).u+2H[b asz —2F* HyHAL . 70"
{2D[,, Ha] + B3y TWA + HeHP S + HeH R
1.1) (2.2)

of

3.0 2.0
+ ZB[a(Hb] Sw +H 1RW + ,;;Q.;;}) + 2I:r[;;'H,;f(]al'ti).;,;LA
30 10 30 20 (3) 2

—2F2Hf;;H;j /\ﬁ(a)w—-—ZF H H, ]L wIVA'UV

+{ 2D(,,Ha] + By Upr + H,;"H"Tw + EeHY usw* + 2B._*;(Hb1Tw*

2.0 8.0 1.0
+ H;;’%S.;',* + H,;fR.;,;}) + 2 HE( e Sw + H, ER).;;J)

30 3.0 (3

+2H[;:H,,3R..,x+2F3H,;°HuLM} Y, usw.

hinzu. Da 13; v* in einem Linienelemente von K@ beliebig wéhlbar
sind, so ergeben sich erstens die Beziehungen zwischen den Kriim-
mungen (8.2) und denjenigen von K% nach Obigem und (8 1) in aus-
filhrlicher Schreibung, wenn der Abkiirzung halber HA = B) fiir
t=20,1, 2, 3 gesetzt werden :

v 3 t.OwtO _3‘ _2‘ t.Owso N
K.Y = S HPHYK,, > +2>) > HpH Koy
(0.0) t=0 (t.t) t=s+1 3=0 (

v g‘ tlwt.l 3 2_‘
KbaA = ZJHbH Kmp,l +22 2_4}{[ Ha]KprA ’
(1.1) t=1 (t.t) t= s+1 s=1 (t.8)

. 3 t.Zw t2
Kba.):v = E H Kwul +2H[;’Ba,] Kwp.k ’
2.2) t=2 (t t)
3 &1 3
(1.0) t=1 t-l 0
+ El E (Hb«’Hu—prH )Kwn). ’
t=8+1 8=
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(8.5)

S. Hokari

v 3 1 2. Zw 8.0 . t2 .0
ey w
Kbax - 2 b Ha[; me + 2) Hb H me
(2.0) t=2 8=0 (t.s) t=2
3.2 20 3.0
+(Hy'HY—B{HY) K.Y
(3.2)
. 3 t2 8, &2 tl
Koo' = 2 HyBUK "+ > HyHEK Y
2.1) t=2 (t.l) t=2 (t.t)

32 21

3.1
+ (H;’H;—B},‘H;’)(Ig(;h” )
3.

t.2
— 1 .. — .
Kba.)\ — _21 sz‘z“(g)w;le ’ KbaA Bba 'K)WP«A 9

(8.3)

und zweitens andere Identititen :

(8.6a)

0 1.0
(2D Hay = — BiiSei? —HyH? Ry —ZBf;(Hb(]Rw +Hb]Qw)

+2F2H5;B:]/1\¢(3),.,—2H[,,H Pw +2F3H HE]LW.,
N 1.0 (0)
+ B,,( Sé;,c +2H}L*6q1,
0.0
20, ‘ . 10 10 20 20 1.0
ZD[,,H = -—B;,",-;(OUi);,,;*—H;,"l%ﬁ;:l.sl'i;,,;*—H;;’H,;‘R.;,;J——ZBﬁ,(H,,‘;S;m;LA

2.0 30 .20 (1)
+ H,,‘iig)‘;;} +H ;,;’]Q;,;E) —2H, Ha]R.,,,} + 27 HEgHa] /\,L(g)w

’ 3,
2Ry HADA .+ BT +H'\S,,ac +2EP L%,

LY onyr..a M0 L0 A‘ 20 20 . 10 .
2Dy Hyy = — By Uy, —HyHYT,,.)— H; H}S.. ' —2BE(Hy T,
(0.0) @) (22) (1.0)

.20 3.0 10 240 3.0
+H S0+ HjR..) —2Hg(H3S 0" + HiR.”)
30 20

—2HHY R — 2R HE LM]+B Uy +HATy e

(0.0)

+HA S,,;+2HAL foal 3

(0 0)
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(8.6b)

(8.6¢)

(8.6d)

- 21 21 2.1
ZD[,,H,,] = —Bp¥ S;;u,;;‘—HQ,"H;:IE);,,;A——2H[';,‘BZ]2R;).;,;’\
2. @

(1) 31 21 (3)
+ 2H[",; B;l/z\f:(n.u +2FH3 HY L)+ Bﬁ( ;Sl’;;;;‘

21
+HR;.e

1)
131 L3181 @)
2Dy Hi = — By To;? —H H”(R)w,; o Hy HE TR,
2.2
3.
___2Bu. HwaA"I"HwavA—z H"- Ruu. +B Ta,
fal raite b](s,n’L) o) ad

3.2 3.1
+H)S;,°+H>R;,°;
1.1 (1.1)

3.2 d)

2 32 3.2 3.2
2Dy Hz = ‘BZ’fz‘S&?‘—ZH[‘ZBZ]%LQ F3I-1‘"H“L[,,,M

+B’S,,;+H’R,,a ;

(2.2)

0 2.1 3.1 (0)
DyH,—H > = “BZ(B;‘(R)'L;;A'FH;(;QO)«L#A)+F2-H;;“B;/\a(3)w
1.0 . 1

10 21 10 20 31 10
—ByH;R.,"—(Hy H,— By H‘;’)(P).;,,;’ +F*(HyHY,
an 2.1

) B'Ow (3)A A ) , 1.0}(1)*
_‘Bi;Ha)LMw_}-Bc(-llg)bac_ F—Hc ab

1 20 0 21 2.1 3.1
DyHA—D,H) = -~B:(B;,"S.;,‘;“+H;:R.;,;‘+HZ' Q;u,;‘)

20
By Hﬂ(ﬁw _Hp H"Rw —(Hy He— — By H)R:
20 21 ab @,

+ FP(Hy He— B,‘;H‘”)/\Mg,w+F“(H,, H—Hp H)LA.

+ B2 Sa,;°+H2R54°~'FH2 *zb ,

(1.0) (1.0)

1 3. .1
DoH>— Do H} = —B*(By T + Hy e +HY R

3.0)
3.0 (3)

_ByH" ?Ié’w H‘"H“Sw —-2F3H,, H* L,
(1
21 1.0
—(Hy H*— By H:;) Saut— (H;," Hg—Bg H.‘;’)R.;;;*
(2.1) (8.1
31 20 21 3.0 3.2
—(Hy H—HE HY) Ry + B Tyt + H2 S0
(3.2) (1.0) (1.0)

3.1}‘ ‘ , 3.0A 1)
+Hc(§§,¢;°— FH.L*, ;
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(8.6e) +B§R,;,;°‘+H:}Q,;a ’FBH*
(2.0) (2.0)

(8.61)

(8.6%2)

S. Hokari

2 10 10 - 3.2 )
( DyHA = —Bgf(B,'%z%;,;* +H:‘£)..‘,,;") + F2Hy B,';/l\,’:(a)..,

33.2 10 (3))‘ N , 1'.0A (3)
+ F H;,“H,’,‘L,..,+B9(%;¢;°— F3H> L*e, ,

2 . 0
D —H;» = —Bi(5; ] ..,x+H;;'QW*) B'”(H“Rw

+H "Rwu’) + FZH 5 H“/\u(s)w +F 3(Hf [\ ByH Z)Lum

ab’

2 30 0 32
3.2

3.2 1
+H;,';31‘1?).;,,; )—(HE’H:—B},‘H;')R.;V. —Hy Hﬁ

32 80 (3) 3.1
—2F*Hy H® L\, + B} Sb.,°+H*Rba + ;‘Q
(2.0

(2.0)

L , 33.1}(3)*

—'FHIL*S, ;
(2 1 wn A wite AA ke I8 2
DbHa=F'2Bb;/l\p(3)w+FstH5L F'ZB /\ a(3)p F.H L*ab,

2.0 (3)

3 20
DbH;=—~Bbquuk+Fsz a/\u(3)w+FBprL +B%gs;¢;c

4 'F2HA/\*G(3)b_ FBHA ab ’
3 80 0 2, t.1 ' 3.0 (3) '
DyH)—H ;* = — Z By H .‘;R;.,;*—ZFSB;;‘H v L[*..,,L]+Bﬁ(1if),;a;c
3.0

3.2 3.0 (8)
+-H$(3%éa 'FzH A /\*a(S)b 'FPH}L*g ;

(2 21 Lo, S | i 82 (1)) 32 21
DbHa"‘Hab = - Z]le Hz(g;uu +Fsz Bﬁ/z\u(g)..,+F3(Hb Hz
31 (3))‘ . 21 ..
—B;:Ha) va+Bc Rbac+Hc Pbac ’
@n 1)

DyEP—D.H} = —BUB S +H,, R..)—By H'*S.,,,L

3.2 :
— (Hz”H.‘:*B#H‘:)R.;;; -—2F3H8‘ H‘;L[wul +B; S;a°
38.2) (2.1)

3.2 3.1
[ +H) Ry, + H Py, ;

(2.1) 1)
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(8.6h) { D, EP—
L
3 382
(8.6)) DyHA—

und drittens die

( DyHA=FBy “/\,,(3)w+F3B;,”H"L

139

’FZB"/\*,,( 23— FSH L b

t.1 21 (3)
Bg"H‘;R¢g*—2F3B;‘ H: L+ Bz R;;:

’FZH}‘/\*C(Q)b— FSIIA *b )

1 2
Hy' = — >,
Cot=1 -
Z A
.- — w
H' = —Big
(3.2)

32 (3)
i —2F°By Hy Lo+ B Rice

, 33.2)‘(3)
—'F Hz L*fzb ’

wichtigen Identititen :

(8.7)

B: L*[ab] ZF‘H{,’,

’ (1) 3 t.1 ()
FB)L*, = ZlFtH;;’B:L,i
t=

, 2 3 t2 ()
F2BAL*e, = Z FtHy BXL2

@)
'F*B)L*¢, = F°Byy

0

Y
a]Luw I{[ba] ’

1..;‘
w—-Hba ]

2 Y
w—Hba. ’

H,,a.

Diese werden mit Riicksicht auf (6.3) in R,- und R,, -Komponenten
zerlegt, die man in besonders einfacher Weise gewinnen kann, d.h.

3 . (1) 3 t.1
L*[abl %Ftﬁ[bB BA Ay L* = Z}Ft 1fw B“ X s
(A) 2) 3 3) (3)
L*e, = E%F* 2H"’B res L*o =By L. ;
t=
0 3 t.0 (t) 1 3
Hyo = ZF‘HszleéL:w , Hpt = S_;FtHb B:Ci L.,
t=0 t=
® |
H;;* = ZF‘H‘"B“CA hw s FaB,,"‘CA
t=

Hier sind (B) nichts anderes als (6.2).

i 0 v j..y
Db.Dax = Hba

. ()]
—F? B} Ly,

Es bestehen

(j_—" o, 1’ 2, 3)
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fir den Skalar 2¥ in K@, infolgedessen kann man sehr leicht mittels

(7.11) und (8.1) schliessen, dass die Integrabilitidtsbedingungen (7.3)
eben (4) und (B) sind.

19. Wir ziehen jetzt die Integrabilitit von (7.4) in Betracht.
Mit Hilfe von (8 1), (8 3) ergeben sich erstens unter Verwendung der

Operatoren DbD D ]),, (7,3'=0,1, 2, 3) auf B :

i) °
0 0 ) RCN 60D )
2D DBy, = — Ko Bpm+Kba,, Bm+2L ) By,
3 (1)
v v
+84e D, B + Ti:eD, B,,()+(Oz({,,a D.B;,,
1 1 (“v v(‘)}‘ (2) 253,
2DuDaByy = — Kiai Bloy + Kianes Bm+R,,a D Bp()
+ S D. B,()+(171‘;,a D. B,,(),
2 2 (i)v .. (')A ) v (53 d v
2leDa]BP(,£) = _—(sz)bal Bp(’b) Kbap( B’r( ) + Rba, ‘D Bﬁ( )+Sba. ‘p(,i) ,
3 () oy (i)}‘ "'(1,) v , 3 (1)
2-D[b a]Bp(z) = ——(gba}‘ Bp(i)+Kba,p B,,-() 2 F L [ba]D Bp() '
1 ¢ 0 1 (i) e --v(é))\ i{) ._,.(i%v 'F(l)*” 0 llé)
(Db Da"“Dan)Bp(,i) - _(1.0?‘0‘ ?(;) +(1.0)ba.p(-) 7() L bD
. (i)v - e 2 (i)y “03 (i)v
+Ri. Do By + SiacD, By + Tiueh, By,
(1.0 (1.0)
Do I D B“ v 2 e -7 Py 'Fz%*c D (B?“
(Db Da b) 2 (Z.KO)ba;\ Bp(i) +(-2.I§)bap(i) Br(,,;)-‘ ab e ()
3 (4)
c v
+(2%,,a D B,,(,+ Rba D Bp()+(§3a DBy, ,
“ ) (2) TG (i) N , (3)*c 0 )v
(D”D ‘D D") M T Kba* Bﬁm +(ggbap(¢) B,() L*%D.B 2@
()] 3
—,‘Fz/l\*gﬁ)bD p()+Qba D p()+Rba D B;)() ’
2 1 1 2 (7,) ; ('L))‘ (4) NN .
(DbDa, Db) p(q’) I()ba}\ Bp(,t)+Kba,p(,‘ B,,-()""' TbacD Bp()

+R,,a°D p( )+ S,,a D B”

1) P6)°
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3 1 1 3 (g) 1 (1)
(DbDa_Dan)B;(.,;) = (:;Il{)baAsz)‘)(z)+Kbapr(z)B:() ’FJL*ng Bp()
3
- Fz/\* (3)chBp()+Rba DcB;?() ’
13)12) 12)13) %)v (1.) @ , 3(3)* 2 (i)v
- = — K, ¢
(Ds Da—DaDs) () (52)"‘“ B”(z) +(3I§)”“”( ) B’”() FEL*% D. PG)
3 ('i)v
cee .
+(&I§)b a"DeBry i

und zweitens nach (7.4)

i ¥ 3’ 4 (@) (k) 3 (k) (k) 7 3°(),

(DsDo—DoDy)B., . = — S% B Dy, H @ 4 k v Dy H; °®
s 6 @=EP)<(ig) W7 (e Pe (i)<(§lc;£('ll1") W ) *P @
(k) " G D)
+ Sk D H o) o — * B D.H;; ‘@
< <(i5) q(’" ) ”‘“ (i)<(2k)_<(ij) Y )P0
(k) P40)
(> H®W, + Su H, )
@O=<®&7)<(i5) () D @<= )
@ i @ 36
x . By H® Sy BY "0)
(ac)s(lzj)«k;) "W’ W y<tren O W) bage)

(%) ()
( Su  Hw S+ S Hép.‘q(k))
W<t<6 @ PO D= PO

l I 7 (4
@ g m,m , B, Ta))

x( Su
W<@G<w)  O@® " @ D@y O 1)@

1

aus diesen (7.4) gehen die vierfiltig zerlegten Bedingungen hervor :

(I) Im Falle 7 =j" hat man
a) fiir (i) < (m) < (igj) (1 < Klasse von G) < (p), 5= 0,1, 2, 3)

(k) J(1) (z) (m)

.. q(k) 73 ‘ .s -=
2 a2k Hagy Hag, ~Ksarn By By, fur j=3,
(i)J\ (m) . - .
= K,,WB,,( 5B fir j=2, (m)>>(43),
@ 63 8(5)

—.(-K)ba,)\I-LB B +Sba H, furj=2, (m)=(’l:3),
22

@) T%03) " ood® (1) °PE 63

@, L .
= _(ff,wamB:( ) fur j=1, (m)>(¢3),
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UN %’ ' fiir 7 .
P +Tyuo H,
= —— c Ry,
(l.l)ba}‘u p(’l’) 8(12) +(1 ]ga‘ ({21)027(7') ("2) (ll)ba (,i2)0p (<) 8(1:2)
© tir =1, (m)=(i2),
D, @, o .
= _'(OKo)balqu(i)BS( m) fur.7=0’ (m)>(?’3)’
@ 6 " 80) o .
= (OKO)ba Ap Bp( ) Bs(,,,3) +(0({). (Ig).cp(z) 8(;3) fur J= O’ (m) = (1’3)’
(i) (t2)l" 2(3) 3(1)
= — S C ccc
({g,ba*“Bv< )B 8(i2) +(£§’“ (Ii;{)c”(i) 8(:2) +«g)ba (gcp(i) 5(32)
fiirj=0, (m)=(:2),
Kyarn B, B +Sico H. 4
= ~C
(O.U)ba)‘l" p( ) s("bl) +(0 Ol)m (‘I)Cp(‘i)s(’bl) (01;?“ ( I)Cp(l) s(tl) +((¥0])ba ) I)CP (’l-) s(ﬂ)
fir =0, (m)=(:1) ;
B) fur (i) < (m) < (i)
Do + 2 JEI‘” Hy @
[b(m)alp(i)s(m) <@ <(m) (m)[ 19k) 5(m)! o alp(;)
i(m) () (k) (k)
—2 S H, H ‘q(k) 2 (
A w 3 @ %9 . .
= I'gba,‘kp. Bp( )B + 2 F L [ba]H"p(i)s(m), fur = 3,
Koo B+ ¥ W terg
(D) = T T T age et (z')S;')’“ Hovyrm 10T 7=2,
e g B“' 1(3) S 2(1)
= cec
(l.l)ball-b 27( ) s(m) +(-1R1)b @ (gct’(’la) s(m) +(l II))a (mH)cP(‘i) s(m)
3(z)
cee e
+ Toa® Hopy fur j=1,
K (é)A (ﬁ) 2(0) o) S 1(4)
— e
0o ”((i)) y+2L” "’“]Hcp( 2%m) T S%a (1,,%@«) 5m)
2(1 3(t)
+(OTJ) I{ P4 *m) +(0L£ba' (L)Icp(z) 8(m) fllr‘ J=0;
v) fir (m) = (3)
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25% By Bt 2% Hoe K-
. . . .
E) <2k @)U “] ”"t’ @<= )" U 5)Pe)
@, @ () '
— A .8 c__ -
“'(jgf”“""Bp(oB%) (ng()ﬂ) fur j=0, 1, 2, 3;
&) fur (m) > (i59)
@, (m) .
F) (,{gba*"BP(i)Bﬂm) =0 fir j=0, 1, 2, 3.

Und der Fall (¢) < (mg) < (i7) bzw. (5) < (mgj) < (13j) liefert uns die
Bedingungen (G) bzw. (H); aber wir lassen sie hier Weg, da sie von
analoger Gestalt wie (D) bzw. (C) sind.

(II) Fir den Fall j==47 kann man ohne die Allgemeinheit zu
schaden voraussetzen, dass immer j >3 ist; und dies wird wegen

J’=0,1, 2 in drei Fille zerlegt.

etwa 5/ = 0 zu skizzieren : ‘
a) fir (m) = (i70) bzw. (i7) < (m) < (i50)

Es geniigt jedoch, die Bedingungen

0(ig) 7(3) .. @) (¢50) .
HoasarianHovy ™ = Ksar Bpy Bigo firj=1,2,3 bzw.
(k) }(f W <~ O L) .
(S (o) 70 t‘""(k)“’” @ (AI=k0) ()" Hom) 355 PP )
= Ky B B fitr j=3
oy 26 7 tm) FI=9
@), (m) L. .
= — KBy, By, tur j=2, (m)>(:3),
(t) (13) 3(t)
(1) = —Bparn By By S5a Hopy filr j=2, (m)=(¢3),
= B B fitr j=1, (m)>(i3)
w0y *** T P@ ™ ) P VRO
~ @), 6 8(3) o .
= Kbalu Bp Bt(,b3) +(110;ba ('iaH)cp(i)t(iS) fljrj-“—‘l, (m)=(’1:3),
- K ‘(é)" ('i2) + S ST 3(t)
aor® P60 t(-az) (w;m () m)t(m) a 0,"“ (12,@(1) %(i2)
furj=1, (m)=(12) ;|

B) fur (m) = (ij) baw. (¢) < (m).< (i)
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0 4(4)

= KW

(3.0)

7 0(1)

Db Hap

I

—K,
0

D “(g@m tid)

() t(m)

—Kbalqu( )Bt( 1)+ Qba

(2.0)

'—KbaMLB by
(2.0)

A
Kba)\p. B By

'-_I{-ba.)\l"-BA

(3.0)

L p(z)

) 05)

- )
(i)<(2k)<(m (i) 270 H6d) (P
8(2)
—R;;°H,

@0y " (3)°70 )

(i)

—Ry,°H,, ....— S
@o® (i) PO (500*

o H,

PO pa

(1.0) (1.0)

5 .?}(}) k) 0(k)
|

a(m)bp(,") t(‘m) U< (%) (m)bq(k) t(’m)()

O(i) . ) 0(mn)

g Um) Ue) (%) D (3)

0(4)
Hy, . H,; =0 —
(m) bar) t(m)(k) ap(;) (

3(m)
— SY% (
(m)<(k)

Fk)
+ Sk (
T (D<(F)<(m)

(m) . (l)*
a*“Bp()BR y LY

2(3)

L's ] H
(m) cP(;) {m)

0(z)

+ Tys H
. o)ba( )cp(,,) tom)

(¢1)
Rba.

(s1) CP(3) (‘bl) (2.0)

(2.0)

- 2 *e %)
F L H"'p(z) t(m)

(w) (m)

PR tmy

2(z)
+ R;,°H,

¢,
(2.0) (m)"p(z) (m)

3(1)
+ S H,
20) (m)

2(3)

o H,

(12)P@ t2)

P(3) tam)

aip B Bt(12)

P()

(3. 0) (3.0

) 1(z)

)
_?
F* /\ a®)p Hcp(z) Y1)

(41)
P(3) t( D
3(2)

+ Rb“ (5{ cp(3) {31

(3.0)

@, (m @) o)
P37 *x
F°L szcmf( y
3(1) '
+ Ry, H,

8.0) (m)

)
+ Qa;c;ch

B0 ()P om) 2() fom)

O(k)
(i3 2900 ¥id) 1y BP )

2(7) 3(2)
: imf‘{ °P(i) Hi2)
1(2) 2(z2)
(ﬁ{ °P) Yir)

_g“t(m)q(k)gbp(i)
0(k)
mH)“q(k) Hom) (1)) PP 0)

@ 0)

iG) q(k))

fiurj=3,

fur 9=2,

. 8(2)

e
(,%}’a ({I{W(i) ;1)

fir =1 bzw.
(k) )

e L9z
)aq(k)t(m) (i )b p(‘&)

- U(k)

p(’b) (m

Q) q(k))

) q(k))
1(€)
0) (f{cz’(z)t(m)

fur 7=1,

3()
(ﬁ{ °P(3) i) (2‘%;6“ (Igcp(@) Han)
fiir j=2, (m)= (’bl), ‘
1(7)

(g P(3) Hom)

fur j=2, (m)<(:0),

3(4)

+ Ry,°H,

(1) e0(;) Y32)
fiir j=3, (m) =(22),

2(1)

(3Q0) (ﬁ:)[c”(’i) t(:1)
fur 7=3, (m)=(<1),

1(2)
—'F*® /\ a(S)bH

)°PG) m)

fir j=38, (m)=(i0) ;
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v) fiir (m) = (1)

k .
S (al(_? ) gy OB 3. g0y )
@20 Vo MG PO () M (G B Pe
3G %) gy W ORI
K k) _. (k)
(K) + 30 (B gan H v~ H oty H o)
X (z) 1(§) (i) - )

= G é’)‘l}‘l‘- p() 1) {{bap( 0] fljr .7_1, 2’ 3 ’

®) far (m) > (i 0)

(@ () .
(L) (..i.KO)baly,Bp( )Bt( ) = 0 fﬁI‘ ‘7 = 1, 2, 3.

Und fiir (¢'7) < (m) < (@) bzw. (@ od. i’ +1) < (m) < (i'7) ergeben sich
die Bedingungen (M) bzw. (N), wobei (i) = (i’j7’) ist; aber man lisst
sie hier weg, da sie von analoger Gestalt wie (J) bzw. (I) sind.
Diese (A)—(N) sind nichts anderes als die Verallgemeinerungen
der GAUSS-CoDAZzzZIschen Gleichungen. Mit Hilfe von (4.21), (4.23)
konnen auch diese (G)leichungen mittels der intrinseken Ubertragung
und der Affinoren Jﬁgc (p=20,1,2), !;}’, rP=128;¢=0,1,2; ¢<p)

P
leicht zum Ausdruck gebracht werden.

§ 9. FRENETsche Gleichungen zweiter Art fiir K2 in K?.

20. Wir wollen hier eine andere Form der verallgemeinerten
FrRENETschen Gleichungen geben, die einfacher als die im vorigen

. 0
Paragraph erhaltene ist, indem man nur die D,-Ableitungen an-
wendet. ©

Die R in §6 werden jetzt automatisch aus der Betrachtung der
hoheren Krimmung der K& in K2 bestimmt. Es ist klar, dass fiir

0 (0)
den Skalar ¥ in K@ D&’ = é,‘; entsteht. Statt (6.1) kommt hier nur

0 (0) ()
9.1) DyB;, = H;," .

(6] _ ©
Fiir B wihlt man jetzt das »-Gebiet von H;;*. Dann gelten erstens

0 0 @) (1) 0 (0) 1) (0) ) .
BcDbB B\‘ DbB Hb v — —'H'bo: p(l) ’

p(l) (D Bp(l)
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d.h.
: © 0 ©
9.2) , Bs(DyB. z,(1)+I-I,,,z,(l)) =0
zweitens
, 0@ W,y 0 ), 2 2@
‘”Dbe() B v‘ ’,,(I)DbB = ——Bv‘1 ,,mD;,CA =90,
d.h.
9 ,. (1) 0 (l)v (o)w _
( '3) , (Dbe(l)+Hb-p(l)) =0 ’

W, . © 0
da B\VH;" oy = 0 iSt, wenn man von jetzt an H,,,,m statt DbB

(0)
ey T Hb, Q)
schreibt, dann gllt na((:}; (9.3) und (9. 2),) dass das »-Gebiet von pr(])
senkrecht sowohl zu R als auch zu R steht. Dieses Geblet wihlt
man eben fiir R In diesem VerJfahren fortfahrend, sei B;‘,m als Ein-
heltsafﬁnor des »-Gebietes von Hb% v festgelegt. Dann bestimmt

1)
sich prm aus der Gleichung

0 (3) (€23

(9.4) " D”B%)"'Hb oy = Hopy'

sofern die linke Selte nicht identisch verschwindet, und auch R als

das ~Gebiet von H Die linke Seite von (9.4) muss nach einer end-
lichen Anzahl von Schritten, sagt man fiir j = [, identisch wversch-
winden, da bei jedem Schritt eine neue R senkrecht zu den vorigen
hinzukommt. Infolgedessen lautet fiir 7 =1

: 0 W (-1
(9.5) DbB;’,u) Hy" Yoy = =0.

Man kann sehr leicht erkennen, dass H,,a von dem »-Rang m.n und

also in R enthaltend ist. Die Gleichungen (9.1), (9.4) und (9.5)

lassen sich in eins zusammenziehen. Dann gilt der

Satz II. Bezezchnet man mit | solche klemste ganze Zahl dass

die durch Db-Ableztungen erhaltenen v-Gebiete aus jedem R )
keine neue Richtung senkrecht zu R,, geben, so bestehen :

i .0 0 &) . . ,
(9'6) -Db’gao = O H -Dbgp(j)q(j’ = 0 fu:’r ‘7 = 1, 2, e 00y l ’

und die verallgemeinerten zweiten FRENETschen Gleichungen
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0 )
9.7) Doz* = B3,
0 G) ¢z, @ ] |
(9.8) DiBy, = —Hy'po+ Hyply  (G=0,1, ..., 1)
oder
0 (), G-D s ) .
9.9 DB = —H "+ H;"9 (=0,1, ...,1),

(-1 0
wo H und H identisch gleich Null sind.

Die zweiten Beziehungen von (9.6) folgen unmittelbar aus (6.5)
und (9.8). Aus (9.8) und (9.9) erhilt man

0 (3) (€} ) T € s VI € 3 VY L. CT
DbB)"——-Hb.)\'i‘Hb;‘ —Hbl'—HbJ\ fir J=O, 1, ooy l,

und daraus ergibt sich
0 (8) 0]
(9.10) DB+...+BY)=0.

Die Integrabilititsbedingungen lassen sich mit Hilfe der im vorigen
Paragraph erwihnten Hilfsformeln aufstellen, aber diese werden
hier nicht gegeben, da man sie in ganz analoger Weise wie oben
ausrechnen kann.

November 1938.



