. DIE RANDWERTAUFGABEN DER LINEAREN
- INTEGRALGLEICHUNG

Von

Yosiro IKEDA

Vor einigen - Jahren, habe ich gezeigt, dass zwei miteinander
gekoppelte lineare Integralgleichung durch zwei lineare Differential-
gleichungen konstruiert werden kénnen, und dass die Losung der
einen Integralgleichung durch die andere Integralgleichung gegeben
werden kann®. Wenn die Anfangsbedingungen gegeben sind, kann
die Volterrasche Integralgleichung bestimmt werden. Wenn die
Randbedingungen durch lineare Kombination der Randwerte der
gesuchten Funktion gegeben sind, kann die Volterrasche Integral-
gleichung in die Fredholmsche Integralgleichung iibergefithrt werden.
Im Vorliegenden wird gezeigt, dass im allgemeinen die Inhomo-
genitdt und die Unbekannte der Integralgleichung den verschiedenen
Randbedingungen geniigen miissen, und die Losung der einen Inte-
gralgleichung auch in diesem Falle durch die gekoppelte Integral-
gleichungen gegeben wird, und dass der Kern bestimmten anderen
Randbedingungen geniigt, wobei es auch eine Losung der homogenen
Integralgleichung geben kann. :

. I. Das erste Ergebnis der vorigen Arbeit

Es seien
(1) ‘ u™t+au™ V4. ta,,u =0,
(2) M L ppmD L oo b =0 ‘

lineare Differentialg]eichungen m-ter Ordnung, deren Koeffizienten
a und b keinen singulidren Punkt zwischen a und x besitzen, und es

1) ‘Memoirs of thé'Faculty of Engineering, Hokkaido Imperial University,
Bd. 1. (1928), S. 193-209. Journal of Faculty of Seience, Hokkaido Imperial Uni-
versuty, Ser. 1, Vol. 1, No. 2, 1931.
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seien %1, %z, ...., U, die unabhingigen Losungen der Differential-
gleichung (1). Die Losung der Diﬁ'ereptialgleichung (2), deren Anfang-
swerte v(a), ¥Ya), ...., v™ D(a) sind, geniigt der Integralgleichung

1

() o) = F@, @ + | D, OF@

wobel
WD), e, uEIE)

(4) e, e, we |

ul(E) ’ e ey 'um(s)

ui(z) , .. , Um(Z)
wu{™dDE), ..., urA(é)
(5) D(x, & = % ........................ ,
‘ uP(E), ..., udE
u1(§) , ceees Um(8)

0 uy (%) , ceee; Un(®)
| | v V(a), u™a), ...., uZ ()
(6) Fux,a) = —| coceceeen et y S RERREEE ,
v®(a) uM(a) , . uD(a)
’U(a) ’ ul(a)' ’ ’ um(a)
(7) F(E) = (@1—=b)v™ D 4+« o+ (Gm—bu)0 .
Nun setzen wii'
0, wx), ceee, Un(x)
0, ui™ (), ceee, UV

.
oooooooooooooooooooooooooooooooooooo

(8) Au, &=(=D" 1, ym0d), ..., um-dE) |

0, ufm™3E), ...., ur"I(E)

so erhalten wir aus (7)
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(9) Pie, ) = AT Dy (i AmalEe g,
f%(a:”a) p— D(m, a)' . .

Durch partielle Integrationen des letzten Integrals der Integral-
gleichung (8) erhalten wir eine Volterrasche Integralgleichung °

(10) v = U, )+ | K@, ouede,
. wobei |
1) K@, & = D@, &) (am@—ba(9))

___a?{p(x '8) (am-1(6)—bm1(®)) }

toee +(_1)ﬁ-1é_agn'_:il{D(x , §) (a;(E)—-bl(E))} ,

A2 U, &) = U@ o™ 9(0)+ Un o, a)o™2(a)

Feeee + Uz, a)v(a) ,

Ao(x ’ a)
- d(a)

3

r Um\_l(x, a) =

Unse, &) = — A2 D, 0)(ar(e)~b1(@) ,

(13') < Uiz, a) = _.D(x,’a){am_l(a);bm-l(a)}

+§~{D(€é , @) (am_z(a) “bm—Z(“)) }

a

Feeee (=1 laaa _{D(, ) (ax(@)— bl(a))}

A Am(x, @)
—1)" 1 W, .
~ +(—1) e
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II. Weitere Ergebnisse
Nach (3) und (9) schreiben wir '
_m:‘l n A‘n(x, a) ‘(m—l—‘-r;) ‘ z

1) o) =5 (— 10 A Do) 4 D, @ Fre)de

Differentiiert man (14) nach z, so kommt -

v () = Z (— l)nAif’(j , a)v(m—1~'n)(a) + D(z, &) F3(5)J_ ]

+ r 3D, &) pyeyae

| . Ox

Da |
. D(x > .f)‘)= j =0,

folgt

. mel W (g~ | %
(15) W) = 2;:(—1)-" A;;(,x Dy -n)(a)Jrra—Q%o’_E_)Fg(s)de '

Nach der Definition von D(x_, £) ergibt sich sogleich

D, &) | _ ... _ 3™ Dz, & |
dx ( axm-—Z

=~z . Emp

=0.

Differentiiert man (15) mehrmals nach z, so erfolgt

(1) =5 (- e A7 o, ynt-my +j 20t 5’F @,

i (16) pm-D(g) = >_:( l)n J(m a),v(m 1- n)(a)

L . % m—l Y
S +f 8D Dy -

Wir setzen zur Abkiirzung ;

A U@ a) = U, 0 Da) -+ + Ui, ),
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» (Ui, ) =0, U;_z(x,a)=~um_2(x,a)+f%%il
(A8)  § cemereeeenens . Ui, ) = Udz, a)—(—1)m-1ém_;’l%’_“),

. —~———akUi (x : a) = U'(k)(w, a) ’ —ak "—“—“—‘_‘Ui*(w, a) = U*(k) .
| dxc* : dx¥ ' ~

| Durch partielle Integrationen der letzten Integrale in (14) (15)
'un'd'-(16) gewinnen wir also;

(00@) = S UPE, pO0)—S] U0, 2)09e)
. =0 ' i-

) :
@) =B U, )= U e, )00

xa}(erGv’E)
+ Lwaxm—l v(©)dE .

Schreiben wir -
"Arlx, §) _ A

: 9x™
so kann man die folgende Tafel aus der Defintion (8) erhalten ;
(| AP AP A
14 4 4 ’ d o
=z t=x E=% Emg
A AP _ ARy AR
1 4 4 -4
E=1 t=-g =g =z
_l | | AP _ o
(20) o 4 tez
Ana|_o Ale _(_qyms AR, | _ . _AZP|_o
A ' d b A .
Rt t=2 t=z
Ama = ( 1)m-1, A5 = AlmD ' 0.
| 4 co
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In der vorigen Arbeit wurde bewiesen, dass

(248 pe, ),

04, &) _ g, 1 Az, (=1 —a An(x, &)+ Ann(®, 6)

(21) 9
| [nd=0, n<<m—1],
'\f”_“lﬁ-al.gi—@ i A, O~ ar As@, ) "";(’)fl’ = —ay ().
Da

(D&, &) = o , 3D(x, 5) ale+A1

, J GIS . 4
(22)

, aZD(x §) _ (@3 +aP —ax) Ao+ a1 A1+ Az
&2 , A4

gegebén ist, nehmen wir an, dass ?’_%%i) durch eine lineare

Kombination von A dargestellt werden kann. Also

‘ B”D(x,E) = l(mA;)““'llnAl"*‘.' e +ln—1nAn—1+An

(23
(23) 2™ 4

Durch unmittelbare Differentiation gewinnen wir wegen (21)

| 10 Ao+ I Ay 4 -+ -+ + 1D 0 Ay +log 20 sy B
1D, g _ ot T T e %

agn+1 4

+—a—1{10'nA0+ll'nAl+ ce 'ln—1nAn~1+An}

= —[ a1l01+ (1)—a'2l1'n ceee +("1)"an+1}Ao

+(10n+_l$1,{)A1+ e +(l,,_2,.+l“’1,,)A,, 1

+ l'n—-lan-n + An+l | .

Das ist auch eine hneare Kombination von A und wir. konnen es in
der folgenden Form
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lOn+lA0+l1'n+1Al+ tecc +ln—1'n.An+ An+l_
J

schreiben. Fiir gegebenes n ist dabei

Lo lniinel = lnn P lani1= ln—l'n ’ lins1 = lz 1n+l£-n 1>
(24)
l0n+l = Qrlon+ 10— (@elin—aslan+ + < -+ + (—1)" @pis1lnn)
Daraus ,
l'nn: n-1n-1 = ***°* =l11=100="j 17
) l'n——l'n = lp-2n-1 = st = l12 ='101 =a,

20 = loz+l(l)zn— = loo+ (n—2)I{},

ln—fjl'n = los+ (n—8)lp2+ (n—-2)2('n—3) I8y
Nehmen wir an, dass |
(25) lnzin =l +CP 1l(1) 1 +C:i zl(z_l)

und benutzen Wir I, imn.1 = lu_s-1n+I12;, = ln-i-zn-1+l‘12¢_1,._1+,l§,‘l.-,, ,
was aus (24) folgt, so erhalten wir endlich

ln—in+1 = loss1+ (i L syt oo+ U ,

nach (25)‘
= b+ @)+ Cr l(2) cee 4 CrE (’))
+ () + Cr— 1@ 1.|. e £ CPEIY)
..|_( ................. seecsscssse )
+( .............. cegeeeeee . )
+ () +CHE@ + - +C ‘*’)
Da '

(1 +x)n-i+k—2+ (1 +'x)n—i+k—3+ . +(1 +x)k -1

_ {Q+a)"—1}(1+z)*}
xr

so miissen die Koeffizienten von z*-! auf beiden Seiten miteinander
gleich sein. Also
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Cn-tHc 2+C'n k- 3 oee _].Ck—l — Cn i+k— 1
. {
Wir gewinnen somit
ln-7'vn+1 = lpss1+ Cln;ilgl'z) e +CP "+kl\(,l§)+k R Cfn_ll(i) .

Durch mathemamsche Induktion ist also oblge Annahme bestatlgt
worden. .
Nun um U} zu berechnen, setzen wir

(26) a—by=k, ...., On—by,=1kn.

Nach dem Leibnizschen Satz gilt

U'r%(x’ (l) = _D((E, a)km—'n-l +aD(xvaa)km_n_2
. L¥ ”

+( l)m 'n--la T ZD(x a)k1

a m—-n—2

= —-D(W, a)km—n—1+ D(x’ a)ks’ll)‘"_z_—l,)(x’ u)kg)—n_3
‘ A+ (1) D(x, @)k

aD(a;, a) I ZBD(w_, a)ku')
da mon-2 da mons

. +}(_‘*1)m—n-’lclm~n~2ll).(x, a) k{m—n—s)

da

+( l)m n- 1a ne 2D(w a)k

a'mn2

Wir ordnen .d_ie rechte Seite nach der Ordnung der Ableitung

= D(x ’ a){—‘km—n—l+ k.‘"l;)_n_g— seee | (__1)m—'n—lk{'m—n—2)}

‘ 3D(z, a)

Sa {km -n- 2"2[62{17’ gt +(—‘l)m_n_l(m—%-*Z)k{m—”‘B)}
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+a—Da‘”%—92{( D oo o+ (— 1 2C P50k
Foees (=1 nCr “n-3 §m-n-i-3)
+ (— 1yl Oprni o2 fgmon-i-a)) |
e, IR S e

+am "2D(x, a)k( —1)ym-—n-1

a m—n-2

Nach (28) ist aa‘Di eine lineare Funktion von A. Daher -
o \

(26) : J(a)U*(x a) = (— l)m "t Am_n_2kr
S D A a{aa ki (— ke + CPnotD))

. +eeee (=14, L y p{lm n-l-pm-n— 2761
+(~kp+ Cp" T Vo1 m-n- 3+(ks—C"‘“” 3’6%"
+ O DY Ly om 1 pmmt - -
(=1l — R, ,. .
e+ (=1 Oy kP D) lm~h~i—pm—ni—l—p}

+(—1)m-n-1Ao{10m Y R o R X ) % O /S
o (S o — R s |

v | + . +( l)m n-— lk(m n-— 2))}
Aus (20) folgt

AP
yi |

={ 0 l+k==m—1
L(—F l4+k=m—1.

[ ¥ ]

Dé;aus folgt‘ |
27 Uy9=. m)—":(_'l)l_n{lm—l—l.m—n—zkl+lm—l—l.m-—n—3(‘_k2+)Clmy_"—zkl)
- +----+(—1~>l-"zm-z-1,m-i_l’(k,_n—c,:"4lk;£’ﬂ_l
- » | ‘+ +( 1) nCm n-2 (- n—l))}
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Beriicksichtigen wir die Definition der I;. (23) und (24), so ergibt Siéh
immer '

1< k.
Wegen der Ungleichung
m—Il—1 m—n—2 oder ’ l_>_n+1 ‘

kann nur in .diesem Falle eine von Null verschledenen Funktlon
UD(x, x) existieren. Sonst gilt immer

. Uz, 2) =0, I <n+1

Nun stellen wir die Funktion U*®(z, x) in der folgenden Tafel
zusammen ;

T UM, ) =0, Uz, 2)=0, ...., U*‘f(w, %) =0,

Us®(x, £) =0, Uf®@,x)==0, Uz, x) =0, ....,
(28) | \ , U@, ) =0,

L U*(m—l)(x, x):‘:o ’ ‘e e v m*s.’g 1)(x, W)-—il’-‘io U,:(_"ib—l)(x, W) =

Somit kinnen wir dle Integralglelchungen (15) und (19) in der Gestalt
schreiben, ' ’ R

o) =353 U, @) + " K@, 9o,
- v(B) = zwﬁ, a)v“>(a)+§ K(B, &w(&ds ,

(29) v(8) = % U“’(B, DO — T8, ﬂ)vos)+j e av(&)de

omn(g) = 3 U 28, o) — S U, gE)
"amiK (g, &)
| s ey

a
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111 Allgeineme lineare Randbedingungen und Uberfithrung der
Volterraschen Integralgleichung in die Fredholmsche
Integralgleichung

Wenn die linearen Randbedingungen, welchen v(x) geniigen muss,
folgendermassen gegeben sind,

ual’v(a)—{-ynv(l)(a)_{_, e e F 110" VN (a)

+ po10(B) + v ®P(B) + ¢+ + + pm 11" V(B) = €

vom V(@) F+o1mV(a) - - - + vmo1m 0™ D(a)

+ pom¥(B) + p1mVP(B) + « * * * + Pm-1mV ™V (B) = Cin

und wenn man v(a), vW(a), ..., 'v("“‘l)(a) und v(B), v?(B),
pm-1(R) zwischen (29) und (30) eliminiert, so ergibt sich

(81)
o) —| K, 0@ , Uslg, o), ey Una@ @)y O 5 e
— 'K (8, ep(©)ds, T8, @), .-, Una(B, @), =1, 0 .o, 0
— [ KB Dierae, UL, . ..., VLB Q,
—UFO@, B), —1, 0...., 0

e 66 99 606 0 60 00 88 0s e e esessesesseeceeses OB 000

B Am-1
—| L—————agﬁ Do@)de, USEB, @), --- : =0.
’(B, a), —Ug™ (B, 8), ...., —1
(5] ’ Y01 , caeey
Ym-11 Ho1, ‘eeeey Mm-11
Cm ’ Yom » . .y

Hom » cece sy Mm-1m
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. Wir sefzen zur Abkiirzung
(32) .
UO(B, a)’ AR ": Um—l(B’ a), *1 ’ O ’
UL, @)y e USAB, ) —UFOB, B), —
P | U @, e UGB, ), _ypmg, g),
Y01 , | , Ym-11s Mol ,
Yom » Iy Ym-1m » HMom ,
(33) U) = L
D .
0 s Uo(x, a), . Um_1(£13, a),‘ 0
0, UdB, a), ceers Una(B, a), —1,

(5 101

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Ym-11, Mo1,

L A I I e I I I R A I R A I I N R T R R

(34) G(x. 6) K(x 5)+3x

0 s Uo(.’;v, a) R

ag™-1

K(B! ‘E), A UO(BI’ a) ’ |

y Una(®,a), 0,0

K0 g, o), ..., UETE, o),
—Usm, ), ...

.oy Um_1(,8, a), '-‘71, 0.,‘.. .

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo
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0, Yo1, y VYm-11, Hom » or MPm-11
0 ’ Yom » ceen y PYm—1n Hom » s Mm—1m
@5 G(x §) = G(W, §)—K(x, &) .

‘Dadurch gelangt man zu einer Fredholmsche Integralglelchung,
unter der Voraussetzung D ==0;

(36) - v@) = U@+ G, Oo@ds

IV. Das zweite Ergebnis der vorigen Arbeit

In dem speziellen Falle, wo mindestens ai—b; = ae—bs =

=a,—b,=0 und in den Randbedingungen v®*(g), pm-1(R)
nicht auftreten, haben wir -

(37) U-r:k(l)(B, :8) =0 ’ Yy < l'_n 3

38  Hp=0, g=p+1, ...., m—1, n=1,’....,_m.

Danach konnen wir die Determinante (31) in der Gestalt

@) — (K@, &o@)ds, U, @), ..., Unal@, @), 0, e, 0
—{ K@, o0@)ds, U8, o), ..., Uns(8, @), =1, e, O
9 K(B1 5) (p) . ' _
~ | TR Loeae, U8, ), | 0
’ U')(np—)l(/gi a)9 0! ceeey —1 N
01, Y01 ’ Ym-115 Ho1, » Pm-11
'cm’< \ Yom » eceny Ym-1m fl‘om, cesey Pm-1m

schreiben.
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‘Multiplizieren wir die p+2 te Zeile mit #p-11, .... Mp-1m und

addieren wir dazu die p+83 t€, «vvviriiiiiiiiiiitiiiitiicentananns
p+2+m te Zeile, so verschwinden die Elemente der letzten Kolonne
mit Ausnahme der p+2 ten Zeile, und wir kiénnen die” p+2 te
Zeile und die letzte Kolonne wegnehmen. Wiederholen wir diese

Methode, so gelangen Wir zu der Form:

— SzK(w, OdE, U, a), -ovrr Unmalw @) |
(39) a—Ki(B, ), Eo: , Ceeees Eaen =0,
emn—EKn(B, §), Eym, s Em-im
wobei

?U; (B, a)

(40) Eik = vir+ o Ui(B, @)+ <+ + Kok Yz

i=0,1, coo.,m—1,k=1,2, ...., m,

(41) KB, & = pouK(8, O+ -+ 1ty %
gesetzt sind. N
Aus der Determinante folgt sogleich
(42) v(@) = U) + | Gl; Sw(E)dE
Wobei‘ | |
EOI s Ell ’ ’ Em—-ll
) b ....... ’
Eom, Eim, s Emoim
0 ’ Do(.’ﬂ, a) ’ ’ m—l(xv a)
: 1 C]_ y EOI ’ ¢ oo 0y E-m—ll .
4) U@ = ——— | ceeun.. feeeteanseianencnens :
(44) (x)‘, D | - )
‘ Cm > EOm ) ’ Em—lm

und
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0, Uz, @)y ..., Un1(®, a)

1 KI(B) E), EO] ’ e e o ey E'M-'ll
45) G@, E)=K(@, )+ | cevirerannnneennnnns e ,
N _ x>t D

oooooooooooooooooooooooooooooo

} Km(B, 5)’ 'EO'm. ’ R , Efrl‘.—lm
G, &) = Gz, &)—Kl(x, &),
2<% 2>t _

Dies ist das zweite Ergebnis der vorigen Arbeit, aber der Beweis
ist nicht vollstindig. Tatsichlich ist das Ergebnis nur dann
benutzbar, wenn mindesten a;—b; = ---- =a,—b,=0 und wenn
Pen=0, g=p+1, .... , m—1,n=1,2, ...., m. Doch gehdren
die dort gegebenen Beispiele alle zu diesem speziellen Falle und
deswegen bleiben alle Resultat der Beispiele richtig.

V. Allgemeiner Fall

Im allgemeinen multipliziert man die m+1 te Zeile in der Glei-
chung (81) mit #,-11, Mm-12, «« .. » Hm-1m» und addiert dazu die m+2
te, m+3 te, .... 2m+1 te Zeile, so sind die Elemente in der letzte
Kolonne alle Null mit Ausnahme der Elemente der m+1 ten Zeile.
Daher kann man die letzte Kolonne und die m+1 te Zeile wegnehmen.
Die Elemente der m+k ten Zeile in der neuen Determinante sind

pam-1 ’
Cr+ "’m‘lks %%ﬁv(f)df , vt e U™ B, @), ool

Hor—Hm—1Ug* ™ (B, B) s veee s Mmozk—HPm-1xU, *(m D(B, A) .
Wir setzen
' Pm—2k— Hm-1% U, *(m 1)(.3 B) = l‘m -2k s
k=1, 2, ...., n,

Multipliziert man die m te Zeile mit ), 5.1, #higs «coe Hp-zm und
addiert dazu die m+1 te, ...., 2m te Zeile, so werden die Elemente
in der letzten Kolonne alle Null mit Ausnahme der Elemente
der m ten Zeile. Daher nehmen wir die letzte Kolonne und die m
te Zeile wieder weg. '



16 L _' Y. Ikeda o
Die Elemente der m—l—k 1 ten Zelle smd

m-1 m. ‘
- Cr + Hmo1k gﬁ a—Eﬂﬁgv(&“)dé + M-zt jﬁ i—ili'&—‘f)v(éf)d&' \

« 081 « 08m?
. 3{0]0+/"'m—1k Uo(m-l)(ﬁ’ a) +/"';n—-2k Uo(m—2)('8 a) ’ ceee o
For—tma i UF™NB, B) =t UF™2(8, 8), .... .

' pm-st—Hme1 UEBTN(B, B)— Bhpar Ui 2B, B) .
Setzen wir
,Uv;n-—ak = /"’m—sk_’/"m—lk *(m 1)(,3 B)"‘/‘m 2k U*(m 2)(,3, ,8)

und berechnen weiter in glelcher Weise, so gelangen wir endhch
wegen der Abkiirzung

(46) f‘l’;n—ik = M-k HMm-1k Uy:*:(jq’;hl)~/4';n_2k U*(m 2)
+/J'm—i+1k U*ﬁm*i-rl)

zi derselben Form wie 1m spezlellen Falle abgesehen ' von dem
Strlsch ,

(47) Bl = v+ 104 UilB, @)+ .+« +ph_14 Mﬁ_ﬁ) ,
apm-1
7:=0, 1, RERN m'—l, k=1, 2, ....‘,m
m ' m—1
(48) Ki(B, €) = 1 K(8, )+ ++++ +pnl 12" agﬁ, 8

und zur Fredholmschen Ihtégralgleichung

v@) = U@+ | Gle, o(e)de,
wobei -

© 49) D= | o,

------------------------
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0, Uz, a), o, Uni(® 2
: ) a, Ej,, , ’ 11
oY ERE T
Cms Eom ’ m-1m
0, U, @), ..... s Um-i(2, a)|

) 1 Kl’(ﬁ) E)’ '(,)l ’ ceeet E:n-—ll
(51) Gz, &) = K(=, &)+ — . .
x>% D

ooooooooooooooooooooooooooo

----------------------------

KiB, &) B,  evvvy Elym

x>% <%

g'esetzt~ sind.

VI. Die Randbedingungen, welchen die Funktion U(x) geniigt

U(x) ist eine lineare Kombination von unabhingigen Losungen
der Differentialgleichung (1). Daher geniigt U(x) der Differential
gleichung (1), aber die Randbedingungen, welchen U(z) geniigt,
sind nicht dieselben, denen v(x) geniigt.

Die Randbedingungen, welchen U(x) geniigt, seien

U@ A i1 U D)
+ U e + iy U D(B) = ¢, ,
(B2)  { ceeeeciiiiiiiiaaan R R R I ,
e U (@) A+ e vovvee- F 1 UM D)
HpmU(B)+ -+ v e vt 1 U™ D(B) = Cpm .

Substituieren wir (50) in der linken Seite von (52), so erhalten wir

(53) | L s e e y ’
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wobei zur Abkiirzung
SV = eUn(a)+covevene ol 1 U (g)
+ Mo Un(B) - v oo o + -1 US*2(B)

k=/1, 2, «..., n=0,.1, ...., m—1

gesetzt ist. |
Wenn die Werte 4%, -..., -1z SO gewdhlt werden, dass

(54) sk Unla, @+ UDa, )+ - -+ + +1lpai U, a) = vni
n=0,1, ...., m—1, k=1, 2, ...., m,

so hat die Determinante (53) den Wert cz. Aus (13), (18), (20) und
(28), folgt

| Uo(a; a) = 1 ’ Ul(a’ a) = 0 ’ cees ’ Um 1((1, a)= 0

U()(l)(a’ a) -:‘*: 0 ’ 1(1)((1: d) =1, ...., (l) l(a’ a) = O
G5 v S '
mD(g @) F=0, teeeerenrennnneenan , UlmiV(a, a) =1].

Damit konnen wir die Gleichung (54) in der Form

4 - .
Ym-1n = VYm-1in»

(56) - Vm 2'n+ym in U(m n = Vm;2?rl ’

YotV UP+ oo +uf 1n U™ = pon

schreiben. ,
Offenbar ist
Ym-1n = VYm-1n
1 0, ........... y Ym-1n » O 1
‘ . ) U(m 1)(a a), ) O, oo e y Vm-?n, ) o 0
(57) p;":: ..a....-.-o-.....-.--....-.o---.-..fo\.--....n.. ,‘

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

U("‘l)(a @), «oor , Uf'Ya,a), Yom 5 , 1

Fiir p), gelten die folgenden algebraischen Gleichungen, wie schon
in (48) gezeigt : ’
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Hm-1n = /'c/m—l'n ’

(58) Hm-2n = M:”-Zn'*‘l";n—l'n Uﬁﬂ’:(—?"l)(le" B) ’ ;

Hon = F‘(,)n"'/"in 0*(1)(16’ B)"l’ cec +/"'1,n51n 0*(m-1)(B’ B) 4

Daraus gewinnen wir die Losung

1, 0,‘ .o.'., flm—ln’ O', e v e 0y
Urom9(8,8,1, 0...., Hmson, 0, ...,
(59)  Hhn=| ceurn... feeriesiee. e .
U™ (B, B), «eeieeee, Hom, EEREERR , 1

Es ist ganz merkwiirdig, dass die Determinanten (57) und (59)
nicht nur in derselben Form dargestellt werden, sondern auch die
dort auftretenden Funktionen wegen (18) und (20) den Relation
geniigen

- (60) U= U9, @), >k

Im Speziellén Falle, wo k1 =----= kp =0, Mps1n =" =Pp-1,=10
und vpi1, = =ppu1,=0, n=1, ---- m wird die Determinante
(59

l"":z'.r;;/"‘qn;_ 'q=1,2,....,p, n=1, 2, ...., m,
In gleicher Weise wird aus (57)

/
Ygn = Yyn

VII. Reziprozitat
Wenn man @ in b und « in v zyklich substituiert, so erhilt man

‘d— 4, D—>D,, K-S, A—S, U—V, G——TI, E'—H'
WO '
), L., oD

-------------------------

(61) 1-11 = l ’

........................
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v(x) , . , Vm(%)
WmAE), ..., VA(E)
(62) Dilw, &) = | ceeiiiii, A
, Al ‘

........................

u(8) , ceees Um(8)

9D\(x, £)(b.—as)
98-

" {Di(@, §)(bm —am)}

(63) S(x, §) = Di(x, 5)(61—-00)

T |

a&’"‘
0, v, eeee s Unm(®)
0, ™1, R Al (9

(64) Bp= (=171, o DE, ...., oD@,
0, o3, ...., v AE)

oooooooooooooooooooooooooooooo

[ Vm-l(x’ aj = Dl(m’ a) ’

Visle, @) = — Dite, ) (b~ au(@)) =222,

Vo(x a) = —Dl(x, a)( m - l(a)—am—l(a))

(65) 4 » |
——{Die, a)( m-2(@)— @m-2(a)) |
P :’:;2 (D&, a) (bl(a)—af(a)}
m- 1§m_e)
+(=1) 41
(©66) Vi, o) = Vm_1U<m-li(a)+ e+ VoUla) ,
(67) Hiy = st WV, )+ s cw v.

agm1
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. } m-1
(68) (B, &) = MLS(B, O+ +ins 3—§—‘i?~5’ :
: agm™-1
HO,I ’ ° ’ 7:1,—11
. (69) '- | Dl T ’
H(),m: ’ Hfr’n—lm
» 0 ’ T/O(xy a) ’ ’ Vm l(x’ a)
(70) . V(x) — \ ____L C, HOI ’ cs ey H’l,n—ll ,
0
Cm Olm ’ ’ 1,n-1'm
0, Volx, @)y «..., Vm_1(x, a)
(M) —I(x 8= - . .
@t 1 Si(B' E)’ HO’I ’ seee, 7:&—11
S%,E+-——— --c. ........................... ’-.‘
( , ) Dy : ’
Sq,n(B’ E), o,'m ’, ee ey 'l,n—l'm

1@, 9 = —~T& S 9 .

Durch diese zykhche Transformation gelangen wir zu einer
Fredholmschen Integralgleichung

72) U@ = V) —{ I OUEd . =

Die Randbedingungen, welchen V{(x) geniigt, sind

W V(@) e +V£,';-l11 Vim-1(g)

RV (B) 4 evennns L VE) = o,

(73) P ,
, : van(a)"' creeeten +V;:.-‘im V‘m"l)(a) . |
BV (B)+ e eve e 1m VD (B) = Cm . |

—

Nehmen wir an, dass V(x) den Randbedingungen (73) geniigt,
so miissen die folgenden Gleichungen bestehen in gleicher Weise
wie (566) und (58) v :
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( V;rlb—ln = V;n—l'n, ’
(74) J V:rl¢~2n+9:r’z—1n (m 1)(11, a) = V;y;ezn ’
............................ , _
3 {2+ 1n Vola, @) + - c o an " Wa, @) = vin -
un 7 ,

-

lu’m-l'n - f‘bm—ln ’

| ;r,z— nt ;1,1— n V'rzf-m_l) s = M":n"' "
(75) ) Moy -2 Foom -1 (B, B) 2

{ /“"On+#‘1nV(>)k(B, )+ et +/“":'r,t.—1n 0*(m—1)(5’ /3) = /"'(S'nw‘

Wenn ujj, = und p = pg, =0, ...., m—1, k=1, ....m
sind, so sind die Randbedingungen, welchen v and V geniigen, mitei-
nander gleich. Da v und V beide die Losungen der Differential-
gleichung (2) sind und denselben Randbedingungen geniigen, so
ergibt Sich offenbar = . o -

(76) o=V,

Wenn v=1V, folgt unrnlttelbar dass (72) d1e Losung der Integral-
gleichung
v(x) = Ulx) +§ Gz, Ew(E)ds
ist. | = ’ l
"VII. Beweis des Erscheinens der Koeffizienten der
Randbedingungen von v in denen von V

In der Tat ist »}} = v,,k, Mit = Mik, Was wir beweisen wollen.
Aus (59) haben wir

Uktm-1 1 o, .. , 0
(77) Hrp—ite = (— 1) Pm_1k ,
N ; UJ:S.";.'.]_I) 9 2 e ese e e ,l 1
Urer D, ... Ui
Ufm-d 1 0, “ee s 0
+ (—1)i+1/“m..2k
Um*s’zn_z) ] ® ® o & 0o 0 .‘. Ll , U"*‘(”'L‘-t-Fl)
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- Wenn man die Relation

Uxm=®p 1, 0, ...., * ....0

. Uim-p, Ukmp-d, 1, ....0
(78) Virim—» — (—1)P1 (..iiiiiiiiiiian.n R R :
Uxm-» ... ceeeeees Uplm-ird

fir willkiirliche » und 7 beweisen kam{, so wird (77)
(@) ek = fm-1k Ve D+ - e + Pm-is1k Vim0 4 g o
Substrahieren wir (79) von (75), so gewinnen wir
0= (Mm-16—Hph-12) Vm*g’?;l)'*' .ot (Pm—i+1}c-—H‘fr’;-ul-k)Vn’:(—’ffi“)

+(Bm-ik— i), T=1,2, oo, m
Daraus folgt "

—
M-k = HMpp- vk

Wenn (78) bestehen kann so folgt gleichzeitig, Wle schon be-
merkt am Ende des vorigen Paragraphen VI, '

Ym—ik = Vil -

Wenn (78) bewiesen worden ist, so wird unsere Aufgabe voll-
stindig erledigt. Um es zu beweisen, betrachten wir zunichst

a , 1 ’ 0 y e e 0

: ‘ : ln-—ihi—'i+2 » O, | 1 ’ | RO 0
(80) Xipin = | enenrnnanananns e, e |

T ] eeesesesese e o0 0000 e ’ 1

* lﬂ.-i'n ’ ln—i+1n ’ s e ey an

wobei Iz in (24) gegeben ist.
Also
ay

Xn—ln = a , Xn—Zn =
ln—2'n a’l

t = a; “ln-Zn .

Nach (25) und (24) ist

- Xn-2n = af—arlor—I§Y + a.— (n—2)If) = a;—(n—1)af". -
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Nun setzen wir voraus, dass
(Bl) Xu-irin = @ii—CP *2al+ « <+ - +(—1)2CrGlaf-? .
Aus (80) folgt _
- (82) Xp—in = (*1)i_1{lnéin;ln—i+1nal+ln—i+2an»in—i+2~

TG S AEEE S S
Nach (25) gilt ‘
Clyin = it Cr il 4+ Cﬁ—liﬁ—ll(()i-n )
Nach (24) ist L
loi = I 1+ arlosr—aslysa+ - - - - + (=1l ,
o l(()li)—l‘ = 1@ s+ (arloi—2—azlyso+ -+ - -+ (~1)"‘2a,,:i1l,;'_g,-_2)(1), .

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

U = (arlo)tD .

Multiplizieren wir jede Zeile mit 1, (CPi+Cp?) = Cpi*!
(Cr3+Crs%) = Cr32, bzw. und addieren, so erhalten wir

[ * o 00 g

(83) Laoin = (@1boic1—aelys 1+« +(—1)1ay) .
+Cr Y arlos—e— a2l o+ - - -« + (—1)2q,_)D
+ Cr ¥ arlpi—e— - - - +(—1)3a;_)@

+ C,,-’igz(allm—azlu)(""” + C{i‘lla{i“”) ,

Wenn man die letzten Glieder in jeder Klammer" addiert, so erhilt
man ’

(84) (=1FUa—Cpr*'a@®i+ - - + CrPaj + (=1 ICrilaf?),
Schreiben wir die Summe (—1)*'Xg;, , so erhalfen wir
(85) ‘ (umin—(—1F X2 0) = (@ibos-a+ - - - - +(— 1) a1 bieio)
+ Cr~ Y arlpsa+ - - - - + (=1 ai-2li-3i2)® )
+Cr 5 2(aylpsgt - -+ - +’(-—-1)"‘6a,;_3l¢-4i—3)(2)

+Crgaler)? .

!
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Die Summe des ersten Gliedes in jeder Klammer auf der rechten
Seite von (85) ist

= arlos-1+ (1 los-2) Cp g enennn. ERRR +(allo1)(1 ACHZ?
= Grica+ @B, CF 1+ 0yl 4 Cy~ Eg et 2Crs
a?’li-sz“i”+2a§”l‘” 3Cn 2y ... +Ce a(l)lol s)Cn— '
+aPlo; 3Cy o2 4 - - - - + Ci 2P T OR3P

: . ‘ C,:' (1—2)10103
Die erste Zeile ist nach (25) |
. (36) Uil sein

Die zweite Zeile ist

81 a£1>{(n-z'+1)zo,-_2+z‘”—i+2’2(”*"+” I,

e+ CFECRRIG 3’} = a§1)(n—i4-1)ln-i+zn ,
denn | T oCop- “"k = (n— z+1) Cri*e ., |
; Die p—1 te Zeile ist
(88) a(Ploi—p1Cr P4 a{Ply;_p o Cryi*»+1CEH
4+ L +afloi—p qC:+J+p+qC;)+q+ . +a’ip)a{i¥-2~p)0‘z¢_~220’t;-2 .
Da CpireriCpre = Cg'i*qu”'5+”*“ , éo ist obiges |
= aiv) C;_i+p{lo-i-p—1+ Cfl—ﬁp;llé].)i—p—z e +Cq”—?+p+ql(()‘f)i-p—a

R & a{“"_""’ C,;'f.;,z_z} = asp) C,’?'“”Li -i+p+1n »

In fgleiéher Weise, kann man die Summe des p ten Gliedes in
jeder Klammer auf der rechten Seite von (85) berechnen ; also

¥

(—1)7! {ai’lp’—di-l + (@plp1i-) P CP 4 - e v (aplpo1,) TPV ORGP

— (’__1)2)—1{a,plp_;li_l+aplz(olzli_2cin--i+1+ ..... +aplgc;1p;1)cn p 1
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+ a0l 152CP " 4 - - o 4 aP IR, z)c,-,, 10ps
e e e +a£’2)lg_~{)’;8) C%-p—l :npp-il

oooooooooooooooooooooo

+a§:-v+vl@-lpcw i} .
"‘Die erste Zeile ist - : .

89) (—1)7 @yt 10y CF o + o oo + 1R D O 2
= (——1)p*lap{'l§,-_p+ CP ) pr + Cplgi-’ PSPPI + C#3_ I »ry
+Cn 1.+1l6 ) ]+Cn 'L+ICZJ 11(2) p- 2+,,, +Cn "HC': ;_ l(z 1) -1)
S + e+ ORGP
= (— 1),,_ ap{los_p+I5D. - l(crlwri“)' ‘
| 8 5 o(CP+ CEICH14 Cpiv)
SRR +a§i—?-1>(cg:3_1 + Cg;,g_zcr-m+ Ciz5_ s Cpiv?
I z p °3 )} : ‘
= (=1 lap{lm o+ I pa(n— i) + B g Cpmsto
| | ENNPRE +C:f,,_1}‘
= (—1D?aplp-iipn - T o
Da, | (1—2)" D1 —g) 74 = (1—g)~ 279,
so miissen die Koeflizienten von 27 auf beiden Seiten gleich sein ;
CEd i+ CIEA O™ -+ G232t = CF,p -
Die q te Zeile ist

(90) (—1)P1a{Cp ¥y ysoq1+ CR T CFID, 1o g s
L L e OO
Aeeee taftrmo C-’i}"l’ij“”,"y} .
= (— 1) la@ C;t~i+'q{lp_1@;—a‘-1‘+ C""”"”lﬁl 1i-g-2 v

+....+Cn—t+a rl(_h —der

. , —p-1 PO T L. - -7
+OpEAafP ) = (—1Pa Cp s g
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Daraus und aus (85) 86) (87) (88) (89) und (90) folgt

lﬂ—'l'”'—X'g—in(_l)i—jl = alln-—'i+1n‘+ (—1)041) Ci";i+1ln—'£+2'n+ e
+ (__l)p—lagp) Cg—i4pln_i+p+1n‘+ e es +(_1)i—2CZ}_—22a£i—2)al

e R R
(= 1)l supnt e oo o+ (—1)P A i grpm
+a(1 b ol l)al( 1)7' »- IC:bpz-:-}i.l e e e s e

+(—1)"2a;.10, Cp~**1
"'—'_= alln—i-x—ln”‘Xn—in—i+2ln—i+2n+ R (—1)?:Xn—-'i'n—la'1-

Vergleichen wir dies mit (82), so ergibt sich
. X3=in = Xn—in -

Nach (84) = ' A :

Xn —in = Q— Cn—i+1a£l_) doeeee 4 (— 1)@ IC,’i la("”

Damit wird die Voraussetzung (81) bestitigt.
Wenn man setzt '

(91) Y'n-'bn( 1)1'_ = Tn—zn"“bl'rn srln+ Yooin- t+27'1; i42n
¢ L ' + - +("' )t—lYn 1n ‘lbl ’ B

dnDi(x, E) ’I’OnBO'f"Y'lnBl'F +-B'n
d&r : y] '

und

so -ergibt sich in gleicher Weise |
(92) Yooin = by— CP+15{0, 4 - . . . +(__1)i—lc:n—1b(i-1)

Um (78) -unmittelbar zu bewelsen, berechnen wir die folgende
Determmante '

» ln—tin’-'ﬂ-l “Tn—;inéi+l ’ 1 ’ 0 O0... . 0
. ln—i'n-i+2 —Tn-in-i+1, A1, 1 ’ 0... ¥} 0 '
(93) Z'ni S eececcctectrceteaaaas SRR AR R ERA R (_1)‘—1’
l’n—z'n-—l Trn—in-1, ’l‘r‘t-—;H—l’n 1y ecscescen ’ 1
l’ﬂ—‘ln —Tn-in, l'n i+lny  eeeces e , A1

+oder
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99 Zn:i= Cln-—i-n_'rn—i'n—(ln—in-l"rn—in—l)Q1+ (Upn—in-2—Tn-1i-2) Xn—2n
| | 4ot (=1 oin-ir1i—Tn-in—is) Xnoisin .
Nach (80) kann man schreiben
(=D X = nein—Ineine101-F Inin-2Xotn - - + (= 1) 01 X s01n
'oder _ | | |
‘(95)7 ln—in'—.ln—in—lal+ln—i'n-—2nX'n—2-n—“ <o
_ (=111 X2 1m— (— 1) X i |
= 0. *
In gleicher Weise nach (91)
96)  Tnin—Tnin-1b1+Tn_in-2 Vo zut -
| +(—1)¥1b Y- ,+1,,—(-1)* 1Y, iw=0.
Au}s (94) (95) und (96), gewinnen wir
O Zn= "‘n-m-i(ar—l'bl)"'"’rn-in-Z(Xn_zn;-' Yozn)t----
| f("1)“1”'n-in—i+1(Xn-i+1n-—Yn—inn) .
(=1 (Knin— Vn_in) .«
Nach (81) und (92) folgt
(98) Xop-in—Yain = ki—CP* kD + - - - +(—-1)*'-1C?‘*1k{""”

Substltmeren wir (98) in (97) und verglelchen wir mit (27) wenn
r—1 und k— —k, folgt U— V, so haben wir

99)  Zui= VAmIOUE, @) (=1

Multiplizieren wir die erste Zeile mit Y, i.1.(—1)""! die zweite mit
Yr-ir2n(—1)7"2 und so weiler und addieren wir es zur letzten Zeile,
so erhalten wir die letzten Zeile in der folgenden Gestalt
l'n—in—'r'n—'iu-(ln—in—1-7n~iﬁ—l) Yn—l'n+ e
+(""1)‘.—l(ln—in‘—i+1frn—iﬁ—i+1) Yn;i+1n ’
ln—i+1n“lu--i+1n_l Yn_ln_;_ ......... e es e +( 1):— meislm s
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ln--i+sn"'ln—i+sn—-l Yn—1n+ cee + (‘—‘]-)i_l-'a1 Yn—-i+1+s—1n ’

ln—lﬁ"" n-1ln -

Wenn wir in (94) I anstatt » und X anstatt ¥ und in (99) U anstatt
V zyklich substituieren, so wird die erste Zeile

(—)iTR D
Aus (95) Wifd die zweite Zeile geschrieben werden ;
In-isin-1(Xn-1n—Yn-10) - - - - — ("_i)i-l(Xn-i+1n,—" Yu-ivin) -
Nach (27) gewinnen wir |
(-—1)"+1U,;,“(ﬁ_”H 2,
Die sté ,%eile ist in gleicher Weise
(—1)s+e Uxm-n+i=s)

In solcher Weise kionnen wir die Determinante (90) der folgenden
Form ausschreiben,

U;(q:?nl) 1, 0, ceee, _ 0
' ( ). ....................................... ,
Zni = (—1)
*(m—-n-+i=1 e essssecccees e e
Ujlm-nti=l) = oooievenetn. _
Uxtmon+i-l) = [Txlm-nsi=2) =, , UXtn-p-2

~ Nach (99) ist
' Vitmonsi-0(g, g) = (—1)*1Z,;

Setzen wir ¢ anstatt »+1 und p anstatt n—i+1, so gelangen wir zu

Uim=p ., 1, 0, , 0
(100) VAm-p (@, ) o= —| *"arrecrsss s
L Ceeeeeeeteeseeanccsannns U |
Uirm=p) | e, ,  Uptm=i+D

Jetzt w1rd (78) bew1esen und die Wlederkehrung der Koefﬁz1enten
der Randbedingungen ist vollstindig bewiesen. '
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Also sind

"o__ ‘ "o__ ,
F‘ik = Hik Vil = Vik «

IX Homogene Integralglexchung und Randbedingungen,
welchen der Kern geniigt ;

Wenn C;= Cp=-++- = C,, = 0 und D=0, so wird die Funktion

U=0,
folglich

v(@) = | G, Ep(E)e .
Wenn D; =0, so ergibt sich | ‘
v() = V() =0.

Wenn D; = 0, so kann »(x) von Null verschiedenen sein.

Es ist ganz merkwiirdig, dass G(x, &) in allgemeinen nicht den-
selben Randbedingen wie v(x) geniigt.

Substituieren wir G(x, ¢) in die folgende Randbedingung

u{,’,ﬁ G(a, §)+V'”G(l)(a, f)-l— . +v£,’,’rlkG(m_1)(a, &)
a<E
UGB, O+ 1 GO, )+ + ML G DB, 8 = o
z B ‘
k=1, 2, ...., m,

Nach der Definition von G(z, &) wird

1P, Po, Pi, ...., Pny

1 | I{I » EO’I ’ El,l » ’ 'r’n—ll
‘E ............................. N
Km ’ E()’m 9 e e s e e e e ’ J:”.,lm
‘wobei , .
' m—lK(B E)
P IIIK , /II aK(B’ E) .+ :r,z’- d ] ,
” ®, &+ Y. | IZ 5 g1
. P = !Jok U,(a, a)+ ,”U(l)(a, a) + +)J.:,/¢,.1k U(m 1’(a, a)

+ L U8, @)+ 1L UL, . L U B, a),
=0, ...., m—1, k——-l 2‘ ceee, Mo

gesetzt sind.
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 Wenn p'" =4, J"=,' so folgt

Psz, qu—_—. ‘i,k

und die Determinante ist c¢z. Gz, &) geniigt also nicht denselben
Randbedingungen wie v(x), sondern den homogenen Randbedingungen,
welche dieselben Koeffizienten wie (52) haben. ‘

X. Einige Beispeile
Zunichst wollen wir ein einfaches Beispiel nehmen
- @on o uw’+u' =0,
w2 | V'+v=0.

Nach (1) und (2) ist in diesem Falle a; =1, =0, a2=0, bo=1,
m = 2. Die Losungen von (101) sind ¢® und 1 und die Losungen
von (102) sind sin # und cos z. .

* Nach (4), (6), (11) und (18) ist

103) a4=|2 ot D@ g =e|l o 1—en,
1 ~t 1 et

(104) - K, & = —14+2e-@9

-(105) Uy=1—e =) | U — o—(®-®) ,

U(x’ a) .=v { 1——-6—(1&““) }rv(l)(a) -+ e"(x—“)fu(a) s

!

(];06) v(x) = ‘U(x, a)+ SzK (x, &v(6)dE .
Dagegen sind nach (61), (62), (63), (65) und (66)

W07 4=1, D, & = sin@—0),

(108)  S(x, &) = sin (x—&)—cos (x—¢) ,

(109) Vi=sin (®—a), Vo= sin(®—a)+cos (x—a),
(110) V(z, a) = sin (x—a)u(a) + (sin (x—a) + cos (x—a))u(a) ;.
1) UE, @ = V@, o +(Se OUE, odt .
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Nun nehmen wir « = 0, 8 = [ und die folgenden Randbedingungen

(12) =0 ®(0)+hv(0) = &, vO(D)+ho(l) = e
Dann ist
(113) uo4=h, V11-‘-‘—"’—1., lbol———_l-"u:O, V°2=V12=d’

Moz=h, ma2=1.

Nach (13) (18) und (46) folgt

U o) |_, 2Ua)|_ _;

9l ol
a=l a=l

’

Urd, =0, Ur,)=0,

4

0= po= F'<')‘1+F»11 Usr®, pi=pm=0,

b = poz = poa+ pe U® = poz—1, M= me=1. v
Nach (47) und (48) ist dann

EO’I =h ’ El,l = —1 ’ EO,2 = h’e—l‘, E1,2 = h(l—e-l)'*'l ’ |
Kl =0, K =h(1—2e®)+1.

Also |
D=h (h +1+e™(1 -—h)) ’
| , 0 e"”, . l—e™
(115) U() = 1 .k, —1 ,

hh+ltedl—n) | © | |
¢z hel h(l—e-)+1

1_‘{h+1—2he—<i-ﬁ)}{(h—1)é-?—h} .
h{h+1+e1—h)} g

(116) G, &) = 2e~@D—
' x>%

 {h+ 1—2he-99} {(h—1)e~"—h}
h{h+1+etQ—h)} )

(117) G, &) =
Aus (108), (109) und aus den Randbedingungen

(118)- vh1 U (0) +21, T D(0) = ¢, HUI)+pie U(l‘)(l) = C2,



Die Randwertaufgaben der linearen Integralgleichung
[ Hor = vo1+ poy Vo, 0)+ pis VL, 0),

Hiy = vii+wg Vill, 0+ 1700, 0),

His = v+ pta Vol 0)+pls VEOQ, 0,

Hi, = viz+pih Vill, 0) + 12 VO, 0),

(119)

3

Wo‘bei
pe=tz=1, wh=p=0, pi=pu=0, wo=h,
folgt nach (56)

v =1, v+ US(0 , 0) = V01, Vi U0, 0) = 112,
Bt UDO, 0) = 20s, UMO,0 =1, ULO,0) = —1,
wi=h,  wi=—1, s2=0, 13=0, '
wi=h—1, 1= —1, =0, »=0.

Daraus wird (116) |
- Hfy = lz——.l , H{i=—1, H{s= h(sinl+cosl)+cosl—sinl,
H» = hsinl+cos, | |
D, = (h®*—1)sin l+2k'cos l ,

T, &) = —1(1+h)sin (—&)+(1—F) cos (1—£) } {h sin z+cos }
22t (h*—1) sinl+2h cos

+sin (#—&)—cos (x—¢),

33

| — Iz, &) = __{(1+h) sin (I—¢) +.(1——h) cos (I—&) 3 {h sinw+ cosx}

x>t ' (h2—1)sinl+2 h cos

Wenn.c; = ¢z = 0, so gewinnen wir

v@ = [ G, Bo)de .
‘Wenn '

| 2
120 tanl = — LA
0 T T

so erhalten wir eine von Null verschiedene Losung
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@ =~hsinz+cosx.

Eine solche Eigenfunktion hingt von der Greenschen Funktion ab,
aber .wir konnen eine andere Greenche Funktion bilden, welcher
dieselbe Eigenfunktion geniigt. Z.B. nehmen wir die Differentialglei-

chungen
u' =0, V'4+v=0.

und die Randbedingungen
(0)—v®(0) = 0, ho(l)+v®(1) = 0 .
Dann haben wir durch dieselbe Methode ’

(121) | G’(f;f) m{hs+ 1} {h(l—x)+1},
- (22) G(x, E) m{hx—!—l}{h(l —&)+1}, |
, —-I’(x.E) __{h sin (I—x) +cos (I—2)} {h sin § +cos E}
) x>t ‘ l{(h2 1) sinl+2h cos 1}
I, &) = — {k sin (I—¢&) + cos (l——é)} {h Smx+cosx}
o< {(h*—1)sinl+2h cos I} )
Wenn . S
2h
(123) , tanl= 1

so ist die Eigenfunktion

@ = hsinx+coszx .

In der Tat konnen wir veschiedene Greensche Funktioneh bilden

vermittelst der zugeordneten Differentialgleichung (1).

Aber die

Eigenfunktion kann nur durch die leferentlalglelchung (1) und die

zugehorigeh Randbedingungen bestimmt werden.




