JETS SEMI-HOLONOMES. ET TENSEURS NON-
SYMETRIQUES D’ORDRE SUPERIEUR 1I..

Par

Michiaki KAWAGUCHI

N . (Introduction.u | P

La notion des jets semi-holonomes, créée par Ch. Ehresmann [2]" en 1954
est une généralisation de celle des jets infinitésimaux (voir, Particle [1])°
quelques applications géométriques de ce jet semi-holonome sont con31derees
dans les articles [3]~[6], surtout, la définition générale des connéxions d’ ordre
supérieur d’un espace fibré est bien connue. Mais, puisque la définition de ce
jet semi-holonome est trés abstraite, nous ne pouvons pas comprendre la SIgm-
fication de cette notion et il est’ difficile de faire son calcul. Pour cela, d’abord,
nous sommes arrivés aux questlons comment on peut définir la notion de Jet
semi-holonome dans le calcul des tenseurs d’ordre supérieur et comment nous
faisons le calcul des tenseurs qu1 correspond a celui des jets seml-holonomes
Le sommaire des études concérnant le calcul des jets semi- holonomes se trouve

a larticle [15] de ]’ auteur.

Dans la partie I* de cet article, I’auteur a étudié la deﬁmtlon de jet seml-
holonome et discuté les proprletes partlcuherement la loi de composition externe
entre jets semi- ‘holonomes. Et nous avons considéré le P-tenseur non symé-
trique d’ordre supérieur. Pour définir ce tenseur, nous avons suppose une
forme généralisée de la transformation d’ordre supérieur de paramétres, de telle
sorte que les coefficients de cette forme ne soient pas nécéssairement symé-
triques par rapport aux indices inférieurs et nous avons discuté sur la structure
des coefficients de cette transformation. La notion de ce P-tenseur non symé-
trique d’ordre supérieur correspond a celle d’un jet semi-holonome  lorsqu’on
pense seulement les automorphismes des sources du jet semi- holonome et les
buts sont toujours fixées.

Dans cette partie II, en considérant en méme temps les automorphismes
de but et ceux de source du jet semi-holonome nous arriverons au vecteur
non-symétrique - d’ordre supérieur. Désormais, nous appellerons le produit
symétrique d’ ordre supérieur de Uj,, les coefficients A5} exprimés par

1) Les nombres entre crochets renvoient aux références a la fin de cet article.
2) Voir, M. KAWAGUCHI [13].
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. 1. . .
(3.5) AsB= 3 £ CUS, U e U

(+81) 51132!"'51! DlllJz!"'lJ,,_“_l. (ﬂ(sx) 5(82) ﬁ(&x))

a §3 de la partie I, et au méme paragraphe les coefficients A3 qui étaient
définis par

_ GBBrBy  n
(3. 8) A = 2 Uiy Walnpy ™" Yatupid
oty geeett)) (1)
ou
_ BBy n .
(3.9) A= X 2 Uy Uil Uglupi1 >

(F‘lﬂz"‘llg) [+P1]

s’appelleront le produit semi-holonome d’ ordre supérieur. 11 est déja bien
connu® que le produit symétrique d’ordre supérieur des coefficients Uj,, du
représentant tensoriel d’un jet infinitésimal (holonome) se transforme linéaire-
ment contre 1’automorphisme de but du jet et celui de source. Dans cet
article, le résultat principal est le théoréme 10.1 a § 10, la réponse affirmative
pour la question: contre 1’automorphisme de but d’un jet semi-holonome et a
la fois celui de source, la loi de changement du produit semi-holonome d’ordre
supérieur des coefficients uj,, du représentant tensoriel du jet semi-holonome,
est-elle une forme linéaire? Autrement dit, la forme du produit semi-holonome
d’ordre supérieur de la forme (2. 3), est-elle linédaire? En vertu de ce résultat
important, le vecteur non-symétrique d’ordre supérieur (en d’autre terme, le
vecteur semi-holonome d’ordre supérieur) peut étre défini de telle sorte que le
produit semi-holonome d’ordre supérieur des composantes de ce vecteur se
transforment linéairement contre |’extention semi-holonome de transformation
d’ordre supérieur et a la fois la paramétre-transformation non-symétrique
d’ordre supérieur. (voir, § 11)

§ 6. Extension semi-holonome de la transformation
d’ordre supérieur.

Etant donnée une 7-variété V,, nous désignons les coordonnées locales

d’un ouvert de cette variété par (x%), i=1, 2, ---, n. Lorsque une sous-variété
} q
de dimension p définie par x’=z%u"), a=1, 2, ---, p, dans 'ouvert est considéré,
nous posons les dérivées partielles comme suit :
ox® o'x® 0 x’
p'i = 2z = s P"; =
T ur T T gumou T U T QutQute - - Qur

Nous considérons la transformation r-fois différentiable de coordonnées, et

3) Voir, A. KAWAGUCHI [7] p. 276.
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celle de paramétres qui sont respectivement désignés par x’=z/(z?), u’=u’(u"),
j=1,2,---,n, B=1,2,.-..p. Contre ces deux transformations, les dérivées
partielles ., p% .., -, Pl o, se transforment comme suit :

Pﬂ = Xgpi Ug )
k - z
Pls, = Xi ., pupl Up U + X} (po., Us: Uz +pix Usly,),

Phos, = Xitywa, plr pla -+ plir Ui Ugz -+~ Ugr +
+ X7 ( paf,,z...,,r U“; Us: -+ Usr + -+ pi Usts,.,) »
. o'z’ [ o o'u”
2l T axixax'zz.. .axix ’ BiByBy = aulsxauﬁz.. .au‘sl
D’aprés l'article de A. Kawaguchi [7], en posant pi»=p% «,ap
Xin=X}4,.1, Usnx=Ujp,.s, la forme (6.1) devient
(6.2) Pl = Z Z oy P A5,

wU=1¢t=1

ou nous posons X7, LA=1,2, -, 7.

ou PX% signifie le produit symétrique d’ordre supérieur de pi,, c’ est-a-dire,

(6.3) PX = 3. ! D
. auw) 1 p(a(vl) Pn(vz) P“('f'g)) .

o v v wlw,! !

Maintenant, pour considérer les transformations pas toujours symétriques,
nous supposons que les quantités pl...., X7.¢ dans la forme (3. 1) ne
o'z’ o'x?
ouU QU2 - Qu** ? axixax"z...ax’il
ment et ne soient pas toujours symétriques par rapport aux indices inférieurs.
De méme qu’a § 3, nous utilisons g, ., au lieu de Ujy,.,”. Donc, la forme
(6. 1) devient une transformation qui n’est pas toujours symétriques par rapport

aux indices inférieurs :

signifient pas des dérivées partielles respective-

Pl =Xip. u,‘;,
Bho, = X, P B ugrug: + X1 (P, us, usz + Bi us)
(6.4) ceerrrreeerananns e
Pﬂlﬁz pr=y s, fix _zz...;zzu;:ug:...ufg:_{....
+ X7 (Bl e UEE - UET oo+ Pt p,p,) -

Cette transformation sera appelée lextension semi-holonome de la transforma-

4) Voir, A. KAWAGUCHI [7]. p. 269 (2.13)bis. La définition de AL4Y s’exprime dans la
partie I, [13].

5) Voir, 'explication des symboles de la partie I, p. 201.

6) Quant a uf 5,pp OD trouve la définition de la partie I, p. 202.
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tion d’ordre supérieur.
Pour comprendre cette forme (6.4) plus concrétement en considérant
d’abord seulement le changement de x’ (on ne change pas #*®), nous avons

P} = X15%,
I Y3 Fi, FZT X7 £l
Dhp, = Xiy, P8 D5+ X1 Bis, »

5HI e s i x4
P;B/vez"'ﬂr X'L 18272, P p 2 pﬂ:+ e X‘ij, Pﬁ:ﬂz-"ﬂr .

En désignant simplement Pa.az‘--a4= Pl X1 i, = X, nous pouvons arranger
cette forme précédente comme suit : ‘
BB w

@
n _ v Z? Z%2 . =zt . )
(6.4") Dhr=DM Xl 2 22 Dl Polupy Pobuppy » w=1,2, -, 7
i=1 (!‘1.”2"'/‘1) (+l‘1)
D’ailleurs, en considérant seulement le changement de #° et en utilisant la
forme (6. 4), nous avons

w

(6.4") ’ Db = Z=: AE((B Dl -

Par conséquent, la forme (6. 4) s’écrit

_ 0 BBy
Dlwy = ?g.ﬁzmﬁw = 2 Xin Z Z
(6. 5) . =1 (”1/‘2 #1) (*/‘1) )
! Ko - 17 -
- ' X lea(ﬁ) Ao Z; Bliws AsE Zlﬁfﬁ(am A8y -
o= a,= o=

De Apl'u"s, en considérant le produit semi-holonome d’ordre supérieur de 2%,

(a 142" a#)

o ) —_ —_ D)
(6. 6) D= X Z P(la(yo B P?(;:pl)? 5

Catypepmee #) (+F’2)
la forme (6.4) devient plus simple et le théoréme suivant est obtenu.

Théoreme 6.,1. L’extension semi-holonome de la transformation de
Dl d’ordre r peut s’ exprimer par la forme suivante

P 2o =— . -
(6.7) Pﬁ(w) = Z_: ; Xio PG5 AR -

Nous trouvons la demonstratlo de ce théoréme a § 9. Comme nous voyons
immédiatement, la forme (6. 9) n’est pas linéaire par rapport aux 5. N¢-
anmoins, lorsque nous considérons le .produit semi-holonome d’ordre supérieur
de 2%, il nous conduit au

N

7) L’explication de ce symbole peut étre trouvée a p. 202 de la partie I.
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Théoréme 6.2. Nous avons Uexpression linéaire par rapport aux P7)
de I’ extension semi-holonome de la transformation de pi,, d ordre supérieur
selon la loi:

( )] C ) (D AaC
.3?(;) = Z Z X’Z(;) z(/z) A;(a/:) >

en désignant le produit semi-holonome d&’ ordre supérieur de Xiu par XiQ.
La démonstration de ce théoréme se trouve aussi a § 9.

§7. Quelques formules concernant les coefficients de
paramétre-transformation non-symétrique (la suite).

Ce paragraphe est la suite de § 4 et nous énoncons les résultats obtenus
aprés la publication de la partie I. Bien que nous avons déja eu les théorémes
4.4, 4.5, concernant la décomposition de A3A, les théorémes suivants 7.1,
7.2 sont plus généraux, c’est-a-dire, le théoréme 4.4 est le cas spécial de
celui 7.1 et le théoréme 4.5 est aussi de celui 7. 2.

Théoreme 7.1. Les coefficients de paramétre-transformation non-symé-
trique AR peuvent étre décomposés A quelques lui-mémes d’ ordre plus in-
Sérieur comme suit:

. 2=2 (BB, By 1 _
0 A R ) A by, 151<2,
[—1

ox le symbole { > a deux significations: a) en utilisant (3.8) on décompose
AB au produit de ui,,, b) lorsque par le symbole (| |) I’ordre des ug,, est
changé, en résultat, les indices supérieurs s écrivent comme

a, ¥ a3 cee
Upiey Ypiey Upley ’

c’est-a-dire, I’ ordre des indices inférieurs de chaque a est de méme que U ordre
d’ entiers.

Démonstration. En cas de A=y, le terme a droite de (7.1) devient
(8,828 1 N
(7.2) 2 o AGR AN
@1-0 2—1)
(121)

Lorsque (B,5,-:-8:) se décompose a S(/) et g(a—1), B appartlent toujours a B(J).
Donc, B(/) est déterminé en choisissant le reste, /—1 de B, dans (8,8 :-5.)
B,8,B)

Par conséquent, la sommation ] devient celle de < '}—i) termes qui sont
Z,2-0 -

tous de méme valeur. Alors, (7. 2) devient
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(7.3) ‘ UG UGE - UG UG UG Ul

72
qui est égal & A3B. Lorsque A=p+1, (7.3) s écrit

a (4 (43 a a [24
Usip,,, Up; " Upl + U} Upls, | Us}

3

a a ., a @
UL e b Ul Uy UlT Uply, s

la forme (7.1) est aussi établie. Ensuite, en supposant le cas de A3%, nous

allons vérifier le cas de A3?,,,. En utilisant la formule récurrente (3.7), nous
pouvons calculer comme suit :

a &g 1%2°a

a a
AP = Agigeis 3 = Az BTt UpE L+ Aﬁlﬁz /Byt

=(2 = I)Am:”sw

(7. 4) Al A=l i
) =2 (8 ﬂ, By
< -1\ AL Am = t)})) IBuss*
=0 (t+t,;: -2 (

. ] Ai—1 — —
Puisque nous avons la relation ( A 2> — (A1

l—l) , la forme (7. 4) s’écrit

i—1 \Il-1
p=2-1 (B.,B,) 1 _ (
p I-1-D)
AS((/J?l-l) Z Z ——‘1—A ll—t) AE(F -7 t%[) uﬁ;u)-x
=0 (Z+2,u—1—10) ('}"
—1
p—a-1 (B18,-By) 1 oy ( >
_— -1 a; PPN v
N Z Z 2 1 A(aﬁ(l—l"'t) ulﬁp+1l A.Z(Il—l+l—t)l)
=0 U—1+2,p4—T+1—12) ( —
l—1
p—2 (8 /92 ﬁl‘ 1 . Z)
+ —_— At 12 A (1 D,
(t:o Q+t,u—1—-2) <2__1> C1BC +t)/t5‘,+1 B8 |
[—1
- ;81:92 -Bp) 1 _ iy )
_— (€)) A=
" Z l+t - (A—1 AlaGro A;(F“l—t)!)/ﬁ#+l) .
t=0 st
(221

Par conséquent, la forme (7.4) peut étre arrangée comme suit :

A= AR 1 faq -2
A — 5] a(A-1)
Ag(.u+ n Z Z 2 1 A(Tﬁ(l%-t)]ﬁ”+1] Aﬁ(p—-l—t)!)
220 (U+2,p—1—0) ( -
[—1
) 1 »
+2X X o1, AdsGs AzG=i> z)nﬁ“,
t=0 (Z+2,u—1—2) ( - )
[—1
n+1-2 (BB,-8 ]
— Z ’ zZ”“ __l—A(akZ) Aa(z—s))
- i—1 BE+8) €Ap(u+1=1-]
8=0 (Z+8,p+1—2—8) -
(221

~C. Q. F. D.
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Ce théoréme peut étre généralisé et on peut énoncer comme suit :

Théoréme 7.2. En utilisant le symbole { >, A% se décompose a la
Sforme du produit de o fois de la loi

!‘ (8,8, IQI‘) 2_2 _1 2_2 _2_.___2 __1 —1
AsB = I: _ ) ~ < 1A e >]
(7.95) (H'a‘ <'2 1 —1 ) Aroi—1

(Fﬂ“z Ig)

a= /‘

< Ay AsGn - Az
o't nous posons A+A+ - +A,=2 A, =p,, a=1,2,---,0

Démonstration. Lorsque oc=2, ce théoréme se réduit au théoréme 7.1

dont la démonstration est déja obtenue. D’abord, nous supposons que la
forme (7.5), le cas de o, soit obtenue et nous allons vérifier le cas de ¢+1.
En général, on pense que 4, n’est pas égal a 1. (Si 2,=1, on suppose 4,_,#1.
Puisque nous pouvons déduire de la méme maniére, nous abrégeons ce cas.)
Par conséquent, d’aprés 1,<p,, p, n'est pas égal a 1. Donc, en supposant

A+2.,=2, p+u . .=u et en utilisant le théoréme 7.1 on décompose le
Ho T 2 yZ
dernier A“(‘, ), c’est-a-dire,
Btg)

s o BBy A—1\/1—a—1 A= —A——4,_,—1
A= 5 [(GI)(RATY) ST ]

ey Cugpaeg)
(a(} D a(y) a(l,_ 1)
X A('ﬁ(/ﬂ,) A.B(ll;) Aﬂ(ﬂg :)

2y By A— 1,°! el
. Z Z <Z£_ 1 ) A(I's(([‘)) A ((#,,Hgl))l) °

(rotrger) (rg#opr)

(7.5

_’< [N - ’
Ag=lgrlg11=Het1

Ici, on a la relation

(1) - (b =)
A2—1 A—1 )
Et puisque B; est égal & B, et Iindice inférieur de B.... nest pas plus grand

que celui de 8,;, par le symbole (| |) extérieur les indices inférieurs de Aﬁ((ﬂ"i:;
sont immobiles. D’ailleurs, la relation

12 14 ~
Z Z = Z ’ b:1,2,"':030+1a
Crag (+ug+mo)  Fagd

2 StasdoZrgig i Ere v Srp
est obtenue et nous avons aussi la relation
BB B By B8, w8

2 2 =

Ceerrezmty) (It:, '“:H» 1) Ceatty =g 1)
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Par conséquent, la forme (7.5’) devient

x Lo G rra—1N (2—a—1 A=A —d— - —2,_,—1\]
a(ly 1 1 2 s—1
Ag=x 2 [(Z) () a—1 )]

Grg 1) (aptpotig Ly
X7

A e 2Dy a(2,) Q) AaCig, )
x Ay Asls - Al AsGaey

De plus, on a le théoréme concernant le symbole ( ).

Théoreme 7.3. L’ordre des indices {a(A)a(4) - a(A,)) de chaque terme
dans

ACaQADd T a(d,) a2,y

A(Iﬁ(ﬂ D Aﬁ(ﬂz) Aﬁ(# D
n’est pas uniquement déterminé, lorsque AR se décompose par (3. 8), ¢ est-a-
dire, I’ ordre dépend de chaque terme. Mais, on a toujours la relation

(7.6) Ca(d)a(d) - a(d)) = ([Ka(d)a(Z) - a(2,)>])
signifiant que 'ordre de {a(d)a(d)---a(l,)) est le méme que celui avec le
symbole (| |).
- Démonstration. Pour comprendre le premier fait de ce théoréme 7.3,
nous montrons I’exemple suivant :

Agis, Agists, = (i, us) (s, wgt) -+ (usis, 052) (02 wsss,) + (usis, 452) (24535, )
+ (v ugzs,) (hsp, wse) + (w5 wsts,) (wf: wsle,) + (uf: ugs,) (udss, us)
+ (s, wus?) (usis, wst) + (sis, wsz) (g usts,) + (25ss, ug?) (252, ug?) -
Donc, aux termes 7°™°, 8™ on a {a,(2)a,(2)) =a,a,a,a;, mais aux autres termes
on obtient {a,(2)a,(2)) =amaxx,. Ensuite, nous allons démontrer la forme
(7. 6) en divisant deux marches. (i) Nous désignons le premier indice de chaque
a(2) dans {a(A)a(i) --a(l,)) par ai, a3, -+, a, et le premier indice de chaque B(y)
dans (|B8(gw)B(pa)---B(p.)|) par B, B, -+-> By, Et puisque nous avons 8, <G,
<.--<B, et Vordre de aj, a;, ---, a} est de méme que B, <B,,<---<B,, la rela-
tion a!<a.<---<a! est obtenue. (ii) En posant a(i,)=a,a’---a’s, 1 <a<e, dans
{a(A)a(A)a(d,)), Blud=PBups-Bi% 1=a=oc dans (|B()B(r.)--B(t.)|), I’ ordre
de alai---al” est de méme que celui de B.B%---B47, on a la relation 8, <p:<
<pt. Il en résulte que a,<ai<: - <air. D’aprés (i) et (ii), la forme (7. 6)
est établie. :
C. Q. F. D.
D’ailleurs, nous avons le théoréme suivant plus effectif et plus utilisable
que le théoréme précédent et en ce cas nous adoptons 1’autre symbole au lieu

de celui { >.



Jets Semi-Holonomes et Tenseurs Non-Symétriques d’Ordre Supérieur IL 131

Théoreme 7.4. Les coefficients de paramétre-transformation non-symé-
trique ALE se décompose & deux lui-mémes d ordre plus inférieur comme la
Sformule

(ajay-eay) C(ajay-uy)
A>UaDaQ~DN¢ A (a@aQ-2)¢
Z Aﬁ(ll) “ = Z A 18278y
@Z,2=-0 (2,20
7.7
( ) r—2 (lg;lﬁz'"ﬁ/‘)

=2 X acents AbZhn s 1S1<pt.

t=0 (I+t,u—~1—10)

Pour expliquer le symboley {, lorsque a,a. - a.

devient a,a, -, nous
désignons ce changement d’ ordre de o’s par

2

a(ll auz RO aal
abl abz e abk
Le symbole ) < signifie le changement suivant de [’ordre de a:

Ay, A, """ Ay, » >aa, a'az"'aal<;

de telle sorte que nous ayons la relation suivante

Qq, g, " " Agq, a, a -

a, a; - A, >aal Ag, """ aax<

Démonstration. Tout d’abord, en cas de i=pg, la forme (7.7) devient

SCla(2> aQ-D 1
("1“2""'1) _ ) C(aya,ra)) e
,'a(l)a(l 131p) — a o | a @ g
ZZZZ A ByBy Z uﬂluﬁz uﬁt uﬁl-u uﬁl
s4A—12). Z,2-0
818y 8 BBy b _ p ay
— a a, a — z +1Ta
= 2 uiui_/ﬂ ugeupr = 3 AGE ARy
Z,a~0 \—-/‘ 22—
(|8 BGA-D
Prochainement, nous allons vérifier le cas de p=21+1.
C(ajayay) 25lalt ¢ (B1By=BBy ) 2
(la(D)at~-2)! a [ SO YL. PR 4 « R
2 4 o BaBrs = 20 UGTUGT UGS UG, UG UG
2,2~ ,1,2-2) @a=1
B BGa=-0D

(ﬁlﬁz"‘ﬁjﬂ1+l) 4

a
= 2. 20 UFUGT - Ulfbay UG UG Ug
@+1,2-D  a=1 :

8 +1) BG-DD

B18y838, 1 D 2
+ Z Z ugl ugz...u%l u§l+ uzlflls(z)l)...ugx
Z,2—I+1D)  a=I+1 AN T

q1:1€] BG—I+D

B1B, B33

= T ST Agun A
(lﬁ(“’t) r(1+1—l Hh
t=0 (I+¢,2+1—-1—1)
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Ensuite, par induction, en supposant que (7.7) soit établi en cas de A5,
nous allons le démonstrer en cas de A3 ,,. D’aprés la formule récurrente
(3. 7) nous avons

Cajaya)
Z A/%Elzt‘:f—(f;a(x—l)l)<
@3-
(7. 8) Cayeg-=ay) (agay-eay)
= Z A)(la(l)a(z DIX u,g o + Z A)(I:(_Z):(A#Jrz)llx i
@, 2=-0 @,i-0

L’indice supérieur a de u;,  , dans le 1° terme a droite est a; ou «a;, parce que
a, est le dernier indice de a(l) ou de a(4---I). Par exemple, si /=3, 1=7, on a

. (oz1 03 05 O O, O O (a, Q00,0 s O
(1) Ay Xy X3 Xy X5 g X B a1a5a2a6a3a7a4)
ou .
. Q) Q3 Qs Ol Oz Oy Oy O O O3 Oy Ols Ol Oy
(1) alazaaamsasm) B (alasazasaacna,) .
De plus, en cas de «;, on peut dire que si ’on adopte le symbole »| |K

aux autres indices on obtient aussi le méme résultat. Si ’on omet «, dans
I’exemple précédent (i) et on pense que wmasa.asasa, est égal a alala,aia}al,
on a

) (a{ ahal ool aé) (a{ alasaal aé)
i _

ool al ol ad aalaalalal

parce que l'ordre des indices de a supérieur a gauche de (i’) est équivalent a
celui de (i) lorsqu’on omet a;,. Donc, nous avons

aja,ag) (ajasag)
((m P (la@aa@)) <= 2 > (BB

Par conséquent, le 1 terme a droite de la forme (7.8) se décompose comme
suit :

Caya,- aA_ Cayay ey )
Z 14./('0'(1—1)01(/1 DIX ugz + Z ‘4)(141(1)0!(J A l)')(
A-1,2-D p (Za—2-1) oo

BmAHL (ByByeiBy)

I

a,ayrayp g
Al AR o ug!
=0 (-1+¢t,p—1+1-0)
p=2+1 (ByBy8,)
ay
+ 2 AU AR ug
Q+t,p—2-0)

~
i
=)

En calculant le 2°®° terme a droite de (7. 8), on a
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B=2 (BiByeeBy)

ﬂa "ﬂ
2 2. Aclﬁflﬂ)/ﬁﬂl AL
t=0 Q+t,p—1-0)
#—2 (B,8,+8,)
+ X0 AU

ay
UBE+2) ﬂ(,u l /By 1D
t=0 (Q+t,p—1-08)

De plus, le 1 terme de la forme précédente s’écrit

HAEL BB

_al+1-nna1
A(’ﬁ(l + t—l)/ﬁy+l Aﬂ(_/l-—-l—t+1)|)
t=1 (Q+t—-1,p—

Z-t+1)
Alors, en utilisant de nouveau la formule récurrente (3.7), la forme (7. 8) devient
-2 BBy _
.l @ ay-cap @y e
Z Adséest-08, ., A o0
=0 (I+t—1,p—I1—t+1)
B2 ByByB)

S Yy R

(s AREEnT2 -2-DDB,
=0 (Z+et,p—-1-0)
pr1=2 BBy By 1)
A“ 1%2°° A CL 41 ey
('ﬁ(l+t) Blp+1—-2--D])
t=0 (I+t,p+1-1-0)

C. Q. F. D.
Le théoréme 7.4 peut étre généralisé et nous avons le

Théoréme 7.5.

Les coefficients de parameétre-transformation non-symé-
trique Al s }

s’expriment par le produit de quelques lui-mémes d’ ordre plus
inférieur, ¢’ est-a-dire,

(ajay=ay)

(“1"‘2“‘“1)
A>Cla@ e a@HD{ A>UaDa@a) a1
) Z X A,B(y) 12a(4g) aldy — . Z ; A>‘3‘§2...{3: 2)ralds
2,504y Aydyeeedy
(7. 9) Ho BeR) -
— y ! X &poray, A HUTE H Ay o AGA b2, 109
= +2...) ( 2 ; Adlalny Ap(,.z) s A e ’
173 WV P A P
aSng

oxn nous avons la restriction A,+ 2,

A, =2,

Démonstration. En cas de =2, (7.9) devient le théoréme 7.4 que nous
avons déja vérifie. En supposant le cas de ¢—1, nous allons démonstrer le
cas o. i

Le terme a droite de (7. 9) peut s’exprimer par

2 BiByBy)

s E(r32)
aa A HTTAR 2, ACA Ry e, 1T
(7.10) 22 2 Agest X Z Aoé(,,g e AL e .
(ratps)  (am3) Gyt pg) Copoe
"z,
Par I’hypothése en cas de ¢—1, la forme (7. 10) devient
B,8,+8,) (
Z": ZZ W e, P G aty a1
) (lﬁ(;xl) Z Aﬁ(,.,)()
(I‘;‘+l‘z) (.“1#2) (€Y
ey
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D’aprés le théoréme 7.4 la forme précédente s’exprime par

ag prray ajayag S(la()ag) a2

7.11) > 5 Aygeomcane,
Q252002 (111;)
En utilisant le symbole du théoréme précédent 7.5, on obtient I’ordre des a,
@y 0o, q,, de telle sorte que nous ayons

(7.12)

[2 SN2 CRARN2 3 )
a’laz"'ai1>(|a(22)a(23) a(Za)])<

Puisque 1’ordre de base du symbole »(|a(4) a()|) est ava, -+ a,) (|a(4,) a(2;)---
a(2,)]){, nous changeons comme suit :

>(la(21) a(2£)|)< —> Ay Ay, """ Ay, -

(( la(4,) a(Zé)I))

Ao, Ay, """ Ag,

Ensuite, nous considérons )a., a.,--a. par le symbole fondé de cet ordre de

base a, ;- a; ) (|a() a(ds) - a(4,)]){, c’est-a-dire,

al"'a1,>(la(22)a(23)"'a('za)])<) _ ( Ay, Ay, " Ag, )
>aa,aa= U aa2< a e a21>(]a(22) Cf(23) a(l,)|)<

L’ordre de a, )(|a(4) a(4;)])<, a la signification que nous avons énoncée précé-
demment. Donc, on a

>aalaaz"'aal< = >(l€((2,) a(2£>l)< .

D’aprés (7.12), (7.13), nous pouvons déduire comme suit :

( G, a ):( (|a(a,) a(23)]) )
D, A, 0, a, - a; ) (la(d) alds) - all,)])<

_ ((la(il)(la(iz)a(za)---a(z,)np) |

al“2”°a1

(7.13) (

Par conséquent, la forme (7.11) devient

(ajay ay) a(l:,") _ Cayay=a)
Z A?SE}?;(M)(!a(lz)a(l,;)"'a(la)])l)< — Z ’ A;E]l;(il)a(iz) <a2,)1<
iz " .
(leé) Gyp2p) (A325+25)

Le dernier terme est identique au terme a gauche de (7. 9).
C. Q. F. D.

§ 8. Quelques formules concernant le produit semi-
holonome d’ordre supérieur de p,,.

A § 6, nous avons défini PX? le produit semi-holonome d’ordre supérieur
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de 7%, Puisque la forme (6.6) de la définition est de méme que celle (3. 8)
a §3 de la partie I, d’aprés les théorémes 3.1, 3.2, nous pouvons immédiate-
ment énoncer deux théorémes suivants.
Théoréme 8.1. Le produit semi-holonome d ordre supérieur PiR),
sexprime par la forme récurrente
Pﬁ(n) = ﬁi(/:) > Pffd?) =0 s ('2 > /‘) a“)
*

ousr

) pi) _ Pia-1 511
(8' 1} Pa(/:) - Pa((/l—ll) _pu(ﬂ) PZ((;BAI) > (1 < 2 < ﬂ) H
P —
P} = pu o B
Théoréeme 8.2. Nous pouvons exprimer PLR, par la forme directe

(a,aye al‘)

— —, -2
(8- 2) P?.%i?) = Z Z Puao.,)Pi'(nz‘)”‘Pal(ypu

S Cpgpegeenred L'*W")J

9

En vertu du corollaire a p. 203, on obtient aussi le

Corollaire 8.1. Lorsque P sont symétriques par rapport aux indices
i(A),a(p), Pi2 devient PR, oi nous avons.posé
©® [1‘ , 3y 10)

(A (P ¢
(8‘ 3) ch(!l)) - Z 1 1 P(“(sx) Pa(s_). - 'Pa)isp)

(1—81) SI! 52. M

stvlvlecn, 0!
D’ailleurs, de méme que les théorémes 4.1, 4.2, 4.3, on obtient trois
théorémes suivants.

Théoréme 8.3. Lorsque 1<p, v<p, la dérivée partielle de P, par
rapport a pl.., s’exprime par

D) -
apa(ﬂ) . a -—’51’52"'@'1 1)
=i’ _,L ayayed g
0P’ .y Y afagmal ’
1,p i r—v (ayCag dCag D (ag )...al’)
(8. 4) = 37 8% §% ---90% ha ' ; v
g, aa, *a,
(<ap (8, +8,4+(8p) -+ 8 (8,8,+°(8p)-++8))
e Ble_ ia i H . Ay
[p ca ac .. aaca_l_‘u-a 5’i a P""b 10 Pac::_‘---a Pa,.z -a]
Ne— \_/ N—— ~\_/ ~— N— ~—— M
82 Sg-1 Sq Sp_1 g 4 $a

Théoréme 8.4. Nous pouvons expliquer la structure des dérivées par-

8) L’explication du symbole a?:; peut étre trouvée 3 la note 3) au bas de p. 202 de la
partie 1.

9) La signification du symbole utilisé est déja énoncée a p. 203 de la partie L.

10) Voir, A. KAWAGUCHI [7] p. 207. L’exnlication du symbole se trouve a p. 201 de la
partie .

11) Voir, le symbole a (4.1) de la partie L
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tielles de P°®, comme suit: lorsque v>p—i+1, 0P335, est identique-
ment zéro et pour v=p—2A+1, nous avons la forme

=
anx((ﬂ)) 0 3¢.,2, % ) 12)
= L R A e D P
a?a'(l‘) a? Tageeral s
A &ptoraxy,
5 7,
IO T iy 34, (Ep) -2, 348 (i,) -4

Z 5;1 6: 5:" [57/ P " aba) g ) (“a) ay S ["i . a) l«aa dera ];
(<a a, “a, a, o

24

ox nous posons
Ca, - (ag )'“(ﬂa )"‘a/‘) Y4
iyt (Gp) gy - 1 4
‘i"al-"(aal)‘"(aay)"a/, - Z Z Z
b#o (@797 ~--‘uz) (+"l)
—i —i l' ) -
[.a;x---a"'Pa'é;_‘l---a 2 Pfx'p,fln"'“ ;b.,pl
N——" N— N——— S—’
", [ By 4 2 ‘
5o (23 X P Bin )
+Pa;1..'.a---6z-‘! ablat p‘,pb va Pailiva P
SN— N—— N— N—” ~——Fv |
¢y Ho #b_1 b4 2

Corollaire 8.2. Le terme supplémentaire Sﬁiﬂ’f;:::ﬁi dans (8.5) disparait
lorsque b est égal @ o, ’est-a-dire,-on a toujours c,.,<a,<c, Plus clairement,
lorsque 2=1, 2, ou lorsque v=p-—2+1, on peut le dire.

Théoréme 8.5. On peut exprimer les PL®, par la forme récurrente

= r L
(D — Py (2>t

a(p+1) ‘P a PLE Z ) Z) P““x Xy P RUCY T z\aaz) ag)ay,
t=0 (<&
(8. 6) ‘

iyt (2D
+ Z Z Pa(, UG,y Si a; ("(z bRS (aa?) (a“t ay
t=1 (<ap

Théoréme 8.6. Nous pouvons décomposer PP, comme suit :
1)

n—2  (aay- 3

By —
(8.7) PO =Puiis, = X 5" o PA on s

=0 (Z+1l,p—1—20)

en utilisant les mémes symboles que pour la forme (3. 8).
Théoréme 8.7. En général, nous avons I’ expression suivante de P! :

7’ (alazmzxy)

X2 7z Do+
(8.8) Piiy =Ptz = 33 2 Blatuy Putuy Botnpy Py,
Crptg ) Coattaong 1)
l1=0=2
oit nous utilisons les mémes symboles qu'a la forme (3.8). Lorsque o=2,
cette forme (8. 8) est identiquement (6. 6).

Corollaire 8.3. Pour les P{?,, nous ne pouvons pas obtenir la formule

12) Voir, les symboles a p. 205, p. 206 de la partie I.
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qui correspond & celle de A. Kawaguchi'®, lorsque [=2, ¢ est-a-dire,

pl(an'zcr)

9] 73%,85048
((/l) # Z Z P(?«z(l-f-lt) Pa(,u - t)]) ’ Pour 2## .

t=0 L+t u—1—10)
Mais, lorsque A=y, on obtient toujours cette formule.
D’ aprés les théorémes 7.1, 7.2 4 § 7, nous avons deux théorémes suivants.

Théoréme 8.8. Le produit semi-holonome d ordre supérieur PP se
décompose a quelques lui-mémes d’ ordre plus inférieur comme suit

Se n—2 (“l“z"“',u) 1 “& G
— ) -
Pa(ﬂ) - Z Z 2 1 P(]a(l-i-t) Pa(y - -
=0 (I+t,p—1—0) < >
l—1

Théoréeme 8.9. Nous pouvons décomposer PLR & la forme du produit
de o fois selon la loi

] (na---a) —1
75 " A—1 2 2—1 A—A—A——4,_.—1
Py = B R ()RR - (AR )]

CHed (uypgnyg)
Aasnrg

x P{&, Pl Py, A+k+-+2,=2, a=1,2,
De plus, nous avons le théoréme suivant qui correspond au théoréme 7.3.
Théoréme 8.10. Lorsque nous décomposons P2, par (6.6), I ordre
des indices {i(,)i(%,)---i(4,)) de chaque terme dans

@@ 2y | TTEN
P('a(fu Pa(;zzz) Pa(/f)l)

n’est pas uniquement déterminé, I’ ordre dépend de chaque terme.
En se référant aux théorémes 7.4, 7.5, on a deux théorémes comme suit :

Théoréme 8.11. Le produit semi-holonome d’ ordre supérieur PP, peut
étre décomposé a deux lui-mémes d ordre plus inférieur selon la loi

(2,2,°+2,,
Z p>(wu)z(z DI O
Z,2-0

r=2 Caaya,)d )
=2 X Pt PLL,, 1<I<p—t.
20 (Z+2t,n—1—1t)
Théoréme 8.12. Nous pouvons exprimer le produit semi-holonome d’-
ordre supérieur PiY) par la décomposition & ¢ lui-mémes d’ ordre plus inférieur,
0=, cest-a-dire,

13) Voir, la formule (2.7) (Satz 2. 3) dans I’article [7] p. 268.
14) Voir, I’explication du symbole > <au théoréme 7.4
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@yFprtp) I (ayay-- A,¢ 5y 15)
2L 2RO DL = RETH
ZI Pa ©) 2 Z Z A(Ia’(/ll)l
Qy2p7+2g) Chpg) Cagpgrpg)
2 </1a
¢ At tay oon Atat gty 110
alire) ali))

§9. Quelques formules concernant les symboles (| |), < D, S (<
et les démonstrations des théorémes 6.1, 6.2.

Avant les démonstrations des théorémes & § 6, nous énongons quelques
formules fondamentales concernant les symboles (| |), < >, > <.

Théoréme 9.1. Lorsque les composantes de I’ objet géométrique @ﬁlaz...ap,
p=1,2,---,r, (par exemple, }ff,l,,z...a,‘) sont donnés, la formule suivante est
obtenue :

1 2 (a)) . Aala)
¢“'<~”1) Qa(o‘z) U @ﬂ(ﬂ'l) A('ﬂkl‘ > A;(/a‘ ' A;(;i)[)
— D : . Catay) R aop) o
(9.1) = Qoo Doy - Phioy AGHL) Asis - Aﬁ(Z;)l)

— 1 2 .. a(ey) LI
- @([<a(01) Qa(o‘z) ' ¢a(ﬂfﬂ)l) A(lﬁ(,ul) Aﬁ(.";) ﬁ(llé)l) ’

0t @,, 05, -+, 0, sont les entiers arbitraires, avec la restriction o,+a,+ -+ +0;
=g et nous supposons que dans le 2™ ou le 3*™° terme, {a(c,)a(s:) - a(a:)>
de @'@---@ soit identique & {alo,)alc,)-ala)y de Ay >Asup Ascupp>-
Démonstration. Les indices 1nfer1eurs aa,-a, de a,a,, -a,, de O'@*--
@* soient identiques a ceux de A Asn - Aspp. Puisque a est I'indice de
sommation (contraction), le méme résultat de sommation est obtenu. Et d’aprés
le théoréme 7.3, nous pouvons dire que le 3*™ terme est identique au 1°" terme.
C. Q. F. D.
Par ’exemple de ce théoréme, nous montrons comme suit :
Do, Do, A, Asiit = Dy, Oy, (Ui, uss 57 15!
+ 2 g Uz, UL+ U, Uh: UG UG )
= @, ., O’ (045, s 052 UG+ ug ug? U, UGL)
+ @, ., Db (ug, uszus us!)

— 1 2 Afaias  Aazad
- @<“1“z @“3“0 Aﬁlﬂaﬁs /9: .

Théoréme 9.2. Lorsque nous considérons (Dalaz...,,p de méme qu’en cas
du théoréme 9.1, nous avons la formule concernant le symbole (| |),

(ayayay)
. 2 B (ate) Falo) @ph
2 Dl Diapy Pacopid A(lg\rl 5 AI&Z > Ag(Zﬁ)i)

(a3050)

15) L’explication du symbole > < se trouve au théoréme 7.5.
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o 0'_"0'1_1 O— 0, """ Q0.7 1 @1
(0'1_1> < O, — ) < g,-:.—1 Qa(" “("2) alop
Aala) Tale,) Aale)
X Alsln Asur AsS) -
Démonstration. Puisque les indices a(s,) a(0,) - a(s;) sont ceux de som-
. . (ajayay)
mation (contraction), lorsqu’on pense ), , nous obtenons tous les mémes
(o,02:+00))
termes et la calculation du nombre des termes est identique a celle du cas du
théoréme 7.2.
C. Q. F. D.
Pour bien comprendre ce théoréme, nous I’expliquons en utilisant 1’exemple
précédent :
(ayayeza,) -
1 2 2) Aa’(2
22 Dlaey Dovorpy AsEs, A5 5P
(2,2)
— ! 2 A A 1 2 A Aase 1 2
Q“ 192 @“3“4 Ag:g:ﬁs Az:;: + Q“’x“a @“2“4 A;Alg;lss Ag:;: + Qaﬁu @“2“3 153155 A'gzis4
_ 1 2 Aaa A
- 3 Q“x“’z $“a“4 Agxlﬁ:ﬁs Ag:g: *
D’ailleurs, nous obtenons le

Théoreme 9.3. Nous avons la formule suivante concernant le symbole
Cayay-ug) py
1 2 ajay A
Dacop Pacop * Daoppy Adbiry ™ A i onte e Asnrptoarimes

BUPD
(0,05200)

B e e P S
x Al AsGR - AGE -

Démonstration. Puisque nous trouvons le symbole { ) aux indices, I’ ordre
de a ne dépend pas de la sommation et I’explication du nombre de termes est
de méme qu’en cas du corollaire précédent.

C. Q. F. D.

Théoréme 9.4. Nous avons la formule suivante trés importante :

ko (EyByB) I
2 Ao ( 2) 2D
2 2 Dy Doy Doy Adslnn Ages - Ag(;,l)l)
(f‘llz) (/11.”2 !‘2)
(9- 2) r,20q
ey _
_ 1 2 2 — .ee
= 20 Qlawp Dicep " Dacopp As2se, 0 =0,+0,+ - +a,.

(0,050

Démonstration. En changeant ’ordre de a(s,) a(o,) - -a(s;) comme 1’ ex-
plication dans le théoréme 7.4, le terme a droite de (9. 2) peut s’écrire
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( ves )
Q! 2 D "‘“Z’ o A UaGoaton atop X
@ty T Qg 4 1'Rg g 8182 By .
1 1 1 2

Fg beeto, +177%

(0102...02‘)
De plus, en vertu du théoréme 7.5, la forme précédente devient

BB =Bp)
1 Aaled ' @
¢ alo,) ¢a(az) a(oz) Z Z A(Iﬁ(lpl) Aa(ﬂ Aa p

By " :9(/11)]) .
CGhed Cuyppp

raZ0q
C. Q. F. D.
Pour comprendre ce théoréme facilement, nous montrons 1’exemple du cas
k=4, 1=2, 0,=2, 0,=1, 0,+0,=0=3.

4 B1ByB3Bs

2 Ax
> X .., D Al Ason

rytp, Quyps)
= 0., . [Az5: A+ Agisz Agss, + Atz Ass,
+ Agizs, Agr + Agsz, Ag: + Ags, Al
= @, ., O: [(eg: u52)eesss, + (g wgz) ugss, + (w5) wg)uss,
+ (2agts, 3 + wGr Ugls, + UG, UEE) UG+ (Ufls, UG+ UG UGl + UGls, UG UG
+ (252, wf: + wp ugts, +udls, uz) us]

. 1 2 1 2
= (@"‘1“2 @ + @al a, @az) (uﬂ‘ uﬂz uﬂg + upl uﬁ 8, u;: =+ ugl‘

Usls, Up;
a @ a a a a a
+ 2ty UG UF + UG, UG UF + UGls, UG US?)
a aya, ® X0y
. " 2 Ax,aag 1 2 (la(@ (DD
- Z ¢(|a(2) Qa(l)l) Aﬁ:ﬂzﬁsﬁA - @"1“2 ¢°’s Z A BB zﬁatg‘

En remplacant A%? au théoréme 9.4 par PX%,, nous avons aussi le
Théoréme 9.5. La formule suivante concernant F!%, le produit semi-
holonome d’ordre supérieur de 5%, :

ko (ByByeBp) '
1 2
Z Z ¢a(o‘1)@ aley) " @
Cpd Cuypgepd
raZ0q

(ajayeea)

ya(o,) a(ay)
a(a;') P('ﬂ(ll ) Pls(l‘z) Pﬁ(‘"lﬂ)

1 2 i cee
@(Ia(al) @a(zrz) T ma(az)[) P;:g:.;{ s, O = 0, +0'2+ s +0'i .

(a0, ""’/1)

Maintenant, il est tout prét pour démontrer le théoréme 6.1 et le théoréme
6.2.

Démonstration du théoréme 6.1. D’aprés (6.5), nous obtenons la forme

— — £ —_— (B1By+81) & £ 2 £

Pl=1Plos,= 2 Xl 2 2 2 2 24
(9 3) 2=1 eyrpp) Chppd) o =1 a,=1
7% a(cr,)

=%, A 2Caz) Aale))
viop Detop Pokop Alisins Asrsy-+ AsiByy -

61:1
X
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Dans cette formule, puisque nous avons la relation

1t 3 k k 4
Z DI Z Z 2, k>4,
(+pp) o,=1 0,=1 a;=1 +p) o=12 (+"X)
LT

la forme (9. 3) s’écrit
EOBByB

=
Pﬁ(]c) = Z X'i(l) Z Z Z Z Pa(a,) a(a,)"'Pa)Eap
(_—.—/41) (‘u,ﬂz---pl) o=12 (—raz)
LPET

Aale)d Faloy) Aala))
X Alistns Asins- - ALGsyy -
De plus, en utilisant le théoréme 9.4, la forme (9. 3) devient

o (@ a,a,)

Dl = Z X'L(D Z P 2. p(la(nl) Pa(%) Zba(apl)A 85

o= l(—Luz) (0,0, ”l)

et d’aprés (6.6) on a

k k
i Piy Aalo)d
P, = Z Z » P A5G -
Ici, on peut changer comme
k k k 17
i=1 g=2 =1 i=1

et donc nous avons

=7 _ (o)
Dl = X , PiB A5

Mar
M.

9
I
ey

C. Q. F. D.

Démonstration du théoréme 6.2. En vertu de la définition du produit
semi-holonome d’ordre supérieur et du théoréme 6.1, nous avons immédiatement

® (B1B;+:8,)

. _
P = 2] 2 Pcm(/co Pﬁ(/cz) * PalepyDd

(k) b Jogky)
% n
. 2 (B,8; 19 )] #a X i(Zl) Aa(l‘l)
- Z Z Z Z A ﬂ(/‘;) (Iﬂ(kl)
(+Eg) oyhegeerkey) pry=1 2, =1
/‘z H2 — =361,) — 3
. alp l e
x 20 20 Xiiap: Placey Ascks %
=1 2z=1
o e PR aCug)
x 2 Z X 12 Dl P laCoprl Aﬁ(k 50 -

se=1 o=

D’aprés la relation

P .y ky kg @ w »
ZZZ"' = >, o>,
+Eg) py=1 pa=1 Pe=1 (+&) =0 (+py

B ERg, p=pitpgteetpg
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la forme précédente devient

® (CH-PR i BT F’z.

P =y & zz---%‘"zi

(+ £ ) (kkyk ) 2;=1 2,=1 Ag=1 pt=a (+,uv)
1G) POy ... PGy
X Xiu D sz) t(x ) Pa(uﬂ) Pa(;ﬁ Pa(p )

aCu,) "
X Alhies A - Agdc,’i)l)

et selon le théoréme 9.4, on a

j( y Hy Itz Ha Cayap
ﬁ(r:) Z Z PHEDIEE Z: Z Xi(m sz) X@(z )
p=a (+p) ;=1 2,=1 e=1  Cuypta=rpg)
DA 2(2,) D ()
X P(lal(/',) Pa(/fz) Tt tr(/z,)l) Ag(ai) .
De plus, on a la relation
Iz 7 27 Yo 3 ” a

2 D XN =2202, A=+ A+ -+,

Cteg) ;=1 2;=1 ;=1 (tpgr A=a (+2,)
et en utilisant le théoréme 9.5 la forme précédente peut s’écrire

(zliz“"iz)

@ ] b3
¢
5(;‘3 Z PN X(lm ) sz) X7 R Pa(p) Az

2=0 (+25) A,2,°+24)

Finalement, d’aprés la définition de X/, on est conduit a

It

— « /! -
@) __ ) 1103 )
Pi3 = 3 X XIg P an AR
C. Q. F. D.

§ 10. Lois de composition entre deux jets
semi-holonomes (la suite).
A 8§ 2, nous avons considéré la loi de composition externe a gauche d’un

élément X de E;p par un élément Y de L. et celle 4 droite par un élément
Z de Ly, En utilisant chaque pseudo-représentant tensoriel

r
1
X x’i: S ___k za aku"xu“z...uak’
k=1
o1
Z
Y. xj=2'k_'agiz “x‘x IR,
k=1
o 1
Z: w = T gy Bt
k=1

nous avons eu respectivement les relations (2. 1), (2. 2) entre ses coefficients.
En vertu de la définition du produit semi-holonome d’ordre supérieur, les
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formes (2.1), (2. 3) s’écrivent
a ¥)
3 2
(10. 1) Ay = Z Ao Aald 5
‘ a(d
(10. 2) Apcry = Z sy Bick) -

Lorsque nous avons considéré deux compositions externes en méme temps, en
désignant Y-X.ZeL;,, par la forme

r
Z n aﬁ By uﬂx uﬂz v uﬁk s
Pt k

la relation (2. 3) était obtenue.
Maintenant, nous pouvons davantage simplifier la forme (2. 3), c’est-a-dire,
d’aprés le théoréme 6.1, la forme (2. 3) devient

% ”
(10. 3) aﬁ(/c Z=:1 § ado aa(p) ;83

D’ailleurs, lorsque nous considérons le produit semi-holonome d’ordre supérieur
de aj.,, on peut obtenir la forme linéaire suivante :

— D 1
(10. 4 aB = 3 5 R ald) 58

en utilisant le théoréme 6.2. Il en résulte que

Théoréme 10.1. Lorsque, en utilisant la composition externe & droite
et en méme temps celle & gauche, la loi de composition externe d’ un élément

X de L, par un élément (Y,Z) de Ly, < Ly,
L, — E,’nq : X—=Y-X-Z

peut étre définie, la loi de changement des coefficients du pseudo-représentant
tensoriel du jet semi-holonome a..,—al, s exprime par la forme (10.3) et
celle de son produit semi-holonome d’ ordre supérieur par la forme linéaire
(10. 4).

Errata. Dans la démonstration de proposition 2.2 a § 2 de la partie I, il
faut corriger quelques endroits comme suit: a la 1*° ligne de p. 199 “en
substituant ' de (2. 6) par (2.7)"—“d’aprés la relation (2.1)”; dans la forme

3 o , )
’ - —i i, =
(2. 8) et celle précédente > al, (@i, ay +ap ap,)” — “al; (@i, ae +ag a;

—q —d,\?
+ apx, Ax? )’
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§ 11. Vecteurs non-symétriques (semi-holonomes)
d’ ordre supérieur.

A §2 et §10, nous avons discuté deux compositions externes d’un jet
semi-holonome XeL:, par les autres jets semi-holonomes YeIr,, ZeLr,.
Maintenant, dans ce paragraphe § 11, en posant m=n, p=gq, nous regardons
le jet Y comme exprimant 1’extension semi-holonome d’une transformation
d’ordre supérieur dans V, et aussi le jet Z celle dans R,. De plus, au lieu
de (10.1) nous désignons les pseudo-représentants tensoriels par

o1
. 7 __ 77 .« .
X: 2= Z Tpalazmaxualuaz"'uaza Z,]=1,2,"',72,
A=1 .
r 1 _
. — —_ Z Z Z _ :
Y: /= 3 7 Xigs, 22l 2%, a,=1,2,--,p,
i=1 A
|
Z: wu= 3, T Yheen, uhrulbe - ule
i=1 .

OU PL areap Xityip Uhps..s;, NE sONt pas toujours symétriques par rapport aux
indices inférieurs et ils ont aussi les propriétés déja énoncées de §3 a § 9.
Donc, quant & X7,,.;, nous avons les mémes propriétés que celles de ufg,..s,.
Par conséquent, il en résulte le

Théoréme 11.1. Nous avons les mémes formules concernant Xf-liz...hz
X1 que celles concernant ug,.;. De méme, quant au produit semi-holonome
d ordre supérieur X113, nous avons les mémes théorémes que ceux de uill.
Autrement dit, nous avons les théorémes de Xi,, XI8 qui correspondent
aux théorémes 4.1~4.5, 7.1~7.5 et aux corollaires 4.1, 4.2.

De méme que la discussion a § 5, lorsque nous considérons deux exten-
sions semi-holonomes de transformation d’ordre supérieur z*—x’, x’—x*, la
forme suivante, qui correspond a (5. 2),

(11.1) 3 X8 X3 = X3
est immédiatement obtenue. D’aprés (6. 4), en utilisant la méme considération
qu'a §6, on a

(11 2) fg(w) = /1-—-21 )_(g(l) pggi; s
(11. 3) Phwy = 1;: Xin P i

d’ou, les relations linéaires suivantes du produit semi-holonome d’ordre supérieur
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sont établies :

(11. 4) P =¥ XiB Py,
p=v

(11.5) P = 5 X0 Piy.
=g

Par conséquent, en substituant (11. 4) dans le terme a droite de (11.5), nous
avons

« w
— v (p
P33 = 3 X358 3 XI5 PRy

Zlvv n=2
@ "o
(11.6) = 5 (5 Xp X1 Py
. pr=q =¢

= 3 X3 P
Ici, en posant ¢=1, nous obtenons
Piwy = Z ( Z Xt XIB) P
(11.7) e
= Z Xz(p) Pﬁ(»)

Prochainement, en considérant 1’ extension semi-holonome de transformation
d’ordre supérieur, x’—x’ et en méme temps la paramétre-transformation non-
symétrique d’ordre supérieur, u*—u”®, d’aprés le théoréme 6.1, nous avons la
forme suivante

i 't
Dlr = Z Z X PL3 A5 .

Lorsque l'autre forme pour x’—x*, u’—u’ s’écrit
Zh o — S S h PG 6
Drw = Zl Zl X% P AL,
2 A
la relation suivante est obtenue,

) _ i( .) aly)
Pr(w) - Z Z Xi(p) a(lv) (m") s

yv=1 p=1
c’est-a-dire, le composé de (*—x?, u*—u’), (x’—>x", u’—u’) peut étre défini et
la loi de composition est associative.

Nous supposons que les jets semi-holonomes concernant (x*—x?, u*—u’)
soient inversibles. Alors, nous considérons la forme

£ J—
I3 h n v — 20D () D
(11.8) . 03 037 -+- 03 0, =010 = 20 X35 X8
2=y
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qui correspond a la premiére forme a p. 210 de la partie I. D’aprés (11.8),
on a | XJ|=0 et la matrice inverse peut étre considérée. Et, de méme que la
discussion a la proposition 2.2 de p. 198, il est possible de considérer le jet
semi-holonome inverse, c’est-a-dire, en désignant les coefficients inverses de
X4 par X%4, pour obtenir la relation inverse de

[}

i
by z A« ()
Pﬂj(w) = Z Z a((!:u)) Ag«f} ’

nous considérons, d’abord, le produit semi-holonome d’ordre supérieur

P — > P Fatw
Pi3 =3, 5 X9 P, A
p=1 v=o
et puis, d’aprés les coefficients inverses de X3 et de A3, on a
[

” - -
Y i j( ) Blw) __ 1165}
Z Z X.’f(vd) ﬁ(;) Aa(/a:) - a(l;l) ’

w=1 s
finallement, en posant v=1, la relation inverse
ST ST e P A
2 —
Z Z Xj (:)) a((:; Pa(/D
w=1 ao=1

peut étre obtenue.
Maintenant, nous considérons 7 Z p" fonctions V7., .., (x(u)=Vi,, 1=1,

2, -+, r, définies par les coordonnées locaux x%.'® (pas nécéssairement symétriques
par rapport aux indices inférieurs) Lorsque ces fonctions se transforment con-
tre 1’extension semi-holonome de transformation d’ordre supérieur x—>x’ et
en méme temps la paramétre-transformation non-symétrique d’ordre supérieur,
u—u’, selon la loi

¢ SR Vi A 2D
Vﬁ(/l) - Z Z Xi(u) n(li) Ag(/:) P

I’ensemble de ces 7 Z p° valeurs V., pour chaque systtme de valeur de u~*

=1

sera appelé un p -vecteur non-symétrique (semi-holonome) d’ ordre supérieur.
L’ensemble des p%,., est un exemple de p~"-vecteur non-symétrique d’ordre
supérieur.

r r
En général, nous considérons bZl Z}b n’p® fonctions V&, (x(u)), 4, p=1, 2,
= o=

,7, A=p qui se transforment contre I’extension semi-holonome de transfor-
mation d’ordre supérieur x’*—x’ et en méme temps la paramétre-transformation
d’ordre supérieur, u*—u*, de la loi

16) Voir, la définition de E-vecteur (symétrique) dans I’article [9] p. 29.
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V¢ D I ) Aalp)
ﬁ(Z) — Z Z Xu:) Zﬁb A;(f:) .

p=1 y=

L’ensemble de ces fonctions sera appelé wun pr-quasi-vecteur' non-symétrique
(semi-holonome) d ordre supérieur. Naturellement, le produit semi-holonome
d’ordre supérieur PX) est un exemple de p’-quasi-vecteur non-symétrique
d’ordre supérieur. ’
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