Koendlich erzeugte Moduln und Kogeneratoren

von Takeshi ONODERA

Einleitung

In jiingster Zeit sind in mehreren Arbeiten Kogeneratoren, insbesondere
injektive Kogeneratoren untersucht worden. Diese Uberlegungen sollen hier
mit Hilfe des Begriff des koendlich erzeugten Moduls weitergefiihrt werden.
Dieser Begriff ist mir unter der Bezeichnung ,,durchschnittendlicher Modul”
aus einem Vortrag von F. Kasch aus dem Jahr 1966 bekannt. Als , finitely
embedded module” wird er dann in einer Arbeit von P. Vamos unter-
sucht. Wir schlieBe uns in der Bezeichnung an J. P. Jans an, die dieser
1966 eingefiihrt hat [6].

Ein R-Linksmodul M heiBt koendlich erzeugt, wenn zu jeder nicht-
leeren Menge {N,}.; von Untermoduln N, von M mit UN,=0 jeweils

a€d

endlich viele a;,:--,a, mit NN, =0 existieren. Als wichtige Charakter-
i=1

isierung wir zundchst gezeigt, daB ein R-Linksmodul rM genau dann
koendlich erzeugt ist, wenn der Sockel von M endlich erzeugt und groBer
(=wesentlicher) Untremodul von pM ist (Satz 1). Diese Kennzeichnung und
weitere grundlegende Eigenschaften von koendlich erzeugten Moduln werden
in Abschnitt 1 angegeben.

In Abschnitt 2 wird bewiesen, daB} fiir einen projektiven Generator M
ein Verbandsisomorphismus zwischen dem Verband der Rechtsideale von R
und dem der Untermoduln von M besteht, wobei S der Endomorphismenring
von M ist. Dieses Resultat war bisher nur fiir einen endlich erzeugten
projektiven Generator (=Progenerator) M bekannt.

In Abschnitt 3 beweisen wir ein Dichtesatz, der als Spezialfall den
Jacobsonschen Dichtesatz iiber vollstindig reduzible Moduln enthélt.

Zum Hauptsatz der Arbeit (Satz 12), den wir hier in abgeschwichter
Form formulieren wollen, kommen wir dann im 4 Abschnitt.

Sei zQg ein R-S-Modul mit folgenden Eigenschaften:
(1) zQ und Qg sind Kogeneratoren
(2) S=End(zQ) und R=End(Qy)
(3) xR und Sy sind koendlich erzeugt.
Dann gilt: Ein R-Linksmodul M ist dann und nur dann endlich bzw.
koendlich erzeugt, wenn My := Hom(zM, ,Q)s koendlich bzw. endlich erzeugt
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ist. In AnschluB an diesen Satz folgen Anwendungen auf Quasi-Frobenius-
Modul, QF-3 Ringe und Quasi-Frobenius-Erweiterungen.

AuBer im 3 Abschnitt wird vorausgesetzt, daB alle Ringe ein Einsele-
ment besitzen und alle Moduln unitir sind.

1. Koendlich erzeugte Moduln, kolokale Moduln

Sei R ein Ring mit Einselement.

DEFINITION 1. Ein R-Linksmodul pM heift koendlich erzeugt, wenn
zu jeder nichtleeren Menge {N,} ., von Untermoduln N, von M mit N N,=0

a€d

jeweils endlich viele ay, -+, a, mit NN, =0 existieren.

=1

DEFINITION 2. Ein R-Linksmodul pM heifst kolokal, wenn zu jeder
nichtleeren Menge {N,}.., von Untermoduln N, von M mit NN,=0 min-

destens ein a mit N,=0 existiert. !
ProrosiTiON 1. Jeder kolokal Modul ist koendlich erzeugt.
ProrosiTiON 2. Jeder Untermodul eines koendlich erzugten (kolokalen)
Moduls ist koendlich erzeugt (kolokal).

Beweise von [Proposition 1 und 2 sind trivial.

ProposiTION 3. Sei zM koendlich erzeugt (kolokal). Dann ist die
injektive Hulle E(M) von M koendlich erzeugt (kolokal).

BEwEIS. Sei {N,}... eine Menge von Untermoduln von rE(M), so daB
NN,=0. Dann gilt (NN, NM=N(N,NM)=0. Da pM koendlich erzeugt
a€d

a€d a€d

(kolokal) ist, gibt es N, ,---, N, (mindestens einen N,) mit H(NaiﬂM)=O
i=1

(mit N,NM=0). Da pM groB} in E(M) ist, folgt daraus ﬁNa_j:O (N,=0).
1=1

SaTz 1. Fiir einen R-Linksmodul pM sind folgende Aussagen dquiva-
lent:
(1) rM ist koendlich erzeugt;
(2) Der Sockel von pM ist endlich erzeugt und grofS in pM;

(3) =M ist isomorph zu einen Untermodul von &L—BE(mz), wober gm, (i=1,
i=1

---,n) einfache R-Linksmodul sind und E(m;) die injektive Hiille von pm;
set. (Siehe auch [20], Lemma 1).

BeEweis. (1)=(2), (3): Da M koendlich erzeugt ist, ist der Sockel von
=M endlich erzeugt. Sei K=@E(m,), wobei m, ein Repridsentantensystem

1) Der Autor méchte F. Kasch herzlich dafiir danken, da er viele niitzliche Bemerkungen
und Verbesserungen zu dieser Arbeit gemacht hat.-
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fiir die Isomorphieklassen von einfachen R-Linksmoduln durchliuft. Da K
ein Kogenerator” ist, gilt N Ker f=0. Daraus folgt, da es endlich viele

feHom p(M, K)
JSi, 5 £ gibt, so daB N Ker f;=0. Folglich ist M isomorph zu einen Unter-
¢=1

modul von K™, wobei K™ die direkte Summe von 7z-Kopien von K sei.
Da der Sockel von K™ groBB in K™ ist, ist der Sockel von M auch grof}
in pM.

(2)>(1): Seien {IV,}.c, eine Menge von Untermoduln von pM, so dal3
N N,=0 und S, der Sockel von N, ist. Dann gilt N S,=0. Sei I" die Menge

a€d
von allen Untermoduln von M, die als Durchschnitt von endlich vielen S,

darstellbar sind. Da der Sockel von M endlich erzeugt und folglich artinsch
ist, gibt es ein minimales Element E=S, N---NS, in I'. Dann gilt fiir
beliebiges S, FNS,=F und daraus folgt, daB FC NS,=0, das heiit, F=0.

a€d

Da S, groB in N,,, gilt dann rn]Nai=O. Folgliche ist zM koendlich erzeugt.
4=1
(3)=>(2): ist klar, da der Sockel von C—lSE(mz) endlich erzeugt und groB3
4=1
in @ E(m,) ist.
g=1

Satz 1. Fir einen R-Linksmodul M sind folgende Aussagen dqui-
valent
(1) M ist kolokal
(2) M enthilt einen kleinsten Untermodul (£0);
(3) mM ist isomorph zu einen Untermodul von E(m), wobei gm ein einfacher
R-Linksmodul und E(m) die injektive Hiille von mm sind.

KOROLLAR zu SATz 1. Jede endlich direkte Summe von koendlich er-
zeugten Modul ist koendlich erzeugt.

ProrosiTIiON 4.  Seien ;M ein R-Linksmodul und N ein Untermodul
von M, so daff N und M|N koendlich erzeugt sind. Dann ist zM koend-
lich erzeugt (Siehe [20], Proposition 3). ’

BEwEils. Seien pE(N) die injektive Hiille von N und ¢ ein R-Homo-
morphismus von M in RE(N), so daB ¢(n)=# fiir alle » in N. Sei ¢ der
R-Homomorphismus von zM in E(N)®M|N, der folgendenmaBen definiert
wird :

¢p(m)=pm)®m, mepM. |
Dann ist ¢ ein Monomorphismus. Da E(N)® M/N koendlich erzeugt

2) Ein R-Linksmodul rQ heiBt Kogenerator, wenn fiir jeden R-Linksmodul »M
Ker f=0 gilt. (Siehe [15)).

n
feHom 7,(M,Q)
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ist, folgt nun, daBB M koendlich erzeugt ist.

Satz 2 (F. Kasch). Ein R-Linksmodul pM ist dann und nur dann
artinsch, wenn jedes epimorphe Bild von rM koendlich erzeugt ist. (Siehe
[20], Proposition 2%*).

Beweis. ,Notwendig”: Sei pM artinsch. Dann ist jedes epimorphe
Bild M’ von M artinsch. Daraus folgt nach Satz 1, daB .M’ koendlich

erzeugt ist.
,Hinreichend”: Sei M ein R-Linksmodul, so daB3 jedes epimorphe Bild

von M koendlich erzeugt ist. Seien M;DM,D-:- eine absteigende Kette
von Untermoduln von M und N=NM,;. Dann ist nach Voraussetzung

(2
MJIN koendlich erzeugt. Da NM,/N=0 ist, folgt, daB es endlich viele
4

i1, *++, 1, gibt so daf3 NM,;,=N. Dann gilt M; =M, ,,=---, wobei #,=Maczx.
Jj=1

(1, -+, 1,). Folglich ist M artinsch.
PROPOSITION 5. Fiir einen R-Linksmodul pM sind folgende Aussagen

dquivalent :
(1) z=M ist koendlich erzeugt und Ra(M)®=0;
(2) &M ist halbeinfach artinsch.

BewEers. (2)=>(1) ist klar. (1)=>(2): Nach Voraussetzung gilt N M,=0,

a€Ad
wobei M, alle maximale Untermoduln von M, durchliuft. Da M koend-

lich erzeugt ist, gibt es endlich viele aj,":-,@,, so daB NM, ,=0. Daraus
2=1

folgt, daBB rM isomorph zu einen Untermodul von (—lgM/M%, ist, und folglich
§=1

ist zM halbeinfach artinsch.

ProprosITION 5. Fiir einen R-Linksmodul pM sind folgende Aussagen
dquivalent : :
(1) M ist kolokal und Ra(M)=0;

(2) &M ist einfach. v

DeriNiTION 3 (K. Kato [10]). Ein R-Linksmodul M heif3t endlich treu,
wenn xR isomorph zu einen Untermodul einer endlichen direkte Summe M™
von Kopien von M ist.

PrROPOSITION 6. Fiir einen Ring R sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) #R ist koendlich erzeugt;

(2) Jeder treue R-Linksmodul ist endlich treu.
BEwEls. (1)=(2). Seien R koendlich erzeugt und ;M ein treuer R-

3) Ra(M)=Radikal von zM ist die Durchschnitt von allen maximalen Untermoduln
von rM,
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Linksmodul. Fiir ein Element x von M bezeichnen wir mit ¢, den R-
Homomorphismus von zR nach ;M, der folgendenmaBen definiert wird:

o.(r):=rx, reR.
Da oM treu ist, gilt dann N Ker ¢,=0 und daraus folgt, daB3 es endliche

xeM
viele x,, .-+, x, gibt, so daB ﬁKer ¢, =0. F olglich ist die Abbildung: R>r—
i=1

(ray, -, rx,) e M™ ein Monomorphismus und M ist endlich treu.
(2)=>(1): Da der Kogenerator K= @ E(m,) treu ist, ist zK endlich treu.
Da R ein 1-Element besitzt und isomorph zu einen Untermodul von K®
ist, ist xR koendlich erzeugt.
SATz 3. Fiir eien Ring R sind folgende Aussagen aquivalent:
(1) &R ist koendlich erzeugt und injektiv ;
(2) &R ist koendlich erzeugt und Kogenerator
(3) &R ist Kogenerator und Ry koendlich erzeugt;
(4) &R ist injektiver Kogenerator;
(5) Jeder treuer R-Linksmodul ist Generator.

Beweis. Unter der Voraussetzung (1) ist R direkte Summe von endlich
viele injektive direkt unzerlegbare Linksideal von R, von denen jedes einen
kleinste Untermodul (%0) enthdlt. Die Aquivalent von (1), (4) und (5) und
die Behauptungen (1)=>(2), (3) folgen dann aus ([2] Theorem6, Theorem 7;
Theorem 7).

(3)=>(1): Seien [ ein maximales Linksideal von R und 1t (0) ein
minimales Rechtsideal von R, das in 7(I)) dem Rechtsannulator von[in R
enthalten ist. Da der Linksannulator /(xr) von t in R [(r(I))=1 enthilt und
nicht gleich R ist, gilt /(x)=1. Sei N das Radikal von R, das heillt, N=n1,,

a€A
wobei [, alle maximale Linksideale von R durchliduft. Sei 1, ein minimales

Rechtsideal von R, das in r(l,) enthalten ist. Dann gilt wegen [,=/(x,) N=
Nl(x,)=I(231,). Nach Voraussetzung gibt es endlich viele a;,--,a, so daB

St.=31,. Daraus folgt N=I(¥r,)=NI(t,)=NL,, das heiBt, N ist als
a é=1 [ % L4

Durchschnitt von endlich vielen maximalen Linksideale von R darstellbar.
Daraus folgt, daB R/N halbeinfach artinsch ist. Unsere Behauptung folgt
dann aus ([4], 4.1 Theorem).

(2)=>(1): Da es dann nur endlich viele Klassen von nicht isomorphen
einfachen R-Linksmodul gibt, folgt die Behauptung aus den Beweis von ([4],
4.1 Theorem).
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2. Projektive Generatoren

LEmma 1. Sei ;M Generator. Dann fiir ein beliebiges Rechtsideal t
von R: t={a€R; aMC1M).

Bewels. Es ist klar, daB rS{acR; aMctM}. Seien M*:=
Homgp(M, R) und M*(M)={ X filx); fieM* x,eM}. Da zM Gene-

end.Summe

rator ist, gilt M*(M)=R. Aus aMCtM folgt dann aM*(M)StM*(M)
=tR=1, also acr. Daraus folgt wie behauptet t={a€R; aMCtM}.

LemMA 2. Sei ;M projektiv und sei S der Endomorphismenring von
»M. Fiir einen beliebigen Untermodul W des S-Rechtsmodul Mg sei M*(1)
={ 2  9:u); g.€M*, u,ell}. Dann gilt M*N)M=1.

end.Summe

BeEwers. Da M projektiv ist, gilt das Dual-Basis-Lemma und daraus
folgt sofort UCM*(WM. Fir feM*, yeM ist die Abbildung: M>3z—
flx)yeM ein R-Endomorphismus von M, das heilt, ein Element aus .S.
Daraus folgt, da} M*()Mc1, da U Untermodul von M.

BEMERKUNG: Wenn M Generator ist, dann gilt fiir beliebigen Unter-
modul U von My: M*(M)={acR; aMCU}.
Aus und ergibt sich folgender

Satz 4. Seien pM ein projektiver Generator und S=End(;M) der
Endomorphismenring von zM. Dann gibt es einen Verbandsisomorphismus
zwischen dem Verband aller Rechtsideale von R und dem aller S-Unter-
moduln von My in folgender Weise:

1—stM, Wg—{reR; rHMCcl}=M*1),

wobei t Rechtsideal von R und Uy Untermodul von My sind.

KoROLLAR 1. Sei xM projektiver Generator. Ry ist dann und nur
dann koendlich erzeugt (artinsch, noethersch) wenn Sg koendlich erzeugt
(artinsch, noethersch).

KoOROLLAR 2. Seien P Progenerator und S=End(;P). Dann ist Rg

dann und nur dann koendlich erzeugt (artinsch, noethersch) wenn Sg koend-
lich erzeugt (artinsch, noethersch) ist.

Satz 5. Unter den Voraussetzungen in Korollar 2 ist xR (Rz) dann
und nur dann injektiver Kogenerator, wenn S (S) injektiver Kogenerator ist.

BEweis. Sei zR injektiver Kogenerator. Da R koendlich erzeugt ist,
ist dann Sg koendlich erzeugt. Weiter ist ¢S=Homy(P, P) injektiv. Wegen
Satz 3, folgt dann, daBB ¢S injektiver Kogenerator ist. Die Umkehrung gilt
ebenso, da die Voraussetzungen fiir R und S symmetrisch sind.



Koendlich erzeugte Moduln und Kogeneratoren 75

3. Ein Dichtesatz

Seien R und S zwei Ringe, die nicht notwendig ein 1-Element enthalten,
und zQy ein zweiseitiger R-S-Modul. Fiir einen R-Linksmodul oM (S-Rechts-
modul Nj) bezeichnen wir mit M* (N*) den S-Rechtsmodul Homz(M, Q)
(R-Linksmodul Homg(N, Q)). Es gibt ein natiirlichen Homomorphisms @:
M3x—@,€x(M**=M** (@:N>y—¢,e N¥*) von pM nach pM** (von Ny
nach Ni*), der folgendermalB3 en definiert wird;

o(f)=fla), feM* (o,(0)=0(), geN¥).

=R (Ss) heiBt Q-torsionslos, wenn die Abbildung @ ein Monomorphismus
ist. M (Ng) heiBBt Q-reflexiv, wenn @ ein Isomorphismus ist.

Seien Ky und Lg S-Rechtsmoduln und 9% ein Untermenge (3x¢) von
Homgy(K, L). M ist dicht in Homg(K, L) beziiglich auf die endliche Topologie
in Homy(Kg, Lg), wenn fiir beliebiges fe Homg(K, S) und beliebige endlich
viele z,, -, x,€K, es einen Element geN gibt so daB ¢(x,)=Ffx,), i=1, -, n.
(Sieche [5], Chapter II).

SATz 6. Seien xQ ein K-Linksmodul und S=End(zQ) der Endomor-
phismenring von Q. Ist fiir jede natiirliche Zahl n jedes epimorphe Bild
von Q™ Q-torsionslos, dann ist fiir jeden R-Linksmodul M ©®(M) dicht
in M**,

BEwEls. Seien ge M** f;, .-, f,e M* und U= {fi(2), -, f.(2)); x€M)}.
Es ist leicht zu sehen daB 11 ein Untermodul von Q™ ist. Enthilt U nicht
das Element &=(g(f)), -+, 9(f.), dann gibt es nach Voraussetzungen einen R-
Homomorphismus @ von Q™ nach Q, so daB a(l1)=0 und «(£)%0. Da
Homz(Q™, Q) isomorph zu S{ ist, gibt es dann ein Element (s,, ---, 5,)€S™,
so dal3 ;‘ Si(x)s;=0 und 39(f)s;*0. Daraus folgt, dal 3 f;s;=0 und

9(2./:5:)%0 und das ist ein Widerspruch.
[

KoroLLAR. Unter den Voraussetzungen von Satz 6, seien ;M Q-tor-
sionslos und Mg endlich erzeugt. Dann ist zM Q-reflexiv.

Setzt man in Satz 6 zQ=;M und zpM= R, dann erhilt man als Spezial-
fille folgende Sitze.

Satz 7. (Jacobsoscher Dichtesatz, [5] Chapter VI Theorem 1).

Seien M ein treuer, vollstindig reduzibler R-Linksmodul und R der
Bikommutator von oM. Dann ist R dicht in R.

Satz 8. Sei zQ Kogenerator. Dann ist R dicht im Bikommutator R
von pR (Siehe [14] Lemma 2).
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4. Kogeneratoren

LeMMA 3. Seien zQ ein quasi-injektiver R-Linksmodul und S= End(zQ).

Dann ist fiir jeden koendlich erzeugten Q-torsionlosen R-Linksmodul rM der
S-Rechtsmodul Mg =Homz(M, Q)s endlich erzeugt.

BewEtls. Nach Voraussetzung gibt es endlich viele fi, ---, f,, M*, so dal3
N Ker f;=0. Sei f ein Element von M* und betrachten wir folgendes
g=1

Diagramm :

O_éRMLRQ(n)
7l
=Q

wobei ¢ (x):=(fi(x), -+, [ (x)), x€xM. Da RQ_kquasi-injektiv ist, ist zQ auch
#O™-injektiv. Daraus folgt, daB3 es ein Element (s, -+, s,)€S¢” gibt, so dal

f(x)r—zn] filx)s;, xexzM). Folglich ist f= ZV'_, f:5; und Mg ist endlich erzeugt
=1 i=1
wie behauptet.

Satz 9. Seien Q ein injektiver Kogenerator und M koendlich erzeugt.
Dann ist M§ endlich erzeugt und ;M Q-reflexiv.

BeEwels. Der Satz folgt unmittelbar aus dem Korollar von Satz 6 und

Lemma 3.

LEmMMA 4. Seien Q ein R-Linksmodul, S=End(zQ) und pE(Q) die
injektive Hiille von Q. Sei RE(Q) Q-torsionslos und Qg enthalte isomorphe
Bilder von allen einfachen S-Rechtsmoduln. Dann ist ;Q injektiv.

BewEls. (Homomorphismen von R-Linksmoduln werden im folgenden
recht von ihren Argumenten geschrieben). Sei ¢: ,Q—zE(Q) die Inklusion
von zQ in RE(Q), dann ist r: (E(Q)fSs. Angenommen t=.S, dann gibt
es nach Voraussetzung einen Epimorphismus ¢: Sg—=>Ug=qS von Sy auf
einen einfachen Untermodul Ug=¢,S von Qg mit 0=¢(1)=¢g, ¢g0. Wegen
0=qt=quE(Q)*=¢qE(Q)* und da RE(Q) Q-torsionslos ist, mul andererseits
@E(Q)*+0 gelten. Das ist ein Widerspruch. Aus (E(Q)*=S folgt aber
sofort zE(Q)=0Q®Q;, also zQ injektiv (und Q=E(Q)).

LemMMmA 5. Seien Qg ein endlich erzeugter S-Rechismodul und R =
End(Qg). Vorausgesetzt, daB} jeder endlich erzeugte S-Rechtsmodul Q-tor-
stonslos ist und rQ die isomorphen Bilder von allen einfachen R-Linksmodul
enthilt. Dann ist Qg injektiv.

Beweis. Sei Mg= Q¢+ yS eine zyklische Erweiterung von Qg. Da
dann M endlich erzeugt, also Q-torsionslos ist, folgt wie in Beweis von
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daBB Qg ein direkter Summand von My ist. Sei jetzt yeE(Qy),
also Myg=Qs+ySCE(Qy), dann folgt, da Qg groB in E(Qy) ist, Q=DM, also
Q=E(QS)-

Satz 10. (Morita, [11] Theorem 2. 4). Sei Qs ein zweiseitiger R—-S-
Modul, so daf pQ und Qg injektive Kogeneratoren sind und S=End(;Q),
R=FEnd(Qs) gilt. Dann enthilt die Kategorie aller Q-reflexiven R-Links-
moduln (oder Q-reflexiven S-Rechtsmoduln) xR und Q (Sy und Qg) und ist
abgeschlofSen gegeniiber endlichen direkten Summen, Untermoduln und epi-
morphen Bilder.

Aus den bisherigen Feststellungen konnen wir leicht folgende Satze
herleiten :

Sarz 11. Fir einen zweiseitigen R—S-Modul Qs sind folgende Aussagen
dquivalent: ’
(1) zQ und Qg sind Kogeneratoren, S= End(;Q)und R=End(Qy).
(2) #Q und Qg sind injektive Kogeneratoren, S= End(»Q) und R= End(Qy).
(3) 1) Fiir jeden endlich erzeugten R-Linksmodul .M, ist Mg = Homz(M, Q)g
koendlich erzeugt und pM Q-reflexiv. -

2) Fiir jeden koendlich erzeugten R-Linksmodul pM’', ist M's endlich
erzeugt und M Q-reflexiv.

3) Fiir jeden endlich erzeugten S-Rechtsmodul Ny, ist rN*=gpHomg(N,
Q) koendlich erzeugt und Ng Q-reflexiv.

4) Fir jeden koendlich erzeugten S-Rechtsmodul Nj, ist pN'* endlich
erzeugt und N Q-reflexiv.

KOROLLAR. Fiir einen Ring R sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) R ist zweiseitiger Kogenerator.
(2) R ist zweiseitiger injektiver Kogenerator.
(3) Fiir jeden koendlich erzeugten R-Linksmodul zM ist M = Homgzr(M, R)g
endlich erzeugt und rM R-reflexiv und umgekehrt ist fiir jeden endlich
erzeugten R-Rechtsmodul N; N7 =Homgz(N, R) koendlich erzeugt und N R-
reflexiv.
(4) Fir jeden endlich erzeugten R-Linksmodul M’ ist Mi* koendlich erzeugt
und rM' R-reflexiv und wmgekehrt ist fiir jeden koendlich erzeugten R-
Rechtsmodul Ny, zN'* endlich erzeugt und Ny R-reflexiv.

SATz 12. Fiir eien zweiseitigen R—S-Modul Qg sind folgende Aussagen
dquivalent: '
(1) 2Q wund Qg sind (injektive) Kogeneratoren, S=End(zQ), R=End(Qg)
und zR, Sg sind koendlich erzeugt.
(2) xR ist koendlich erzeugt, pQ endlich erzeugt und
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1) fiir jeden koendlich erzeugten R-Linksmodul »M, ist Mg endlich
erzeugt und rM Q-reflexiv;

2) fir jeden endlich erzeugten S-Rechtsmodul Ng ist RN* koendlich
erzeugt und Ny Q-reflexiv.

(3) Sy ist koendlich erzeugt, Qg endlich erzeugt und

1) fiir jeden koendlich erzeugten S-Rechtsmodul My ist mM'* endlich
erzeugt und Mg Q-reflexiv;

2) fiir jeden endlich erzeugten R-Linksmodul ;N' ist N§ koendlich erzeugt
und N’ Q-reflexiv.

Lemma 6. Seien ,Q Kogenerator und S=End(;Q). Seien pM ein R-
Linksmodul, Ny ein endlich erzeugter S-Rechtsmodul und M x N3z, y—(x, y)
€Q ein regulares skalares Produkt iiber MxN in Q. Dann ist zM in
natiirlicher Weise isomorph zu rN*=zHomgN, Q).

BeEwEis. Ist z» die Anzahl der Elemente eines erzeugendensystems von
Ny, dann ist Ny isomorph zu S™/11, wodei U ein Untermodul von S§® ist.

Betrachten wir jetzt das folgendermaBen definierte regulire skalare Produkt
tiber Q™ x.S™ in Q:

Q™ xS™3(qy, -, q,), (51, ""Sn)—"’g%&e Q.

Da das Produkt iiber M x N regulir ist, ist M dann kanonisch isomorph
zu einen Untermodul m von Q™ = Hom(S™, Q), so daB mcU*:={eeQ™;
(6, M =0 fiir alle 7ell}. Daraus folgt, daB NCU*Cm!. Ferner gilt wegen
der Regularitit des Produkt m'CU und folglich m‘=1. Angenommen
m=Z0t. Da ,Q Kogenerator ist, gibt es dann ein Element £€S™, so daB
(m, £=0 und (1%, &)=+0. Das ist ein Widerspruch, da dann éem'=1 wire.

KOROLLAR 1. Sei Ny ein endlich erzeugte Untermodul von Qg (oder Sg).
Dann kann jeder S-Homomorphismus von Ny nach Qg zu einem S-Homo-
morphismus von Qg (oder Ss) nach Qg fortgesetzt werden.

KOROLLAR 2. Sei Sy noethersch. Dann ist Qg injektiv.

LEMMA 7. Seien pR artinsch, Q endlich erzeugter injektiver Koge-
nerator und S=FEnd(zQ). Dann ist Sg artinsch, Qg endlich erzeugter injek-
tiver Kogenerator und R= End(Qy).

BewEls. Dall Qg endlich erzeugt und R=End(Qy) ist, folgt aus Satz 9,
wenn man pM=.R setzt. Seien U ein Untermodul von Qg und /()= Qul (uS)

der Linksannulator von 1 in R. Da R artinsch ist, gibt es endlich viele

U, -, u, von U, so dafl ()= F\l(u,-S )=l(iu¢S). Daraus folgt dann nach
3=1 =1
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([18], Theorem 1.1), daB U=r/()= nZu S. Da xR notwendig noethersch ist,
t=1

ist Qg gleichzeitig artinsch und noethersch. Da Sy isomorph zu einen Unter-
modul von Qf, ist Sg artinsch. Die Injektivitit von Qg folgt aus Korollar
2 von [Lemma 6. Sei jetzt T ein maximales Rechtsideal von S. Da zQ
notwendig artinsch ist, folgt dann, wie oben, aus ([18], Theorem 1.1), daB
rl(x)=1. Folglich /(r)30. Daraus folgt daB Qg injektiver Kogenerator ist.

Auf Grund unserer Uberlegungen kénnen wir jetzt den folgenden Satz

iiber Quasi-Frobenius Modul leicht herleiten, der von G. Azumaya und K.
Morita stammt ([2] Theorem 4, Theorem 6. 3);

SaTz 13. Fiir einen zweiseitigen R-S-Modul Qs sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

(1) &R ist artinsch, pQ endlich erzeugter injektiver Kogenerator und S=

End(zQ);

(2) Sy ist artinsch, Qg endlich erzeugter injektiver Kogenerator und R=
End(Qs);
(3) Die kontravarianten Funktoren Homyzp( , Q) und Homg( , Q) sind zu-
einander inverse Kategorie-isomorphismen zwischen der Kategorie aller end-
lich erzeugten R-Linksmoduln und der aller endlich erzeugten S-Rechts-
moduln®.

KoroLLAR. Fiir einen Ring R sind folgende Aussagen aquivalent:
(1) R ist Quasi-Frobenius Ring,

(2) Fir jeden koendlich erzeugten R-Linksmodul M ist M = Hom,(M, R)
koendlich erzeugt und pM R-reflexiv, und fiir jeden koendlich erzeugten R-
Rechtsmodul Ny ist (N* koendlich erzeugt unf Ny R-reflexiv.

Bewels. Fiir einen Quasi-Frobenius Ring R ist ein R-Modul dann und
nur dann koendlich erzeugt, wenn er endlich erzeugt ist. Daraus folgt die
Behauptung (1)=>(2) wegen Satz 13. (2)=>(1): Aus den Voraussetzungen
folgt, daBB R zweiseitiger (injektiver) Kogenerator ist. Weiter ist jeder endlich
erzeugter Modul notwendig koendlich erzeugt. Daraus folgt, dal R artinsch
und folglich Quasi-Frobenius Ring ist.

5. QF-3 Ringen

DEeFiNiTION 4. Ein Ring R heifst Links- (Rechts-) QF-3 Ring, wenn
es einen treuen projektiven und injektiven R-Linksmodul (Rechtsmodul) gibt.

Satz 14. Sei R ein Ring, so dafS rR koendlich erzeugt ist. Dann sind

4) Sei £Qg ein zeiseitigen R-S-Modul in Satz 13. Dann ist ein R-Linksmodul (ein S-
Rechtsmodul) dann und nur dann endlich erzeugt, wenn er koendlich erzeugt ist.
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folgende Aussagen dquivalent:

(1) Die injektive Hulle nE(R) von xR ist projektiv;
(2) R ist Links-QF-3 Ring;

(3) RE(R) ist R-torsionslos;

(4) Es gibt einen minimal treuen R-Linksmodul® .

EEwErs. (1)=(2) und (1)=>(3) sind klar. (2)=>(1): Sei pM ein treuer
projektiver und injektiver R-Linksmodul. Da M treu ist und rR koendlich
erzeugt, ist xR isomorph zu einen Untermodul von zM™. Da M injektiv
ist, folgt dann, daB RE(R) direkter Summand von RM™ ist und folglich
projektiv. (3)=>(1): Da rE(R) koendlich erzeugt und R-torsionslos ist, ist
»E(R) isomorph zu einen Untermodul von pR®™. Daraus folgt, dal E(R)

projektiv ist. (1) =>(4): Sei zE(R)= éRez-, wobel e; ein primitives Idempotent
2=1

von R ist und Re; einen kleinsten Untermodul enthilt. Sei M, die direkte
Summe von allen nicht isomorphen Re;, Da fiir jeden treuen R-Linksmodul
=M, Re; in einem Produkt von Kopien von pM enthalten und der Sockel
von Re; groB in Re; ist, ist Re; in xM enthalten. Daraus folgt, daBl M, ein
minimal treuer R-Linksmodul ist. (4)=>(1): Ein minimal treuer R-Links-
modul ist als direkter Summand von rR und auch von RE(R) notwendig
projektiv und injektiv. Da dann rR und folglich auch RE(R) isomorph zu
einen Untermodul von pM{™ ist, ist zE(R) projektiv.

6. Ein Beispiel

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dal} eine gewisse Klasse von
Endomorphismenringen 7T':= End(rM) rechts koendlich erzeugt QF-3 Ringe
sind.

Wir fangen mit folgendem Lemma an.

LemMmMmA 8. Seien ;M ein R-Linksmodul, der Kogenerator ist, und T'=
End(xM), dann ist der Sockel von M, groB in M,. Ferner gilt, daf5 jedes
maximale Linksideal | von R der Rechtsannulator r(n) von einem minimalen
Untermodul v von My in R ist und fiir jeden minimalen Untermodul n von
M, der Rechtsannulator von n in R ein maximales Linksideal von R ist.
Weiter gilt, daf8 fiir jeden endlich erzeugten Untermodul W, von M, der
Sockel von r({(0)), gleich dem Sockel von W0, ist.

BeEwEIs. Seien x ein von Null verschiedenes Element von pM und 8
ein maximaler Untermodul von Rx. Da pM Kogenerator ist, gibt es ein

5) Ein treuer R-Linksmodul »M; heiBt minimal treu, wenn gM; in jeden treuen R-Links-
modul als direkter Summand enthalten ist.
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Element ye,M, so daB Rx/B=Ry (z«<y) und Ry in einem injektiven Unter-
modul von pM enthalten ist. Dann ist, wie leicht zu priifen, y7 einfach
und in x7 enthalten. Seien [ ein maximales Linksideal von R und y ein
Element von 7(I), so daB Ry in einem injektiven Untermodul von M
enthalten ist. Dann ist y7 einfach und I(yT)=!. Seien xT ein einfacher
Untermodul von M, und y ein Element von M, so daB Ry einfach (= Rx/D,
B ein maximaler Untermodul von Rx) und in einem injektiven Untermodul
von pM enthalten ist. Dann gilt y7T=xT und daraus folgt, daB I(xT)=
[(yT) ein maximales Linksideal von R ist. Seien W,=u,T+---+u,T ein
endlich erzeugter Untermodul von M, und n ein minimaler Untermodul von
r({(0))y. Sei y ein Element von pM, so daB n=yT, Ry einfach, und Ry
in einem injektiven Untermodul von M enthalten. Sei ferner N=/{(ru,,

“TU,); TER}S ZM™. Da dann die Abbildung: N>(ru,,---, ru,)—>ryeRy
wohl definiert ist und Ry in einem injektiven Untermodul von M enthalten,

gibt es ein Element (2, -+, ¢,)e T™, so daB3 ry=r§uit¢ fiir alle re R. Daraus

folgt, daB y=Zn:uz-tz- und folglich y7T'C1,. Unserer Beweis ist damit voll-
2=1

stindig.
Aus obigen Beweis erhalten wir ebenfalls folgende

ProrosiTiON 7. Sei M ein R-Linksmodul, so daf3 jeder zykliche Unter-
modul von M in einem injektiven Untermodul von pM enthalten ist. Dann
gilt fir jeden endlich erzeugten Untermodul U, von M, r(I(1)=1, wobe:
T=End(mM).

Satz 15. Seien R ein Ring, der zweriseitiger Kogenerator ist, und rM
ein endlich erzeugter treuer R-Linksmodul. Sei T=End(zM). Dann ist T,
koendlich erzeugter QF-3 Ring.

BEwels. Es ist bekannt, da M, injektiv ist (z.B. Siehe Satz 1).

Da M Generator ist, ist ferner M, endlich erzeugt und projektiv. Da M

endlich erzeugt 7', isomorph zu einen Untermodul von M. Da M Koge-

nerator ist, ist wegen der Sockel von T, groB in T,. Sei S=
2. 1, der Sockel von M,. Wegen ist dann N=I[(S)=N(n,)
minimalen, a
das Radikal von R. Da R/N halbeinfach artinsch ist, gibt es endlich viele
ay, -, a,, so dal N= nﬂl(nai)=l(i}n%). Daraus folgt, dal S= in% endlich
¢=1 2=1 z=1

erzeugt ist. Folglich ist der Sockel von 77 auch endlich erzeugt.

7. Anwendung auf Ringerweiterungen

Seien R ein Ring mit 1-Element 1 und S ein Unterring von R, der 1
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enthalt. Dann ist Hom(Rg, Sg)z in natiirlicher Weise ein R-Rechtsmodul.

Satz 16. Seien Hom(Rg, Sg)r R-torsionslos und My, ein R-Rechtsmodul.
Wenn Mg S-torsionslos ist, dann ist My R-torsionslos.

Bewels. Mj, ist isomorph zu F/U, wobei F=@®R, ein freier R-Rechts-
modul und U ein Untermodul von Fj ist. Sei jetzt (x,) ein Element von Fy,
das nicht in U enthalten ist. Da Mg S-torsionslos ist, gibt es dann ein

Element (f,)e Il Hom(R.s, Ss), so daB 2 f.(x,)*0 und X} f,(u,)=0 fiir alle
(u,)eU. Da U ein Untermodul von Fy ist, folgt, daB }; f, -2, %0 und 2} f.-u.

=0 fiir alle (x,)eU. Nach Voraussetzungen gibt es ein Element g€
Homz(Homy(R, S), R), so daB }; ¢(f.)x.>0. Sei ¢ der R-Homomorphismus:

¢
Fe3()—29(f.)y.€Rz. Dann gilt ¢(x,)%0 und ¢(x,)=0 fiir alle (x,)ell.
Daraus folgt, daB My R-torsionslos ist.

KoroLLAR 1. Sei RDS eine Ringerweiterung, so daffi Hom(Rg, Sg)r
R-torsionslos ist. Wenn Sg Kogenerator ist, dann ist R, Kogenerator.

Eine Ringerweiterung RDS heilt Links-Quasi-Frobenius-Erweiterung
(nach B. Miiller [12]), wenn R endlich erzeugt und projektiv ist und rRs
direkter Summand in einer direkten Summe von Kopien von pHom(gR, &S)¢
ist. Eine Rechts-Quasi-Frobenius-Erweiterung wird entsprechend definiert.

KoROLLAR 2. Seien RDS eine Links-Quasi-Frobenius-Erweiterung und
Sy Kogenerator. Dann ist Rp Kogenerator.

- Beweis. ¢Hom(Rg, Sg)r ist dann direkter Summand in einer direkten
Summe von Kopien von sRy und folglich R-torsionslos (Siehe Satz 2).
Unsere Behauptung folgt dann unmittelbar aus Korollar 1.

Satz 17. Sei RDS eine Links-(oder Rechts-) Quasi-Frobenius-Erweiter-
ung. Wenn ¢S injektiver Kogenerator ist, dann ist prR auch injektiver
Kogenerator.

BEwEls. Sei RDS Links-Quasi-Frobenius-Erweiterung. Da ¢S koend-
lich erzeugt ist, ist dann ¢R und folglich auch zR koendlich erzeugt. Da
o5 injektiv ist, ist pHom(¢R, ¢S) injektiv und folglich auch rR. Daraus
folgt, daBB xR injektiver Kogenerator ist. Sei RD.S Rechts-Quasi-Frobenius-
Erweiterung. Wegen Korollar 2 von Satz 16, ist dann R Kogenerator.
Da (R endlich erzeugt und projektiv und ¢S koendlich erzeugt sind, ist xR
auch koendlich erzeugt. Daraus folgt, daB LR injektiver Kogenerator ist.

KoroLLAk. Sei RDS Links-(oder Rechts-) Quasi-Frobenius-Erweiter-
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ung. Wenn S zweiseitiger Kogenerator ist, dann ist R auch zweiseitiger
Kogenerator.
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