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1. INTRODUCTION.

NOus pr\’esentons, dans ce travail, deux th\’eor\‘emes d’unicite lOcale du
prObl\‘eme de Cauchy pOur des Op\’erateurs hyperbOliques par rappOrt a une
surface.

L’hyperbO1icit\acute{e} par rappOrt \tilde{a} une surface \’etant une cOnditiOn n\’ecessaire
pOur que le prObl\tilde{e}me de Cauchy sOit bien pos\’e (theoreme de Lax-MizOhata),

la plupart des r\’esultats, cOncernant ce type d’operateurs, traitent \‘a la fOis la
questiOn de 1’existence et celle de Tunicite. (VOir Olelnik [13], Ivrii-PetkOv
[8], H\"ormander [8], ... ).

Dans ce travail, nOus avOns chOisi de nOus restreindre \‘a 1’etude d’Op\acute{e}r-

ateurs P(y, D_{y})(y\in R^{n+1}) nOn effectivement hyperbOliques par rappOrt \‘a

une surface S. (En ce qui cOncerne les op\’erateurs effectivement hyperbOli-
ques, On pOurra cOnsulter MelrOse [12], Iwasaki [9], lvrii [7] ) . Plus
pr\’ecis\’ement, nOus avOns fait sur la partie principale les hypoth\‘eses d’H\dot{O}r-
mander [5] (vOir les hypoth\‘eses (H_{1}) , (H_{2}) ) et nOus nOus sOmmes efforc\’es
d’ameliorer les hypoth\‘eses pOrtant sur le symbOle sOus-principal p_{1}^{s} pOur

avOir 1’unicite de Cauchy. POur cela, nOus avOns intrOduit une nOtiOn g\’en\’er-
alis\’ee de\ll principale nOrmalit\’e \rangle\rangle faisant intervenir le symbOle tOtal p et qui,
en quelque sOrte, signifie que l’Hamiltonien de Im p_{1}^{s} est OrthOgOnal, pOur la
fOme symplectique \sigma,\tilde{a} la partie invOlutive de la vari\’et\’e caract\’eristique \sum .

La m\’ethode employ\’ee dans ce papier repOse sur la technique classique
des in\’egalit\’es de Carleman.

2. GENERALITES ET NOTATIONS.

2. 1. Invariants.
Dans tOute la suite, P(y, D_{y}) d\’esigne un op\’erateur diff\’erentiel d’ordre

deux \tilde{a} coj fRcients C^{\infty} dans un Ouvert \Omega de R^{n+1} et \tilde{a} symbOle principal r\’eel
p_{2}(y, \eta) . Et, nOus consid\’erons 1’unicite du prObl\‘eme de Cauchy pOur 1’Op\acute{e}r-

ateur P avec des donn\’ees initiales sur la surface S=\{\varphi(y)=\varphi(y_{0})\} (O\‘u y_{0} est
un pOint de \Omega et \varphi est une fOnctiOn r\’eelle de C^{\infty}(\Omega) , telle que d\varphi\neq 0 sur \Omega ),

nOn caract\’eristique pOur P .
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On \’ecrit p(y, \eta) le symbole total de P(y, D_{y}) (on a done p(y, \eta)=
p_{2}(y, \eta)+p_{1}(y, \eta)+p_{0}(y, \eta) , o\‘u les p_{j} sont homog\‘enes de degr\’e j par rapport
\tilde{a}\eta pour j=0,1 , 2). On note par p_{1}^{s} le symbole sousprincipal de P , d\’efini de
la mani\‘ere suivante:

p_{1}^{s}(y, \eta)=p_{1}(y, \eta)+\frac{i}{2}\sum_{j=1}^{n+1}\frac{\partial^{2}p_{2}}{\partial y_{j}\partial\eta_{j}}(y, \eta)

Et 1’on adopte la terminologie suivante:
-Nous disons que P est un op\’erateur hyperbolique dans \Omega par rapport aux
surfaces de niveaux de \varphi , si, pour tout (y, \eta)\in R^{n+1}\backslash 0,1’\acute{e}quation en \tau :

p_{2}(y, \eta+\tau d\varphi(y))=0

n’admet que des racines r\’eelles lorsque d\varphi(y) n’est pas parall\‘ele \‘a \eta .
-Nous disons que P a 1’unicite de Cauchy par rapport a la surface orient\’ee
S pr\‘es de y_{0} , si pour tout voisinage V suffisamment petit de y_{0} il existe un
voisinage W de y_{0} dans \Omega , et pour toute solution u\in C^{\infty}(V) du probl\‘eme:

\{

P(y, D_{y})u=0 dans V
u_{1\varphi(y)<\varphi(\mathcal{Y}0)}=0

s’annule identiquement dans W.
-Nous disons que P a Tuncite de Cauchy compacte par rapport \‘a la surface
orent\’ee S pr\‘es de y_{0} si pour tout voisinage V suffisamment petit de y_{0} il existe
un voisinage W de y_{0} dans \Omega , et pour toute solution u\in C^{\infty}(V) du probl\‘eme:

\{

P(y, D_{y})u=0 dans V
u==0|\varphi(y)<\varphi(\mathcal{Y}0)

Supp u\cap S\subset\subset V

s’annule identiquement dans W
-Enfin, is \sigma est la 2-forme canonique sur T^{*}(\Omega) , nous d\’esignons par F_{p} la
matrice fondamentale de P qu’on d\’efinit de la mani\‘ere suivante:

pour tout X, Y\in T(\Omega) , \frac{1}{2} Hess p_{2}(X, Y)=\sigma(X, F_{p}Y)

et qui est un invariant symplectique anx points (y, \eta) tels que p_{2}(y, \eta)=

dp_{2}(y, \eta)=0 .

2. 2. Classification des op\’erateurs hyperboliques.
Nous rappelons ici la classification des op\’erateurs hyperboliques donn\’ee

dans H\"ormander [5]. Cette classification repose sur la nature des valeurs
propres de F_{p} aux points critiques (p_{2}(y, \eta)=dp_{2}(y, \eta)=0) . En fait, aux
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points critiques, F_{p} ne peut admettre plus d’un couple (\mu,-\mu) de valeurs
propres r\’eelles non nulles (cf. H\"ormander [5]) ; les autres valeurs propres
sont soit nulles, soit imaginaires pures. D’ou la distinction de deux classes:
-Soit il existe un coupie (\mu,-\mu) de valeurs propres r\’eelles non nulles. On
dit alors que P est effectivement hyperbolique.
-Soit toutes les valeurs propres r\’eelles sont nulles. On distingue alors deux
cas selon la multiplicit\’e d de la valeur propre 0 dans le polyn\^ome minimal de
F_{p} (H\"ormander a d\’emontr\’e que d=2 ou 4).

D\^EFINITION 2. 2. 1. Dans le cas non effectivement hyperbolique, en
notant par i\mu j les valeurs propres de F_{p} , on d\’efinit la “ trace plus ” de P(qu’
on \’ecrit Tr^{+}P ) de la mani\tilde{e}re suivante:

Tr^{+}P= \sum_{\mu_{j}>0}\mu j .

2. 3. Cadre g\’eom\’etrique.
Soit

\Sigma=\{(y, \eta)\in\Omega\cross R^{n+1}\backslash 0, p_{2}(y, \eta)=\{p2, \varphi\}(y, \eta)=0\}

1’on suppose que les hypoth\‘eses suivantes sont v\’erifi\’ees:
(H_{1}) \sum est une vari\’et\’e, le rang du Hessien de p_{2} est \^egal \‘a la codimension

de \sum en tout point de \sum et \sigma est de rang constant sur \sum .
(H_{2}) P est non effectivement hyperbolique et la multiplicit\’e de la valeur

propre 0 dans le polyn\^ome minimal de F_{p} est \’egale \tilde{a}2 .

Remarques concernant les hypoth\‘eses (H_{1}) et (H_{2}) :
(2. 3. 1) II est clair que Thypothese (H_{1}) est symplectiquement invariante.
(2. 3. 2) On peut \^egalement d\’efinir \Sigma par:

\Sigma=\{(y, \eta)\in\Omega\cross R^{n+1}\backslash 0, dp_{2}(y, \eta)=0\} .

2. 4. Sous-principale normalit\’e.
D\’EFINITION 2. 4. 1. On dit que P est ((sous-principalement normal)) en y_{0}

(y_{0}\in\Omega) si
pour tout X \in T\sum\cap T\sum^{\sigma}, il existe une constante C>0 telle que:

(2. 4. 1.) |X Im p_{1|\Sigma}^{s}|\leqq C|{\rm Im} p_{1|\Sigma}^{s}|

pr\‘es de y_{0} , o\‘u T \sum^{\sigma} d\’esigne Vespace orhognal \‘a T \sum pour la 2-f0rme
symplectique \sigma.

Remarque concernant la d\’efinition 2. 4. 1.
(2. 4. 2) Si \Sigma est d\’efinie par a_{j}(y, \eta)=0 , j=1 , \ldots , k(da_{j} lin\’eairement ind\’e-

pendant) alors, en notant M=(\{a_{i}, a_{j}\})1\leqq i, j\leqq k, (2. 4. 1) est
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\’equivalente \tilde{a}

pour tout \alpha=\{\alpha_{1},\ldots , \alpha_{k} ) \in R^{k} avec \alpha\in Ker M. il existe une con-
stante C>0 telle que:

| \sum_{j=1}^{k}\alpha_{j}H_{a_{j}} Im p_{1|\Sigma}^{s}|\leqq C|Iffip_{1|\Sigma}^{s}| .

C’est une in\’egalit\’e analogue a celle d’Hormander [5] d\’efinissant la prin-
cipale normalit\’e d’ou notre terminologie.

3. RESULTATS.

Dans toute la suite, on suppose que P(y, D_{y}) est un op\’erateur hyperboli-
que par rapport aux surfaces de niveaux de \varphi v\’erifiant les hypoth\tilde{e}ses(H_{1})

et (H_{2}) .

3. 1. Cas involutif.
Dans le th\’eor\‘eme qui suit, on supposera que \sum est involutive (ce qui est

\’equivalent an fait que Tr^{+}P=0).

THF_{\veeoREME}3.1 . : On suppose que :

(3. 1) P est (\langle sous-principalement normal)) au voisinage de y_{0} .
(3. 2) d Im p_{1}^{s} est non nulle et {Im p_{1}^{s}=0 } est une vari\’et\’e transverse \tilde{a}\sum .
(3. 3) Re p_{1|\Sigma\cap\{{\rm Im} p^{s}=0\}}^{s}=0

au voisinage de y_{0} .

Alors P a l’unicit\’ede Cauchy par rapport \‘a S pres de y_{0} .

3. 2. Gas non involutif.
THEOREME 3. 2. : On suppose que :

(3. 1) P est \langle(sous-principalement normal)) au voisinage de y_{0} .
(3. 4) \{p_{2}, \{p_{2}, \varphi\}\}s ’annule \‘a Vordre deux sur \Sigma .
(3. 5) Il existe une constante C>0 telle que:

Tr^{+}P+{\rm Re} p_{1}^{s}+C|{\rm Im} p_{1}^{s}|>0

sur \Sigma au voisinage de y_{0} .

Alors P a l’unicit\’ede Cauchy compacte par rapport \tilde{a}Spr\tilde{e}s de y_{0} .

3. 3. Remarques.
1) Invariance.
Compte tenu de la remarque (2. 3. 2), il et clair que les hypoth\tilde{e}ses(3 .

1), (3. 2), (3. 3) et (3. 5) sont invariantes par changements de fonctions \varphi

d\’efinissant les m\^emes surfaces de niveaux. De plus, pour toute fonction \psi

assez proche de \varphi dans C^{2}(\Omega) , l’operateur P(y, D_{y}) reste hyperbolique par
rapport aux surfaces de niveaux de \psi dans \Omega . Ceci entra\^ine que les hypoth-
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\tilde{e}ses du th\’eor\‘eme 3. 1 sont invariantes par convexification.
2) Ecriture locale de la <<sous principale normalit\’e>> .
Nous rappelons qu’on peut choisir microlocalement des coordonn\’ees

symplectiques (x_{1}, x_{2}, x_{3})\in R^{n+1} , (\xi_{1}, \xi_{2}, \xi_{3})\in R^{n+1} , \’etant les variables
duales, en sorte que:

\sum=\{x_{1}=\xi_{1}=0, \xi_{2}=0\}

(ceci vient du fait que \sigma est de rang constant sur \sum , voir Grigis [4]).

Et la condition (2. 4. 1) de\ll sous principale normalit\’e \rangle\rangle est alors \’equivalente

\tilde{a} :

{\rm Im} p_{1}^{s}=a_{1}x_{1}+b_{1}\xi_{1}+b_{2}\xi_{2}+g(\ , \ , \xi_{3}) avec | \frac{\partial g}{\partial_{i}q}|\leqq C|g| .

3) En fait, nous prouverons une version plus g\’en\’erate des th\’eor\‘emes

3. 1 et 3. 2. (Voir les th\’eor\‘emes 4. 3. 1. et 4. 3. 2).

4) II est clair que les hypoth\‘eses portant sur le symbole sous-principal

dans nos r\’esultats sont plus faibles que celles de H\"ormander [5]. Par
ailleurs, la version g\’en\’eralis\’ee am\’eliore (dans le cas hyperbolique) les
th\acute{e}or\tilde{e}mesd’A1inhac[1] , Lascar-Zuily [10], Dehman [2].

5) Exemples.
En prenant dans R^{3} :

p_{2}(x, t : \xi, \tau)=\tau^{2}-x_{1}^{2}\xi_{2}^{2}-\xi_{1}^{2}

p_{2} v\’erifie (H_{1}) et (H_{2}) et (3. 4) (\varphi(x, t)=t, y_{0}=(0,0)) et \Sigma=\{\tau=x_{1}=\xi_{1}=0\} .

La condition (2. 4. 1) de principale normalit\’e se traduit, en \’ecrivant:

{\rm Re} p_{1}^{s}(x, t:\xi, \tau)=a(x, t)\tau+b(x, t)\xi_{1}+c(x, t)\xi_{2} par, il existe une constante
C>0 telle que:

| \frac{\partial c}{\partial t}(0, n, t)|\leqq C|c(0, &,^{t)|}

et la condition (3. 5) se traduit, en \’ecrivant: Re p_{1}^{s}(x, t;\xi, \tau)=\tilde{a}(x, t)\tau+

\tilde{b}(x, t)\xi_{1}+\tilde{C}(x, t)\xi_{2} par, il existe une constante C>0 telle que:

|\xi_{2}|+\tilde{C}(x, t)\xi_{2}+C|c(x, t)\xi_{2}|>0

pr\tilde{e}s de (0, 0) pour \xi_{2}\neq 0 .

4. PREUVE DES RESULTATS.

Dans ce qui suit, nous supposerons choisi un syst\tilde{e}me de coordonn\’ees
y=(x, t)(\eta=(\xi, \tau)) en sorte que y_{0}=(0,0) , \varphi(x, t)=t et p_{2}(x, t:\xi, \tau)=\tau^{2}

-Q_{2}(x, t : \xi) .
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4. 1. Pr\’eliminaires.
Du th\’eor\‘eme 3. 2. 1 d’Hormander [5], on d\’eduit les corollaires suivants.

COROLLAIRE 4. 1. 1. : Soit A un op\’erateur pseudodiff\’erentiel d’ordre 2
dans \Omega\subset R^{n} de symbole classique a_{2}+a_{1}+\ldots o\‘u a_{j} est homog\tilde{e}ne de degr\’e j et
a_{2}\geqq 0 . On note:

\Lambda=\{(x, \xi)\in\Omega\cross R^{n}\backslash 0\} , a_{2}(x, \xi)=0\} .

On suppose que \Lambda est une vari\’et\’e C^{\infty}- que a_{2} est transversalement elliptique \tilde{a}

\Lambda et que \sigma est de rang constant sur \Lambda . On peut alors construire des vecteurs v_{j}

v\’erifiant les propri\’et\’es du th\’eor\‘eme 3. 2. 1 [5] avec Q=Q_{\chi} , Hess a_{2}(x, \xi)/2 .
En posant L_{j}(x, \xi)=Q_{X,\xi}(v_{j}, v) , il existe, pr\tilde{e}s de tout point \rho_{0}\in\Lambda , des
fonctions r\’eelles homog\‘enes de degr\’e 1 en \xi:q_{1}(x, \xi) , \ldots

q_{2k+l}(x, \xi) telles
que, pr\‘es de p) ( i. e. dans un voisinage conigue de \rho ) on ait:

(4. 1. 1) %(X, \beta ) = \sum_{j=1}^{2k+l}q_{j}^{2}(x, \xi)

(4. 1. 2) pour j=1, \ldots . k
dq_{2j-1}(\rho)={\rm Re} L_{j}(\rho)

dq_{2j}(\rho)={\rm Im} L_{j}(\rho)

pour j=1 , , .. . l
dq_{2k+j}(\rho)=L_{k+j}(\rho)

pour \rho\in\Lambda pr\‘es de \rho_{0} .

COROLLAIRE 4. 1. 2. : La d\’ecomposition pr\’ec\’edente v\’erifie en plus les deux
propri\’et\’es suivantes :

(4. 1. 3) Pour tout j=1, \ldots . l et tout i=1 , , . 1
-2k+l\{q_{2k+j}, q_{i}\}=0 sur \Lambda

(4. 1. 4) La matrice (\{q_{i}, q_{j}\})_{1\leqq i,j\leqq 2k} est inversible.

H\"ormander d\’emontre dans le paragraphe 4. 3 [5] un r\’esultat qu’on va
citer sous forme de proposition.

PROPOSITION 4. 1. 3. : Soit p (x, t ; \xi, \tau)=\tau^{2}-a(x, t, \xi) un symbole
d’ordre 2 v\’erifiant les hypoth\‘eses (H_{1}) et (H_{2}) .
Alors il existe un symbole b(x, t;\xi) d’ordre 1 tel que:

(4. 1. 5) \{a, \tau-b\}=R(x, t;\xi) o\‘u R s’annule d ’ordre 2 sur \Sigma’

(4. 1. 6) b|_{\Sigma’}=0 et \{\tau, b\}|_{\Sigma’}=0 .
(4. 1. 7) a-b^{2} est transversalement elliptique \tilde{a}\sum’ et Tr^{+}P=Tr^{+}(a-b^{2}) .

4. 2. Une propri\’et\’e de la condition de sous-principale normalit\’e.
PROPOSITION 4. 2. 1. : Soit L(x, \xi)\in C^{\infty}( T^{*}V\backslash 0) homogene de degr\’e 1

en \rho, on suppose que L verifie Uhypothese (2. 4. 1). Alors il existe des /0ne-
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tions L_{1}(x, \xi) et L_{2}(x, \xi)\in C^{\infty}(T^{*}V\backslash 0) homog\‘ene de degr\’e 1 en \xi telles que:

(4. 2. 1) L=L_{1}+L_{2} .
(4. 2. 2) L_{1|\Sigma}=0 .
(4. 2. 3) Pour tout X \in T\sum^{\sigma}, il existe une constante C\geqq 0 telle que:

|XL_{2|\Sigma}|\leqq C|L_{2|\Sigma}| .

Preuve: Si on utilise Tecriture du corollaire 4. 1. 3 et celle de la proposition,
Thypothese se traduit microlocalement par,

il existe une constante C\geqq 0 telle que:

|Hq_{2k+j}L_{|\Sigma}|\leqq C|L_{|\Sigma}|

pour j=1 , \ldots l ,

et |H_{m}L_{|\Sigma}|\leqq C|L_{|\Sigma}| .

o\‘u m=\tau-b(x, t, \xi) .
De m\^eme (4. 2. 3) devient:

Il existe une constante C\geqq 0 telle que:

(4. 2. 3)’ |H_{qj}L_{2|\Sigma}|\leqq C|L_{2|\Sigma}|

pour j=1 , \ldots , 2k+l
|H_{m}L_{2|\Sigma}|\leqq C|L_{2|\Sigma}| .

On cherche L_{1} sous la forme suivante:

L_{1}= \sum_{i=1}^{2k}\alpha_{i}q_{i}

o\‘u les \alpha_{i} sont \tilde{a} d\’eterminer et 1’on pose L_{2}=L-L_{1} (ceci assure (4. 2. 1) et
(4. 2. 2) ) .
On cherche \alpha_{i} en sorte que pour j=1 , \ldots . 2k

(4. 2. 4) H_{qj}L_{2}=0 sur \Sigma

c’set-\tilde{a}-dire:

(4. 2. 5) H_{qj}L- \sum_{i=1}^{2k}\alpha_{i}H_{qi}q_{i}=0 sur \Sigma .

Comme la matrice (\{q_{j}, q_{j}\})_{1\leqq i,j\leqq 2k} est inversible, on peut r\’esoudre (4. 2. 5).

On remarque maintenant que pour: j=2k+1 , \ldots 7 2k+l

H_{qj}L_{1}=0

H_{m}L_{1}=0

sur \Sigma , donc:
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|H_{qj}L_{2|\Sigma}|=|H_{qj}L_{|\Sigma}|\leqq C|L_{|\Sigma}|=C|L_{1|\Sigma}|

et

|H_{m}L_{1|\Sigma}|=|H_{m}L_{|\Sigma}|\leqq C|L_{|\Sigma}|=C|L_{1|\Sigma}|

ceci avec (4. 2. 4) nous donne (4. 2. 3)’ On a done d\’emontr\’e la proposition
microlocalement.

soit \chi j une partition de 1’unite homog\‘ene de degr\’e 0 telle que, sur support
de \chi_{j} , on ait L_{1}^{j} v\’erifiant

L_{1|\Sigma}^{j}=0

et, pour tout X \in T\sum^{\sigma} , il existe une constante C positive telle que,

|XL-XL_{1}^{j}|\leqq C|L| sur \Sigma .

On pose,

L_{1}= \sum_{j}\chi_{j}L_{1}^{j}

L_{2}=L-L_{1}

(4. 2. 1) et (4. 2. 3) sont v\’erifi\^ees.
Et on a ,

XL_{2}=XL- \sum_{j}\chi_{j}XL_{1}^{j}-\sum_{j}(X\chi_{j})L_{1}^{j} .

Sur \Sigma on a ,

|XL_{2}| \leqq\sum_{j}|\chi_{j}||XL-XL_{1}^{j}|

\leqq\tilde{C}|L| .

Pour une constante \tilde{C} positive.
Ce qui d\’emontre la proposition.

4. 3. Pr\’eliminaires \‘ala preuve.
Nous allons \’enoncer, dans ce paragraphe, deux theoremes pr\’ecis

d’unicite de Cauchy compact. Pour simplifier les \’enonc\’es, on se place en
coordonn\’ees locales et on note:

\varphi(x, t)=t

p(x, t, \xi, \tau)=\tau^{2}-Q_{2}(x, t, \xi)

Re p_{1}^{s}=Q_{1}

Im p_{1}^{s}=L=L_{1}+L_{2}

o\‘u L_{1} et L_{2} sont donn\’es par la proposition 4. 2. 1.
L’enonce de ces hypoth\‘eses sous une forme g\’eom\’etrique est assez d\’elicat
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et peu satisfaisant. C’est pourquoi nous avons pr\’ef\’er\’e extraire de ces th\’eor-
\‘emes, les theoremes 3. 1 et 3. 2.

TR\acute{E}OR\tilde{E}ME 4.3.1 . : Nous supposons que \sum est une vari\’et\’e involutive.
Nous supposons \’egalcment que :

(4. 3. 1) P est sous principalement normal.
(4. 3. 2) Il existe une fonction \alpha(x, t, \xi)homog\tilde{e}ne de degr\’e 0 en \xi et une

constante C>0 telles que,
|\{Q_{1}, L\}_{|\Sigma}+\alpha Q_{1|\Sigma}|\leqq C|L_{|\Sigma}| .

(4. 3. 3) Il existe une fonction \beta(x, t, \xi)homog\tilde{e}ne de degr\’e 0 en \xi et des
constantes positives C et \epsilon telles que,
i) \beta Q_{2}-Q_{2t}’\geqq\epsilon Q_{2}

ii) |Q_{1t|\Sigma}’-\beta Q_{1|\Sigma}|\leqq C|L_{|\Sigma}| .

Alors P possede la propriete dfunicite compacte.

REMARQUE: \sum \’etant involutive, il existe des fonctions \beta v\’erifiant
(4. 3. 3) i ) . La condition (4. 3. 3) peut done se comprendre ainsi: parmi
les fonctions \beta v\’erifiant (4. 3. 3) i ) , on pose la condition (4. 3. 3) ii) .

TH\acute{E}OR\tilde{E}ME 4.3.2 . : Nous supposons que,

(4. 3. 4) P est sous principalement normal.
(4. 3. 5) Il existe une fonctions \alpha(x, t, \xi) et d(x, t, \xi) homog\‘enes de degr\’e 0

en \xi et une constante \delta>0 telles que,
i) e=aQ_{2}-Q_{2t}’\geqq\delta Q_{2} .
ii) Tr^{+}e-aQ_{1}+Q_{1t}’+dL>0 sur \Sigma .

Alors P poss\‘ede la propriete dfunicite compacte.

REMARQUE: (4. 3. 5) i) impose que \partial_{t}\in T\Sigma c’est-\tilde{a} -dire que H_{\{p,\varphi\}}\in

T \sum . Ceci est une condition instable par convexification \’eest pourquoi de
ce th\’eor\‘eme on ne peut d\’eduire qu’un th\’eor\‘eme dfunicite compacte.

\underline{Preuve}du theoreme3.1. : Des hypoth\tilde{e}ses(3.2) et (3. 3), on d\’eduit
que,

Q_{1}= \beta_{0}L+\sum_{j=1}^{k}\beta_{j}q_{j}

o\‘u \{q_{j}=0\}=\sum et \beta_{i} des fonctions homog\‘enes de degr\’e 0 en \xi . On a , alors
sur \Sigma ,

\{Q_{1}, L\}=L\{\beta_{0}, L\}

car \{q_{j}, L\}_{|\Sigma}=0 (hypoth\‘ese (3. 1)).
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De m\^eme sur \Sigma

Q_{1t}’=\beta_{0}L_{\acute{t}}+\beta_{\acute{o}t}L

car \{\tau, q_{j}\}_{|\Sigma}=0 (hypoth\‘ese (3. 1)).

Or (2. 4. 1) implique que |L_{\acute{t}}|\leqq C|L| pour une constante C positive. On a
done (4. 3. 3) et ii ) en prenant \beta tr\‘es grand et en utilisant la remarque du
th\’eor\‘eme 4. 3. 1.

Preuve du th\’eor\‘eme 3. 2. : (3. 4) implique que Q_{2t}’ s’annule \tilde{a} l’ordre 2
sur \overline{\Sigma.}
(4. 3. 5) i) sera done v\’erifi\’ee en prenant a tr\‘es grand. Dans ces conditions,

Tr^{+}e=a(Tr^{+}Q_{2}+o(1))

o\‘u o(1) d\’esigne une fonction qui tend vers 0 quand a tend vers +\infty . ( Tr^{+}

est une fonction continue voir Melin [11] ) .
De (3. 5), on d\’emontre qu’il existe une fonction d(x, t, \xi) homog\‘ene de

degr\’e 0 en \xi telle que,

(4. 3. 6) Tr^{+}P+dL-Q_{1}>0 .

En effet, il existe un voisinage W de L=0 tel que Tr^{+}P-Q_{1}>0 sur W
Soit \chi_{1} (resp. \chi_{2}) une fonction C^{\infty} homog\‘ene de d^{o}0 , positive v\’erifiant \chi_{1}=

1 sur L<0\cap GW (resp. sur L>0\cap GW ) et \‘a support ans L<0 (resp. L>0).

On d\’efinit d=-C\chi_{1}+C\chi_{2} .
On obtient ais\’ement de (3. 5) que d v\’erifie (4. 3. 6). On a done:

Tr^{+}e-aQ_{1}+Q_{1t}’+adL=a[ Tr^{+}Q_{2}-Q_{1}+dL+ o(1)+\frac{Q_{1}’}{a}] .

Ceci sera strictement positif en prenant a suffisamment grand et en utilisant
(4. 3. 6). On a aussi utilis\’e le fait que Tr^{+}P=Tr^{+}Q_{2} . En effet la proposi-
tion 4. 1. 4. est v\^erifi\’ee en prenant b=0 .

4. 4. In\’egalit\’e de Carleman.
THEORBME 4. 4. 1. : Sous les hypoth\tilde{e}ses du theoreme 4. 3. 1 ou du th\’eor-

\‘eme 4. 3. 2, il existe des constantes C>0 et \gamma_{0}>0 telles que, pour \gamma\geqq\gamma_{0}

(4. 4. 1) ||e^{-\gamma t}Pu||^{2}\geqq C\gamma||e^{-\gamma t}D_{t}u||^{2}+C\gamma^{3}||e^{-\gamma T}u||^{2} .

D’une telle in\’egalit\’e de Carleman, on prouve Tunicite compacte pour P+
a D_{t}+bo\tilde{u} a et b sont des fonctions complexes.

Modulo des termes d’ordre 0 et des termes de la forme a(x, t)D_{t} , on peut
\’ecrire l’operateur P de la mani\‘ere suivante, P(x, t, D_{x}, D_{t})=D_{t}^{2}-Q_{2}(x, t, D_{x})
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+Q_{1}(x, t, D_{x})+iL_{1}(x, t, D_{x})+iL_{2}(x, t, D_{x}) o\‘u Q_{2}(x, t, D_{x})= \sum_{j,k=1}^{n}D_{x_{j}}a_{jk}(x, t)D_{x_{k}}

avec (a_{jk}) une matrice sym\’etrique positive.
Q_{1} est de la forme,

\sum_{j=1}^{n}D_{x_{j}}a_{j}(x, t)+a_{j}(x, t)D_{x_{j}}

o\tilde{u} les fonctions a_{j}(x, t) sont r\’eelles.
Apr\‘es les manipulations de la proposition les symboles L_{j} n’ont aucune

raison d’etre des formes lin\^eaires. On utilise la quantification de Weyl,
c’est-\‘a-dire,

(4. 4. 2) Lj(x, t, D_{x})u=(2 \pi)^{-n}\iint e^{i<x-y,\xi>}L_{j}(\frac{x+y}{2}, t, \xi)u(y, t)dyd\xi.

Tout ceci implique que Q_{2} , Q_{1} , L_{1} , L_{2} sont des op\’erateurs formellement
aut0-adjoints.

Nous allons calculer,

I=||e^{-(t-\frac{\mu}{2}t^{2})\gamma}Pu||^{2}

o\tilde{u}\mu est un grand param\‘etre positif \‘a choisir.
Posons,

u =e^{(t\frac{\mu t^{2}}{2})\gamma}v

o\‘u u et v sont des fonctions C^{\infty} \‘a support dans|x|^{2}<r_{o} et 0\leqq t\leqq t_{o} , r_{o} et t_{o}\tilde{a}

choisir.
Notons N_{\gamma}v=e^{-(t\frac{\mu t^{2}}{2})\gamma}Pe^{(t-\frac{\mu}{2}t^{2})\gamma}v . Nous avons,

D_{t}e^{(t-\frac{\mu}{2}t^{2})\gamma}=e^{(t-\frac{\mu}{2})\gamma}[D_{t}+ \frac{\gamma}{i}(1-\mu t)]

[D_{x} , e^{(t-\frac{\mu}{2}t^{2})\gamma}]=0 .

Done,

N_{\gamma}(x, t, D_{x}, D_{t})=P(x, t, D_{x}, D_{t}+ \frac{\gamma}{i}(1-\mu t))

=D_{t}^{2}+ \frac{2\gamma}{i}(1-\mu t)D_{t}-\gamma(21-\mu t)^{2}+\mu\gamma-Q_{2}(x, t, D_{x})

+Q_{1}(x, t, D_{x})+iL_{1}(x, t, D_{x})+iL_{2}(x, t, D_{x}) .

On note, dans la suite des calculs \epsilon et C des constantes positives qui ne
d\’ependent pas de \mu et \gamma . \epsilon sera suppos\’e suffisamment petit et C suffisamment
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grand.
On note,

(u, v)= \int u\overline{v}dxdt

||u||^{2}=(u, u) .

On pose,

\tilde{N}_{\gamma}=N_{\gamma}-\mu\gamma-iL_{1} .

On a ,

(4. 4. 3) ||\tilde{N}_{\gamma}v||^{2}\leqq 2||N_{\gamma}v||^{2}+C\mu^{2}\gamma^{2}||v||^{2}+C||L_{1}v||^{2} .
Ecrivons \tilde{N}_{\gamma}=A+B , en d\’eveloppant on obtient,

||\tilde{N}_{\gamma}v||^{2}=||Av||^{2}+||Bv||^{2}+2 Re (Av, Bv)

avec
A=D_{t}^{2}-\gamma^{2}(1-\mu t)^{2}-Q_{2}+Q_{1}

B=-2\gamma i(1-\mu t)D_{t}+iL_{2} .

Calculons 2 {\rm Re} (Av, Bv) en int\’egrant chaque terme par partie.

I_{1}=2 Re (D_{t}^{2}v, -2\gamma i(1-\mu t)D_{t}v)

I_{1}=2\gamma\mu||D_{t}v||^{2}

I_{2}=2 Re (-\gamma^{2}(1-\mu t)^{2}v, -2\gamma i(1-\mu t)D_{t}v)

I_{2}=6\gamma^{3}\mu||(1-\mu t)v||^{2} .

En prenant t_{o} tel que,

6 (1-\mu k)^{2}\geqq 5 c’est-\‘a-dire:

t_{0} \leqq(1-\sqrt{\frac{5}{6}})\frac{1}{\mu} .

On obtient,

I_{2}\geqq 5\gamma^{3}\mu||v||^{2}

I_{3}=2 Re (-Q_{2}v, -2\gamma i(1-\mu t)D_{t}v)

I_{3}=2\gamma\mu(Q_{2}v, v)-2\gamma(i[D_{t}, Q_{2}]v, (1-\mu t)v)

I_{4}=2 Re (Q_{1}v, -2\gamma i(1-\mu t)D_{t}v)

I_{4}=2\gamma\mu(Q_{1}v, v)+2\gamma(i[D_{t}, Q_{1}]v, (1-\mu t)v)

I_{5}=2 Re (D_{t}^{2}v, i’L_{2}v)=2 Re (D_{t}v, i[D_{t}, L_{2}]v) .

Calcul du symbole de Weyl de i[B_{t}, L_{2}] .
(4. 4. 4) REMARQUE. Soient deux op\’erateurs Q et Q’ de symbole de Weyl
r\’eel, Q d’ordre m, Q’ d’ordre m’, alors le symbole de Weyl de i[Q, Q’] est
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\{\sigma^{W}(Q), \sigma^{W}(Q’)\} modulo des termes d’ordre m+m’-3 .
Le symbole de i[D_{t}, L_{2}] est, \{\tau, L_{2}(x, t, \xi)\}=L_{2t}’(x, t, \xi) . En appli-

quant (4. 2. 3), on d\’eduit que

(4. 4. 5) |L_{2t}’|^{2}\leqq CL_{2}^{2}+CQ_{2} .

On a d’autre part,

(4. 4. 6) |2 Re (D_{t}v, i[D_{t}, L_{2}]v)| \leqq C\gamma||D_{t}v||^{2}+\frac{C}{\gamma}||[D_{t}, L]v||^{2} .

En appliquant Tinegalite de Fefferman-Phong [3] au symbole,

CL_{2}^{2}+CQ_{2}-L_{2t}^{\prime 2} .

On obtient de (4. 4. 5) et (4. 4. 6)

|2{\rm Re}|D_{t}v, i[D_{t}, L]v)| \leqq C\gamma||D_{t}v||^{2}+\frac{C}{\gamma}||L_{2}v||^{2}+\frac{C}{\gamma}(Q_{2}v, v)+\frac{C}{\gamma}||v||^{2} .

En conclusion on a ,

I_{5} \geqq-C\gamma||D_{t}v||^{2}-\frac{C}{\gamma}||L_{2}v||^{2}-\frac{C}{\gamma}(Q_{2}v, v)-\frac{C}{\gamma}||v||^{2} .

I_{6}=2 Re (-\gamma^{2}(1-\mu t)^{2}v, iL_{2}v)=0

I_{7}=2 Re (-Q_{2}, iL_{2})=(i[L_{2}, Q_{2}]v, v) .

Calcul du symbole de Weyl de i [L_{2}, Q_{2}] .
Le corollaire 4. 1. 1 permet d\’ecrire microlocalement,

(4. 4. 7) Q_{2}= \sum_{j=1}^{l}q_{j}^{2} avec |\{q_{j}, L_{2}\}|\leqq C|L_{2}|sur\Sigma .

Globalement on a ,

Q_{2}= \sum_{k=0}^{N}\sum_{j=1}^{lk}(q_{j}^{k})^{2}\chi_{k}^{2} ,

o\‘u \chi_{k}^{2} est une partition de Tunicite homog\‘ene de degr\’e 0 en \xi . Modulo des
termes d’ordre 0, le symbole de Weyl de i[L_{2}, Q_{2}] est,

\{L_{2}, Q_{2}\}=\sum_{k=0}^{N}\sum_{j=1}^{lk}[2q_{j}^{k}\chi_{k}^{2}\{q_{j}^{k}, L_{2}\}+(q_{j}^{k})^{2}\{\chi_{k}^{2}, L_{2}\}] .

Le deuxi\‘eme terme de la somme est major\’ee par CQ_{2} . On en d\’eduit, en
appliquant Tinegalite de Fefferman-Phong

| \sum_{k=0}^{N}\sum_{j=1}^{lk}(Op^{W}(q_{j}^{k}\{\chi_{k}^{2}, L_{2}\})v, v)|\leqq C(Q_{2}v, v)+C||v||^{2}
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o\tilde{u} on a not\’e Op w(a)1’operateur de symbole a d\^eduit par la formule (4. 4. 2).
En ce qui concerne le premier terme on a, modulo des termes d’ordre 0,

op^{W}(2q_{j}^{k}\chi_{k}^{2}\{q_{j}^{k}, L_{2}\})=Op^{W}(q_{j}^{k}\chi_{k})Op^{W}(\chi_{k}\{q_{j}^{k}, L_{2}\})

+X^{W}(\chi_{k}\{q_{j}^{k}, L_{2}\}\phi^{W}(Q_{j}^{k}\chi_{k}) .

Done

|(Op^{W}(2q_{j}^{k}\chi_{k}^{2}\{q_{j}^{k}, L_{2}\})v, v)|

=|2 Re ((\dot{)}p^{W}(\chi_{k}\{q_{j}^{k}, L_{2}\})v, Op^{W}(q_{j}^{k}\chi_{k})v)|

+O(||v||^{2})\leqq\epsilon\gamma||Op^{W}(q_{j}^{k}\chi_{k})v||^{2}

+ \frac{C}{\gamma}||\phi^{W}(\chi_{k}\{q_{j}^{k}, L_{2}\}v||^{2}+C||v||^{2} .

En utilisant (4. 2. 3), on obtient,

|\{q_{j}^{k}, L_{2}\}|^{2}\leqq CQ_{2}+CL_{2}^{2} .

Ceci permet, en appliquant 1’inegalite de Fefferan-Phong de conclure que,

I_{7} \geqq-\epsilon\gamma(Q_{2}v, v)-\frac{C}{\gamma}||L_{2}v||^{2}-C\gamma||v||^{2}

I_{8}=2 Re (Q_{1}v, iL_{2}v)

I_{8}= (i[ Q_{1}, L_{2}]v, v) .

En r\’esum\’e, on a ,

(4. 4. 8) 2 {\rm Re}(Av, Bv)\geqq 2\gamma\mu||D_{t}v||^{2}+5\gamma^{3}\mu||v||^{2}

+2 \gamma\mu(Q_{2}v, v)-2\gamma(i[D_{t}, Q_{2}]v, (1-\mu t)v)

+2 \gamma\mu(Q_{1}v, v)+2\gamma(i[D_{t}, Q_{1}]v, (1-\mu l)v)

+ (i[ Q_{1}, L_{2}]v, v)-R_{1}

o\‘u R_{1}=C \gamma||D_{t}v||^{2}+C\gamma||v||^{2}+\epsilon\gamma(Q_{2}v, v)+\frac{C}{\gamma}||L_{2}v||^{2} .

ContrOle de ||L_{2}v||^{2}/\gamma.
En utilisant 1’expression B , on a

\frac{\mu}{\gamma}||L_{2}v||^{2}=\frac{\mu}{\gamma}||[B+2\gamma i(1-\mu t)D_{t}]v||^{2}\leqq\frac{5\mu}{\gamma}||Bv||^{2}+5\mu\gamma||D_{t}v||^{2} .

Done, pour \gamma suffisamment grand,

(4. 4. 9) ||Bv||^{2} \geqq\frac{\mu}{5\gamma}||L_{2}v||^{2}-\mu\gamma||D_{t}v||^{2} .

Soit k(x, t, \xi) un symbole en (x, \xi) \‘a param\tilde{e}tret, homog\‘ene de degr\’e
0 en \xi . On suppose que,
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(4. 4. 10) ||Op^{W}(k)||_{L^{2arrow}L^{2}} \leqq\frac{1}{4}

||Op^{W}(k)^{*}||_{L^{2arrow}L^{2}} \leqq\frac{1}{4} .

En \’ecrivant Q_{1} en fonction de A, on a ,

-2 \gamma\mu Re ([Id-Op^{W}(k)]Q_{1}v, v)

=-2\gamma\mu Re ((Id-Op^{W}(k))Av, v)+2\gamma\mu Re ([Id-\emptyset^{W}(k)]D_{t}^{2}v, v)

=-2\gamma^{3}\mu Re ((Id-\phi^{W}(k))(1-\mu t)^{2}v, v)

-2 \gamma\mu Re ([Id-Op^{W}(k)]Q_{2}v, v)=O1+O2+O3+O4 .

On a , gr\^ace \tilde{a}(4.4.10) ,

O1\leqq\epsilon||Av||^{2}+C\gamma^{2}\mu^{2}||v||^{2} .
O2=2\gamma\mu||D_{t}v||^{2}-2\gamma\mu(Op^{W}(k)D_{t}v, D_{t}v)

-2 \gamma\mu([Op^{W}(k), D_{t}]D_{t}v, v) .

\tau \’etant une forme lin\’eaire le symbole de Weyl de [ Op^{W}(k), D_{t}] est exacte-

ment (voir H\"ormander [6]), \frac{1}{i}\{k, \tau\}=ik_{\acute{t}} .

On a done en utilisant (4. 4. 10),

O2\geqq\gamma\mu||D_{t}v||^{2}-C\mu\gamma||Op^{W}(k_{\acute{t}})v||^{2} .

| O3|\geqq\frac{5}{2}\gamma^{3}\mu||v||^{2} .

En r\’esum\’e, on a ,

(4. 4. 11) -2 \gamma\mu Re (Q_{1}v, v)\geqq-2\gamma\mu Re(Opw(k)QlV, v)
+\gamma\mu||D_{t}v||^{2}-\epsilon||Av||^{2}-3\gamma^{3}\mu||v||^{2}

-C\mu\gamma||Op^{W}(k_{\acute{t}})v||^{2}

-2 \gamma\mu Re ([Id-Op^{W}(k)]Q_{2}v, v) .

Et donc, en utilisant (4. 4. 8), (4. 4. 9) et (4. 4. 11),

(4. 4. 12) ||\tilde{N}_{\gamma}v||^{2}\geqq 2\gamma\mu||D_{t}v||^{2}+2\gamma^{3}\mu||v||^{2}

+ \frac{\mu}{5\gamma}||L_{2}v||^{2}+2\gamma\mu Re (O^{W}(k)Q_{2}v, v)

-2 \gamma(i[D_{t}, Q_{2}]v, (1-\mu t)v)

-2 \gamma\mu Re(Opw(k)QlV, v)
+2 \gamma(i[D_{t}, Q_{1}]v, (1-\mu t)v)

+ (i [ Q_{1}, L_{2}]v, v)-R_{2}

o\‘u R_{2}=R_{1}+C\mu\gamma||Op^{W}(k_{\acute{t}})v||^{2} .
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\underline{ler}cas \cdot. Tr^{+}Q_{2}=0 .
Contr\^ole--- de(i— [ Q_{\underline{1}},L_{2}]v----, v )–.
En prolongeant la fonction \alpha(x, t, \xi) , donn\’ee par (4. 3. 2) hors de \sum par

une fonction homog\‘ene de degr\‘e 0 en \xi , on prouve l’inegalite suivante,

|\{Q_{1}, L_{2}\}+\alpha Q_{1}|\leqq C|L_{2}|+C\sqrt{Q_{2}} .

Ecrivons,

(4. 4. 13) Re (i[Q_{1}, L_{2}]v, v)={\rm Re}([i[Q_{1}, L_{2}]+Op^{W}(\alpha)Q_{1}]v, v)

-Re (Op^{W}( \alpha)Q_{1}v, v)\geqq-\frac{C}{\gamma}(Q_{2}v, v)-\frac{C}{\gamma}||L_{2}v||^{2}-C\gamma||v||^{2}

-Re (Op^{W}(\alpha)Q_{1}v, v) .

Co–ntr- \^ole-- de2\gamma----(i[D_{\underline{t}}--, Q_{1}]--- v,-(l-\mu--- t) v)_{-} .
On prolonge \beta(x, t, \xi) , la fonction de Thypothese (4. 3. 3), hors de \Sigma

par une fonction homog\‘ene de degr\‘e 0 en \xi qu’on note \’egalement \beta(x, t, \xi) .
On obtient,

|\{\tau, Q_{1}\}-\beta Q_{1}|\leqq C|L_{2}|+C\sqrt{Q_{2}} .

On a , en appliquant le calcul symbolique et Finegalite de Fefferman-Phong,

(4. 4. 14) 2 \gamma Re (i[D_{t}, Q_{1}]v, (1-\mu t)v)

=2\gamma Re ((1-\mu t) [ i[D_{t}, Q_{1}]-\emptyset^{W}(\beta)Q_{1}]v, v)

+2 \gamma Re ((1-\mu t)Op^{W}(\beta)Q_{1}v, v)

\geqq-2C\gamma^{3}||v||^{2}-\frac{C}{\gamma}(Q_{2}v, v)-\frac{C}{\gamma}||L_{2}v||^{2}

+2 \gamma Re ((1-\mu t)\emptyset^{W}(\beta)Q_{1}v, v) .

Ecrivons les symboles de Weyl des termes du premier ordre de (4. 4. 12) en
utilisant (4. 4. 13) et (4. 4. 14).

On a , modulo des termes d’ordre 0,

(4. 4. 15) -2 \gamma\mu kQ_{1}+2\gamma(1-\mu t)\beta Q_{1}-\alpha Q_{1} .

Posons

(4. 4. 16) k= \frac{(1-\mu t)}{\mu}\beta-\frac{\alpha}{2\gamma\mu} .

De sorte que (4. 4. 15) est nul. De plus \mu k est un symbole de S_{1,0}^{o} uniform\’e-

ment par rapport \‘a t et \gamma .
Done en prenant \mu suffisamment grand (4. 4. 10) sera v\’erifi\’e.
On v\’erifie facilement que k_{\acute{t}} est un symbole de S_{1,0}^{o} uniform\’ement par rapport
\‘a t et \gamma . Done



Unicite de Cauchy pour des operateurs faiblement hyperboliques 273

(4. 4. 17) C\mu\gamma||\infty^{W}(k_{\acute{t}})v||^{2}\leqq C\mu\gamma||v||^{2} .

C- ontr\^ole----- des —termes du deu— x\underline{i}\tilde{e}me---- ordre–.-
Modulo des termes d’ordre 0 le symbole de Weyl des termes du deuxi\‘eme

ordre de (4. 4. 12) est,

(4. 4. 18) 2 \gamma\mu kQ_{2}-2\gamma(1-\mu t)Q_{2t}’-\epsilon\gamma Q_{2} .

En utilisant (4. 4. 16), (4. 4. 18) devient,

(4. 4. 19) 2 \gamma(1-\mu t)\beta Q_{2}-2\gamma(1-\mu t)Q_{2t}’-\epsilon\gamma Q_{2}-\alpha Q_{2}

=2 \gamma(1-\mu t)[\beta Q_{2}-Q_{2t}’-\frac{\epsilon Q_{2}}{2(1-\mu t)}-\frac{\alpha Q_{2}}{2\gamma(1-\mu t)}] .

II existe une constante positive \delta telle que, \beta Q_{2}-Q_{2t}’\geqq\delta Q_{2} . (Voir (4. 3. 3)).

I/expression (4.4.19) est done sup\’erieure \‘a,

(4. 4. 20) 2 \gamma(1-\mu t)[\delta-\frac{\epsilon}{2(1-\mu t)}-\frac{\epsilon}{2\gamma(1-\mu t)}]Q_{2} .

Pour \epsilon suffisamment petit, \gamma suffisamment grand, (4. 4. 20) est sup\’erieur \tilde{a}

\gamma\delta Q_{2} .
II suffit d’appliquer Tinegalite de Feffermn-Phong pour conclure que,

(4. 4. 21) ||\tilde{N}_{\gamma}v||^{2}\geqq\gamma\mu D_{t}v||^{2}+\gamma^{3}\mu||v||^{2}+\gamma\delta(Q_{2}v, v) .

En utilisant le fait que L_{1} s’annule sur \sum , on d\’eduit que,

||N_{\gamma}v||^{2} \geqq\frac{\gamma\mu}{2}||D_{t}v||^{2}+\frac{\gamma^{3}\mu}{2}||v||^{2} .

Ce qui donne de mani\tilde{e}re classique Tinegalite de Carleman (4. 4. 1).

\underline{2\tilde{e}me}cas \cdot. Tr^{+}Q_{2}>0 .
Utilisons le symbole a(x, t, \xi) de Thypothese (4. 3. 5), et posons,

k(x, t, \xi)=\frac{(1-\mu t)a(x,t,\xi)}{\mu} ,

de sorte que, comme pour le ler cas, (4. 4. 10) est v\’erifi\’ee et,

||\phi^{W}(k_{\acute{t}})v||^{2}\leqq C||v||^{2} .

Le symbole de Weyl des termes du deuxi\‘eme ordre de 1’expression (4.4.12)
est, modulo des termes d’ordre 0,

(4. 4. 22) 2 \gamma(1-\mu t) a Q_{2}-2\gamma(1-\mu t)Q_{2t}’-\epsilon\gamma Q_{2} .

En utilisant (4. 3. 5), il existe une constante positive \delta telle que (4. 4. 22) est
sup\’erieure \‘a 2 \delta\gamma Q_{2} .
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Au terme (4. 4. 12) ajoutons et retranchons

2 \gamma Re ((1-\mu t)\emptyset^{W}(d(x, t, D_{x}))L_{2}v, v) .

Ce terme est major\’e par C \gamma^{3}||v||^{2}+\frac{C}{\gamma}||L_{2}v||^{2} , ce qui est contr\^ol\’e par

\mu\gamma^{3}||v||^{2}+\frac{\mu}{5\gamma}||L_{2}v||^{2}

si on prend \mu assez grand.
Nous allons appliquer l’inegalite de Melin-H\"ormander [5] au symbole,

K=(1-\mu t) a Q_{2}-(1- \mu t)Q_{2t}’-\frac{\epsilon}{2}Q_{2}-\frac{\delta}{2}Q_{2}

-(1-\mu t) a Q_{1}+(1- \mu t)Q_{1t}’+(1-\mu t)dL_{2}+\frac{1}{2\gamma}\{Q_{1}, L_{2}\} .

Le terme d’ordre deux de K est transversalement elliptique a \sum (voir

\S . 2. 3) et sa trace plus est,

(1-\mu t)Tr^{+}e+|\xi|O(\epsilon)+|\xi|O(\delta)

o\tilde{u}e est donn\’e par (4. 3. 5).
(En effet la trace plus est une fonction continue, voir Melin [11]).

Done l’operateur de symbole K sera positif (modulo C||v||^{2}) si,

(4. 4. 23) K_{1}=(1-\mu t)Tr^{+}e+|\xi|Q(\epsilon)+|\xi|O(\delta)-(1-\mu t) a Q_{1}

+(1- \mu t)Q_{1t}’+(1-\mu t)dL_{2}+\frac{1}{2\gamma}\{Q_{1}, L_{2}\}\geqq 0 sur \Sigma .

Or de (4. 3. 5), on d\’eduit

Tr^{+}e-aQ_{1}+Q_{1t}’+dL_{2}>\tilde{\delta}|\xi| sur \Sigma ,

done

K_{1} \geqq(1-\mu t)\tilde{\delta}|\xi|+|\xi|O(\epsilon)+|\xi|O(\delta)+\frac{1}{2\gamma}\{Q_{1}, L_{2}\} .

Si on prend \epsilon , \delta , et \frac{1}{\gamma} suffisamment petit par rapport \tilde{a}\tilde{\delta}, on aura K_{1}>0 .

On peut donc appliquer l’inegalite de Melin-H\"ormander \‘a K
On a done

||\tilde{N}_{\gamma}||^{2}\geqq\mu\gamma||D_{t}v||^{2}+\mu\gamma^{3}||v||^{2}+\delta\gamma(Q_{2}v, v) .

Ce qui est 1’in\acute{e}ga1it\’e(4. 4. 21). On ach\‘eve alors la preuve de (4. 4. 1)
comme pour le premier cas.
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