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1. Einleitung.

Es sei \{p_{n}\}_{n=0}^{\infty} eine Folge nichtnegativer Zahlen mit p_{J}>0 und

(1. 1) P_{n}:=p_{0}+\ldots+p_{n}arrow\infty ,

f\"ur welche die Potenzreihe

(1. 2) p(x):= \sum_{n=0}^{\infty}p_{nX^{n}}

den Konvergenzradius 1 hat. Die Folge s=\{s_{n}\}_{n=0}^{\infty} komplexer Zahlen heiBt
J_{p}- limitierbar zum Wert \sigma(J_{p}-\lim s_{n}=\sigma) , wenn die Reihe

(1.3) p_{s}(x):= \sum_{n=0}^{\infty}p_{n}s_{n}x^{n}

f\"ur 0<x<1 konvergiert und \lim_{\chiarrow 1-}p_{s}(x)/p(x)=\sigma gilt. Die Folge s heiBt
M_{p}- limitierbar zum Wert \sigma ( M_{p}- lim s_{n}=\sigma), wenn f\"ur die Folge t=\{t_{n}\}_{n=0}^{\infty} ,

mit

(1.4) t_{n}:=P_{n}^{-1} \sum_{\nu=0}^{n}p_{\nu S_{1J}},

lim t_{n}=\sigma gilt. Die Verfahren J_{p} und M_{p} sind wegen (1. 1) permanent, d.
h. , sie limitieren jedes s\in c , dem Raum der konvergenten Folgen, zum
Wert lim sn , und aus M_{p^{-}} lim s_{n}=\sigma folgt stets J_{p}- lim s_{n}=\sigma (Ishiguro [6]),
aber nicht umgekehrt. Unter geeigneten zus\"atzlichen Bedingungen f\"ur die
Folge s kann man jedoch von M_{p}- lim s_{n}=\sigma auf lim s_{n}=\sigma , von J_{p}- lim s_{n}=\sigma

auf M_{p}- lim s_{n}=\sigma oder sogar von J_{p}- lim s_{n}=\sigma auf lim s_{n}=\sigma

zur\"uckschlieBen. Wir werden solche Bedingungen, falls einer der eben
genannten F\"alle vorliegt, eine Tauber-Bedingung (TB) vom M_{p}arrow c-Typ,
vom J_{p}arrow M_{p}-Typ bzw. vom J_{p}arrow c-Typ nennen. F\"ur p_{n}:=1 ist (das Potenz-
reihenverfahren) J_{p} das Abel-Verfahren A_{1} . Hierf\"ur gilt zum Beispiel der
folgende
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SATZ SRJ (Sz\’asz [25, Theorem I], R\’enyi [21] bzw. Jakimovski [8,

Theorem 1]). Jede der Bedingungen

(1.5) (n+1)^{-1} \sum_{\nu=1}^{n}\nu^{\rho}\{|s.-s_{\nu-1}|-(s.-s_{\nu-1})\}^{\rho}=O(1) f\"ur ein \rho>1 ,

(1. 6) \{(n+1)^{-1}\sum_{\nu=1}^{n}\nu|s_{\nu}-s_{\nu-1}|\}\in c,

(1. 7) lim \inf(n+1)^{-1}\sum_{\nu=m+1}^{n}\nu(s_{\nu}-s_{\nu-1})\geq 0 f\"ur n/marrow 1(n/marrow\infty)

ist eine TB vom A_{1}arrow c-Typ .
In Nr. 3 der vorliegenden Arbeit werden die Tauber^{-Bedingungen}

(TBn) aus Satz SRJ sowie verschiedene damit verwandte TBn vom A_{1}arrow c

-Typ auf eine groBe Klasse von J_{p}-Verfahren \"ubertragen. Zu Satz SRJ

vergleiche man die Bedingungen (3.33), (3.14) und (3.4). In Nr. 4 und

Nr. 5 behandeln wir entsprechende TBn vom J_{p}arrow M_{p^{-}}bzw . vom M_{p}arrow c

-Typ. Die betreffenden S\"atze enthalten alle uns bekannten Resultate mit

TBn der jeweiligen Art als Spezialf\"alle. Man vergleiche hierzu auch die

Bemerkungen und Hinweise von Gaier in [14] sowie Zeller/Beekmann

[33 , Nr. 52 und 55].

2. Bezeichnungen und Definitionen.

Der Folgenindex soil, wenn nichts Besonderes gesagt ist, von 0an

laufen, und Folgenglieder mit einem negativen Index sind gleich 0 zu set-

zen. Sind \{x_{n}\} und \{y_{n}\} zwei Folgen mit y_{n}\neq 0 f\"ur n\geq m , so bedeute x_{n}=0

(y_{n})bzw . x_{n}=O(y_{n}) , daB die Folge \{x_{n}/y_{n}\}(n\geq n_{0}) gegen 0 konvergiert

bzw. beschr\"ankt ist. Sind die Folgen \{x_{n}\} und \{y_{n}\} reell und ist y_{n}\neq 0 f\"ur

n\geq n_{0} , so schreiben wir x_{n}=O_{L}(y_{n}) , wenn es eine Konstante K\in R gibt mit

x_{n}/y_{n}>K f\"ur n\geq ru . F\"ur eine auf (0, 1) definierte Funktion f bedeute f
(x)=O(1) f\"ur xarrow 1- , daB es ein K>0 gibt mit \psi(x)|<K f\"ur alle x\in(0 ,

1).

Stets sei a_{n} :=s_{n} sn-i und b_{n} :=t_{n}-t_{n-1} mit t=\{t_{n}\}=:\{(M_{p}s)_{n}\} aus (1.

4). Neben den Folgen \{p_{n}\} und \{P_{n}\} ben\"otigen wir auch die Folge \{Q_{n}\}

mit Q_{n}:=P_{0}+\ldots+Pn . Ist \{r_{n}\} eine Folge nichtnegativer Zahlen mit r_{0}>0

und

(2. 1) R_{n} :=r_{0}+\ldots+r_{n}arrow\infty ,

und ist s eine Folge komplexer Zahlen, so sei

\delta_{n}^{Ra}
:=R_{\overline{n}}^{1} \sum_{\iota’=1}^{n}R_{\nu-1}a_{\mu} und \theta_{n}^{Ra} :=R_{\overline{n}}^{1} \sum_{\nu=1}^{n}R_{\nu-1}|a_{\nu}| .

Damit gilt dann
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(2. 2) \delta_{n}^{Ra}=s_{n}-(M_{rS})_{n} .

Ist s eine Folge reeller Zahlen, so sei ferner
d_{n}^{Ra} :=\theta_{n}^{Ra}-\delta_{n}^{Ra}

Dar\"uber hinaus schreiben wir im Falle R_{n}=P_{n} kurz

\delta_{n} :=\delta_{n}^{Pa} , \theta_{n} :=\theta_{n}^{Pa} , d_{n} :=\theta_{n}-\delta_{n} .

Hinter n/marrow 1 , P_{n}/P_{m}arrow 1 , Q_{n}/Q_{m}arrow 1 sowie R_{n}/R_{m}arrow 1 ist stets n>m
arrow\infty erg\"anzt zu denken.

Das zum Abel-Verfahren A_{1} geh\"orende Verfahren M_{p} ist das Ces\tilde{a}ro -

Verfahren C_{1} . F\"ur \alpha>0 und p_{n} :=(\begin{array}{l}n+\alpha-1n\end{array}) ist J_{p} das verallgemeinerte
Abel-Verfahren A_{a} F\"ur p_{n} :=(n+1)^{-1} sind J_{p} und M_{p} die logarithmi-
schen Verfahren L und l . F\"ur \alpha>0 und p(x):=[-x^{-1} \ln (1-x)]^{a} er-
geben sich die verallgemeinerten logarithmischen Verfahren L_{a} und l_{a} . In
anderer Richtung werden L und l von Phillips [19] verallgemeinert. Bei
diesen Verfahren L_{p} und l_{p} gilt p_{n}=0 f\"ur 0\leq n<n_{0} . Die M_{p} -Transformierte
t wird dann nur f\"ur n\geq m betrachtet.

3. Tauber-Bedingungen vom J_{p}arrow c -Typ.

Neben den in Nr.l genannten generellen Voraussetzungen f\"ur die
Folge \{p_{n}\} verlangen wir in diesem Abschnitt

(3. 1) P_{n}/P_{m}arrow 1 f\"ur n/marrow 1 .

LEMMA 3.1 ([30, Satz 3. 9]). Gilt (3. 1), so ist

(3. 2) lim \inf(s_{n}-s_{m})\geq 0 f\"ur P_{n}/P_{m}arrow 1

eine TB vom J_{p}arrow c- Typ .

SATZ 3. 2. Gilt (3. 1) und ist \{r_{n}\} eine Folge nichtnegativer Zahlen
mit r_{0}>0 , (2. 1) und

(3. 3) R_{n}/R_{m}arrow 1 f\"ur P_{n}/P_{m}arrow 1 ,

so ist, falls die sn reell sind, jede der Bedingungen

(3. 4) lim \inf(R_{n}\delta_{n}^{Ra}-R_{m}\delta_{m}^{Ra})/R_{n}\geq 0 f\"ur P_{n}/P_{m}arrow 1 ,
(3. 5) \delta_{n}^{Ra}=O_{L}(1)\wedge lim \inf(\delta_{n}^{Ra}-\delta_{m}^{Ra})\geq 0 f\"ur P_{n}/P_{m}arrow 1 ,
(3. 6) \lim(R_{n}d_{n}^{Ra}-R_{m}d_{m}^{Ra})/R_{n}=0 f\"ur P_{n}/P_{m}arrow 1 ,
(3. 7) d_{n}^{Ra}=O(1) \wedge\lim(d_{n}^{Ra}-d_{m}^{Ra})=0 f\"ur P_{n}/P_{m}arrow 1 ,
(3. 8) \{d_{n}^{Ra}\}\in c

und, falls die Sn komplex sind, jede der Bedingungen



428 H. Tietz

(3. 9) \lim(R_{n}\delta_{n}^{Ra}-R_{m}\delta_{m}^{Ra})/R_{n}=0 f\"ur P_{n}/P_{m}arrow 1 ,
(3. 10) \delta_{n}^{Ra}=O(1)\wedge\lim(\delta_{n}^{Ra}-\delta_{m}^{Ra})=0 f\"ur P_{n}/P_{m}arrow 1 ,
(3. 11) \{\delta_{n}^{Ra}\}\in c,
(3. 12) \lim(R_{n}\theta_{n}^{Ra}-R_{m}\theta_{m}^{Ra})/R_{n}=0 f\"ur P_{n}/P_{m}arrow 1 ,
(3. 13) \theta_{n}^{Ra}=O(1)\wedge\lim(\theta_{n}^{Ra}-\theta_{m}^{Ra})=0 f\"ur P_{n}/P_{m}arrow 1 ,
(3. 14) \{\theta_{n}^{Ra}\}\in c

eine TB vom J_{p}arrow c- Typ .

BEWEIS. Um zu zeigen, daB (3.4) eine TB vom J_{p}arrow c-Typ ist, gen\"ugt
es nach Lemma 3. 1, die Implikation (3. 3)\wedge(3.4)\supset(3.2) zu beweisen.
Es gelte also P_{n}/P_{m}arrow 1 . Aus (3. 3) folgt damit R_{n}/R_{m}arrow 1 , und nach dem
Abelschen Lemma ist

s_{n}-s_{m}= \sum_{\nu=m+1}^{n}a_{11}\geq R_{\overline{m}}^{1}\min_{m<k\leq n}\sum_{1/=m+1}^{k}R_{\nu-1}a_{\nu} f\"ur n>m .

F\"ur jedes Paar n , m sei \kappa=\kappa(m, n) ein festes k\in\{m+1 , ... . n\} , f\"ur
welches dieses Minimum angenommen wird. Dann gilt

s_{n}-s_{m}\geq R_{\overline{m}}^{1}(R_{\kappa}\delta_{\kappa}^{Ra}-R_{m}\delta_{m}^{Ra}) ,

woraus man mit (3. 4) schlieBlich (3. 2) abliest. Mit (3. 4) ist nat\"urlich
auch (3. 9) eine TB vom J_{p}arrow c-Typ. Ferner ist (3. 8)\supset(3.7) , (3. 11)
\supset(3.10) und (3. 14)\supset (3. 13) klar, und es gilt auch (3. 6)\supset(3.4) ,
denn es ist

(3. 15) - a_{n}\leq|a_{n}|-a_{n}\leq 2|a_{n}|

und damit f\"ur P_{n}/P_{m}arrow 1

lim inf R_{n}^{-1}(R_{n}\delta_{n}^{Ra}-R_{m}\delta_{m}^{Ra})=- lim sup R_{\overline{n}}^{1} \sum_{\nu=m+1}^{n}R_{\nu-1} (-a_{\nu})

\geq- lim sup R_{\overline{n}}^{1}(R_{n}d_{n}^{Ra}-R_{m}d_{m}^{Ra}) .

Weiter gilt (3. 3)\wedge(3.7)\supset(3.6) , denn

R_{n}^{-1}(R_{n}d_{n}^{Ra}-R_{m}d_{m}^{Ra})=(d_{n}^{Ra}-d_{m}^{Ra})+(1-R_{m}R_{\overline{n}}1)d_{m}^{Ra} .

Analog sieht man (3. 3)\wedge(3.5)\supset(3.4) , (3. 3)\wedge(3.10)\Rightarrow(3.9) und (3.
3)\wedge(3.13)\supset(3.12) , und die Implikation (3. 12)\supset (3. 9) folgt aus

R_{\overline{n}}^{1}|R_{n}\delta_{n}^{Ra}-R_{m}\delta_{m}^{Ra}|\leq R_{\overline{n}}^{1}(R_{nl}9_{n}^{Ra}-R_{m}\theta_{m}^{Ra}) f\"ur n>m ,

womit alles gezeigt ist.
Beispiele f\"ur Folgen \{R_{n}\} mit (3. 3) sind R_{n} :=P_{n}^{\epsilon} f\"ur jedes feste \epsilon>0 ,

(3. 16) R_{n} :=P_{n+\lambda} f\"ur jedes ganzzahlige \lambda ,
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(3. 17) R_{n} := ln P_{n} .

Da f\"ur die Folgen (3. 16) und (3. 17) der Fall R_{n}\leq 0 f\"ur endlich viele n
eintreten kann, ist es bei der Anwendung von Satz 3. 2 auf diese Folgen
erforderlich, die in (3. 4) bis (3. 14) auftretenden Ausdr\"ucke nur f\"ur
hinreichend groBe Indizes zu betrachten. F\"ur R_{n} :=P_{n} sind die Bedingun-
gen (3. 4), (3. 5) und (3. 9) bis (3. 11) auch notwendig f\"ur die Konvergenz
von s , da aus s\in c sogar

(3. 18) \delta_{n}arrow 0

folgt.
F\"ur eine speziellere Klasse von J_{p} -Verfahren tritt (3. 11) mit R_{n} :=P_{n} ,

also \{\delta_{n}\}\in c , als TB vom J_{p}arrow c -Typ bei Tietz/Trautner [32 , Seite 170]
auf. Die st\"arkere Bedingung (3. 18) ist, wie Mikhalin [18, Satz 1] zeigt,
auch unter schw\"acherer Voraussetzung als (3. 1) eine TB vom J_{p}arrow c -Typ.
Zu (3. 11) mit R_{n} :=P_{n+1} ist die Bedingung \{\delta_{n}^{r}\}\in c mit

(3. 19) \delta_{n}’:=P_{n}^{-1}\sum_{\nu=0}^{n}P_{\nu}a_{\nu}

\"aquivalent. Sie tritt f\"ur eine speziellere Klasse von J_{p}-Verfahren bei
Tietz/Trautner [32 , Korollar 4. 5] auf. Die Bedingung \delta_{n}^{\vec{\prime}}0 findet man
f\"ur eine noch speziellere Klasse von J_{p}-Verfahren bei \check{S}t\check{e}p\acute{a}nek[23 , TheO-
rem 2], dazu \"aquivalente Bedingungen f\"ur L bei Kaufman [10, Satz 2 b ]
und Kwee [12, Theorem 2].

Wenden wir Satz 3. 2 auf A_{1} an, so ist (3. 1) wegen P_{n}=n+1 trivial,
und wir erhalten folgendes

KOROLLAR 3. 3. Ist \{r_{n}\} eine Folge nichtnegativer Zahlen mit r_{0}>0 ,

(2. 1) und

(3. 20) R_{n}/R_{m}arrow 1 f\"ur n/marrow 1 ,

so ist, falls die sn reell sind, jede der Bedingungen (3. 8),

(3. 21) lim inf (R_{n}\delta_{n}^{Ra}-R_{m}\delta_{m}^{Ra})/R_{n}\geq 0 f\"ur n/marrow 1 ,
(3. 22) \delta_{\hslash}^{Ra}=O_{L}(1)\wedge\lim\inf(\delta_{n}^{Ra}-\delta_{m}^{Ra})\geq 0 f\"ur n/marrow 1 ,
(3. 23) \lim(R_{n}d_{n}^{Ra}-R_{m}d_{m}^{Ra})/R_{n}=0 f\"ur n/marrow 1 ,
(3. 24) d_{n}^{Ra}=O(1) \wedge\lim(d_{n}^{Ra}-d_{m}^{Ra})=0 f\"ur n/marrow 1

und, falls die Sn komplex sind, jede der Bedingungen (3. 11), (3. 14),

(3. 25) \lim(R_{n}\delta_{n}^{Ra}-R_{m}\delta_{m}^{Ra})/R_{n}=0 f\"ur n/marrow 1 ,
(3. 26) \delta_{n}^{Ra}=O(1)\wedge\lim(\delta_{n}^{Ra}-\delta_{m}^{Ra})=0 f\"ur n/marrow 1 ,
(3. 27) \lim(R_{n}\theta_{n}^{Ra}-R_{m}\theta_{m}^{Ra})/R_{n}=0 f\"ur n/marrow 1 ,
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(3. 28) \theta_{n}^{Ra}=O(1)\wedge\lim(\uparrow 9_{n}^{Ra}-\theta_{m}^{Ra})=0 f\"ur n/marrow 1

eine TB vom A_{1}arrow c- Typ .
Mit R_{n} :=n+1 ist(3. 21) die TB vom A_{1}arrow c -Typ (1. 7) von Jakimovski

ki aus Satz SRJ, finden sich (3. 23) und (3. 24) bei Sz\’asz [26, Theorems 2
und 3], tritt (3. 11) bei Meyer-K\"onig/Tietz [16] auf (der Spezialfall (3.
18) ergibt die “ zweite ” Bedingung von Tauber [27] ) , ist (3. 14) die TB
vom A_{1}arrow c -Typ (1. 6) von R\’enyi [21] aus Satz SRJ (vgl . auch Sz\’asz [26,
Theorem B]), und liefert (3. 28) ein weiteres Resultat von Sz\^asz [26, The-
orem 1].

Bei (3. 5) und (3. 10) kann man auf \delta_{n}^{Ra}=OL(X)bzw . \delta_{n}^{Ra}=O(1) ver-
zichten, wenn man statt dessen

(3. 29) J_{p} lim s_{n}= \sigma\supset J_{p-}\lim(M_{r}s)_{n}=\sigma

voraussetzt. Diese Bedingung, die also fordert, da8 mit s stets auch die
M_{r} -Transformierte M_{r}s von s zum gleichen Wert J_{p} -limitierbar sein soil,
ist zum Beispiel erf\"ullt f\"ur J_{p}=A_{1} und M_{r}=C_{1} (vgl . Sz\’asz [24, Satz 4])
sowie f\"ur J_{p}=L und M_{r}=l (Kwee, [12, Lemma 3]). Damit umfaBt der
nachfolgende Satz insbesondere ein Resultat von Jakimovski [8, Theorem
1].

SATZ 3. 4. Gilt (3. 1) und ist \{r_{n}\} eine Folge nichtnegativer Zahlen
mit r_{0}>0 , (2. 1), (3. 3) und (3. 29), so ist, falls die s_{n} reell sind,

(3. 30) lim \inf(\delta_{n}^{Ra}-\delta_{m}^{Ra})\geq 0 f\"ur P_{n}/P_{m}arrow 1

und, falls die Sn komplex sind,

(3. 31) \lim(\delta_{n}^{Ra}-\delta_{m}^{Ra})=0 f\"ur P_{n}/P_{m}arrow 1

eine TB vom J_{p}arrow c- Typ .

BEWEIS. Es gen\"ugt, den Fall (3. 30) zu betrachten. Sei J_{p} lim s_{n}=\sigma .
Wegen (3. 29) ist dann auch J_{p} lim (M_{r}s)_{n}=\sigma , nach (2. 2) also J_{p} lim
\delta_{n}^{Ra}=0 . Daraus ergibt sich mit (3. 30) nach Lemma 3. 1 sogar lim \delta_{n}^{Ra}=0 .
Dies aber ist nach Satz 3. 2 eine TB vom J_{p}arrow c -Typ, womit lim s_{n}=\sigma

gezeigt ist.
F\"ur R_{n} :=P_{n} sind die Bedingungen (3. 30) und (3. 31) auch notwendig

f\"ur die Konvergenz von s .
Setzen wir f\"ur die Folge \{r_{n}\}

(3. 32) r_{n}>0 f\"ur n=0,1 , \ldots

voraus, so lassen sich weitere TBn vom f_{p}arrow c -Typ angeben:
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SATZ 3. 5. Gilt (3. 1) und ist \{r_{n}\} eine Folge positiver Zahlen mit
(2. 1) und (3. 3), so ist, falls die Sn reell sind, jede der Bedingungen

(3. 33) \sum_{\nu=1}^{n}r_{\nu}^{1-\rho}R_{\nu-1}^{\rho}(|a_{\nu}|-a_{\nu})^{\rho}=O(R_{n}) f\"ur ein \rho>1 ,

(3. 34) R_{n}a_{n}=O_{L}(r_{n}) ,

(3. 35) \sum_{n=1}^{\infty}r_{n}^{1-\beta}R_{n-1}^{\rho-1}(|a_{n}|-a_{n})^{\rho}<\infty f\"ur ein \rho>1

und, falls die sn komplex sind, jede der Bedingungen

(3. 36) \sum_{\nu=1}^{n}r_{\nu}^{1-\rho}R_{\nu-1}^{\rho}|a_{\nu}|^{\rho}=O(R_{n}) f\"ur ein \rho>1 ,

(3. 37) R_{n}a_{n}=O(r_{n}) ,

(3. 38) \sum_{n=1}^{\infty}r_{n}^{1-\rho}R_{n-1}^{\rho-1}|a_{n}|^{\rho}<\infty f\"ur ein \rho>1

eine TB vom J_{p}arrow c- Typ .

BEWEIS. Es gen\"ugt, die reellen F\"alle zu betrachten. (3. 3)\wedge(3.33)

\supset(3.7) : Es sei \rho>1 , und \lambda>1 sei definiert durch \rho^{-1}+\lambda^{-1}=1 . Damit
folgt aus (3. 33) nach der H\"olderschen Ungleichung zun\"achst

d_{n}^{Ra} \leq R_{\overline{n}}^{1}\{\sum_{\nu=1}^{n}r_{\nu}^{1-\rho}R_{\nu-1}^{\rho}(|a_{\nu}|-a_{\nu})^{\rho}\}^{1/\rho}\{\sum_{\nu=1}^{n}r_{\nu}^{(\rho-1)\lambda/\rho}\}^{1/\lambda}=R_{\overline{n}}^{1}O(R_{n}^{1/\rho})R_{n}^{1/\lambda}

=O(1) ,

und weiter f\"ur n>m in \"ahnlicher Weise

d_{n}^{Ra}-d_{m}^{Ra}=(R_{m}-R_{n})R_{\overline{n}}^{1}R_{\overline{m}}^{1} \sum_{\nu=1}^{m}R_{\nu-1}(|a_{\nu}|-a_{\nu})+R_{\overline{n}}^{1}\sum_{\nu=m+1}^{n}R_{\nu-1}(|a_{\nu}|-a_{\nu}) ,

f\"ur P_{n}/P_{m}arrow 1 wegen (3. 3) also
d_{n}^{Ra}-d_{m}^{Ra}=o(1)O(1)+R_{\overline{n}}^{1}O(R_{n}^{1/\rho})(R_{n}-R_{m})^{1/\lambda}=0(1) .

(3. 34)\Rightarrow (3. 33): Ist K>0 mit R_{n}a_{n}\geq-Kr_{n} , so gilt nach (3. 15) f\"ur die
a_{n} mit a_{n}<0 , und nur solche a_{n} beeinflussen (3. 33), |a_{n}|-a_{n}\leq 2Kr_{n}/R_{n} ,

also

\sum_{\nu=1}^{n}r_{\nu}^{1-\rho}R_{\nu-1}^{\rho}(|a_{y}|-a_{\nu})^{\rho}\leq 2^{\rho}K^{\rho}Rn f\"ur jedes \rho>1 .

Auch (3. 35)impliziert (3. 38) \"Ahnlich wie Fej\’er [1] kann man jedoch
zeigen, daB (3.35) sogar st\"arker ist als d_{n}^{Ra}arrow 0 .

Die zu (3. 34) und (3. 37) geh\"orenden Teile von Satz 3.5 finden sich
f\"ur R_{n} :=P_{n} schon in [30, Satz 4.1]. Der dortige Beweis zeigt, daB man
bei diesen TBn auf (3. 32) verzichten kann, wenn man (3. 34) und (3. 37)
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als R_{n}a_{n}\geq-Kr_{n} bzw. R_{n}|a_{n}|\leq Kr_{n} mit einem K>0 interpretiert und di-
rekt auf Lemma 3. 1 zur\"uckf\"uhrt.

F\"ur speziellere Klassen von J_{p}-Verfahren treten (3. 34) und (3. 37) mit
R_{n} :=P_{n} als TBn vom J_{p}arrow c -Typ bei Jakimovski/Tietz[9 , Theorems 5.3,
5.4, 5.4*] und Tietz/Trautner [32 , Satz 4.4] auf. F\"ur noch speziellere
Klassen, mit 0 statt O und R_{n} :=P_{n}, findet sich (3. 37) schon bei Ishiguro
[6], [7] und \check{S}t\check{e}pan\acute{e}k [ 23 , Seite 257]. Mit 0 statt 0 und R_{n} :=P_{n} ist
(3.37) jedoch, wie auch (3.38), nach Mikhalin [18, Satz 2] unter schw\"a-
cherer Voraussetzung als (3. 1) eine TB vom J_{p}arrow c -Typ. Beispiele zu
(3.34) f\"ur A_{a} und L finden sich bei Rangachari/Sitaraman[20 , Theorems
I(A) und I(L) ] und f\"ur L_{p} bei Phillips [19, Corollary], zu (3.37) f\"ur L
auch bei Kokhanovskii [11, Korollar 1]. Die im Vergleich zu (3.36) st\"ar-
kere Bedingung

(3. 39) \sum_{\nu=0}^{n}r_{\nu}^{1-\rho}R_{\nu}^{\rho}|a_{\nu}|^{\rho}=o(R_{n}) ,

bei der auch noch \rho=1 zul\"assig ist, geht f\"ur R_{n} :=P_{n+1} und eine speziel-
lere Klasse von J_{p} -Verfahren auf \check{S}t\check{e}pan\acute{e}k [23 , Corollary 1] zur\"uck.

Wenden wir Satz 3.5 auf A_{1} an, so erhalten wir, entsprechend der
Begr\"undung von Korollar 3.3, jetzt das

KOROLLAR 3. 6. Ist \{r_{n}\} eine Folge positiver Zahlen mit (2. 1) und
(3.20), so ist, falls die sn reell sind, jede der Bedingungen (3.33) bis
(3.35) und, falls die sn komplex sind, jede der Bedingungen (3.36) bis
(3.38) eine TB vom A_{1}arrow c- Typ .

Mit R_{n} :=n+1 ist (3.33) die TB vom A_{1}arrow c -Typ (1.5) von Sz\^asz
aus Satz SRJ, stammt (3.34) von Hardy/Littlewood [ 3 , Theorem 11],
findet sich (3.35) bei Sz\’asz [25, Theorem V] und (3.36) bei Hardy/Littl-
ewood [5, Seite 283] sowie Sz\’asz [24, Satz I ], und liefert (337) den be-
kannten Satz von Littlewood [15]. Bei gleichem R_{n} und mit 0 statt O ist
(3.37) die “ erste ” Bedingung von Tauber [27] und ergibt (3. 38) ein
weiteres Resultat von Hardy/Littlewood [4 , Theorem A] und Sz\’asz [24,
Seite 259].

4. Tauber-Bedingungen vom J_{p}arrow M_{p}-Typ.

Jede der TBn vom J_{p}arrow c -Typ aus Nr. 3 ist, unter den dortigen Vor-
aussetzungen, wegen der Permanenz von M_{p} nat\"urlich eine TB vom J_{p}arrow

M_{p} -Typ. Einige dieser TBn lassen sich jedoch abschw\"achen, und es treten
neue TBn vom J_{p}arrow M_{p} -Typ auf.

LEMMA 4. 1 ([30, Satz 3.7]). Gilt (3. 1), so ist
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(4. 1) lim \inf(s_{n}-s_{m})>-\infty f\"ur P_{n}/P_{m}arrow 1

eine TB vom J_{p}arrow M_{p-}Typ .

SATZ 4.2. Gilt (3.1) und ist \{r_{n}\} eine Folge wie in Satz 3.2, so
ist, falls die sn reell sind, jede der Bedingungen

(4. 2) lim \inf(R_{n}\delta_{n}^{Ra}-R_{m}\delta_{m}^{Ra})/R_{n}>-\infty f\"ur P_{n}/P_{m}arrow 1 ,
(4. 3) lim sup (R_{n}d_{n}^{Ra}-R_{m}d_{m}^{Ra})/R_{n}<\infty f\"ur P_{n}/P_{m}arrow 1 ,

(4. 4) d_{n}^{Ra}=O(1)

eine TB vom J_{p}arrow M_{p-}Typ .

BEWEIS. Um zu zeigen, daB (4.2) eine TB vo_{-m}J_{p}arrow M_{p} -Typ ist,
gen\"ugt es nach Lemma 4.1, die Implikation (3.3)\wedge (4.2)\supset (4.1) zu
beweisen. Dies geschieht wie der Nachweis von (3.3)\wedge (3.4)\supset (3.2) im
Beweis von Satz 3.2. Weiter gilt (4.4)\supset (4.3)\supset (4.2), wobei man die
letzte Implikation wie (3.6)\supset (3.4) im Beweis von Satz 3.2 sieht.

Wenden wir Satz 4.2 auf A_{1} an, so erhalten wir folgendes
KOROLLAR 4. 3. Ist \{r_{n}\} eine Folge wie in Korollar 3.3, so ist, falls

die sn reell sind, jede der Bedingungen (4.4),

(4. 5) lim \inf(R_{n}\delta_{n}^{Ra}-R_{m}\delta_{m}^{Ra})/R_{n}>-\infty f\"ur n/marrow 1 ,
(4. 6) lim sup (R_{n}d_{n}^{Ra}-R_{m}d_{m}^{Ra})/R_{n}<\infty f\"ur n/marrow 1

eine TB vom A_{1}arrow C_{1} -Typ.

LEMMA 4. 4. ([30, Satz 3.6]). Gilt Q_{n+1}/Q_{n}arrow 1 , \oplus_{n}=O(Q_{n}) und

(4. 7) lim \inf(t_{n}-t_{m})>-\infty f\"ur Q_{n}/Q_{m}arrow 1 ,

so folgt aus

(4. 8) \sum_{n=0}^{\infty}P_{n}t_{n}x^{n}/\sum_{n=0}^{\infty}P_{n}x^{n}=O(1) f\"ur xarrow 1-

auch t_{n}=O(1) .

HILFSSATZ 4. 5. Gilt (3. 1) und

(4. 9) \delta_{n}=O_{L}(1) ,

so folgt aus p_{s}(x)/p(x)=O(1) f\"ur xarrow 1- stets s_{n}=O_{L}(1) .

BEWEIS. Aus (3. 1) folgt P_{n+1}/P_{n}arrow 1 und daraus Q_{n+1}/Q_{n}arrow 1 wegen

Q_{n+1}Q_{\overline{n}}^{1}=P_{0}Q_{\overline{n}}1+Q_{\overline{n}}^{1} \sum_{\nu=0}^{n}P_{\nu}P_{\nu+}{}_{1}P_{\nu}^{-1}
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und der Permanenz von M_{P} . Aus (3.1) folgt nach Stadtm\"uller/Trautner
[22] auch P_{2n}/P_{n}=O(1) , und damit \oplus_{n}/Q_{n}=O(1) . Ist n\"amlich K>0 mit
P_{2n}\leq KP_{n} , so ergibt sich

Q_{n}Q_{\overline{n}}^{1}=Q_{\overline{n}}^{1}.\sum_{=0}^{n}P_{2\nu}+Q_{\overline{n}}^{1}\sum_{\nu=1}^{n}P_{2\nu-1}\leq 2Q_{\overline{n}}^{1}\sum_{\nu=0}^{n}P_{2\nu}\leq 2K.

Weiter folgt aus (4. 9) die Existenz einer Konstanten L>0 mit t_{n}-t_{m}\geq

-L(P_{n}/P_{m}-1) f\"ur alle n\geq m\geq 0(vgl . Mikhalin [17, Beweis von Satz
3]), also gilt (4. 7), denn Q_{n}/Q_{m}arrow 1 impliziert n/marrow 1 und damit P_{n}/P_{m}arrow 1

wegen (3. 1). Nun ist p_{s}(x)/p(x)=O(1) f\"ur xarrow 1- \"aquivalent zu (4.8).
Damit folgt t_{n}=O(1) aus Lemma 4.4, also wegen (4.9) schlieSlich s_{n}=O_{L}

(1) .
F\"ur eine speziellere Klasse von J_{p}-Verfahren wurde Hilfssatz 4.5 von

Mikhalin [17, Satz 3], f\"ur A_{1} mit
(4. 10) \delta_{n}=O(1)

statt (4.9) und s_{n}=O(1) statt s_{n}=O_{L}(1) von Sz\’asz [24, Satz 1] bewiesen.

SATZ 4. 6. Gilt (3. 1), so ist, falls die Sn reell sind, (4. 9) und, falls
die Sn komplex sind, (4.10) eine TB vom J_{p}arrow M_{p-}Typ .

BEWEIS. Es gen\"ugt, den Fall (4.9) zu betrachten. Nach Hilfssatz
4.5 folgt aus J_{p} -lim s_{n}=\sigma stets s_{n}=O_{L}(1) , womit sich nach Tietz/Trautner
[ 32 , Korollar 4.2] dann M_{p}-lim s_{n}=\sigma ergibt.

Mit (4.9) wurde Satz 4.6 f\"ur A_{1} von Sz\’asz [24, Satz 2], [25, TheO-
rem II], f\dot{\acute{u}}rL von Kwee [12, Theorem 5] und f\"ur eine spezielle Klasse
von J_{p}-Verfahren von Mikhalin [17, Satz 3] bewiesen.

Keine der Bedingungen (4.9) und (4.10) ist eine TB vom J_{p}arrow c -Typ.
Dies folgt aus [29, Satz 2.1], da jedes J_{p} eine beschr\"ankte divergente
Folge limitiert. F\"ur A_{1} fanden dies schon Hardy/Littlewood[5 , Seite
284] und Sz\’asz [24, Seite 255].

LEMMA 4.7 ([30, Satz 5. 1]). Gilt
(4. 11) Q_{n}/Q_{m}arrow 1 f\"ur n/marrow 1 ,

so ist

(4. 12) lim \inf(t_{n}-t_{m})\geq 0 f\"ur n/marrow 1

eine TB vom J_{p}arrow M_{p-}Typ .
SATZ 4. 8. Gilt (3. 1) oder wenigstens (4. 11), so ist, falls die Sn

reell sind,
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(4. 13) np_{n}\delta_{n}=O_{L}(P_{n})

und, falls die Sn komplex sind,

(4. 14) np_{n}\delta_{n}=O(P_{n})

eine TB vom J_{p}arrow M_{p-}Typ .

BEWEIS. Nach [30, Nr. 5] wind (4. 11) durch (3. 1) impliziert. Fer-
ner gen\"ugt es, den Fall (4.13) zu betrachten. Aus (4.13) folgt die Exis-
tenz einer Konstanten K>0 mit t_{n}-t_{m}\geq-K\ln(n/m) f\"ur alle n>m>0
(vgl . Mikhalin [17, Beweis von Satz 3]). Damit ergibt sich (4.12), nach
Lemma 4.7 also die Behauptung.

F\"ur A_{1} sind (4.13) und (4.14) \"aquivalent zu (4.9) und(4.10). Mit
(4.13) wurde Satz 4.8 f\"ur eine speziellere Klasse von J_{p}-Verfahren von
Mikhalin [17, Satz 3], mit (4.14) f\"ur L von Kokhanovskii [11, Satz 3]

und f\"ur L_{a} von Teslenko [28, Satz 3] bewiesen.
Wie zu Satz 4.6 \"uberlegt man sich, daB zumindest im Falle npn=

O(P_{n}) keine der Bedingungen (4. 13) und (4. 14) eine TB vom J_{p}arrow c -Typ
ist. In [31, Theorem 1] wird gezeigt, daB man unter der Voraussetzung
(3.1) in Satz 4.8 stets \delta_{n} durch sn ersetzen darf.

Aus Jp-lim s_{n}=\sigma folgt J_{P}-lim t_{n}=\sigma . Damit ergeben sich aus Satz 3.2,
Korollar 3.3, Satz 3.4, Satz 3.5 und Korollar 3.6 die folgenden
Resultate.

SATZ 4. 9. Gilt (4. 11) und ist \{r_{n}\} eine Folge nichtnegativer Zahlen
mit r_{0}>0 , (2. 1) und

(4. 15) R_{n}/R_{m}arrow 1 f\"ur Q_{n}/Q_{m}arrow 1 ,

so erh\"alt man aus jeder der TBn vom J_{p}arrow c\cdot Typ (3.4) bis (3.14)eine TB
vom J_{p}arrow M_{p-}Typ, wenn man dort \{\delta_{n}^{Ra}\} durch \{\delta_{n}^{Rb}\} , \{\theta_{n}^{Ra}\} durch \{\theta_{n}^{Rb}\} ,

\{d_{n}^{Ra}\} durch \{d_{n}^{Rb}\} und \{P_{n}\} durch \{Q_{n}\} ersetzt.

KOROLLAR 4. 10. Ist \{r_{n}\} eine Folge wie in Korollar 3.3, so erh\"alt

man aus jeder der TBn vom A_{1}arrow c - Typ(3.8) , (3.11), (3.14) und (3.21)

bis (3.28) eine TB vom A_{1}arrow C_{1^{-}}Typ, wenn man dort \{\delta_{n}^{Ra}\} durch \{\delta_{n}^{Rb}\} ,

\{\theta_{n}^{Ra}\} durch \{\theta_{n}^{Rb}\} und \{d_{n}^{Ra}\} durch \{d_{n}^{Rb}\} ersetzt, wobei hier b_{n} :=(C_{1}s)_{n}-

(C_{1}s)_{n-1} ist.

Als weitere Anwendung von Satz 4.9 erhalten wir

SATZ 4. 11. Gilt (3. 1), so ist

(4. 16) M_{p} -lim \delta_{n} existiert
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eine TB vom J_{p}arrow M_{p-}Typ .

BEWEIS. Aus (3. 1) folgt (4. 11), und es gilt (4. 15) mit R_{n} :=P_{n}

(vgl . [30, Nr. 5]). Also ist \{\delta_{n}^{Pb}\}\in c nach Satz 4.9 eine TB vom J_{p}arrow

M_{p} -Typ. Wegen \delta_{n}^{Pb}=t_{n}-(M_{p}t)_{n}=[M_{p}(s-t)]_{n}=(M_{p}\delta)_{n} folgt daraus die
Behauptung.

KOROLLAR 4. 12. Gilt (3. 1), so ist

(4. 17) \{P_{n}^{-2}\sum_{\nu=0}^{n}p{}_{\nu}P_{\nu}\delta_{JJ}\}\in c

eine TB vom J_{p}arrow M_{p-}Typ .

BEWEIS. Setzen wir x_{n} :=P_{n}^{-2} \sum_{\nu=0}^{n}p{}_{\nu}P_{\nu}\delta\mu, so ist

p_{n}\delta_{n}=P_{n}x_{n}-P_{n}^{2}{}_{-1}P_{n}^{-1}x_{n-1}=(P_{n}x_{n}-P_{n-1}x_{n-1})+P_{n-}{}_{1}P_{n}^{-1}p_{n}x_{n-1} .

Daraus ergibt sich

(M_{p} \delta)_{n}=P_{n}^{-1}\sum_{\nu=0}^{n}p_{\nu}\delta_{\nu}=x_{n}+P_{n}^{-1}\sum_{\nu=1}^{n}P_{\nu-1}P_{\nu}^{-1}p_{\nu X\nu-1}

und somit (4.16) wegen \{x_{n}\}\in c .
Der Spezialfall J_{p} :=L, M_{p} :=l von Korollar 4.12 verallgemeinert ein

Resultat von Kwee [12, Theorem 3].

SATZ 4. 13. Gilt (4. 11) und ist \{r_{n}\} eine Folge nichtnegativer Zah-

len mit r_{0}>0 , (2. 1), (4. 15) und

(4. 18) J_{P} -lim s_{n}=\sigma\supset J_{P} -lim (M_{r}s)_{n}=\sigma,

so erh\"alt man aus jeder der TBn vom J_{p}arrow c - Typ(3.30) und (3.31) eine
TB vom J_{p}arrow M_{p-}Typ, wenn man dort \{a_{n}\} durch \{b_{n}\} und \{P_{n}\} durch \{Q_{n}\}

ersetzt.

SATZ 4. 14. Gilt (4. 11) und ist \{r_{n}\} eine Folge positiver Zahlen mit
(2.1) und (4.15), so erh\"alt man aus jeder der TBn vom J_{p}arrow c - Typ(3.33)
bis (3.38) eine TB vom J_{p}arrow M_{p-}Typ, wenn man dort \{a_{n}\} durch \{b_{n}\} er-
setzt.

KOROLLAR 4. 15. Ist \{r_{n}\} eine Folge wie in Korollar 3.6, so erh\"alt
man aus jeder der TBn vom A_{1}arrow c\cdot Typ(3.33) bis (3.38) eine TB vom
A_{1}arrow C_{1^{-}}Typ, wenn man dort \{a_{n}\} durch \{ b_{n}\} ersetzt, wobei hier b_{n} :=
(C_{1}s)_{n}-(C_{1}s)_{n-1} ist

Es sei noch angef\"ugt, daB (C_{1}s)_{n}-(C_{1}s)_{n-1}=\delta_{n}/n f\"ur n>0 gilt.
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5. Tauber-Bedingungen vom M_{p}arrow c -Typ.

Jede der TBn vom J_{p}arrow c -Typ aus Nr. 3 ist, unter den dortigen Vor-
aussetzungen, wegen M_{p} lim s_{n}=\sigma\supset J_{p} lim s_{n}=\sigma nat\"urlich eine TB vom
M_{p}arrow c -Typ. Alle jedoch sind auch unter sch\"acheren Voraussetzungen
TBn vom M_{p}arrow c -Typ, und es treten neue TBn vom M_{p}arrow c -Typ auf.

LEMMA 5. 1 ([30, Korollar 3.2]). Gilt
(5. 1) P_{n+1}/P_{n}arrow 1 ,

so ist (3.2) eine TB vom M_{p}arrow c- Typ .

SATZ 5. 2. Gilt (5.1) und ist \{r_{n}\} eine Folge wie in Satz 3.2, so ist,
falls die s_{n} reell sind, jede der Bedingungen (3.4)bis (3.8) und, falls die
sn komplex sind, jede der Bedingungen (3.9) bis (3.14) eine TB vom M_{p}

arrow c- Typ .

BEWEIS. Wie bei Satz 3.2. Man hat nur zu beachten, daB (3.2)
nach Lemma 5.1 unter der Voraussetzung (5.1) eine TB vom M_{p}arrow c -Typ
ist.

LEMMA 5. 3 ([30, Korollar 3.4]). Gilt (3. 1), so ist
(5. 2) lim \inf(s_{n}-s_{m})\geq 0 f\"ur n/marrow 1

eine TB vom M_{p}arrow c- Typ .

SATZ 5. 4. Gilt (3.1) und ist \{r_{n}\} eine Folge wie in Korollar 3.3,
so ist, falls die sn reell sind, jede der Bedingungen (3.8), (3.21), (3.23),
(3.24) und, falls die Sn komplex sind, jede der Bedingungen (3.11),
(3.14), (3.25), (3.27), (3.28) eine TB vom M_{p}arrow c- Typ .

BEWEIS. Wie bei Satz 3.2. Man hat nur zu beachten, daB statt
(3.2) nach Lemma 5.3 unter der Voraussetzung (3.1) sogar (5.2) eine
TB vom M_{p}arrow c -Typ ist.

Die Angabe der im Vergleich zu Korollar 3.3 fehlenden Bedingungen
(3.22) und (3.26) er\"ubrigt sich in Satz 5.4, da beide im nachfolgenden
Satz verallgemeinert werden.

SATZ 5. 5. a) Gilt (5. 1) und ist \{r_{n}\} eine Folge nichtnegativer Zah-

len mit r_{0}>0 , (2. 1), (3.3) und

(5. 3) M_{p} lim s_{n}=\sigma\supset M_{p} lim (M_{r}s)_{n}=\sigma

so ist, falls die sn reell sind, (3.30) und, falls die Sn komplex sind, (3.31)
eine TB vom M_{p}arrow c- Typ .
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b) Gilt (3.1) und ist \{r_{n}\} eine Folge nichtnegativer Zahlen mit r_{0}>0 ,

(2.1), (3.20) und (5.3), so ist, falls die sn reell sind,

(5. 4) lim \inf(\delta_{n}^{Ra}-\delta_{m}^{Ra})\geq 0 f\"ur n/marrow 1

und, falls die Sn komplex sind,

(5. 5) lim (\delta_{n}^{Ra}-\delta_{m}^{Ra})=0 f\"ur n/marrow 1

eine TB vom M_{p}arrow c- Typ .

BEWEIS. Es gen\"ugt, die reellen F\"alle zu betrachten. Sei M_{p} lim s_{n}=

\sigma . Dann ist nach (5.3) auch M_{p} lim (M_{r}s)_{n}=\sigma, nach (2.2) also M_{p} lim
\delta_{n}^{Ra}=0 . Hieraus ergibt sich mit (3.30) und Lemma 5.1 bzw. mit (5.4)

und Lemma 5.3 sogar lim \delta_{n}^{Ra}=0 . Dies aber ist im Falle a) nach Satz 5.2
und im Falle b) nach Satz 5.4 eine TB vom M_{p}arrow c -Typ, womit lim s_{n}=\sigma

gezeigt ist.

Die Bedingung (5.3) ist zum Beispiel erf\"ullt, wenn M_{p} lim s_{n}=\sigma stets
M_{r} lim s_{n}=\sigma impliziert, insbesondere also f\"ur r_{n} :=p_{n} .

SATZ 5. 6. Gilt (5.1) und ist \{r_{n}\} eine Folge wie in Satz 3.5, so ist,
falls die sn reell sind, jede der Bedingungen (3.33) bis (3.35) und, falls
die sn komplex sind, jede der Bedingungen (3.36) bis (3.38) eine TB vom
M_{p}arrow c- Typ .

BEWEIS. Wie bei Satz 3.5, jedoch unter Verwendung von Satz 5.2
statt Satz 3.2.

F\"ur C_{1} und r_{n} :=1 findet sich die TB vom C_{1}arrow c -Typ (3.33) bei Sz\’asz
[25, Theorem III], (3.34) bei Landau [13] (vgl . Sz\’asz [24, Seite 255]),
(3.36) bei Hardy/Littlewood [5 , Lemma \delta] und Sz\’asz [24, Satz 3] sowie
(3.37) bei Hardy [2] und (3.38) f\"ur \rho=2 bei Fej\’er [1].
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