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Tauber-Bedingungen fiir
Potenzreihenverfahren und bewichtete Mittel

Von Hubert TIETZ
(Received January 10, 1989, Revised November 19, 1990)

1. Einleitung.
Es sei {pn}5-0 eine Folge nichtnegativer Zahlen mit p >0 und
(1.1 Pu=pot+ ...+ pp—00,

fiir welche die Potenzreihe
(1.2 p(x):zgopnx”

den Konvergenzradius 1 hat. Die Folge s={s.}5-0 komplexer Zahlen heif3t
Jp-limitierbar zum Wert ¢ (Jo-lims,=¢), wenn die Reihe

1.3 pela)i= 2 puss”

fiir 0<x<1 konvergiert und ;ig}ps(x)/p(x>=o gilt. Die Folge s heiBt

Mp-limitierbar zum Wert ¢ (M,-lim s»=¢), wenn fiir die Folge t={t}5-0,
mit

(1.4) tn::Pn—léopusu,

lim t,=o¢ gilt. Die Verfahren J, und M, sind wegen (1.1) permanent, d.
h., sie limitieren jedes s€c¢, dem Raum der konvergenten Folgen, zum
Wert lim s», und aus M,-lim s,=o folgt stets J,-lim s,.=¢ (Ishiguro [6]),
aber nicht umgekehrt. Unter geeigneten zusitzlichen Bedingungen fiir die
Folge s kann man jedoch von M,-lim s,=¢ auf lim s,=¢, von J,-lim s,=¢
auf Mp-lim s,=0 oder sogar von Jy-lims,=¢ auf lims,=¢
zuriickschlieBen. Wir werden solche Bedingungen, falls einer der eben
genannten Fille vorliegt, eine Tauber-Bedingung (TB) vom M,—c-Typ,
vom J;— Mp-Typ bzw. vom J,—c-Typ nennen. Fiir p,:=1 ist (das Potenz-
reihenverfahren) J, das Abel-Verfahren A;. Hierfiir gilt zum Beispiel der
folgende
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SATZ SRJ (Szasz [25, Theorem IJ, Rényi bzw. Jakimovski [8,
Theorem 1]). Jede der Bedingungen

(1.5 (n+1)"uZZ‘.1v"{\su—su_1|— (sv—sv-0}*=0(D) fiir einp>1,
(1.6) {(n+1)“é}1u|su—su-1|}6 c

(1.7) lim inf(n+ 1)‘1Uj+lv(su—su_1> >0 fiir n/ m—1(n/m—0)

ist eine TB vom Ar—c-Typ.

In Nr. 3 der vorliegenden Arbeit werden die Tauber-Bedingungen
(TBn) aus Satz SRJ sowie verschiedene damit verwandte TBn vom Ai—¢
~Typ auf eine groBe Klasse von Jo,-Verfahren tibertragen. Zu Satz SRJ
vergleiche man die Bedingungen (3.33), (3.14) und (3.4). In Nr. 4 und
Nr. 5 behandeln wir entsprechende TBn vom Jo— Mp-bzw. vom My—c
-Typ. Die betreffenden Sitze enthalten alle uns bekannten Resultate mit
TBn der jeweiligen Art als Spezialfidlle. Man vergleiche hierzu auch die
Bemerkungen und Hinweise von Gaier in sowie Zeller/Beekmann
[33, Nr. 52 und 55].

9. Bezeichnungen und Definitionen.

Der Folgenindex soll, wenn nichts Besonderes gesagt ist, von 0 an
laufen, und Folgenglieder mit einem negativen Index sind gleich 0 zu set-
sen. Sind {x) und {y.} zwei Folgen mit y.#0 fiir 2=, so bedeute x.=0
(yn) bzw. x%:=0(y), dab die Folge {x:/y»} (n=mo) gegen 0 konvergiert
bzw. beschrankt ist. Sind die Folgen (%) und {yn} reell und ist yoF0 flir
n=>mno, SO schreiben wir x»= O.(y»), wenn es eine Konstante K €R gibt mit
xn/yn> K fiir n=no. FUr eine auf (0,1) definierte Funktion f bedeute f
(x)=0() fiir x—1—, daB es ein K >0 gibt mit [f (0)|<K fir alle xe (0,
D.

Stets sei @n: =Si—Sn-1 und br: == ln mit £={t)=: {(Mps)na} aus (L.
4). Neben den Folgen {p»} und (P,} bendtigen wir auch die Folge {Qn}
mit Qu:=Po+...t P Ist {r.} eine Folge nichtnegativer Zahlen mit %>0
und

(2. ].) Rn: :70+...+7’n_)oo;

und ist s eine Folge komplexer Zahlen, so sei
ot = n‘lZ_‘.lRu_lau und 95°: :R,I‘UE:lRy_dayl.

Damit gilt dann
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(2. 2) (S\rlzea:Sn_<MrS>n.

Ist s eine Folge reeller Zahlen, so sei ferner

Ra . . qRa__ qRa

Dariiber hinaus schreiben wir im Falle R,=PF, kurz
é\n: :(5\7}1)‘2, &n: = rl;a, dn. :lgn_é\n.

Hinter n/m—1, Pu/Pn—1, Qu/Qn—1 sowie R./Rn—1 ist stets n>m
—00 erginzt zu denken.

Das zum Abel-Verfahren A: gehdrende Verfahren M, ist das Cesaro-
Verfahren C.. Fir «>0 und p.:=("2"") ist J, das verallgemeinerte
Abel-Verfahren A, . Fiir p»: =(n+1)7"' sind J, und M, die logarithmi-
schen Verfahren L und /. Fiir ¢>0 und p(x):=[—x"" In (1—x)]* er-
geben sich die verallgemeinerten logarithmischen Verfahren L. und /4. In
anderer Richtung werden L und /! von Phillips verallgemeinert. Bei
diesen Verfahren L, und /, gilt p»=0 fiir 0<n<m. Die Mp- Transformierte
t wird dann nur fiir » = betrachtet.

3. Tauber-Bedingungen vom J,—c-Typ.

Neben den in Nr.l genannten generellen Voraussetzungen fiir die
Folge {p.} verlangen wir in diesem Abschnitt

B.1D P/ Pr—1 fiir n/m—1.

LEMMA 3.1 ([30, Satz 3.9]). Gilt(3.1), so ist
(3.2) lim inf(sp—$n) =0 fiir P./Pn—1
eine TB vom Jo—c-Typ.

SATZ 3.2. Gilt (3.1) und ist {rn} eine Folge nichtnegativer Zahlen
mit n>0, (2.1) und

so ist, falls die s, reell sind, jede der Bedingungen

(3.4)  lim inf(Ru0F*— Rn6R) /R.=0 fiir Pn/Pn—1,
(3.5) o= 0, (1) Alim inf(65°— 02) =0 fiir Pn/Pn—1,
(3.6)  lim(Rudf*— RndE®)/R.=0 fiir Pn/Pn—1,

3.7 2 =0 ANIm(d—dr®) =0 fiir P./Pn—1,
(3.8 {dF*}ec

und, falls die s, komplex sind, jede der Bedingungen
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(3.9 IIm(Re0%*— Rudn®)/Ru=0 fiir Pn/Pn—1,
3.100  &F*=0) Alim(sF*— %) =0 fitr P./Pn—1,
G.1D  {ef}ec,

(3.12)  lim(R9:— Rn89£)/R,=0 fiir P./Pn—1,
(3.13) 2= 00 Alim(8F— 9% =0 fiir P./Pa—1,
3.1 {9ec

eine TB vom Jo—c-Typ.

BEWEIS. Um zu zeigen, daBl (3.4) eine TB vom J,—¢-Typ ist, geniigt
es nach Lemma 3.1, die Implikation (3.3)A(3.4)=—=(3.2) zu beweisen.
Es gelte also P./Pn—1. Aus (3.3) folgt damit R,/R»—1, und nach dem
Abelschen Lemma ist

n k
Se=$m= 2 aw=Ry;'min ¥ R._.ia fir n>m.
v=m+1l m<k<n v=m+1
Fir jedes Paar n, m sei x=x(m, n) ein festes kE{m+1, ..., n}, fiir

welches dieses Minimum angenommen wird. Dann gilt
Sn—Sm= Rm_l (R/cé\/cRa - Rmé\f}ril,a> s

woraus man mit (3.4) schlieBlich (3.2) abliest. Mit (3.4) ist natiirlich
auch (3.9) eine TB vom /,— ¢-Typ. Ferner ist (3.8)==(3.7), (3.11)
=(3.10) und (3.14)==(3.13) klar, und es gilt auch (3.6)=—=(.4),
denn es ist

(3.15)  —an<|an]—an<2|anl

und damit fiir P./Pn—1

liminf Rp'(Rad5®— Rnon®) = —lim sup Rn_lyzé_HRu—l(_au)
> —limsup Ri:'(R.di®— RndE®).

Weiter gilt (3.3) A (3. 7)=—=(3.6), denn
R:' (Rudi® — Rudn®) = (df*— di®) + (1— RaR; V) d.

Analog sieht man (3.3) A (3.5)=—=(3.4), (3.3)A(3.10)=—=(3.9) und (3.
3N (3.13)==(3.12), und die Implikation (3.12)=—=(3.9) folgt aus

Rn_1|Rn()\}z?a—'Rmé\7§a|£Rn_l(Rn rfa_legr‘za) fiir n> m,

womit alles gezeigt ist.
Beispiele fiir Folgen {R,} mit (3.3) sind R.: =Ps fiir jedes feste & >0,

(3.16)  Rn: =Py, fiir jedes ganzzahlige 21,
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(3.17) R,:=In P..

Da fiir die Folgen (3.16) und (3.17) der Fall R.<0 fiir endlich viele
eintreten kann, ist es bei der Anwendung von Satz 3.2 auf diese Folgen
erforderlich, die in (3.4) bis (3.14) auftretenden Ausdriicke nur fiir
hinreichend grof3e Indizes zu betrachten. Fiir R.: =P, sind die Bedingun-
gen (3.4), (3.5) und (3.9) bis (3.11) auch notwendig fiir die Konvergenz
von s, da aus s&c¢ sogar

(3.18) 80

folgt.

Fiir eine speziellere Klasse von Jp,-Verfahren tritt (3.11) mit Rn.: =Py,
also {6.})Ec, als TB vom J,—c-Typ bei Tietz/Trautner [32, Seite 170]
auf. Die stirkere Bedingung (3.18) ist, wie Mikhalin [18, Satz 1] zeigt,
auch unter schwicherer Voraussetzung als (3.1) eine TB vom J,—c¢-Typ.
Zu (3.11) mit R,: =Py, ist die Bedingung {6} c¢ mit

(3. 19> (5‘7,2 :Pn_léopyau

dquivalent. Sie tritt fiir eine speziellere Klasse von Jp-Verfahren bei
Tietz/Trautner [32, Korollar 4.5] auf. Die Bedingung ¢—0 findet man

fiir eine noch speziellere Klasse von J,-Verfahren bei §tépének [23, Theo-
rem 2], dazu #quivalente Bedingungen fiir L bei Kaufman [10, Satz 2 b]
und Kwee [12, Theorem 2].

Wenden wir Satz 3.2 auf A: an, so ist (3.1) wegen P,=#n+1 trivial,
und wir erhalten folgendes

KOROLLAR 3.3.  Ist {rn} eine Folge nichtnegativer Zahlen mit vo>0,
(2.1 und

(3.20) R,/ Rn—1 fiir n/m—1,
so ist, falls die s» reell sind, jede der Bedingungen (3.8),

(3.21)  liminf(Ru6F*— Rudi®) /Ry =0 fitr n/m—1,
(3.22)  ofF=0. (1) Aliminf(68*— 689 >0 fiir n/m—1,
(3.23)  Um(Rudfe— RndE/R.=0 fiir n/m—1,
(3.24) Re= 0 Nlim(df*—dr®) =0 fitr n/m—1

und, falls die s, komplex sind, jede der Bedingungen (3.11), (3.14),

(3.25)  lim(Rn0F*— Ruon®)/Rx=0 fiir n/m—1,
(3.26) oFr=0) Alim(eFe—on®) =0 fiir n/m—1,
3.2  lim(R.9%*— Rn85)/R.=0 fiir n/m—1,
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(3.28) 8= 0) AlIm(S—9E) =0 fiir n/m—1

eine TB vom Ar—c-Typ.

Mit R.: =n+1 ist(3.21) die TB vom Ai—c¢-Typ (1.7) von Jakimovs-
ki aus Satz SR]J, finden sich (3.23) und (3.24) bei Szasz [26, Theorems 2
und 3], tritt (3.11) bei Meyer-Konig/Tietz [16] auf (der Spezialfall (3.
18) ergibt die “zweite” Bedingung von Tauber [27]), ist (3.14) die TB
vom Ar—c-Typ (1.6) von Rényi aus Satz SRJ (vgl. auch Szasz [26,
Theorem B]), und liefert (3.28) ein weiteres Resultat von Szasz [26, The-
orem 1].

Bei (3.5) und (3.10) kann man auf 6%*=0.(1) bzw. ¢8*=0(1) ver-
zichten, wenn man statt dessen

(3.29) Jpllimsp=0=/p-lim(Mrs)rn=0¢

voraussetzt. Diese Bedingung, die also fordert, daB mit s stets auch die
M;-Transformierte M,s von s zum gleichen Wert J,-limitierbar sein soll,
ist zum Beispiel erfiillt fiir /o=A4: und M,=C (vgl. Szasz [24, Satz 4])
sowie fiir Jo=L und M,=! (Kwee, [12, Lemma 3]). Damit umfaBt der

nachfolgende Satz insbesondere ein Resultat von Jakimovski [8, Theorem
1].

SATZ 3.4.  Gilt (3.1) und ist {r.} eine Folge nichtnegativer Zahlen
mit >0, (2.1), (3.3) und (3.29), so ist, falls die s, reell sind,

(3.30) liminf(65®—o62%) =0 fiir P./Pr—1
und, falls die s» komplex sind,

(3.3D  lim(o5*—on) =0 filr Pn/Pn—1
eine TB vom Jy—c-Typ.

BEWEIS. Es geniigt, den Fall (3.30) zu betrachten. Sei Jp-lim s,=o.
Wegen (3.29) ist dann auch Jp-lim (M;s).=0c, nach (2.2) also J,-lim
ox?=0. Daraus ergibt sich mit (3.30) nach Lemma 3.1 sogar lim dx*=0.
Dies aber ist nach Satz 3.2 eine TB vom Jy—c¢-Typ, womit lims,=o¢
gezeigt ist.

Fiir R,: =P, sind die Bedingungen (3.30) und (3.31) auch notwendig
fiir die Konvergenz von s.

Setzen wir fiir die Folge {7}

(3.32)  m>0 fiir =0, 1, ...

voraus, so lassen sich weitere TBn vom Jy,—c¢-Typ angeben:
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SATZ 3.5. Gilt (3.1) und ist {r} eine Folge positiver Zahlen mit
(2.1 und (3.3), so ist, falls die sn reell sind, jede der Bedingungen
3.3 RrivRe(al-a) =0 fir ein p>1,

(3-34) Ehan::Ch(7ﬁ>,
(3.35) glré‘”Rr’iIll(lanl—an)”<OO fiir ein p>1

und, falls die s» komplex sind, jede der Bedingungen

(3.30)  ZriREal=0R) fir ein p>1,
(3.37)  Ruan=0Cm),
(3.38) 2177}"’Rﬁi}|an|"<oo fiir ein p>1

eine TB vom Jy—c-Typ.

BEWEIS. Es gentigt, die reellen Fille zu betrachten. (3.3)A(3.33)
==(3.7): Essei p>1, und 1>1 sei definiert durch p~'+17'=1. Damit
folgt aus (3.33) nach der Holderschen Ungleichung zunichst

a8 £ R (2 7 RE-(lal—a) o 2 r -0Mep = Ry OCRY*) RY
v=1 v=1
=0,

und weiter fiir »>m in dhnlicher Weise
£~ df*=(Ru-ROR7'Ri' 2 Ror(al —a) + R’ 3 Rov(al—an),

fiir P./Pn—1 wegen (3.3) also
Ke—drt=01) O +RORY*)(Ri—Rn)""=0(1).

(3.30)—=>(3.33): Ist K >0 mit Ruan=—Krs, so gilt nach (3.15) fiir die
a» mit 2,<0, und nur solche a. beeinflussen (3.33), |an|—an<2K7:/Rn,
also

élrul"’Rﬁ-l(laJ—au)"SZ"K"Rn fiir jedes p>1.

Auch (3.35)impliziert (3.33). Ahnlich wie Fejér kann man jedoch
zeigen, daB (3.35) sogar stdrker ist als di*—0.

Die zu (3.34) und (3.37) gehorenden Teile von Satz 3.5 finden sich
fiir R.: =P, schon in [30, Satz 4.1]. Der dortige Beweis zeigt, daB man
bei diesen TBn auf (3.32) verzichten kann, wenn man (3.34) und (3.37)
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als Rnan=—Krn bzw. Ralas|<Kr, mit einem K >0 interpretiert und di-
rekt auf Lemma 3.1 zuriickfiihrt.

Fiir speziellere Klassen von J,-Verfahren treten (3.34) und (3.37) mit
Rn: =P, als TBn vom J,—c¢-Typ bei Jakimovski/Tietz [9, Theorems 5.3,
5.4, 5.4*] und Tietz/Trautner [32, Satz 4.4] auf. Fiir noch speziellere
Klassen, mit o statt O und R.: =P, findet sich (3.37) schon bei Ishiguro
[6], und Stépanék [23, Seite 257]. Mit o statt O und R,: =P, ist
(3.37) jedoch, wie auch (3.38), nach Mikhalin [18, Satz 2] unter schwi-
cherer Voraussetzung als (3.1) eine TB vom J, — ¢-Typ. Beispiele zu
(3.34) fiir As und L finden sich bei Rangachari/Sitaraman [20, Theorems
ICA) und I(L)] und fiir L, bei Phillips [19, Corollary], zu (3.37) fiir L
auch bei Kokhanovskii [11, Korollar 1]. Die im Vergleich zu (3.36) stir-
kere Bedingung

(3.39) grs-pRﬂayl":o(Rn),

bei der auch noch p=1 zuldssig ist, geht fiir R,: =P,+; und eine speziel-

lere Klasse von J,-Verfahren auf Stépanék [23, Corollary 1] zuriick.
Wenden wir Satz 3.5 auf A an,so erhalten wir, entsprechend der
Begriindung von Korollar 3.3, jetzt das

KOROLLAR 3.6.  Ist {r.} eine Folge positiver Zahlen mit (2.1) und
(3.20), so ist, falls die s» reell sind, jede der Bedingungen (3.33) bis
(3.35) und, falls die s» komplex sind, jede der Bedingungen (3.36) bis
(3.38) eine TB vom Ar—c-Typ.

Mit R.:=n+1 ist (3.33) die TB vom Ai—c¢-Typ (1.5) von Szisz
aus Satz SRJ, stammt (3.34) von Hardy/Littlewood [3, Theorem 11],
findet sich (3.35) bei Szasz [25, Theorem V] und (3.36) bei Hardy/Littl-
ewood [5, Seite 283] sowie Szdsz [24, Satz I], und liefert (3.37) den be-
kannten Satz von Littlewood [15]. Bei gleichem R, und mit o statt O ist
(3.37) die “erste” Bedingung von Tauber und ergibt (3.38) ein
weiteres Resultat von Hardy/Littlewood [4, Theorem A] und Szisz [24,
Seite 259].

4. Tauber-Bedingungen vom J,—M,-Typ.

Jede der TBn vom Jy—c¢-Typ aus Nr. 3 ist, unter den dortigen Vor-
aussetzungen, wegen der Permanenz von M, natiirlich eine TB vom J,—
M,-Typ. Einige dieser TBn lassen sich jedoch abschwichen, und es treten
neue TBn vom J,— Mp-Typ auf.

LEMMA 4.1 ([30, Satz 3.7]). Gilt (3.1), so ist
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(4.1 lim inf(sx—Sm) > —© fiir Pn/Pn—1
eine TB vom Jo— Mp-Typ.

SATZ 4.2. Gilt (3.1) und ist {r.} eine Folge wie in Satz 3.2, so
ist, falls die sp reell sind, jede der Bedingungen

(4.2) lim inf(Rndfa_Rm§r§G>/Rn> — 0 fii?’ Pn/Pm_’L
(4.3)  lim sup(Rud#®— Rnds®)/R.< 0 fiir P./Pn—1,
(4. 4) Re=0(0D

eine TB vom Jo— Mp-Typ.

BEWEIS. Um zu zeigen, daB3 (4.2) eine TB vom J,—M,-Typ ist,
gentigt es nach [Lemma 4.1, die Implikation (3.3)A(4.2)=—=(4.1) zu
beweisen. Dies geschieht wie der Nachweis von (3.3) A(3.4)==(3.2) im
Beweis von Satz 3.2. Weiter gilt (4.4)—=(4.3)=—=>(4.2), wobei man die
letzte Implikation wie (3.6)=—=(3.4) im Beweis von Satz 3.2 sieht.

Wenden wir Satz 4.2 auf A: an, so erhalten wir folgendes

KOROLLAR 4.3.  Ist {} eine Folge wie in Korollar 3.3, so ist, falls
die sn veell sind, jede der Bedingungen (4.4),

(4.5)  lim inf(Rn0%*— Rnon®)/Rn> — fiir n/m—1,
(4.6) lim sup(R.dFf*— RndEf)/R,<o fiir n/m—1

eine TB vom Ai— C-Typ.

LEMMA 4.4. ([30, Satz 3.6]). Gilt Qui1/Qn—1, @n=0(Q,) und
(4.7)  lim inf(f—tn) > —00 fiir Qu/Qun—1,
so folgt aus

4.8 3 Pitar’/ gopnxnzocn Fiir x—1—

auch t,=0(D).
HILFSSATZ 4.5.  Gilt (3.1) und
4.9 &=0.D,
so folgt aus ps(x)/p(x)=0CQ) fiir x—1— stets s»=0,(1).
BEWEIS. Aus (3.1) folgt Pyi/Pr,—1 und daraus Q.+1/@.—1 wegen

Qn+1Qn—1:POQn_1+ Qn_lngPuPuHPu_l
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und der Permanenz von Mp. Aus (3.1) folgt nach Stadtmiiller/Trautner
auch Pn/P,=0(1), und damit @./Q,=0(1). Ist nimlich K >0 mit
P <KP,, so ergibt sich

QZnQn_l - Q;1§0P2u+ Qn_luglpmz—l £2Q7¢_1§0PZU£ZK.

Weiter folgt aus (4.9) die Existenz einer Konstanten L>0 mit tn—tn>
—L(P,/Pr—1) fiir alle n=>m>0 (vgl. Mikhalin [17, Beweis von Satz
3D, also gilt (4.7), denn Q./Q—1 impliziert n/m—1 und damit P.,/P.—1
wegen (3.1). Nun ist ps(x)/p(x)=0() fiir x—1— Hquivalent zu (4.8).
Damit folgt .= 0(1) aus Lemma 4.4, also wegen (4.9) schlieBlich s,=O;
(.

Fiir eine speziellere Klasse von J,-Verfahren wurde Hilfssatz 4.5 von
Mikhalin [17, Satz 3], fiir A, mit

4.10)  6=0Q)
statt (4.9) und s»=0(1) statt s,=0.(1) von Szasz [24, Satz 1] bewiesen.

SATZ 4.6.  Gilt (3.1), so ist, falls die s» veell sind, (4.9) und, falls
die sn komplex sind, (4.10) eine TB vom J— Mp-Typ.

BEWEIS.  Es geniigt, den Fall (4.9) zu betrachten. Nach Hilfssatz
4.5 folgt aus Jp-lim s,= o stets s,=0O.(1), womit sich nach Tietz/Trautner
[32, Korollar 4.2] dann M,-lim s,= ¢ ergibt.

Mit (4.9) wurde Satz 4.6 fiir A: von Széasz [24, Satz 2], [25, Theo-
rem II], fiir L von Kwee [12, Theorem 5] und fiir eine spezielle Klasse
von Jp-Verfahren von Mikhalin [17, Satz 3] bewiesen.

Keine der Bedingungen (4.9) und (4.10) ist eine TB vom J,—c-Typ.
Dies folgt aus [29, Satz 2.1], da jedes J, eine beschrinkte divergente
Folge limitiert. Fiir A, fanden dies schon Hardy/Littlewood [5, Seite
284] und Szasz [24, Seite 255].

LEMMA 4.7 ([30, Satz 5.1D. Gilt
4.1 @Qu/Qn—1 fiir n/m—1,
so ist
(4.12)  lim inf(t—tn) =0 fitr n/m—1
eine TB vom Jo— Mp-Typ.

SATZ 4.8. Gilt (3.1) oder wenigstens (4.11), so ist falls die s»
reell sind,



Tauber- Bedingungen fiir Potenzreihenverfahven und bewichtete Mittel 435

(4.13)  npndn=OL(Py)

und, falls die s, komplex sind,
(4.14)  npeda=OPn)

eine TB vom Jo— Mp-Typ.

BEWEIS. Nach [30, Nr. 5] wind (4.11) durch (3.1) impliziert. Fer-
ner geniigt es, den Fall (4.13) zu betrachten. Aus (4.13) folgt die Exis-
tenz einer Konstanten K >0 mit ti—tn=—K In(n/m) fir alle n>m>0
(vgl. Mikhalin [17, Beweis von Satz 3]). Damit ergibt sich (4.12), nach
Lemma 4.7 also die Behauptung.

Fiir A, sind (4.13) und (4.14) #quivalent zu (4.9) und(4.10). Mit
(4.13) wurde Satz 4.8 fiir eine speziellere Klasse von Jp-Verfahren von
Mikhalin [17, Satz 3], mit (4.14) fir L von Kokhanovskii [11, Satz 3]
und fiir L. von Teslenko [28, Satz 3] bewiesen.

Wie zu Satz 4.6 iiberlegt man sich, daB zumindest im Falle #np .=
O(P,) keine der Bedingungen (4.13) und (4.14) eine TB vom J,—c¢-Typ
ist. In [31, Theorem 1] wird gezeigt, daB man unter der Voraussetzung
(3.1) in Satz 4.8 stets d» durch s, ersetzen darf.

Aus Jo-lim s,=¢ folgt Je-lim t,=0¢. Damit ergeben sich aus Satz 3.2,
Korollar 3.3, Satz 3.4, Satz 3.5 und Korollar 3.6 die folgenden
Resultate.

SATZ 4.9.  Gilt (4.11) und ist {7} eine Folge nichitnegativer Zahlen
mit >0, (2.1) und

(4.15) R/ Rn—1 fiir Qn/ Qn—1,

so erhilt man aus jeder der TBn vom Jo—c-Typ (3.4) bis (3.14)eine TB
vom Jo— My-Typ, wenn man dort {65} durch {6x°}, {8%*} durch {87°},
{dF%} durch (AR} und {P.} durch {Qn} ersetzt.

KOROLLAR 4.10.  Ist {rx} eine Folge wie in Korollar 3.3, so erhilt
man aus jeder der TBn vom Ar—c-Typ (3.8), (3.11), (3.14) und (3.21)
bis (3.28) eine TB vom A,— C-Typ, wenn man dort {65} durch {05},
(88} durch {98} und {d¥*} durch {df®} ersetzt, wobei hiev bn:=(Cis)a—
(CiS)n-1 st

Als weitere Anwendung von Satz 4.9 erhalten wir
SATZ 4.11.  Gilt (3.1), so ist
(4.16)  Mp-lim 6» existiert
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eine TB vom Jy— Mp-Typ.

BEWEIS. Aus (3.1) folgt (4.11), und es gilt (4.15) mit R,: =P,
(vgl. [30, Nr. 5D. Also ist {6:°}=c nach Satz 4.9 eine TB vom J,—
Mp-Typ. Wegen 67" =tn— (Mpt)n=[Mp(s—1)]n=(Mpd)» folgt daraus die
Behauptung.

KOROLLAR 4.12.  Gilt (3.1), so ist
41D (PP pPolEc
eine TB vom Jo— Mp-Typ.
BEWEIS.  Setzen wir xy : =Pn‘2UZZ]0puPué‘u, so ist

pné\n:ann_Pnz—IPn_lxn—lz (ann_Pn—lxn—J +Pn—1Pn_1pnxn—-l.

Daraus ergibt sich
(Mpé\)n:Pn_léopué\u:xn+Pn_IUZZ}1Pu—1Pu-1puxu—l

und somit (4.16) wegen {x}<c.
Der Spezialfall Jo: =L, M,: =1 von Korollar 4.12 verallgemeinert ein
Resultat von Kwee [12, Theorem 3].

SATZ 4.13.  Gilt (4.11) und ist {ra} eine Folge wnichtnegativer Zah-
len mit n>0, (2.1), (4.15) und

(4.18)  Jp-lim s,=0=/p-lim (M;s)n=o0,

so erhdlt man aus jeder der TBn vom Jo—c-Typ (3.30) und (3.31) eine
TB vom Jo— Mp-Typ, wenn man dort {an} durch {b.} und {P.} durch {Q,)
ersetzt.

SATZ 4.14.  Gilt (4.11) und ist {r.} eine Folge positiver Zahlen wit
(2.1) und (4.15), so erhiilt man aus jeder der TBn vom Jo—c-Typ (3.33)
bis (3.38) eine TB vom Ji— Mp-Typ, wenn man dort {a.} durch {b,) er-
setzt.

KOROLLAR 4.15. Ist {ra} eine Folge wie in Korollar 3.6, so erhiilt
man aus jeder der TBn vom Ai—c-Typ (3.33) bis (3.38) eine TB vom

A—C-Typ, wenn man dort {a.} durch {b.} ersetzt, wobei hier b,: =
(Gis)n—(Ci8) n- ist.

Es sei noch angefiigt, da (Cis)n— (Ci$)n-1=0dn/n flir n>0 gilt.
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5. Tauber-Bedingungen vom M,—c-Typ.

Jede der TBn vom J,—c¢-Typ aus Nr. 3 ist, unter den dortigen Vor-
aussetzungen, wegen My-lim $,=o0 —=/,-lim s,= ¢ natiirlich eine TB vom
My—c-Typ. Alle jedoch sind auch unter schicheren Voraussetzungen
TBn vom My—c¢-Typ, und es treten neue TBn vom M,—c-Typ auf.

LEMMA 5.1 ([30, Korollar 3.2]). Gilt
(5 1) Pn+1/Pn_’1,
so ist (3.2) eine TB vom My—c-Typ.

SATZ 5.2.  Gilt (5.1) und ist {rx} eine Folge wie in Satz 3.2, so ist,
falls die s» reell sind, jede der Bedingungen (3.4)bis (3.8) und, falls die
Sn komplex sind, jede der Bedingungen (3.9) bis (3.14) eine TB vom M,
—c-Typ.

BEWEIS. Wie bei Satz 3.2. Man hat nur zu beachten, daB (3.2)

nach Lemma 5.1 unter der Voraussetzung (5.1) eine TB vom M,—c¢-Typ
ist.

LEMMA 5.3 ([30, Korollar 3.4]). Gilt (3.1), so ist
(5.2) lim inf(sp,—sm) =0 fiir n/m—1
eine TB vom Mp— c-Typ.

SATZ 5.4.  Gilt (3.1) und ist {r.} eine Folge wie in Kovollar 3.3,
so st, falls die s» reell sind, jede der Bedingungen (3.8), (3.21), (3.23),
(3.24) und, falls die s» komplex sind, jede der Bedingungen (3.11),
(3.14), (3.25), (3.27), (3.28) eine TB vom My—c-Typ.

BEWEIS. Wie bei Satz 3.2. Man hat nur zu beachten, daB statt
(3.2) nach unter der Voraussetzung (3.1) sogar (5.2) eine
TB vom My—c-Typ ist.

Die Angabe der im Vergleich zu Korollar 3.3 fehlenden Bedingungen
(3.22) und (3.26) eriibrigt sich in Satz 5.4, da beide im nachfolgenden
Satz verallgemeinert werden.

SATZ 5.5. a) Gilt (5.1) und ist {r.} eine Folge nichtnegativer Zah-
len mit n>0, (2.1, (3.3) und

(5.3 Mp-lim sn=0 = Mp-lim (M,s),= ¢

so ist, falls die s» veell sind, (3.30) und, falls die s» komplex sind, (3.31)
eine TB vom Mp— c-Typ.
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b) Gilt (3.1) und ist {rx} eine Folge nichtnegativer Zahlen wmit >0,
(2.1, (3.20) und (5.3), so ist, falls die s» veell sind,

(5.4)  lim inf(6%—6x*) =0 fiir n/m—1
und, falls die s» komplex sind,

(5.5  lim(o*— o8> =0 fiir n/m—1
eine TB vom Mp—c-Typ.

BEWEIS. Es geniigt, die reellen Fille zu betrachten. Sei M,-lim s,=

o. Dann ist nach (5.3) auch Mp-lim (Mss)»=0, nach (2.2) also Mp-lim

e=(). Hieraus ergibt sich mit (3.30) und bzw. mit (5.4)

und sogar lim ¢f*=(. Dies aber ist im Falle a) nach Satz 5.2

und im Falle b) nach Satz 5.4 eine TB vom My,—c¢-Typ, womit lim s,=¢
gezeigt ist.

Die Bedingung (5.3) ist zum Beispiel erfiillt, wenn M,-lim s,=o stets
M:-lim s,= ¢ impliziert, insbesondere also fur 7.: =pn.

SATZ 5.6.  Gilt (5.1) und ist {r} eine Folge wie in Satz 3.5, so ist,
falls die sn veell sind, jede der Bedingungen (3.33) bis (3.35) wund, falls
die s» komplex sind, jede .der Bedingungen (3.36) bis (3.38) eine TB vom
M;;-—*c—Typ.

BEWEIS. Wie bei Satz 3.5, jedoch unter Verwendung von Satz 5.2
statt Satz 3.2.

Fiir G und 7 : =1 findet sich die TB vom C—¢-Typ (3.33) bei Szész
[25, Theorem III], (3.34) bei Landau (vgl. Szasz [24, Seite 255)),
(3.36) bei Hardy/Littlewood [5, Lemma ¢] und Szdsz [24, Satz 3] sowie
(3.37) bei Hardy [2] und (3.38) fiir p=2 bei Fejér [1].
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