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Abstract.

The universal symplectic integration of a Poisson manifold (P, A) is a
symplectic groupoid

T, @) Lo=(P, A)

with connected and simply connected fibres which realizes A, i.e. such
that a [resp. 8] is a Poisson morphism [resp. anti-morphism].

Integration by a local symplectic groupoid is always possible. But
already for regular Poisson structures there are obstructions to global inte-
gration [D,], [AH]. In this paper we describe a new obsruction indepen-
dent of the former ones and which is related to the vanishing cycles of the
characteristic foliation.

1. Introduction-résultats

Le probléme de [’intégration symplectique d'une variété de Poisson (P,
A) a été posé par A. Weinstein (cf. [W,]). Grosso modo, il consiste a
construire un groupoide de Lie symplectique

B

a

(T, @) Lo=(P, M)

dont l'espace des unités T’y s’identifie 3 P et tel que I'application source a
[resp. but 8] soit un morphisme [resp. anti-morphisme] de Poisson.
L’intégration de (P, A) par un groupoide symplectique local (au sens
de Van Est) a été annoncée dans [W,] et réalisée dans (voir aussi
[Ka]). Pour la théorie globale, il est naturel de s’intéresser d’abord aux
variétés de Poisson régulieres c’est-a-dire celles dont le feuilletage car-
actéristique & est régulier et plus précisément aux variétés de Poisson
réguliéres dont tous les cycles évanouissants sont triviaux. Cette derniére
condition fait que toute la problématique se situe dans le cadre des var-
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iétés et groupoides séparés (cf. [DH]) et on a les résultats suivants:

a) il existe des variétés de Poisson non intégrables: P. Dazord construit
une obstruction a l'intégrabilité dans [D,];

b) les variétés de Poisson asphériques (i.e. celles pour lesquelles le m des
feuilles de . est nul) sont intégrables et on construit explicitement 1'inté-
gration universelle dans [DH];

C) on obtient une caractérisation “topologique ” des variétés intégrables
dans [AH]

Dans le présent travail on s’occupe des variétés de Poisson réguliéres
en général et on se propose d’exhiber une nouvelle obstruction a l’inté-
grabilité reliée aux cycles évanouissants.

(1.1 Cycles évanouissants-Cycles évanouissants cohérents (cf. 4.2 et
4.4)

Rappelons qu'un cycle évanouissant d’'une varété feuilletée (M, 7) est

défini par une application

y:S'% [0,1] - M

telle que, pour tout ¢ le lacet y, restriction de y a S'X{¢} est contenu
dans une feuille F,& 7 et est homotope a zéro dans F; pour ¢>0. Si ces
homotopies forment une famille differentiable d’applications de D? dans M,
on dira que le cycle évanouissant est cohérent (voir 4.2). Si g4 est le
feuilletage caractéristique & d’une structure de Poisson A, l'intégration
sur ces disques de la forme symplectique des feuilles de & définit une
fonction d’aive (voir 4.4)

A:10,1]- R

Celle-ci est différentiable et on dit que le cycle évanouissant cohérent est
symplectiqguement trivial si A s’étend en une fonction différentiable de [0, 1]
dans R.

Evidemment un cycle évanouissant peut étre symplectiquement trivial
sans étre trivial et I'obstruction annoncée est fournie par le résultat fon-
damental suivant :

(1.2 THEOREME. Tout cycle évanouissant cohérent d’ume variété de
Poisson réguliéve intégrable, est symplectiquement trivial.

En particulier on retrouve le fait que les composantes de Reeb en
dimension 3 ne sont le support d’aucune structure de Poisson intégrable
(voir [LV2]). En outre, compte tenu du résultat de [DH], il semble
raisonnable de pronostiquer que la condition nécessaire d’intégrabilité
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ainsi obtenue est aussi suffisante dans le cas des variétés de Poisson as-
phériques.

(1.3) CONJECTURE :
Une variété de Poisson réguliere asphérvique est intégrable si et seule-
ment si tous les cycles évanouissants sont symplectiquement triviaux.

On termine cette introduction par quelques rappels sur les groupoides
de Lie.

(1.4) Rappels et conventions

Pour les généralités sur les groupoides et plus spécialement sur les
groupoides de Lie, on pourra se reporter 3 [CDW]; notons cependant qu’

un groupoide ' ————3 Ty sera dit i fibres connexes, simplement con-
a

nexes si les fibres de la submersion @ (et donc aussi celles de 3) sont con-

nexes, simplement connexes. Sauf mention explicite du contraire, les

groupoides considérés dans la suite seront toujours supposés 2 fibres con-

nexes.

Par contre, afin de pouvoir traiter les variétés de Poisson a cycles
évanouissants non triviaux, on n’imposera pas aux groupoides d’étre sépar-
és: on supposera seulement que l'espace des unités I'y et les fibres de T
sont séparés. En particulier les variétés de Poisson considérées seront
toujours supposées séparées.

On désignera par IsT' le sous-groupoide d’isotropie de ' défini par :
IsT={z€T'|a(2)=8(2)}.

Il n’est pas a fibres connexes en général ; ce sera le cas cependant pour sa
composante neutre, c’est-a-dire la composante connexe de I'y dans IsI'.

A toute variété feuilletée (M,s) sont associés naturellement deux
groupoides de Lie d’'unités M reliés par un morphisme de groupoides :

Hl(f) q HO](%

M

a) le groupoide d’homotopie ou groupoide fondamental 1,(97) obtenu en
considérant les classes d’homotopie de chemins tangents aux feuilles de .9~

(voir [Ph], [Pr].
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b) le groupoide d’holonomie Hol(J) obtenu en quotientant II,(9") par la
relation qui identifie deux chemins qui induisent la méme transformation
d’holonomie.

Ces deux groupoides joueront un rdle important dans la suite.

(1.5 NOTATIONS

Toutes structures considérées dans le travail sont supposées de classe
C>et si (M,9) est une variété feuilletée, on désigne par:

# (M) l'algebre de Lie des champs de vecteurs tangents a M,

2 (9) la sous-algébre des champs tangents 4 7.
Siz: M — N est une submersion, on désigne par :

7. T(M)— T(N) lapplication tangente 3 = ;

T ()T (M) le sous-fibré des vecteurs tangents aux fibres de r.

2. Intégration symplectique des variétés de Poisson réguliéres

La notion d’intégration symplectique d’'une variété de Poisson a été
décrite dans divers travaux (voir entre autres [W,], [D;],[DH]...). On en
donne ici une présentation orientée vers l'application au cas des Variétés
de Poisson réguliéres.

2. Déploiement universel d'un groupoide de Lie (cf.[Pr])

Soit ' ———3 Ty un groupoide de Lie d’'unités I',. En considérant
a
les classes d’homotopie de chemins qui sont tangents aux @-fibres de I' et

dont l'origine est dans I'y, on construit

\V4

un groupoide de Lie T' d’unités I'y, 2 fibres connexes et simplement connex-
es et un morphisme de groupoides ¢ de " dans T qui est un revétement en
restriction aux g-fibres [resp. g-fibres].

Ce groupoide ' ————3 Ty, qui est caractérisé a isomorphisme prés
par la simple connexité des fibres, sera appelé le déploiement universel de
[m

Si les groupoides de Lie jouent ici le role habituellement tenu par les
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groupes de Lie, les algébres de Lie sont remplacées elles par les
algebroides de Lie (cf.[Pr],[CDW], [DSD.

(2.2) Algeébroide de Lie sur une variété M
Un algébroide de Lie sur une variété M est défini par:
a) un fibré vectoriel E sur M et un morphisme de fibrés vectoriels

E b T
N/
b) une structure d’algébre de Lie (locale) de crochet { } sur l'espace
C=(E) des sections (locales) de E, telle que 'application
o:C(E)>Z(M)
induite par o est un morphisme d’algébres de Lie;
c) la relation:
X, Y =AX, Y1+ GXONY

pour toute fonction f sur M et tout couple (X, Y) de sections de E. =

Les deux exemples fondamentaux d’algébroides de Lie sont les
suivants :

2.3 L’algebroide de Lie ¢ d’un groupoide de Lie I'(cf. [CDW))
Soit T ', un groupoide de Lie.

On désigne par E, la restriction 2 Ty du sous-fibré 7T(3) de T (D).
Puisque B est une submersion, E, est naturellement isomorphe a T, fibré
normal a T, dans T, et on définit p: vI'y— T ([y) a l'aide de la projection
a’  E.— T Ty).

Soit &~ r 'algébre de Lie des champs invariants @ gauche sur T', C’est-a
~dire des sections de 7°(B), invariantes par les translations a gauche de T.
Par restriction de X« a Ty on définit un isomorphisme de modules »
que l'on transforme en isomorphisme d’algébres de Lie en munissant
C>(E,) du crochet image :
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(2.3.1):
“r

C ® (Ea> %(FO>

Aprés identification de C*(E,) avec C*(vI'y) I'application a%o» ! apparait
comme le morphisme p d’algébres de Lie associé & p: et on vérifie aisé-
ment qu’on a construit ainsi un algébroide de Lie #.

En inversant les rdoles de ¢ et g8 et en remplagant < par # r algébre
de Lie des champs invariants i droite sur T, on construira 'algébroide ¢
opposé de Z.

On dira que ¢ est I'algebroide de Lie du groupoide T'. =

2.4 REMARQUE

Un isomorphisme de groupoides de Lie induit &videmment un isomor-
phisme (en un sens évident) des algébroides de Lie correspondants.
Comme dans le cas de la dimension finie, la réciproque est bien sQr fausse,
le déploiement universel ¢: I’ - I' induit un isomorphisme des algébres de
Lie #r et &r et donc des algébroides correspondants & et z.

(2.5) Algébroide de Lie d’'une variété de Poisson (P, A) (voir [CDW],
[Do]....

A la structure de Poisson A sur P, on associe :
a) le morphisme de fibrés vectoriels A*: T*P— TP qui, 4 y, associe X,
défini par

Ixutte=a(uu A\ ),
b) le crochet de Lie { } sur Q'(P)=C*(T*P) défini par:
(i, po} = ix,, dpa—ix,, dn+dlian( A )].
Alors 'homomorphisme A QY (P)>.2(P) induit par A* est un morphisme
d’algébres de Lie qui vérifie :
o) {m, fu}=F{m, o} + (Lx.f). 12 pour toute fonction f sur P.
Bref (T*P,A* { }) est un algebroide de Lie .# sur P appelé

l'algébroide de Lie de la variété de Poisson (P, A). I s’écrit (T*P, o?,
{ }) si A est une structure symplectique . ®m
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Le lien entre les deux situations précédentes est donné par la notion
de groupoide symplectique.

(2.6)  Groupoides Symplectiques (cf.[W], [Ka], [CDW]...))

Un groupoide de Lie ' ———=, T, muni d’'une forme symplectique w
est un groupoide symplectique si le graphe de la multiplication est une sous
_variété Lagrangienne de I XI'XT" (ol T est mis pour (T',-w)). Un mor-
phisme de groupoides symplectiques est un morphisme pour les deux struc-
tures.

Si (T, @) est un groupoide symplectique, 'y est une sous-variété La-
grangienne de (T', w) et il existe sur I'y une unique structure de Poisson A,
pour laquelle ¢ [resp. ] est un morphisme [resp. antimorphisme] de Pois-
son.

En outre les feuilles du feuilletage caractéristique &, de A, sont
exactement les orbites de 1'action naturelle de I" sur I'y. =

(2.7)  THEOREME (voir [CDW]). Soit (T, @) —r (To, Ao) un

a
groupoide symplectique. L’algébroide de Lie ¢ du groupoide T' est 1SOMoY-
phe a Ualgébroide 7 de la vaviété de Poisson (T'y, Ao).

Démonstration. Les deux espaces de 2-formes Q'(T) et Q'(T") sont des
algebres de Lie et @, qui est un morphisme de Poisson, induit

a*: Q' (To)—-0 T)
qui est un morphisme injectif d’algébres de Lie. Alors
a*=w*a*: Q' To—2[T)

est un morphisme injectif d’algébres de Lie dont I'image est I'algébre de
Lie des champs de vecteurs X=.2/(I") tel qu’il existe neQ(Ty) vérifiant :

IxW=— a*p.

Cette condition caractérise les champs invariants a gauche (voir [CDW])
et donc @' est un isomorphisme d’algebres de Lie de Q'(T'y) sur #r.

En composant avec la restriction »: £ r—C*(vI'), on obtient un
isomorphisme d’algébres de Lie qui est en fait un isomorphisme des
algébroides # et . m

Ceci nous améne 3 la notion centrale suivante :

(2.8) Intégration symplectique.
Le groupoide symplectique (T', @) ci-dessus sera appelé une intégra-
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tion symplectique de I'algébroide # (ou de la variété de Poisson (T, Ao)).
Résoudre le probléme de l'intégration symplectique d’une variété de Pois-
son quelconque (P, A) consistera alors a construire un groupoide de Lie
symplectique (T, @) —————3 (T',Ao) tel que (T'y, Ap)=(P,A). Si un
tel groupoide existe, on dira que (P, A) est intégrable.

Comme le déploiement d’un groupoide symplectique est un groupoide
symplectique, toute variété de Poisson intégrable (P, A) pourra étre inté-
grée par un groupoide I' 3 fibres connexes et simplement connexes. Celui
-ci est unique (voir [CDW]); on dira que cest [’intégration symplectique
universelle de (P, A), toutes les autres intégrations seront obtenues comme
quotients de I'. =

(2.9 EXEMPLES et REMARQUES

1. Soient (M, w) une variété symplectique et II,(M)

groupoide d’homotopie de M. La 2-forme
=a*w—B*w

est une forme symplectique qui fait de II;(M) un groupoide symplectique
intégrant (M, w). C’est évidemment l'intégration universelle de (M, o).

2. On peut é&crire les orbites de la représentation coadjointe d’'un groupe
de Lie G comme les orbites d’un groupoide

T*G @ *

d’unités ¢* dual de l'algébre de Lie de G. La structure symplectique
canonique dA de T*G en fait un groupoide symplectique qui induit sur ¢*
une structure de Poisson A, définissant sur les orbites les structures
symplectiques de Kostant-Kirillov-Souriau. m

Evidemment on peut poser le probléme de I'intégration d’un algébroide
de Lie en général (voir [Pr]). I a une solution évidente dans les deux
cas particuliers suivants.

(2.10) Intégration des algébroides de Lie des feuilletages
Si(M,.7) est une variété feuilletée réguliere quelconque, l'inclusion
naturelle

T —L— 70D

définit un algébroide de Lie # appelé [’algebroide de Lie du feuilletage 7.
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En outre i I'aide du diagramme 2. 3. 1, on vérifie immédiatement que 1'alge-
bre de Lie Zn.s est isomorphe par o’ a £(9). Autrement dit le
groupoide d’homotopie II;(.9) intégre 'algébroide ¥ . m

(2.11) Intégration des algébroides de Lie commutatifs (ou vectoriels)
Un algébroide de Lie ¢=(E, { }, o) sur M est commutatif si le cro-
chet { } est nul. La condition c) de(2.2) implique alors que, pour X&
C>(E) fixé, on a (p(X). f) Y =0 pour tout Y C*(E) et toute fonction f
sur M. Ceci implique p(X)=0, c’est-a-dire p et p sont nuls et ¢ est

simplement un fibré vectoriel E M sur M. On dira que ¢ est un

algebroide vectoriel.
Un fibré vectoriel est aussi un groupoide de Lie (plus exactement un

fibré en groupes abéliens) qui est visiblement une intégration de ¢ : l'inté-
gration canonique. m

Tout algebroide de Lie vectoriel est donc intégrable; bien plus, on a
dans ce cas un théoréme d’unicité comme pour le cas de lintégration
symplectique :

(2.12) PROPOSITION. Pour toute intégration T' M de [lalgébroide

a
Ve

vectoriel ¢ : E M, on a un morphisme surjectif de groupoides :

E\;/I‘

qui est un isomorphisme si T' est d fibves simplement connexes.

On dira donc que le groupoide E

M est ['intégration univer-

selle de Z.

Démonstration. Dans le diagramme commutatif (2.3.1)
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Zr

C(E) » 2 (M)

on sait que p=0 et donc ¢"(&£r)=0. Comme & r engendre le fibré T (f)
en tout point, ceci implique 7T (B)CT(a) et donc T (B) =T (a) pour
raison de dimension. On a donc aussi ¢=g et

r_4=8 4,

est un fibré en groupes.

L’algébre de Lie ¢, du groupe de Lie I'y,=a (%), uS M, est abélien-
ne car I'application de restriction #r— ¢, est surjective. En conséquence
les groupes I', sont des groupes de Lie commutatifs de méme dimension
égale au rang de E et les éléments de & sont complets en restriction a
chaque fibre, donc complets.

Pour XeC=(E) on note X et X les champs invariants correspon-
dants sur les groupoides E et T, puis ¢ x et ¢z leurs flots respectifs. On
définit

p: E—-T

par p(2)=¢z (x,1) si x=n(2) et z=¢ x(x,1). On vérifie immédiatement
que ¢ est bien définie et différentiable; que c’est, fibre a fibre, un
homomorphisme de groupes et un revétement. C’est donc un homomor-
phisme de groupoides qui devient un isomorphisme si les fibres de T" sont
simplement connexes. =

3. Intégration des variétés de Poisson réguliéres et formes feuilletées

Rappelons qu’'une variété de Poisson (P, A) est réguliere si le feuil-
letage caractéristique & de A est régulier, i.e. de dimension constante.
Ces variétés de Poisson réguliéres et leurs algébroides de Lie se décrivent
bien en termes de formes feuilletées (voir [DH], [EMS]) ; pour celles qui
sont intégrables, on peut alors identifier facilement le groupoide d’isotropie
de l'intégration symplectique universelle (voir 3.5).

3.D Formes feuilletées et structures de Poisson ([DH])
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Soit (P, &) une variété P munie d'un feuilletage (régulier) . On
désigne par [Q*(P), d] le complexe de De Rham de P, par Q*(P,¥) le
sous-complexe différentiel des formes & -relatives défini par

wEQ*(P, ¥) si jTf w=0

pour linclusion j,: L— P de toute feuille L& . Le complexe
différentiel quotient

Q* () =0*(P)/Q*(P, &)

s’appelle le complexe des formes &-feuilletées. Sa cohomologie H*(Y) est
la cohomologie feuilletée de (P, ). On désignera par @ la classe dans
Q*(¥%) de wE=Q*(P).

Le calcul différentiel habituel passe au quotient sur Q*( %) ; en par-
ticulier I’évaluation sur les champs tangents 3 .~ et le produit extérieur.
Si dim % =2n, une 2-forme c€0*(¥) est une ¥-forme feuilletée symplecti-
que si

i) do=0;

n
ii) Aog est non nulle en tout point de P.

La restriction de ¢ i une feuille L de % est une forme symplectique au
sens usuel et donc ¢ définit une structure de Poisson A sur P dont le feuil-
letage caractéristique est .. On écrit A=(%, ). Réciproquement toute
structure de Poisson réguliere peut se mettre sous cette forme (cf.[DH].

En particulier, dans le cas d’'une variété symplectique (P, w), le feuil-
letage ¥ n’a qu'une feuille P et o=w. m

Le langage des formes feuilletées permet une caractérisation trés
maniable de certains morphismes de Poisson, caractérisation qu'on utiliser-
a au §5.8.

3.2) PROPOSITION. Soit 7: M — P une submersion surjective a fibres
connexes d’'une variété symplectique (M, ) sur une wvariété de Poisson
réguliere (P, A), A=(¥, 0). On note ¥ =n*<le feuilletage relevé de &
par m. On suppose que codim F=dim M-dim P i.e dim 7 =dim P.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

i) & est un morphisme de Poisson ;

i) w est un représentant de la forme 9 -feuilletée n*o.
De plus si r est un morphisme de Poisson, ses fibres sont isotropes.

Démonstration. A toute fonction f& C*(P), on associe les deux champs
de vecteurs hamiltoniens :
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1) Z,eZ(M), défini par i;,0=—n*df ;

i) X,€E2£(%) défini par ixo=—df, ol dfEQ(¥) est la forme
feuilletée définie par df (voir [DHJ.

Alors si 7 est un morphisme de Poisson, Z, se projette par z sur Xy,
donc Z, est tangent 2 .7~ et comme le morphisme d’algébres de Lie

w*: C°(P) ——2(M)
f——Z;

est injectif, les champs Z, engendrent 7°(.9") pour des raisons évidentes de
dimension. La condition ii) découle alors immédiatement du fait que
pour deux fonctions f, g C*(P), on aura:

w(Zs, Zg)= (iz,0) (Zg)=— (r*df) (Zg)=— ﬂ*[dfCXg)]
w(Zs, Ze) =+ 1*[0( Xy, X))

Supposons maintenant ij) vérifiée et soit 7'(x) le fibré tangent aux
fibres de 7. Pour tout couple (X, ¥) de vecteurs tels que X< T,(7) et
YeT,(I), 26 M, on a:

w(X, Y)=r*0(X, Y)=0(ns+X, 4 Y)=0(0, Y)=0.

Donc T (x) est isotrope et T(.9) est contenu dans "orthogonal symplecti-
que T (7)* de T (xr). Pour raison de dimension on aura:

TIH=T@*DT (n).

De cela, on déduit que le champ hamiltonien Z, associé a3 f=C*(P) est
tangent 3 . En effet, pour tout champ Y tangent 4 r, on aura:

w(Zs, Y)=—(x*df)(Y)=—Y (for)=0

donc Z,€ T(m)?=T(9). On peut alors définir le produit intérieur iz,m*0
comme é€tant la classe iz;,w dans Q'(J) de i;,w=—rx*df. De facon
évidente, on a

lz,00 = — ﬂ*d_fz 7*(ix,0),

ce qui signifie que Z, se projette par 7 sur X, et donc que 7z est un mor-
phisme de Poisson. =

On remarquera que la connexité des fibres de 7 est intervenue dans la
démonstration de (3.2) pour dire quun champ localement projetable par
7 est projetable par r.

3.3 Algebroide de Lie d’une variété de Poisson réguliére
Dans le cas d'une structure réguliere A=(¥, ¢), Ker A* est le fibré
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conormal v*.¥ dont les sections sont les 1-formes ¥ -relatives. On a alors
les suites exactes :

a) de fibrés vectoriels :

#

0— v*¥o— T*PL» T — 0.

b) d’algébres de Lie (de dimension infinie) :

2(F)

0— Q'(P, %) -0 (P) A0

Q')

La restriction 3 Q'(P, .¥) du crochet de Q'(P) est nulle et le crochet sur
Q'(¥) obtenu par passage au quotient du crochet de Q!(P) s’écrit :

{/‘71’ /72}: _i[Xxy X110

ol Z€Q(%) est la classe de weEQ'(P) et Xi=A%u; enfin A* est
I'isomorphisme d’algébres de Lie qui, 4 X tangent 4 &, associe la forme
feuilletée (—ix0).

Les conditions a) et b) définissent une suite exacte d’algébroides de
Lie sur P:

B3 0>/ > >80,

ol 4~ est l'algébroide vectoriel v* ¥— P et S est I'algébroide de Lie du
feuilletage .. En d’autres termes, I’algébroide .# de la variété de Poisson
réguliere A=(%, ) est une extension de I’algébroide de Lie de .# par un
algébroide vectoriel. m

Pour finir, il reste a interpréter la suite exacte (3.3.1.) en termes de
groupoides de Lie dans le cas particulier d’'une variété de Poisson réguliére
intégrable.

3.4) Intégration d’'une variété de Poisson réguliére

B

a

1) Soit (T', w) (P, A) l'intégration symplectique universelle
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de la variété de Poisson réguliere A=(%, ¢). Comme les fibres de T’ sont
simplement connexes, un résultat bien connu de Pradines (voir [Pr])
assure qu’il existe un morphisme surjectif ¥ de T" sur le groupoide fon-
damental II,(¢) de &. Alors Ker ¥=¥"!(P) est un sous-groupoide
fermé distingué de I" contenu dans le sous-groupoide d’isotropie :

Ker v=v"!(p)ClIsI".

Si on désigne par G — P la composante neutre de IsI', le morphisme ¥ se
factorise par I'/G qui est aussi un groupoide de Lie i fibres connexes étalé
sur II,(.#) (pour raison de dimensions) :

r v L)
\ /
r/G

La propriété universelle de II,(%) assure que q est un isomorphisme et
donc on a une suite exacte de groupoides de Lie:

G r— Y . me

Bl a Bo o

(3.4.1

en d’autres termes le groupoide I' est une extension de II,(¥) par G.
ii) D’aprés (2.10), on sait que @ induit un isomorphisme :
at: () — L.

Par ailleurs le morphisme de groupoides ¥ induit un morphisme d’algébres
de Lie ¥, : ¥t — Zn,4 et dans le diagramme suivant :
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'
ZLr * > L
(3.4.2): a’ @ al
QP A L ()

le triangle inférieur [resp.supérieur] est commutatif en raison de (2.3.1)
[resp. de la relation ¢=a°¥)]. On en déduit que ¥, est surjective et que
(3.4.2) peut étre complété en un isomorphisme de suites exactes:

0———) 5/0 E— gl‘ —‘L—’gnl(%

Qi(P, ) ap) —A L rn— s,

0

ce qui signifie que le diagramme d’algébroides de Lie (3.3.1) est le pen-
dant infinitésimal du diagramme de groupoides de Lie (3.4.1). m

On en retiendra le résultat suivant :

(3.5) THEOREME. Soit (T, w)

que universelle de la variété de Poisson régulicre intégrable (P, A).
L’algebroide de Lie de la composante neutre G du groupoide d’isotropie
de T est le fibvé conormal v* & — P.

(P, A) la réalisation symplecti-

4. Variétés de Poisson réguliéres et cycles évanouissants

Les cycles évanouissants introduits par Novikov dans jouent un
role trés important dans la description des variétés feuilletées; par exem-
ple on montre dans que les cycles évanouissants d’'un feuilletage sont
triviaux si et seulement si I'espace total de son groupoide d’homotopie est
séparé.

Dans ce paragraphe on affine la notion classique de cycle évanouis-
sant, puis on en donne une version “symplectique ” adaptée a I'étude des
variétés de Poisson réguliéres.

4.1 Le modele des cycles évanouissants
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On désigne par (A,#) la variété feuilletée A=D?*x[0,1]—{(0, 0)},
munie du feuilletage horizontal & (défini par I’équation df=0). Toutes
ses feuilles [, sont des disques sauf L, qui est un cylindre (disque pointé).

Les groupes d’holonomie de % sont triviaux; son groupoide
d’holonomie

Hol(or) ——3 A
est le sous-groupoide fermé du groupoide grossier

AXAT—A
image réciproque de la diagonale § de [0,1]x[0,1] par la projection
canonique de AXA sur [0,1]x][0,1]. Clest en particulier une variété sé-
parée et contractile.
Le groupoide d’homotopie se factorise par Hol (#) par un homomor-
phisme ¢ :

I,(%) q Hol(#)

\V

Ses fibres sont simplement connexes, diffeomorphes a4 R? mais 'espace
total est une variété non séparée; I’application ¢ consiste a identifier les
points non séparés, et Hol(#) est donc l'espace topologique séparé as-

socié a II;(#°). (Pour plus de détails, voir [LV,]). =

(4.2) Cycles évanouissants cohérents d’'une variété feuilletée (M, 7

Soient (M, ) une variété feuilletée quelconque et % :
(A, #) (M, .7") une application feuilletée, c’est-a-dire qui envoie
toute feuille de g dans une feuille de 9. Soit:

y: S'x[0,1]-> M

la restriction de # a dD*x[0,1]. Pour tout t<[0,1], il existe F,e .7 telle
que 4(L.)CF; et on désigne par k.[resp. y,] la restriction de h a L.[resp.
de y a dL.].

i) Pour tout ¢>0, le lacet y, est homotope a zéro dans F;, donc y
définit un cycle évanouissant de 7; il est trivial si y, est homotope 3 zéro
dans Fy.

ii) Bien mieux, I'application % est une famille differentiable
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d’homotopies pour le cycle évanouissant y; celui-ci sera dit cohérent. 11
est trivial (comme cycle évanouissant cohévent) si h se prolonge en une
application

i D*x[0,1]— M.

Dans 4.3 iv) on verra un exemple de cycle évanouissant non cohérent.

(4.3) EXEMPLES

i) L’application identité id: A— A définit un cycle évanouissant
cohérent de # qui est non trivial. C'est bien siir le protoype des cycles
évanouissants cohérents.

ii) Le résultat essentiel du travail de Novikov dans affirme que
pour un feuilletage de codimension 1 sur une variété compacte de dimen-
sion 3, tout cycle &vanouissant non trivial est porté par le bord d'une
composante de Reeb ; il est cohérent, non trivial.

ii) Soient N et S les poles Nord et Sud de la sphére S* et C son
grand cercle horizontal. Soit .7 le feuilletage induit par le feuilletage
horizontal de S2X R sur M=S?XR—{(N,0)}. Toutes les feuilles de .7
sont simplement connexes et donc tout cycle évanouissant de .7 est trivial.

Cependant, on remarquera que si y est le cycle &vanouissant trivial
défini par 'inclusion :

Cx[0,1]> M

la famille differentiable d’homotopies de y définie par I'inclusion naturelle
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de A=(S2x[0,1]) N M dans M, n’est pas prolongeable.

iv) En enlevant 43 S?X R deux suites convenables convergeant re-
spectivement vers (N, 0) et (S,0), on peut construire un cycle évanouis-
sant du feuilletage horizontal qui est non trivial et non cohérent, c’est-a
-dire qu’il n’admet aucune famille differentiable d’homotopies au voisinage
de t=0. m

Venons-en aux cycles évanouissants sur les variétés de Poisson
réguliéres.

4.4 Aire d’une famille differentiable d’homotopies
i) Soient (P,A), A=(%, 0), une variété de Poisson réguliére et

h:A— P

un cycle évanouissant cohérent.
Puisque / est une application feuilletée et que o= Q*(¥), on a
h*o=Q*(#) et pour tout représentant yx de 4*¢, la fonction

ACh, ) :10,1] —— R

t—— | u

Lt
est une fonction différentiable qui ne dépend pas en fait de x, mais seule-
ment de 5. On la note A(%) et on 'appelle 'aire de 4.

ii) On dira que la famille % est symplectiquement prolongeable si A(h)
se prolonge en une fonction différentiable A(%): [0,1]— R et si Clest le
cas, on dira que le cycle évanouissant cohérent y défini par /s est symplecti-
quement trivial. m

(4.5) EXEMPLES

Tout feuilletage régulier .7~ de dimension 2 sur une variété M est le
feuilletage caractéristique d’'une structure de Poisson pourvu qu’il soit
orientable. En effet, si on munit M d'une métrique Riemannienne g, la
forme volume de la restriction de g aux feuilles définit une forme .7 -feuil-
letée symplectique ¢, donc une structure de Poisson A=(7, ¢). Les exem-
ples (4.3) peuvent donc étre munis de structures de Poisson.

i) Si g est la métrique Riemannienne sur A induite par la métrique
produit de D*X%[0, 1] toute famille differentiable d’homotopies pour le cycle
évanouissant y est bien slr symplectiquement prolongeable et y est
symplectiquement trivial.

Par contre, en multipliant g par une fonction positive convenable on
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peut faire en sorte que la fonction d’aire
ACid) [0,1]- R

soit tende vers+oo quand ¢ tend vers 0 ; soit n’ait pas de limite.
Dans les deux cas, y sera symplectiquement non trivial.

ii) Pour toute structure de Poisson sur la composante de Reeb de
dimension 3, et pour toute famille differentiable d’homotopies % pour le
cycle évanouissant canonique y, on a

ltiflg A (t)=+o0.

Donc y est symplectiquement non trivial et ce, quelle que soit la structure
de Poisson choisie. m

5. Obstruction a I’intégrabilité

C'est dans cette section, qu'on va établir le résultat essentiel de ce
travail, 3 savoir que tout cycle évanouissant cohérent d'une variété de
Poisson réguliére intégrable, est symplectiquement trivial (voir 5.10). Ce
sera une conséquence immédiate du résultat préliminaire suivant (pour I’
énoncé duquel on a modifié les notations introduites aux §3 et 4 par
I’adjonction d’un indice 0) :

G.D THEOREME. Soit hy: (Ao, #0) — (P, Zo) un cycle évanouissant
cohévent d’une vaviété de Poisson réguliere No=(%q, 0o).

Si (Py, No) est intégrable, la forme %, feuilletée h¥o,=Q* (%) admet
un rveprésentant p<=Q*(A,) qui est fermé.

La démonstration de (5.1) va se faire en plusieurs étapes. On con-
sidére l'intégration symplectique universelle I" de (P,, Ay) qui se factorise
par II,(%) (cf.3.4), puis le relevement naturel %4 de 4, au groupoide fon-
damental II,(#,) ; c’est bien sir un morphisme de groupoides :

() f L) v
,80 (44} /J)o o '8 —
/ a
Ao ho ” PO

Le diagramme ainsi obtenu sera agrandi en trois temps (§5.2, 5.3 et 5. 4).
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(5.2) Le groupoide image-réciproque ;*T°
Pour simplifier les notations, on désignera par A l'espace total du
groupoide II,(#,). Soit 4*T" la sous-variété de A xI" définie par

T ={(y, 2) EAXT|h(y) =¥ (2)}.

On désigne par h*¥ et H les restrictions a 4*I" des deux projections
canoniques, définissant ainsi un carré commutatif :

H

h*T > T
h*¥ v
v h
I1, (o) - H1<go>

i) Si on définit @, B: K*T'—Ay, par a=a°h*¥V et f=pHoo h*¥, on voit
que pour (y, z)Eh*T", on a les relations:

aly, 2)=a(y) et a(@)=a(¥Y(2))=a(h(y))=ho(a(y))
By, z2)=R(y) et B(2)=L(¥(2))=PBo(h(y))=ho(Bo(¥)).

Ceci montre immédiatement que

a(yz, z22) =By, z1) implique ap(y.)=o(y1) et a0 (22) = Bo(21),
et les deux lois naturelles :
(yz, Zz)- (yl, 21> = (yzyl, 2221>,
v, 2) "=z,

définissent sur 4*I" une structure de groupoide de Lie d'unités A,; la sec-
tion canonique

&o - AO - h*l-‘
étant définie par ¢y(x)=C(x, h(x)), xEA,.

ii) Bien sir 4*T" est un groupoide a fibres connexes et les applications
W*¥ et H sont des morphismes de groupoides de Lie. En outre par
définition de ¥, on aura successivement :

Ker (*9) ={(y, 2) €E*T|y=_h*¥) (y, 2) EA,}
Ker (/*W) ={(y, 2) EAXT|h(y) =ho(y) =¥ (2) €T}
Ker (7*¥) ={(y, 2) €8¢ X Glho(30) =¥ (2)}



Une nouvelle obstruction @ Uintégrabilité des variétés de Poisson réguliéres 179

oll G est la composante neutre du groupoide d’isotropie de I'. La derniere
écriture signifie alors que:

Ker(n*¥) =niG

c’est-a-dire que Ker(s*¥) est le groupoide image réciproque de G par /.
On vérifie sans peine que c'est en fait la composante neutre du sous
-groupoide d’isotropie Is(%*T") de A*I" et que son algébroide de Lie est
commutatif, isomorphe a 4§ (v*%,).

En résumé on a donc une nouvelle suite exacte de groupoides a fibres
connexes :

*
n*G . BT LA WP

(5.2.D

Ao
iii) Pour w,=A,, la restriction de (5.2.1) a la fibre o '(uo) Ch*T :

(5.2.2) (*G) ue (h*¥) o

>ao ' Cato)

a” ' Cuo)

qui peut aussi étre obtenue comme image réciproque de la suite correspon-
dante pour T, est un fibré principal de fibre Ghyuo quotient de R"(ol n=
codim .%,) par un sous-groupe discret. Comme @o'(uo) est difféomorphe
a R? (parce que revétement universel d’'une feuille de #), on voit que
I'inclusion suivante est une équivalence d’homotopie

(B*G) uo

En particulier les fibres de 4*T" ne sont pas simplement connexes, en gén-
éral. m

a ' Cuo)-

(5.3) Le déploiement universel BT de h*T

Soient hN*/I‘ et hf*VG les déploiements universels de 4*T" et 2*G ; la suite
exacte (5.2.1) induit de facon évidente une suite exacte
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(5.3.D

ol h?\lf est le relevement de 2*¥. En outre, on voit que
i) h?G = Ker (h?{lf) est isomorphe au groupoide vectoriel

h§(v* %) ; C'est aussi la composante neutre du groupoide d’isotropie

Is (A*D).

ii) en tant qu'application, h?\lf est une fibration localement triviale de
fibre R” (n=codim .%,).

~~
En outre, on notera que ni II,(%,) ni 4*T ne sont séparés. m

(5.4) Le groupoide de Lie séparé h/*\I‘ associé a J*T

i) De fagon générale ' ————= T, étant un groupoide de Lie 2
fibres et unités séparées, on vérifie facilement que I' est séparé si et seule-
ment si I'y est fermé dans T.

Dans le cas ol T n'est pas séparé, ’adhérence T, de T, est un sous
-groupoide fermé contenu dans Is(T") (qui est lui-méme ferme) Donc T,
est un sous-groupoide distingué de TI' et le quotient = '/T, est un
groupoide topologique. C’est un groupoide de Lie si son espace total est
une variété.

Enfin, un morphisme 7: I' —» IV de groupoides de Lie de méme espace
d’unités Iy passera évidemment au quotient en un morphisme £ : N R
groupoides topologiques.

ii) On applique les considérations précédentes aux groupoides décrits
dans le § (5 3).

a) II,(#,) n'est pas séparé, A—Ozls(Hl(%o)) et le quotient n’est rien
d’autre que le groupoide d’holonomie Hol(%#,) (voir [LV.]D;

b) Puisque hf*VG est séparé, A, est fermé dans h*NG et si A, désigne I’adhér-

ence de A, dans h?f‘ on a AN hf"?JG =A,. En particulier h?‘lf est un
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isomorphisme de l'adhérence de A, dans h’;JF sur 'adhérence de A, dans
IL, ().
c) Par passage au quotient, (5.3.1) définit un nouveau diagramme com-
mutatif

=y
(5.4.1) id 0 J
b o
h"*\“G > pFT > Hol (%(Q

ol la ligne du bas est une suite de groupoides topologiques, exacte en
raison de (b).

Enfin si U est une carte locale sur II,(#,), alors gq(U) est une carte

locale sur Hol(#,), homéomorphe &4 [U. Par suite, si V=(h?\1f)"1(U)§
UXR" alors  est un homéomorphisme de V sur Q(V) qui est une

carte locale surh/*\I‘. Bref h/*\I‘ est un groupoide de Lie. =
(5.5) REMARQUE

D’aprés (5.3) et (5.4), h/*\\lf est un fibré localement trivial (de fibre
R™ au-dessus de I'espace total de Hol(%#;) qui est visiblement contractile
(voir 4.1). C’est donc un fibré trivial qui admet une section s: Hol(#}) —

P
v, =
(5.6) Diagramme-résumé

Toutes les constructions précédentes peuvent étre rassemblées dans le
tableau commutatif suivant :

T < £ h* P r
Hol (%) ch%o) 1L (S
(44}
A Bo ay Bo ay

B, —To

Fy
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a) Rappelons que si I'on munit II,(¥,) de la structure de Poisson réguliére
A=(¥,0) avec

Vzaﬁ‘%o:ﬁ’%‘?o et O'ZCngo_,B?;GO,
alors ¥ et g sont des morphismes de Poisson (voir par exemple).

b) A partir de ¥, et #,, on définit un feuilletage sur chacun des sommets
du tableau:

Fr=¥*¢ sur T,
H =d§H o= sur II,(F,),
Hr=(h*U)*F# sur h*T et %qu*(%p) sur hN*/F,
/\ /\ . . T~
# et gr les images directes de % et #r par ¢ et @ sur
Hol(#,) et *T

Alors toutes les fleches du tableau sont des applications feuilletées.

(5.7  REMARQUE

Puisque h/*\F est I'espace topologique séparé associé a h?I‘, I’applica-

S
tion ¢ induit un isomorphisme de l’espace des fonctions sur A*I" sur

I'espace des fonctions sur h?f‘ et donc un isomorphisme de complexes
différentiels :

Q*: Q* (D) — Q* (D).

Celui-ci est inversible et on note Q4 son inverse. De méme q induit un
isomorphisme

gx: QL ()] — Q¥[Hol(#y)].
On arrive a la démonstration de (5.1) en deux étapes:

(5.8) LEMME. Soit w la forme symplectique de T'. La 2-forme
N=s*Qx*H*wE QX[ Hol(#,)] est ume forme fermée qui représente la

/\ .
forme ¥ -feuilletée qsh*o.
Démonstration. Puisque @ est fermée, il en est bien sir de méme pour 7

N
d’aprés (5.7). Pour déterminer la classe 7 dey dans Q*( %), on remar-
que successivement que :
a) @=¥*g dans Q*(¥r) puisque ¥ est un morphisme de Poisson (voir
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3.2);
b) o*H*w=(n*¥)*i*s dans QX(#y) par commutativité du diagramme
(5.6);
_— N P R -
C) Qxe*H*w=*V)*qh*c dans Q*(#r) d’aprés (5.7).
La conclusion provient alors du fait que, puisque la section s est elle aussi
feuilletée, on a:
S *guh*o=qxh*o. ®

(5.9 Démonstration du théoréme 5.1

La forme symplectique .“-feuilletée ¢ sur II,(¥,) étant définie par
o=ag0o0— 0o, 1a commutativité de 5.6 donne I'égalité
(5.9.1): gsh*o=(ab— B h§0,cQ* (7).
Par construction de Hol(#,) (voir (4.1)) l'application

/1 . Ao"—’ A()XA()
(x, ) F—— ((x, £, (4, 1)

est & valeurs dans Hol(#,) et définit une section feuilletée de a, telle que :

(B°A) (Ay)={1}X[0, 1], et donc
(Bo)*: Q¥ (H,) — QX (Hy)

est I'application nulle. Appliquée 2 (5.9.1), il vient
A*qsh*o=*(as— B¥) h§ o= h¥o,

et donc A*p=ht00EQ*(H,), ce qui démontre le théoréme puisque 5 est
fermée d’aprés (5.8). m

On aboutit au résultat final annoncé :

(5.10) THEOREME. Si (B, Ay) est intégrable, tout cycle évanouissant
cohérent hy est symplectiquement trivial.

Démonstration. Comme on I'a remarqué en 4.2, 'espace total de Hol(%#,)
est contractile et donc la 2-forme fermée A*7; introduite en 5.9 est exacte,
A*p=dy, avec y& Q'[Hol(#,)]. D’aprés le théoreéme de Stokes, l'aire
A(ho) de hy est définie par

A(ho)(t)z'ézA*n:/;sz pour t<]0,1] avec DA=D*x{¢},

donc se prolonge en une fonction différentiable sur [0,1]; ce qui démontre
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le théoréme. m

(5.11) Applications

En appliquant (5.10) aux exemples décrits en (4.5), on voit que

i) le feuilletage (Ao, #,) peut étre aussi bien le support de structures
de Poisson intégrables que d’autres non intégrables ;

ii) par contre si (P, Ay) est une structure de Poisson réguliére sur
une variété compacte de dimension 3 et si son feuilletage caractéristique
%o admet un cycle évanouissant non trivial, alors A, n’est pas intégrable
(voir [LV,]), quand bien méme les obstructions précédemment introduites
en [D,] et sont nulles puisque le feuilletage caractéristique est as-
phérique. m
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