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Une nouvelle obstruction \‘a l’int\’egrabilit\’e
des vari\’et\’es de Poisson r\’eguli\‘eres
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Abstract.

The universal symplectic integration of a Poisson manifold (P, \Lambda) is a
symplectic groupo.id

(\Gamma, \omega)\beta\overline{\overline{\alpha}}\Gamma_{0}=(P, \Lambda)

with connected and simply connected fibres which realizes \Lambda , i . e . such
that \alpha [resp. \beta ] is a Poisson morphism [resp. anti-morphism].

Integration by a local symplectic groupoid is always possible. But
already for regular Poisson structures there are obstructions to global inte-
gration [D_{2}] , [AH]. In this paper we describe a new obsruction indepen-
dent of the former ones and which is related to the vanishing cycles of the
characteristic foliation.

1. Introduction-r\’esultats

Le probl\‘eme de Vintegration symplectique d’une vari\’et\’e de Poisson (P,

\Lambda) a \’et\’e pos\’e par A. Weinstein (cf. [W_{2}] ). Grosso modo, il consiste \‘a

construire un groupoide de Lie symplectique

(\Gamma, \omega)\beta\overline{\overline{\alpha}}\Gamma_{0}=(P, \Lambda)

dont Tespace des unit\’es \Gamma_{0} s’identifie \‘a P et tel que l’application source \alpha

[resp. but \beta ] soit un morphisme [resp. anti-morphisme] de Poisson.
L’int\’egration de (P, \Lambda) par un groupoide symplectique local (au sens

de Van Est) a \’et\^e annonc\’ee dans [W_{2}] et r\’ealis\’ee dans [CDW] (voir aussi
[Ka] ) . Pour la th\’eorie globale, il est naturel de s’int\’eresser d’abord aux
vari\’et\’es de Poisson r\’eguli\‘eres c’est-\‘a-dire celles dont le feuilletage car-
act\’eristique \mathscr{L} est r\’egulier et plus pr\^ecis\’ement aux vari\’et\’es de Poisson
r\’eguli\‘eres dont tous les cycles \’evanouissants sont triviaux. Cette derni\‘ere
condition fait que toute la probl\’ematique se situe dans le cadre des var-
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ietes et groupoides s\’epar\’es (cf. [DH]) et on a les r\’esultats suivants:
a) il existe des vari\’et\’es de Poisson non int\’egrables: P. Dazord construit
une obstruction \‘a l’int\’egrabilit\’e dans [D_{2}]j

b) les vari\’et\’es de Poisson asph\’eriques (i. e . celles pour lesquelles le \pi_{2} des
feuilles de \mathscr{L} est nul) sont int\’egrables et on construit explicitement l’int\’e-
gration universelle dans [DH] ;
c) on obtient une caract\’erisation “ topologique ” des vari\’et\’es int\’egrables
dans [AH].

Dans le pr\’esent travail on s’occupe des vari\’et\’es de Poisson r\’eguli\‘eres
en g\^en\’eral et on se propose d’exhiber une nouvelle obstruction \‘a l’int\’e-
grabilit\’e reli\^ee aux cycles \’evanouissants.

(1.1) Cycles \^evanouissants-Cycles \’evanouissants coh\’erents (cf. 4.2 et
4.4)

Rappelons qu’un cycle \acute{e}vanoui6\overline{s}^{n}\iota bnt d’une var\’et\’e feuillet\’ee (M, \mathscr{T}) est
d\’efini par une application

\gamma:S^{1}\cross[0,1]arrow M

telle que, pour tout t, le lacet \gamma_{t} restriction de \gamma \‘a S^{1}\cross\{t\} est contenu
dans une feuille F_{t}\in \mathscr{T} et est homotope \‘a z\^ero dans F_{t} pour t>0 . Si ces
homotopies forment une famille differentiable d’applications de D^{2} dans M,
on dira que le cycle \’evanouissant est coh\’erent (voir 4.2). Si \mathscr{T} est le
feuilletage caract\’eristique \mathscr{L} d’une structure de Poisson \Lambda , 1’int\’egration
sur ces disques de la forme symplectique des feuilles de \mathscr{L} d\^efinit une
fonction d ’aire (voir 4.4)

A:]0 , 1]arrow R

Celle-ci est diff\’erentiable et on dit que le cycle \^evanouissant coh\’erent est
symplectiquement trivial si A s’\’etend en une fonction diff\^erentiable de [0, 1]
dans R.

Evidemment un cycle \’evanouissant peut \^etre symplectiquement trivial
sans \^etre trivial et l’obstruction annonc\’ee est fournie par le r\’esultat fon-
damental suivant:

(1. 2) THEOREME. Tout cycle \’evanouissant coh\’erent d une vari\’et\’e de
Poisson r\’eguli\’ere int\’egrable, est symplectiquement trivial

En particulier on retrouve le fait que les composantes de Reeb en
dimension 3 ne sont le support d’aucune structure de Poisson int\’egrable
(voir [LV2]). En outre, compte tenu du r\’esultat de [DH], il semble
raisonnable de pronostiquer que la condition n\’ecessaire d’int\^egrabilit\’e
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ainsi obtenue est aussi suffisante dans le cas des vari\’et\’es de Poisson as-
ph\’eriques.

(1. 3) CONJECTURE :
Une vari\’et\’e de Poisson r\’eguli\‘ere asph\’erique est int\’egrable si et seule-

ment si tons les cycles \’evanouissants sont symplectiquement triviaux.

On termine cette introduction par quelques rappels sur les groupoi’des
de Lie.

(1.4) Rappels et conventions

Pour les g\^en\^eralit\’es sur les groupoi’des et plus sp\’ecialement sur les
groupoi’des de Lie, on pourra se reporter \‘a [CDW]; notons cependant qu’

un groupo.ide \Gamma\Gamma_{0}\underline{\underline{\beta}}\alpha sera dit \‘a fifibres connexes, simplement con-

nexes si les fibres de la submersion \alpha (et done aussi celles de \beta) sont con-
nexes, simplement connexes. Sauf mention explicite du contraire, les
groupoi’des consid\’er\’es dans la suite seront toujours suppos\’es \‘a fibres con-
nexes

Par contre, afin de pouvoir traiter les vari\’et\’es de Poisson \‘a cycles
\’evanouissants non triviaux, on n’imposera pas aux groupoi’des d’\^etre s\’epar-
\’es: on supposera seulement que l’espace des unit\’es \Gamma_{0} et les fibres de \Gamma

sont s\’epar\’es. En particulier les vari\^et\’es de Poisson consid\’er\’ees seront
touj ours suppos\’ees s\’epar\’ees.

On d\^esignera par Is\Gamma le sous-groupol’de d ’isotropie de \Gamma d\’efini par:

Is\Gamma=\{z\in\Gamma|\alpha(z)=\beta(z)\} .

II n’est pas \‘a fibres connexes en g\’en\’eral; ce sera le cas cependant pour sa
composante neutre, \’eest-\‘a-dire la composante connexe de \Gamma_{0} dans Is\Gamma-

A toute vari\’et\’e feuillet\’ee (M,\mathscr{T}) sont associ\’es naturellement deux
groupoi’des de Lie d’unit\’es M reli\’es par un morphisme de groupo.ides:

a) le groupoi.de d ’homotopie ou groupotde fondamental \Pi_{1}(\mathscr{T}) obtenu en
consid\’erant les classes d’homotopie de chemins tangents aux feuilles de \mathscr{T}

(voir [Ph], [Pr]).
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b) le groupoide d ’holonomie Hol(ff) obtenu en quotientant \Pi_{1}(\mathscr{T}) par la
relation qui identifie deux chemins qui induisent la m\^eme transformation
d’holonomie.

Ces deux groupoides joueront un r\^ole important dans la suite.

(1.5)NOTATIONS

Toutes structures consid\’er\’ees dans le travail sont suppos\’ees de classe
C^{\infty} et si ( M,\mathscr{I}\gamma est une vari\’et\’e feuillet\’ee, on d\’esigne par:

\mathscr{H}(M\backslash ) l’allebre de Lie des champs de vecteurs tangents \‘a M,
\mathscr{H}(\mathscr{T}) la sous-algebre des champs tangents \‘a \mathscr{T} .

Si \pi : Marrow N est une submersion, on d\’esigne par:
\pi^{T} : T(M)arrow T(N) l’application tangente \‘a \pi :
T(\pi)\subset T(M) le sous-fibr\^e des vecteurs tangents aux fibres de \pi .

2. Int\’egration symplectique des vari\’et\’es de Poisson r\’eguli\‘eres

La notion d’int\’egration symplectique d’une vari\’et\^e de Poisson a \’et\’e

d\’ecrite dans divers travaux (voir entre autres [W_{2}] , [D_{2}] , [DH] \ldots
). On en

donne ici une pr\’esentation orient\’ee vers l’application au cas des Vari\^et\’es
de Poisson regulieres

(2.
1)Soit

\Gamma\Gamma_{0}ungroupo.idedeL^{\cdot}ied’ unit\acute{e}s\Gamma_{0}.EnD\acute{e}ploiementuniverse1d’ ungroupoidedeLie(cf.[Pr])\underline{\underline{\beta}}\alpha

consid\’erant

les classes d’homotopie de chemins qui sont tangents aux \alpha^{-}fibres de \Gamma et
dont Torigine est dans \Gamma_{0} , on construit

un groupoide de Lie \tilde{\Gamma} d’unit\’es \Gamma_{0} , \‘a fibres connexes et simplement connex-
es et un morphisme de groupoides \varphi de \tilde{\Gamma} dans \Gamma qui est un rev\^etement en

restrictionaux.\alpha^{-}fifib\underline{\underline{res[resp.\beta}}-fifibres]par1asimp1econnexit\acute{e}desfifibres,ser.aappel\acute{e}led\acute{e}ploiementuniverseldeCegroupoide\tilde{\Gamma}\Gamma_{0},quiestcaract\acute{e}ris\acute{e}\grave{a}isomorphismepr\grave{e}s

\Gamma . \blacksquare

Si les groupoides de Lie jouent ici le r\^ole habituellement tenu par les
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groupes de Lie, les alg\‘ebres de Lie sont remplac\’ees elles par les
alg\‘ebro.ides de Lie (cf. [Pr], [CDW], [DS]).

(2.2) Alg\‘ebro.ide de Lie sur une vari\’et\’e M
Un alg\‘ebro.ide de Lie sur une vari\’et\’e M est d\’efini par:

a) un fibr\’e vectoriel E sur M et un morphisme de fibr\^es vectoriels

;

b) une structure d’alg\‘ebre de Lie (locale) de crochet \{ \} sur l’espace
C^{\infty}(E) des sections (locales) de E, telle que l’application

\tilde{\rho} : C^{\infty}(E)arrow \mathscr{H}(M)

induite par \rho est un morphisme d’alg\‘ebres de Lie;

c) la relation:

\{X, fY\}=f\{X, Y\}+(\tilde{\rho}(X)f)Y

pour toute fonction f sur M et tout couple (X, Y) de sections de E. \blacksquare

Les deux exemples fondamentaux d’alg\‘ebro.ides de Lie sont les
suivants:

(2.3) L’alg\‘ebro.ide de Lie \mathscr{C} d’un groupoide de Lie \Gamma (cf. [CDW])
Soit \Gamma_{-}^{-}\Gamma_{0} un groupoide de Lie.

On d\’esigne par E_{a} la restriction \‘a \Gamma_{0} du sous-fibr\’e T(\beta) de T(\Gamma) .
Puisque \beta est une submersion, E_{a} est naturellement isomorphe \‘a 1’\Gamma_{0} , fibr\’e

normal \‘a \Gamma_{0} dans \Gamma . et on d\’efinit \rho:f\nearrow\Gamma_{0}arrow T(\Gamma_{0}) \‘a l’aide de la projection
\alpha^{T} : E_{a}arrow T(\Gamma_{0}) .

Soit \mathscr{L}_{\Gamma} l’alg\‘ebre de Lie des champs invariants \‘a gauche sur \Gamma . c’est-\‘a

-dire des sections de T(\beta) , invariantes par les translations \‘a gauche de \Gamma .

Par restriction de X\in \mathscr{L}_{\Gamma} \‘a \Gamma_{0} on d\’efinit un isomorphisme de modules r
que l’on transforme en isomorphisme d’alg\‘ebres de Lie en munissant
C^{\infty}(E_{\alpha}) du crochet image:
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(2. 3. 1) :

Apr\‘es identification de C^{\infty}(E_{a}) avec C^{\infty}(\nu\Gamma_{0}) l’application \alpha^{T}or^{-1} appara\^it
comme le morphisme \tilde{\rho} d’alg\‘ebres de Lie associ\’e \‘a \rho : et on v\’erifie ais\’e-
ment qu’on a construit ainsi un alg\‘ebro.ide de Lie \mathscr{C} .

En inversant les r\^oles de \alpha et \beta et en remplagant \mathscr{L}_{\Gamma} par \mathscr{B}\Gamma alg\‘ebre
de Lie des champs invariants \‘a droite sur \Gamma , on construira l’alg\‘ebro.ide \overline{\mathscr{C}}

oppos\’e de \mathscr{C} .
On dira que \mathscr{C} est l’alg\‘ebroi.de de Lie du groupotde F. \blacksquare

(2. 4) REMARQUE
Un isomorphisme de groupoides de Lie induit \^evidemment un isomor-

phisme (en un sens \’evident) des alg\’ebro.ides de Lie correspondants.
Comme dans le cas de la dimension finie, la r\’eciproque est bien sOr fausse,
le d\’eploiement universel \varphi:\tilde{\Gamma}arrow\Gamma induit un isomorphisme des alg\‘ebres de
Lie \mathscr{L}_{\overline{\Gamma}} et \mathscr{L}_{\Gamma} et done des alg\‘ebro.ides correspondants \tilde{\mathscr{C}} et \mathscr{C} .

(2.5) Alg\‘ebro.ide de Lie d’une vari\’et\^e de Poisson (P, \Lambda) (voir [CDW],
[Do], \ldots)

A la structure de Poisson \Lambda sur P, on associe:
a) le morphisme de fibr\’es vectoriels \Lambda^{\#} : T^{*}Parrow TP qui, \‘a \mu , associe X_{\mu}

d\^efini par

ix_{\mu_{1}}\mu_{2}=i_{\Lambda}(\mu_{1}\Lambda\mu_{2}) ,

b) le crochet de Lie \{ \} sur \Omega^{1}(P)=C^{\infty}(T^{*}P) d\’efini par:

\{\mu_{1}, \mu_{2}\}=ix_{\mu 1}d\mu_{2}-ix_{\mu 2}d\mu_{1}+d[i_{\Lambda}(\mu_{1}\wedge\mu_{2})] .

Alors rhomomorphisme \tilde{\Lambda}^{\#} : \Omega^{1}(P)arrow \mathscr{H}(P) induit par \Lambda^{\#} est un morphisme
d’alg\‘ebres de Lie qui v\’erifie:
c) \{\mu_{1}, f\mu_{2}\}=f\{\mu_{1}, \mu_{2}\}+(L_{x_{\mu_{1}}}f) . \mu_{2} pour toute fonction f sur P.

Bref ( T^{*}P, \Lambda^{\#}, \{ \}) est un alg\‘ebro.ide de Lie \mathscr{P} sur P appel\’e
l ’alg\‘ebroi.de de Lie de la vari\’et\’e de Poisson (P, \Lambda) . II s’\’ecrit ( T^{*}P , \omega^{\#} .
\{ \}) si \Lambda est une structure symplectique \omega . \blacksquare
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Le lien entre les deux situations pr\’ec\’edentes est donn\’e par la notion
de groupoide symplectique.

(2.6) Group oides Symplectiques (cf. [W], [Ka], [CDW]...)
Un groupoide de Lie \Gamma_{-}^{-}\Gamma_{0} muni d’une forme symplectique \omega

est un groupoide symplectique si le graphe de la multiplication est une sous
-vari\’et\’e Lagrangienne de \overline{\Gamma}\cross\Gamma\cross\Gamma (o\‘u \overline{\Gamma} est mis pour (F, -\omega)). Un mor-
phisme de groupoides symplectiques est un morphisme pour les deux struc-
tures.

Si (\Gamma, \omega) est un groupoide symplectique, \Gamma_{0} est une sous-vari\’et\’e La-
grangienne de (F. \omega) et il existe sur \Gamma_{0} une unique structure de Poisson \Lambda_{0}

pour laquelle \alpha [resp. \beta ] est un morphisme [resp. antimorphisme] de Pois-
son.

En outre les feuilles du feuilletage caract\’eristique \mathscr{L}_{0} de \Lambda_{0} sont
exactement les orbites de Faction naturelle de \Gamma sur \Gamma_{0} . \blacksquare

(2. 7) THEOREME (voir [CDW]). Soit (\Gamma-\omega)\underline{\underline{\beta}}\alpha(\Gamma 0, \Lambda 0) un

groupoide symplectique. L Ualgebroide de Lie \mathscr{C} du groupoide \Gamma est isomor-
phe \‘a l ’alg\‘ebroide \mathscr{P} de la vari\’el\’e de Poisson (\Gamma_{0}, \Lambda_{0}) .

D\’emonstration. Les deux espaces de 2-formes \Omega^{1}(\Gamma_{0}) et \Omega^{1}(\Gamma) sont des
alg\‘ebres de Lie et \alpha , qui est un morphisme de Poisson, induit

\alpha^{*}: \Omega^{1}(\Gamma_{0})arrow\Omega^{1}(\Gamma)

qui est un morphisme injectif d’alg\‘ebres de Lie. Alors

\alpha^{\#}=\omega_{0}^{\#}\alpha^{*}: \Omega^{1}(\Gamma_{0})arrow \mathscr{S}O(\Gamma)

est un morphisme injectif d’alg\‘ebres de Lie dont l’image est l’alg\‘ebre de
Lie des champs de vecteurs X\in \mathscr{H}(\Gamma) tel qu’il existe \mu\in\Omega^{1}(\Gamma_{0}) v\’erifiant:

i_{X}\omega=-\alpha^{*}\mu .

Cette condition caract\’erise les champs invariants \‘a gauche (voir [CDW])

et dont \alpha^{\#} est un isomorphisme d’alg\‘ebres de Lie de \Omega^{1}(\Gamma_{0}) sur \mathscr{L}r .

En composant avec la restriction r:\mathscr{L}_{\Gamma}arrow C^{\infty}(\nu\Gamma_{0}) , on obtient un
isomorphisme d’alg\‘ebres de Lie qui est en fait un isomorphisme des
alg\‘ebro.ides \mathscr{P} et \mathscr{C} . \blacksquare

Ceci nous am\‘ene \‘a la notion centrale suivante:

(2.8) Int\’egration symplectique.
Le groupo.ide symplectique (\Gamma, \omega) ci-dessus sera appel\’e une int\’egra-
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tion symplectique de l’alg\‘ebro.ide \mathscr{P} (ou de la vari\’et\’e de Poisson ( \Gamma_{0} , \Lambda_{0})).
R\^esoudre le probl\‘eme de l’int\’egration symplectique d’une vari\’et\’e de Pois-
son quelconque (P, \Lambda) consistera alors \tilde{a} construire un groupoTde de Lie
symplectique (\Gamma, \omega)--(\Gamma_{0},\Lambda_{0}) tel que (\Gamma_{0}, \Lambda_{0})=(P, \Lambda) . Si un
tel groupo’ide existe, on dira que (P, \Lambda) est int\’egrable.

Comme le d\’eploiement d’un groupo’ide symplectique est un groupo’ide
symplectique, toute vari\’et\’e de Poisson int\^egrable (P, \Lambda) pourra \^etre int\’e-
gr\’ee par un groupo’ide \Gamma \‘a fibres connexes et simplement connexes. Celui
-ci est unique (voir [CDW]) ; on dira que c’est l ’int\’egration symplectique
universelle de (P, \Lambda) , toutes les autres int\’egrations seront obtenues comme
quotients de \Gamma\blacksquare

(2.9) EXEMPLES et REMARQUES

1. Soient (M, \omega) une vari\’et\’e symplectique et \Pi_{1}(M)\beta\overline{\overline{\alpha}}M le

groupo’ide d’homotopie de M. La 2-forme
\tilde{\omega}=\alpha^{*}\omega-\beta^{*}\omega

est une forme symplectique qui fait de \Pi_{1}(M) un groupo.ide symplectique
int\^egrant (M, \omega) . C’est \^evidemment l’int\’egration universelle de (P, \omega) .

2. On peut \’ecrire les orbites de la repr\’esentation coadjointe d’un groupe
de Lie G comme les orbites d’un groupo’ide

T^{*}G--\mathscr{C}^{*}

d’unit\^es \mathscr{C}^{*} dual de l’alg\‘ebre de Lie de G. La structure symplectique
canonique d\mathcal{A} de T^{*}G en fait un groupo’ide symplectique qui induit sur \mathscr{C}^{*}

une structure de Poisson \Lambda_{0} d\’efinissant sur les orbites les structures
symplectiques de Kostant-Kirillov-Souriau. \blacksquare

Evidemment on peut poser le probl\‘eme de l’int\’egration d’un alg\’ebro.ide
de Lie en g\’en\’eral (voir [Pr]). II a une solution \’evidente dans les deux
cas particuliers suivants.

(2.10) Int\’egration des alg\‘ebro.ides de Lie des feuilletages
Si (M, \mathscr{T}) est une vari\’et\’e feuillet\’ee r\’eguli\‘ere quelconque, l’inclusion

naturelle

T(\mathscr{T})
j T(M)

d\’efinit un alg\‘ebro.ide de Lie \mathscr{F} appel\’e l ’alg\‘ebroi.de de Lie du feuilletage \mathscr{T}
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En outre \‘a l’aide du diagramme 2. 3. 1, on v\’erifie imm\’ediatement que l’alg\‘e-
bre de Lie \mathscr{L}_{\Pi_{1}(f)} est isomorphe par \alpha^{T} \‘a \mathscr{H}(\mathscr{T}) . Autrement dit le
groupoide d’homotopie \Pi_{1}(\mathscr{T}) int\‘egre 1’alg\‘ebro.ide \mathscr{T}\blacksquare

(2.11) Int\’egration des alg\‘ebro.ides de Lie commutatifs (ou vectoriels)

Un alg\‘ebro.ide de Lie \mathscr{C}= (E, \{ \}, \rho) sur M est commutatif si le cr0-

chet \{ \} est nul. La condition c) de(2. 2) implique alors que, pour X\in

C^{\infty}(E) fix\’e, on a (\tilde{\rho}(X). f)Y=0 pour tout Y\in C^{\infty}(E) et toute fonction f
sur M. Ceci implique \tilde{\rho}(X)=0 , c’est-\‘a-dire \tilde{\rho} et \rho sont nuls et \mathscr{C} est

\pi

simplement un fibr\’e vectoriel E M sur M. On dira que \mathscr{C} est un

alg\‘ebroide vectoriel.
Un fibr\’e vectoriel est aussi un groupoide de Lie (plus exactement un

fibr\’e en groupes ab\’eliens) qui est visiblement une int\’egration de \mathscr{C} : l’int\acute{e}-

gration canonique. \blacksquare

Tout alg\‘ebro.ide de Lie vectoriel est done int\’egrable; bien plus, on a
dans ce cas un th\’eor\‘eme d’unicit\’e comme pour le cas de l’int\’egration
symplectique :

(2. 12) PROPOSITION. Pour toute int\’egralion p\frac{\beta}{\overline{\alpha}}M de l ’alg\‘ebroi.de

\pi

vectoriel \mathscr{C}:E M, on a un morphisme surjectif de groupoldes:

qui est un isomorphisme si \Gamma est \‘a fifibres simplement connexes.
\pi

On dira donc que le groupoide E M est l ’int\’egration univer-

selle de \mathscr{C} .

D\’emonstration. Dans le diagramme commutatif (2. 3. 1)
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on sait que \tilde{\rho}=0 et done \alpha^{T}(\mathscr{L}_{\Gamma})=0 . Comme \mathscr{L}r engendre le fibr\’e T(\beta)

en tout point, ceci implique T(\beta)\subset T(\alpha) et done T(\beta)=T(\alpha) pour
raison de dimension. On a done aussi \alpha=\beta et

\Gamma M\underline{\alpha=\beta}

est un fibr\’e en groupes.
L’alg\‘ebre de Lie \mathscr{C}_{-u} du groupe de Lie \Gamma_{u}=\alpha^{-1}(u) , u\in M , est ab\’elien-

ne car l’application de restriction \mathscr{L}_{\Gamma}arrow \mathscr{C}_{u} est surjective. En cons\’equence
les groupes \Gamma_{u} sont des groupes de L_{1}^{\tau}.e commutatifs de m\^eme dimension
\’egale au rang de E et les \’el\’ements de \mathscr{L}_{\Gamma} sont complets en restriction \‘a

chaque fibre, done complets.
Pour X\in C^{\infty}(E) on note \overline{X} et \tilde{X} les champs invariants correspon-

dants sur les groupoides E et \Gamma . puis \phi
- et \phi_{\tilde{X}} leurs flots respectifs. On

d\’efinit

\varphi:Earrow\Gamma

par \varphi(z)=\phi_{\overline{X}}(x, 1) si x=\pi(z) et z=\phi_{\hat{X}}(x, 1) . On v\’erifie imm\’ediatement

que \varphi est bien d\’efinie et diff\’erentiable; que c’est, fibre \‘a fibre, un
homomorphisme de groupes et un rev\^etement. C’est done un homomor-
phisme de groupoi’des qui devient un isomorphisme si les fibres de \Gamma sont
simplement connexes. \blacksquare

3. Int\’egration des vari\’et\’es de Poisson r\’eguli\‘eres et formes feuillet\’ees

Rappelons qu’une vari\’et\’e de Poisson (P, \Lambda) est r\’eguli\‘ere si le feuil-
letage caract\’eristique \mathscr{L} de \Lambda est r\’egulier, i . e . de dimension constante.
Ces vari\^et\’es de Poisson r\^eguli\‘eres et leurs alg\‘ebro.ides de Lie se d\^ecrivent
bien en termes de formes feuillet\’ees (voir [DH], [EMS]) ; pour celles qui
sont int\’egrables, on peut alors identifier facilement le groupoide d’isotropie
de l’int\’egration symplectique universelle (voir 3. 5).

(3.1) Formes feuillet\’ees et structures de Poisson ([DH])
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Soit (P, \mathscr{L}) une vari\’et\’e P munie d’un feuilletage (r\^egulier) \mathscr{L} . On
d\’esigne par [\Omega^{*}(P), d] le complexe de De Rham de P, par \Omega^{*}(P, \mathscr{L}) le
sous-complexe diff\’erentiel des formes \mathscr{L}-relatives d\’efini par

\omega\in\Omega^{*}(P, \mathscr{L}) si i_{L}^{*}\omega=0

pour l’inclusion j_{L} : Larrow P de toute feuille L\in \mathscr{L} . Le complexe
diff\’erentiel quotient

\Omega^{*}(\mathscr{L})=\Omega^{*}(P)/\Omega^{*}(P, \mathscr{L})

s’appelle le complexe des formes \mathscr{L}-feuillet\’ees. Sa cohomologie H^{*}(\mathscr{L}) est
la cohomologie feuillet\’ee de (P, \mathscr{L}) . On d\’esignera par \overline{\omega} la classe dans
\Omega^{*}(\mathscr{L}) de \omega\in\Omega^{*}(P) .

Le calcul diff\’erentiel habituel passe au quotient sur \Omega^{*}(\mathscr{L}) : en par
ticulier l’\’evaluation sur les champs tangents \‘a \mathscr{L} et le produit ext\’erieur.

Si dim \mathscr{L}=2n , une 2-forme \sigma\in\Omega^{2}(\mathscr{L}) est une \mathscr{L}-forme feuillet\’ee symplecti-
que si

i) d\sigma=0 ;
ii)\Lambda\sigma n est non nulle en tout point de P.

La restriction de \sigma \‘a une feuille L de \mathscr{L} est une forme symplectique au
sens usuel et done \sigma d\^efinit une structure de Poisson \Lambda sur P dont le feuil-
letage caract\’eristique est \mathscr{L} . On \’ecrit \Lambda=(\mathscr{L}, \sigma) . R\’eciproquement toute
structure de Poisson r\’eguli\‘ere peut se mettre sous cette forme (cf. [DH]).

En particulier, dans le cas d’une vari\’et\’e symplectique (P, \omega) , le feuil-
letage \mathscr{L} n’a qu’une feuille P et \sigma=\omega . \blacksquare

Le langage des formes feuillet\’ees permet une caract\’erisation tr\‘es

maniable de certains morphismes de Poisson, caract\’erisation qu’on utiliser-
a au \S 5.8.

(3. 2) PROPOSITION. Soit \pi:M - P une submersion surjective \‘a fifibres
connexes d une vari\’et\’e symplectique (M, \omega) sur une vari\’et\’e de Poisson
r\’eguli\‘ere (P, \Lambda) , \Lambda=(\mathscr{L}, \sigma) . On note \mathscr{I}^{-}=\pi^{*}\mathscr{L}le feuilletage relev\’e de \mathscr{L}

par \pi. On suppose que codim \mathscr{L}=dim M-dim Pi. e. dim\mathscr{T}=dim P.
Alors les conditions suivantes sont \’equivalentes:

i) \pi est un mo\Phi hisme de Poisson;
ii)\omega est un repr\’esentant de la forme \mathscr{T}-feuillet\’ee \pi^{*}\sigma.

De plus si \pi est un morphisme de Poisson, ses fifibres sont isotropes.

D\’emonstration. A toute fonction f\in C^{\infty}(P) , on associe les deux champs
de vecteurs hamiltoniens:
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i) Z_{f}\in \mathscr{H}(M) , d\’efini par i_{Z_{f}}\omega=-\pi^{*}df ;
ii)X_{f}\in \mathscr{H}(\mathscr{L}) d\’efini par i_{Xf}\sigma=-\overline{df} , o\‘u \overline{df}\in\Omega^{1}(\mathscr{L}) est la forme

feuillet\’ee d\’efinie par df (voir [DH]).
Alors si \pi est un morphisme de Poisson, Z_{f} se projette par \pi sur X_{f} ,

done Z_{f} est tangent \‘a \mathscr{T} et comme le morphisme d’alg\‘ebres de Lie
\omega^{\#} :

C^{\infty}(P)-\mathscr{H}(M)f-Z_{f}

est injectif, les champs Z_{f} engendrent T(\mathscr{T}) pour des raisons \’evidentes de
dimension. La condition ii ) d\’ecoule alors imm\’ediatement du fait que
pour deux fonctions f, g\in C^{\infty}(P) , on aura:

\omega(Z_{f}, Z_{g})=(i_{Z_{J}}\omega)(Z_{g})=-(\pi^{*}df)(Z_{g})=-\pi^{*}[df(X_{g})]

\omega(Z_{f}, Z_{g})=+\pi^{*}[\sigma(X_{f}, X_{g})] .

Supposons maintenant ii ) v\’erifi\’ee et soit T(\pi) le fibr\’e tangent aux
fibres de \pi . Pour tout couple (X, Y) de vecteurs tels que X\in T_{z}(\pi) et
Y\in T_{z}(\mathscr{T}) , z\in M , on a:

\omega(X, Y)=\pi^{*}\sigma(X, Y)=\sigma(\pi_{*}X, \pi_{*}Y)=\sigma(0, Y)=0 .

Done T(\pi) est isotrope et T(\mathscr{T}) est contenu dans Torthogonal symplecti-
que T(\pi)^{\omega} de T(\pi) . Pour raison de dimension on aura:

T(\mathscr{T})=T(\pi)^{\omega}\supset T(\pi) .

De cela, on d\’eduit que le champ hamiltonien Z_{f} associ\’e \‘a f\in C^{\infty}(P) est
tangent \‘a \mathscr{T}. En effet, pour tout champ Y tangent \‘a \pi , on aura:

\omega(Z_{f}, Y)=-(\pi^{*}df)(Y)=-Y (fo \pi) =0

done Z_{f}\in T(\pi)^{\omega}=T(\mathscr{T}) . On peut alors d\’efinir le produit int\’erieur i_{Z_{f}}\pi^{*}\sigma

comme \’etant la classe i_{Z_{f}}\omega dans \Omega^{1}(\mathscr{T}) de i_{Z_{f}}\omega=-\pi^{*}df . De fagon
\’evidente, on a

\overline{i_{Z_{f}}\omega}=-\pi^{*}\overline{df}=\pi^{*}(i_{X_{f}}\sigma) ,

ce qui signifie que Z_{f} se projette par \pi sur X_{f} et done que \pi est un mor-
phisme de Poisson. \blacksquare

On remarquera que la connexit\’e des fibres de \pi est intervenue dans la
d\’emonstration de (3. 2) pour dire qu’un champ localement projetable par
\pi est projetable par \pi .

(3.3) Alg\‘ebro.ide de Lie d’une vari\’et\’e de Poisson r\’eguli\‘ere
Dans le cas d’une structure r\’eguli\‘ere \Lambda=(\mathscr{L}, \sigma) , Ker \Lambda^{\#} est le fibr\’e
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conormal \nu^{*}\mathscr{L} dont les sections sont les 1-formes \mathscr{L}-relatives. On a alors
les suites exactes:

a) de fibr\’es vectoriels:

0arrow\nu^{*}\mathscr{L}^{arrow}T^{*}P\underline{\Lambda^{\#}}T\mathscr{L}arrow 0 .

b) d’alg\‘ebres de Lie (de dimension infinie) :

0- \Omega^{1}(P,\mathscr{L})

La restriction \‘a \Omega^{1}(P, \mathscr{L}) du crochet de \Omega^{1}(P) est nulle et le crochet sur
\Omega^{1}(\mathscr{L}) obtenu par passage au quotient du crochet de \Omega^{1}(P) s’\^ecrit:

\{\overline{\mu}_{1},\overline{\mu}_{2}\}=-i_{[X_{1},X_{1}]}\sigma

o\‘u \overline{\mu}_{1}\in\Omega^{1}(\mathscr{L}) est la classe de \mu_{1}\in\Omega^{1}(P) et X_{1}=\Lambda^{\#}\mu_{1} ; enfin \overline{\Lambda}^{\#} est
Tisomorphisme d’alg\‘ebres de Lie qui, \‘a X tangent \‘a \mathscr{L} , associe la forme
feuillet\’ee (-i_{x}\sigma) .

Les conditions a) et b) d\’efinissent une suite exacte d’ ag\tilde{e}bro.ides de
Lie sur P :

(3.3. 1) Oarrow \mathcal{N}arrow \mathscr{P}arrow S-- 0 ,

o\‘u \mathcal{N} est l’alg\‘ebro.ide vectoriel \nu^{*}\mathscr{L}arrow P et S est l’alg\‘ebro.ide de Lie du
feuilletage \mathscr{L} . En d’autres termes, l’alg\‘ebroide \mathscr{P} de la vari\^et\’e de Poisson
r\’eguli\‘ere \Lambda=(\mathscr{L}, \sigma) est une extension de l’alg\‘ebro.ide de Lie de \mathscr{L} par un
alg\‘ebro.ide vectoriel. \blacksquare

Pour finir, il reste \‘a interpr\’eter la suite exacte (3. 3. 1.) en termes de
groupoides de Lie dans le cas particulier d’une vari\’et\^e de Poisson r\’eguli\‘ere
int\’egrable.

(3.4) Int\’egration d’une vari\’et\’e de Poisson r\^eguli\‘ere

i) Soit (\Gamma. \omega)\beta\overline{\overline{\alpha}}(P, \Lambda) I’int\’egration symplectique universelle
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de la vari\’et\’e de Poisson r\’eguli\‘ere \Lambda=(\mathscr{L}, \sigma) . Comme les fibres de \Gamma sont
simplement connexes, un r\^esultat bien connu de Pradines (voir [Pr])
assure qu’il existe un morphisme surjectif \Psi de \Gamma sur le groupoide fon-
damental \Pi_{1}(\mathscr{L}) de \mathscr{L} . Alors Ker \Psi=\Psi^{-1}(P) est un sous-groupo.ide
ferm\’e distingu\’e de \Gamma contenu dans le sous-groupo.ide d’isotropie:

Ker \Psi=\Psi^{-1}(P)\subset Is\Gamma .

Si on d\^esigne par Garrow P la composante neutre de Is\Gamma- le morphisme \Psi se
factorise par \Gamma/G qui est aussi un groupoide de Lie \‘a fibres connexes \’etal\^e

sur \Pi_{1}(\mathscr{L}) (pour raison de dimensions) :

\Gamma/G

La propri\’et\’e universelle de \Pi_{1}(\mathscr{L}) assure que q est un isomorphisme et
done on a une suite exacte de groupoides de Lie:

(3. 4. 1)

en d’autres termes le groupoide \Gamma est une extension de \Pi_{1}(\mathscr{L}) par G.

ii) D’apres (2. 10), on sait que \alpha_{0} induit un isomorphisme:

\alpha_{0}^{*} : \mathscr{H}(\mathscr{L})arrow \mathscr{L}_{\Pi_{1}(\mathscr{L})} .

Par ailleurs le morphisme de groupoides \Psi induit un morphisme d’alg\‘ebres
de Lie \Psi_{*}: \mathscr{L}_{\Gamma}arrow \mathscr{L}_{\Pi_{1}(\mathscr{L})} et dans le diagramme suivant:
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\mathscr{L}_{\Gamma}\underline{\Psi_{*}}\mathscr{L}n_{1}(\mathscr{L})

(3.4.2) : |\alpha_{0}^{*}

\mathscr{H}(\mathscr{L})

le triangle inf\’erieur [resp. sup\’erieur] est commutatif en raison de (2. 3. 1)

[resp. de la relation \alpha=\alpha_{0}\circ\Psi ]. On en d\’eduit que \Psi_{*} est surjective et que
(3. 4. 2) peut \^etre compl\’et\’e en un isomorphisme de suites exactes:

\Psi_{*}

0 \mathscr{L}_{G} \mathscr{L}r \mathscr{L}_{\Pi_{1}(\mathscr{L})} 0

\uparrow

0 \Omega^{1}(P, \mathscr{L})

\uparrow\alpha^{\#} \uparrow\alpha_{0}^{*}

\Lambda^{\#}

\Omega^{1}(P) \mathscr{H}(\mathscr{B} 0,

ce qui signifie que le diagramme d’allebroides de Lie (3. 3. 1) est le pen-
dant infinit\’esimal du diagramme de groupoides de Lie (3. 4. 1). \blacksquare

On en retiendra le r\’esultat suivant:

(3. 5) TH\’EOR\‘EME. Soit (\Gamma\omega)--(P, \Lambda) la r\’ealisation symplecti-

que universelle de la vari\’et\’e de Poisson r\’eguli\‘ere int\’egrable (P, \Lambda) .
L ’alg\‘ebroide de Lie de la composante neutre G du groupoide d ’isotropie

de \Gamma est le fifibr\’e conormal \nu^{*}\mathscr{L}arrow P.

4. Vari\’et\‘es de Poisson r\’eguli\‘eres et cycles \’evanouissants

Les cycles \’evanouissants introduits par Novikov dans [N] jouent un
r\^ole tr\‘es important dans la description des vari\’et\’es feuillet\’ees; par exem-
ple on montre dans [DH] que les cycles \’evanouissants d’un feuilletage sont
triviaux si et seulement si l’espace total de son groupoide d’homotopie est
s\’epar\^e.

Dans ce paragraphe on affine la notion classique de cycle \’evanouis-

sant, puis on en donne une version “ symplectique ” adapt\’ee \‘a l’\’etude des
vari\^et\’es de Poisson r\’eguli\‘eres.

(4.1) Le mod\‘ele des cycles \’evanouissants
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On d\’esigne par (\Delta, \mathscr{H}) la vari\’et\’e feuillet\’ee \Delta=D^{2}\cross[0,1]-\{(0,0)\} ,
munie du feuilletage horizontal \mathscr{H} (d\’efini par 1’\’equation dt=0). Toutes
ses feuilles L_{t} sont des disques sauf L_{0} qui est un cylindre (disque point\’e).

Les groupes d’holonomie de \mathscr{H} sont triviaux ; son groupoide
d’holonomie

Hol (\mathscr{H})--\Delta

est le sous-groupoide ferm\^e du groupoide grossier

\Delta\cross\Delta--\Delta

image r\^eciproque de la diagonale \delta de [0, 1]\cross[0,1] par la projection
canonique de \Delta\cross\Delta sur [0, 1]\cross[0,1] . C’est en particulier une vari\’et\’e s\^e-
par\^ee et contractile.

Le groupoide d’homotopie se factorise par Hoi (\mathscr{H}) par un homomor-
phisme q :

q
\Pi_{1}(\mathscr{H}) Hol (\mathscr{H})

Ses fibres sont simplement connexes, diffeomorphes \‘a R^{2} mais l’espace
total est une vari\’et\’e non s\’epar\^ee; l’application q consiste \‘a identifier les
points non s\’epar\’es, et Hol (\mathscr{H}) est donc l’espace topologique s\’epar\’e as-
soci\’e \‘a \Pi_{1}(\mathscr{H}) . (Pour plus de d\^etails, voir [LV_{1}] ). \blacksquare

(4.2) Cycles \’evanouissants coh\’erents d’une vari\’et\’e feuillet\’ee (M, \mathscr{I}^{-})

Soient ( M. \mathscr{T}) une v ari\’et\’e feuillet\’ee q uelc onque eth :
(\Delta, \mathscr{H})-(M, \mathscr{T}) une application feuillet\’ee, \’eest-\‘a-dire qui envoie
toute feuille de \mathscr{H} dans une feuille de \mathscr{T} Soit:

\gamma:S^{1}\cross[0,1]arrow M

la restriction de h \‘a \partial D^{2}\cross[0,1] . Pour tout t\in[0,1] , il existe F_{t}\in \mathscr{T} telle
que h(L_{t})\subset F_{t} et on d\’esigne par h_{t} [resp. \gamma_{t} ] la restriction de h \‘a L_{t} [resp.
de \gamma \‘a \partial L_{t} ].

i) Pour tout t>0 , le lacet \gamma_{t} est homotope \‘a z\’ero dans F_{t} , done \gamma

d\^efinit un cycle \’evanouissant de \mathscr{T} ; il est trivial si \gamma_{0} est homotope \‘a z\’ero
dans F_{0} .

ii) Bien mieux, 1’application h est une famille differentiable
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d ’homotopies pour le cycle \’evanouissant \gamma ; celui-ci sera dit coh\’erent. II
est trivial (comme cycle \’evanouissant coh\’erent) si h se prolonge en une
application

\overline{h}:D^{2}\cross[0,1]arrow M .

Dans 4. 3 iv ) on verra un exemple de cycle \’evanouissant non coh\^erent.
\blacksquare

(4. 3) EXEMPLES
i) L’application identit\’e id:\Deltaarrow\Delta d\’efinit un cycle \’evanouissant

coh\’erent de \mathscr{H} qui est non trivial. C’est bien sOr le protoype des cycles
\’evanouissants coh\’erents.

ii) Le r\’esultat essentiel du travail de Novikov dans [N] affirme que
pour un feuilletage de codimension 1 sur une vari\’et\’e compacte de dimen-
sion 3, tout cycle \’evanouissant non trivial est port\’e par le bord d’une
composante de Reeb; il est coh\’erent, non trivial.

r

ii) Soient N et S les p\^oles Nord et Sud de la sph\‘ere S^{2} et C son
grand cercle horizontal. Soit \mathscr{T} le feuilletage induit par le feuilletage

horizontal de S^{2}\cross R sur M=S^{2}\cross R-\{(N, 0)\} . Toutes les feuilles de \mathscr{T}

sont simplement connexes et done tout cycle \’evanouissant de \mathscr{T} est trivial.
Cependant, on remarquera que si \gamma est le cycle \’evanouissant trivial

d\’efini par l’inclusion:
C\cross[0,1]arrow M

la famille differentiable d’homotopies de \gamma d\’efinie par l’inclusion naturelle
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de \Delta=(S_{+}^{2}\cross[0,1])\cap M dans M, n’est pas prolongeable.

iv) En enlevant \‘a S^{2}\cross R deux suites convenables convergeant re-
spectivement vers (N, 0) et (S, 0) , on peut construire un cycle \’evanouis-

sant du feuilletage horizontal qui est non trivial et non coh\’erent, c’est-\‘a
-dire qu’il n’admet aucune famille differentiable d’homotopies au voisinage
de t=0 . \blacksquare

Venons-en aux cycles \’evanouissants sur les vari\’et\’es de Poisson
r\’eguli\‘eres.

(4.4) Aire d’une famille differentiable d’homotopies
i) Soient (P, \Lambda) , \Lambda=(\mathscr{L}, \sigma) , une vari\^et\^e de Poisson r\^eguli\‘ere et

h:\Deltaarrow P

un cycle \’evanouissant coh\’erent.
Puisque h est une application feuillet\’ee et que \sigma\in\Omega^{2}(\mathscr{L}) , on a

h^{*}\sigma\in\Omega^{2}(\mathscr{H}) et pour tout repr\’esentant \mu de h^{*}\sigma , la fonction

A(h, \mu) :]0,1]-R
t- \int_{Lt}\mu

est une fonction diff\^erentiable qui ne d\’epend pas en fait de \mu , mais seule-
ment de \sigma . On la note A(h) et on Tappelle l’aire de h .

ii) On dira que la famille h est symplectiquement prolongeable si A(h)
se prolonge en une fonction diff\’erentiable \overline{A}(h) : [0, 1]arrow R et si c’est le
cas, on dira que le cycle \^evanouissant coh\’erent \gamma d\’efini par h est symplecti-
quement trivial. \blacksquare

(4. 5) EXEMPLES
Tout feuilletage r\’egulier \mathscr{T} de dimension 2 sur une vari\^et\’e M est le

feuilletage caract\’eristique d’une structure de Poisson pourvu qu’il soit
orientable. En effet, si on munit M d’une m\’etrique Riemannienne g, la
forme volume de la restriction de g aux feuilles d\^efinit une forme \mathscr{T}- feuil-
let\’ee symplectique \sigma , done une structure de Poisson \Lambda=(\mathscr{T}. \sigma) . Les exem-
ples (4. 3) peuvent done \^etre munis de structures de Poisson.

i) Si g est la metrique Riemannienne sur \Delta induite par la m\^etrique

produit de D^{2}\cross[0,1] toute famille differentiable d’homotopies pour le cycle
\’evanouissant \gamma est bien s\mathfrak{d}r symplectiquement prolongeable et \gamma est
symplectiquement trivial.

Par contre, en multipliant g par une fonction positive convenable on
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peut faire en sorte que la fonction d’aire

A(id) : [0, 1]arrow R

soit tende vers+\infty quand t tend vers 0; soit n’ait pas de limite.
Dans les deux cas, \gamma sera symplectiquement non trivial.

ii) Pour toute structure de Poisson sur la composante de Reeb de
dimension 3, et pour toute famille differentiate d’homotopies h pour le
cycle \’evanouissant canonique \gamma , on a

\lim_{tarrow 0}A(h)(t)=+\infty .

Done \gamma est symplectiquement non trivial et ce, quelle que soit la structure
de Poisson choisie. \blacksquare

5. Obstruction \‘a l’int\’egrabilit\’e

C’est dans cette section, qu’on va \’etablir le r\’esultat essentiel de ce
travail, \‘a savoir que tout cycle \’evanouissant coh\’erent d’une vari\’et\^e de
Poisson r\’eguli\‘ere int\’egrable, est symplectiquement trivial (voir 5. 10). Ce
sera une cons\’equence imm\’ediate du r\’esultat pr\’eliminaire suivant (pour 1’
\’enonc\^e duquel on a modifi\’e les notations introduites aux \S 3 et 4 par
l’adjonction d’un indice 0) :

(5. 1) THEOREME. Soit h_{0} : (\Lambda_{0}, \mathscr{H}_{0})arrow(P_{0}, \mathscr{L}_{0}) un cycle \’evanouissant

coh\’erent d ’une vari\’et\’e de Poisson r\’eguli\‘ere \Lambda_{0}=(\mathscr{L}_{0}, \sigma_{0}) .
Si (P_{0}, \Lambda_{0}) est int\’egrable, la forme \mathscr{H}_{0} -feuillet\’ee h_{0}^{*}\sigma_{0}\in\Omega^{2}(\mathscr{H}_{0}) admet

un repr\’esentant \mu\in\Omega^{2}(\Delta_{0}) qui est ferm\’e.

La d\’emonstration de (5. 1) va se faire en plusieurs \’etapes. On con-
S\overline{l}d\tilde{e}re l’int\’egration symplectique universelle \Gamma de (P_{0}, \Lambda_{0}) qui se factorise
par \Pi_{1}(\mathscr{L}_{0}) (cf. 3. 4), puis le rel\‘evement naturel h de h_{0} au groupo’ide fon-
damental \Pi_{1}(\mathscr{H}_{0}) : c’est bien sOr un morphisme de groupo.ides:

h
\Pi_{1}(\mathscr{H}_{0})

\beta_{0}\downarrow\downarrow\alpha_{0}

h_{0}

\Delta_{0}

\Psi

\Pi_{1}(\mathscr{L}_{0})
\Gamma

\beta_{0}\downarrow\downarrow

P_{0}

Le diagramme ainsi obtenu sera agrandi en trois temps (\S 5. 2, 5. 3 et 5. 4).
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(5.2) Le groupo’ide image-r\’eciproque h^{*}\Gamma

Pour simplifier les notations, on d\’esignera par \Delta l’espace total du
groupo’ide \Pi_{1}(\mathscr{H}_{0}) . Soit h^{*}\Gamma la sous-vari\^et\’e de \Delta\cross\Gamma d\’efinie par

h^{*}\Gamma=\{(y, z)\in\Delta\cross\Gamma|h(y)=\Psi(z)\} .

On d\’esigne par h^{*}\Psi et H les restrictions \‘a h^{*}\Gamma des deux projections
canoniques, d\’efinissant ainsi un carr\’e commutatif:

H
h^{*}\Gamma

h^{*}\Psi\downarrow

h
\Pi_{1}(\mathscr{H}_{0})

\Gamma

\downarrow\Psi

\Pi_{1}(\mathscr{L}_{0})

i) Si on d\’efinit \alpha , \beta:h^{*}\Gammaarrow\Delta_{0} , par \alpha=\alpha_{0}\circ h^{*}\Psi et \beta=\beta_{0}\circ h^{*}\Psi , on voit
que pour (y, z)\in h^{*}\Gamma . on a les relations:

a(y, z)=\alpha_{0}(y) et \alpha(z)=\alpha_{0}(\Psi(z))=\alpha_{0}(h(y))=h_{0}(\alpha_{0}(y))

\beta(y, z)=\beta_{0}(y) et \beta(z)=\beta_{0}(\Psi(z))=\beta_{0}(h(y))=h_{0}(\beta_{0}(y)) .

Ceci montre imm\’ediatement que

\alpha(y_{2}, z_{2})=\beta(y_{1}, z_{1}) implique \alpha_{0}(y_{2})=\beta_{0}(y_{1}) et \alpha_{0}(z_{2})=\beta_{0}(z_{1}) ,

et les deux lois naturelles:

(y_{2}, z_{2}) . (y_{1}, z_{1})=(y_{2}y_{1}, z_{2}z_{1}) ,
(y, z)^{-1}=(y^{-1}, z^{-1}) ,

d\’efinissent sur h^{*}\Gamma une structure de groupo’ide de Lie d’unit\’es \Delta_{0} ; la sec-
tion canonique

\epsilon_{0} : \Delta_{0}arrow h^{*}\Gamma

\’etant d\’efinie par \epsilon_{0}(x)=(x, h(x)) , x\in\Delta_{0} .

ii) Bien s\mathfrak{d}rh^{*}\Gamma est un groupo’ide \‘a fibres connexes et les applications
h^{*}\Psi et H sont des morphismes de groupoi’des de Lie. En outre par
d\’efinition de \Psi , on aura successivement:

Ker (h^{*}\Psi)=\{(y, z)\in h^{*}\Gamma|y=(h^{*}\Psi)(y, z)\in\Delta_{0}\}

Ker (h^{*}\Psi)=\{(y, z)\in\Delta_{0}\cross\Gamma|h(y)=h_{0}(y)=\Psi(z)\in\Gamma_{0}\}

Ker (h^{*}\Psi)=\{(y, z)\in\Delta_{0}\cross G|h_{0}(y_{0})=\Psi(z)\}
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o\tilde{u}G est la composante neutre du groupoide d’isotropie de \Gamma La derni\‘ere
\’ecriture sign\overline{l}fifie alors que:

Ker (h^{*}\Psi)=h_{0}^{*}G

c’est-\‘a-dire que Ker(h^{*}\Psi) est le groupoide image r\’eciproque de G par h_{0} .
On v\’erifie sans peine que c est en fait la composante neutre du sous
-groupo.ide d’isotropie Is(h*\Gamma ) de h^{*}\Gamma et que son alg\’ebro.ide de Lie est
commutatif, isomorphe \‘a h_{0}^{*}(\nu^{*}\mathscr{L}_{0}) .

En r\’esum\’e on a done une nouvelle suite exacte de groupoi’des \‘a fibres
connexes:

(5. 2. 1)

iii) Pour u_{0}\in\Delta_{0} , la restriction de (5.2.1) \‘a la fibre \alpha^{-1}(u_{0})\subset h^{*}\Gamma :

(h^{*}\Psi)_{uo}

(5.2.2) (h^{*}G)u_{0} \alpha^{-1}(u_{0}) \alpha_{0}^{-1}(u_{0})

qui peut aussi \^etre obtenue comme image r\’eciproque de la suite correspon-
dante pour \Gamma . est un fibr\’e principal de fibre G_{h_{0}(uo)} quotient de R^{n} (o\‘u n=
codim \mathscr{L}_{0}) par un sous-groupe discret. Comme \alpha_{0}^{-1}(u_{0}) est diff\’eomorphe
\‘a R^{2} (parce que rev\^etement universel d’une feuille de \mathscr{H}_{0}), on voit que
l’inclusion suivante est une \’equivalence d’homotopie

(h^{*}G)_{uo} \alpha^{-1}(u_{0}) .

En particulier les fibres de h^{*}\Gamma ne sont pas simplement connexes, en g\’en-
\’eral. \blacksquare

(5.3) Le d\’eploiement universel h^{\overline{*}}\Gamma de h^{*}\Gamma

Soient h^{\overline{*}}\Gamma et h^{\overline{*}}G les d\’eploiements\sim universels de h^{*}\Gamma et h^{*}G ; la suite
exacte (5.2.1) induit de fagon \’evidente une suite exacte
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(5. 3. 1)

o\‘u h^{\overline{*}}\Psi est le rel\‘evement de h^{*}\Psi . En outre, on voit que

i) h^{\overline{*}}G = Ker (h^{\overline{*}}\Psi) est isomorphe au groupoTde vectoriel

h_{0}^{*}(\nu^{*}\mathscr{L}_{0}) ; c’est aussi la composante neutre du groupo’ide d’isotropie

Is (h^{\tilde{*}}\Gamma) .

ii) en tant qu’application, h^{\tilde{*}}\Psi est une fibration localement triviale de
fibre R^{n}(n=co\dim \mathscr{L}_{0}) .

En outre, on notera que ni \Pi_{1}(\mathscr{H}_{0}) ni h^{\overline{*}}\Gamma ne sont s\^epar\’es. \blacksquare

(5.4) Le groupo’ide de Lie s\’epar\’e h^{\hat{*}}\Gamma associ\vec{e}\tilde{a}h^{\overline{*}}\Gamma

i) De fagon g\’en\’erale \Gamma_{-}-\Gamma_{0} \’etant un groupo’ide de Lie \tilde{a}

fibres et unit\’es s\’epar\’ees, on verifie facilement que \Gamma est s\’epar\’e si et seule-
ment si \Gamma_{0} est ferme dans \Gamma

Dans le cas o\‘u \Gamma n’est pas separe, 1’adh\’erence \overline{\Gamma_{0}} de \Gamma_{0} est un sous
-groupo.ide ferm\’e contenu dans Is(T) (qui est lui-m\^eme ferm\’e). Done \overline{\Gamma_{0}}

est un sous-groupo.ide distingu\’e de \Gamma et le quotient \hat{\Gamma}=\Gamma/\overline{\Gamma_{0}} est un
groupoi’de topologique. C’est un groupoi’de de Lie si son espace total est
une vari\’et\^e.

Enfin, un morphisme f:\Gammaarrow\Gamma’ de groupo.ides de Lie de m\^eme espace
d’unit\’es \Gamma_{0} passera \^evidemment au quotient en un morphisme \hat{f}:\hat{\Gamma}arrow\hat{\Gamma}’ de
groupo.ides topologiques.

ii) On applique les consid\’erations pr\’ec\’edentes aux groupo’ide d\’ecrits
dans le \S (53).
a) \Pi_{1}(\mathscr{H}_{0}) n’est pas separe, \overline{\Delta_{0}}=Is(\Pi_{1}(\mathscr{H}_{0})) et le quotient n’est rien
d’autre que le groupoi’de d’holonomie HO1 (\mathscr{H}_{0}) (voir [LV_{1}] ) :
b) Puisque h^{\overline{*}}G est s\^epar\^e, \Delta_{0} est ferm\’e dans h^{\overline{*}}G et si \overline{\Delta_{0}} d\’esigne l’adh\’er-

ence de \Delta_{0} dans h^{\overline{*}}\Gamma on a \overline{\Delta_{0}}\cap h^{\overline{*}}G=\Delta_{0} . En particulier h^{\overline{*}}\Psi est un
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isomorphisme de l’adh\’erence de \Delta_{0} dans h^{\overline{*}}\Gamma sur l’adh\’erence de \Delta_{0} dans
\Pi_{1}(\mathscr{H}_{0}) .
c) Par passage au quotient, (5.3.1) d\’efinit un nouveau diagramme com-
mutatif

h^{\overline{*}}\Psi

h^{\overline{*}}G h^{\overline{*}}\Gamma
\Pi_{1}(\mathscr{H}_{0})

(5.4. 1) \downarrow id \downarrow Q

h^{\hat{*}}\Psi

\downarrow q

h^{\overline{*}}G
h^{\hat{*}}\Gamma Hol (\mathscr{H}_{0})

o\‘u la ligne du bas est une suite de groupoides topologiques, exacte en
raison de (b).

Enfin si U est une carte locale sur \Pi_{1}(\mathscr{H}_{0}) , alors q(U) est une carte

locale sur Hol (\mathscr{H}_{0}) , hom\’eomorphe \‘a U. Par suite, si V=(h^{\overline{*}}\Psi)^{-1} ( _{U)}\cong

U\cross R^{n} alors Q est un hom\^eomorphisme de V sur Q(V) qui est une
carte locale surh^{\hat{*}}\Gamma . Bref h^{\hat{*}}\Gamma est un groupoide de Lie. \blacksquare

(5. 5) REMARQUE

D’apr\‘es (5.3) et (5.4), h^{\hat{*}}\Psi est un fibr\’e localement trivial (de fibre
R^{n}) au-dessus de l’espace total de Hol (\mathscr{H}_{0}) qui est visiblement contractile
(voir 4.1). C’est done un fibr\’e trivial qui admet une section s : Hol (\mathscr{H}_{0}) -

h^{\hat{*}}\Psi . \blacksquare

(5. 6) Diagramme-r\’esum\’e
Toutes les constructions pr\’ec\’edentes peuvent \^etre rassembl\’ees dans le

tableau commutatif suivant:

H
\Gamma

h^{*}\Psi \downarrow\Psi

h
\Pi_{1}(\mathscr{L}_{0})

\downarrow\downarrow\alpha_{0} \beta_{0}\downarrow\downarrow\alpha_{0}

h_{0}

\Delta_{0} P_{0}
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a) Rappelons que si l’on munit \Pi_{1}(\mathscr{L}_{0}) de la structure de Poisson r\’eguli\‘ere
\Lambda=(\mathscr{L}, \sigma) avec

\mathscr{L}=\alpha_{0}^{*}\mathscr{L}_{0})=\beta_{0}^{*}\mathscr{L}_{0} et \sigma=\alpha_{0}^{*}\sigma_{0}-\beta_{0}^{*}\sigma_{0} ,

alors \Psi et \alpha_{0} sont des morphismes de Poisson (voir [DH] par exemple).

b) A partir de \mathscr{L}_{0} et \mathscr{H}_{0} , on d\’efinit un feuilletage sur chacun des sommets
du tableau:

\mathscr{L}_{\Gamma}=\Psi^{*}\mathscr{L} sur \Gamma .
\mathscr{H}=\alpha_{0}^{*}\mathscr{H}_{0}=\beta_{0}^{*}\mathscr{H}_{0} sur \Pi_{1}(\mathscr{H}_{0}) ,

\mathscr{H}_{\Gamma}=(h^{*}\Psi)^{*}\mathscr{H} sur h^{*}\Gamma et \mathscr{H}_{\Gamma}=\varphi^{*}(\mathscr{H}_{\Gamma})- sur h^{*}\Gamma- ,

\hat{\mathscr{H}} et \hat{\mathscr{H}\Gamma} les images directes de \mathscr{H} et \overline{\mathscr{H}_{\Gamma}} par q et Q sur
Hol (\mathscr{H}_{0}) et h^{\hat{*}}\Gamma

Alors toutes les fl\tilde{e}ches du tableau sont des applications feuillet\’ees.

(5. 7) REMARQUE

Puisque h^{\hat{*}}\Gamma est 1’espace topologique s\^epar\’e associ\’e \‘a h^{\overline{*}}\Gamma , l’applica-

tion Q induit un isomorphisme de l’espace des fonctions sur h^{\hat{*}}\Gamma sur

l’espace des fonctions sur h^{\overline{*}}\Gamma et done un isomorphisme de complexes
diff\’erentiels:

Q^{*}:
\Omega^{*}(h^{\hat{*}}\Gamma)arrow\Omega^{*}(h^{\overline{*}}\Gamma) .

Celui-ci est inversible et on note Q_{*} son inverse. De m\^eme q induit un
isomorphisme

q_{*}: \Omega^{*}[\Pi_{1}(\mathscr{H}_{0})]arrow\Omega^{*}[Ho1(\mathscr{H}_{0})] .

On arrive \‘a la d\’emonstration de (5.1) en deux \vec{e}tapes :

(5.8) LEMME. Soit \omega la forme symplectique de \Gamma La 2-forme
\eta=s^{*}Q_{*}\varphi^{*}H^{*}\omega\in\Omega^{*}[Hol(\mathscr{H}_{0})] est une forme ferm\’ee qui repr\’esente la

forme \hat{\mathscr{H}} -feuillet\’ee q_{*}h^{*}\sigma.

D\’emonstration. Puisque \omega est ferm\’ee, il en est bien sOr de m\^eme pour \eta

d’apr\‘es (5.7). Pour d\’eterminer la classe \overline{\eta} de \eta dans \Omega^{2}(\hat{\mathscr{H}}) , on remar-
que successivement que:
a) \overline{\omega}=\Psi^{*}\sigma dans \Omega^{2}(\mathscr{L}_{\Gamma}) puisque \Psi est un morphisme de Poisson (voir
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3.2) .

b) \overline{\varphi^{*}H^{*}\omega}=(h^{\overline{*}}\Psi)^{*}h^{*}\sigma dans \Omega^{2}(\overline{\mathscr{H}_{\Gamma}}) par commutativit\’e du diagramme
(5.6) ;

c) \overline{Q_{*}\varphi^{*}H^{*}\omega}=(h^{\hat{*}}\Psi)^{*}q_{*}h^{*}\sigma dans \Omega^{2}(\hat{\mathscr{H}\Gamma}) d’apr\‘es (5. 7).
La conclusion provient alors du fait que, puisque la section s est elle aussi
feuillet\^ee, on a:

s^{*}(h^{\hat{*}}\Psi)^{*}q_{*}h^{*}\sigma=q_{*}h^{*}\sigma . \blacksquare

(5.9) D\’emonstration du th\’eor\‘eme 5.1
La forme symplectique \mathscr{L}-feuillet\’ee \sigma sur \Pi_{1}(\mathscr{L}_{0}) \’etant d\’efinie par

\sigma=\alpha_{0}^{*}\sigma_{0}-\beta_{0}^{*}\sigma_{0} , la commutativit\’e de 5.6 donne 1’\’egalit\’e

(5.9. 1) : q_{*}h^{*}\sigma=(\alpha_{0}^{*}-\beta_{0}^{*})h_{0}^{*}\sigma_{0}\in\Omega^{2}(\hat{\mathscr{H}}) .

Par construction de Hol (\mathscr{H}_{0}) (voir (4.1)) l’application

\mathcal{A}:\Delta_{0}-\Delta_{0}\cross\Delta_{0}

(x, t)\mapsto((x, t) , (1, t))

est \tilde{a} valeurs dans Hol (\mathscr{H}_{0}) et d\’efinit une section feuillet\’ee de \alpha_{0} telle que:

(\beta\circ \mathcal{A})(\Delta_{0})=\{1\}\cross[0,1] , et done
(\beta\circ \mathcal{A})^{*}: \Omega^{2}(\mathscr{H}_{0})arrow\Omega^{2}(\mathscr{H}_{0})

est l’application nulle. Appliqu\^ee \‘a (5.9.1), il vient
\lambda^{*}q_{*}h^{*}\sigma=\mathcal{A}^{*}(\alpha_{0}^{*}-\beta_{0}^{*})h_{0}^{*}\sigma_{0}=h_{0}^{*}\sigma_{0}

et done \overline{\lambda^{*}\eta}=h_{0}^{*}\sigma_{0}\in\Omega^{2}(\mathscr{H}_{0}) , ce qui d\’emontre le th\’eor\‘eme puisque \eta est
ferm\’ee d’apr\‘es (5.8). \blacksquare

On aboutit au r\’esultat final annonc\’e:

(5. 10) THEOREME. Si (P_{0}, \Lambda_{0}) est int\’egrable, tout cycle \’evanouissant
coh\’erent h_{0} est symplectiquement trivial.

D\’emonstration. Comme on l’a remarqu\’e en 4.2, 1’espace total de Hol (\mathscr{H}_{0})

est contractile et done la 2-forme ferm\’ee \lambda^{*}\eta introduite en 5.9 est exacte,
\mathcal{A}^{*}\eta=d\chi , avec x\in\Omega 1[Ho1(\mathscr{H}_{0})] . D’apr\‘es le th\’eor\‘eme de Stokes, l’aire
A(h_{0}) de h_{0} est d\’efinie par

A(h_{0})(t)= \int_{D_{t}^{2}}\lambda^{*}\eta=\int_{\partial D_{t}^{2}}\chi pour t\in ]0,1 ] avec D_{t}^{2}=D^{2}\cross\{t\} ,

done se prolonge en une fonction diff\’erentiable sur [0, 1] : ce qui d\’emontre
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le th\’eor\‘eme. \blacksquare

(5. 11) Applications
En appliquant (5.10) aux exemples d\^ecrits en (4.5), on voit que
i) le feuilletage (\Delta_{0}, \mathscr{H}_{0}) peut \^etre aussi bien le support de structures

de Poisson int\^egrables que d’autres non int\’egrables;
ii) par contre si (P_{0}, \Lambda_{0}) est une structure de Poisson reguliere sur

une vari\’et\’e compacte de dimension 3 et si son feuilletage caract\’eristique
\mathscr{L}_{0} admet un cycle \’evanouissant non trivial, alors \Lambda_{0} n’est pas int\’egrable
(voir [LV_{2}] ), quand bien m\^eme les obstructions pr\’ec\’edemment introduites
en [D_{2}] et [AH] sont nulles puisque le feuilletage caract\’eristique est as-
ph\’erique. \blacksquare
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