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Résidus d’applications holomorphes entre variétés

El Hadji Cheikh Mbacké Diop
(Received March 17, 1999)

Abstract. Let f:V — W be a holomorpic map from a complex analytic n-dimensional
manifold V' onto a complex analytic g-dimensional manifold W. Assume that the singular
set . of f is not empty. Then the Chern classes c,—q4;[TV — f~1(TW)] of the virtual
bundle [TV — f~1(TW)] localize near X for i = 1,...,q. If £ is compact, then the residue
of cpn—gq4i[TV — f~1(TW)] is defined in the homology group Haq_2i(X). We compute
these residues under the assumptions that the singular fibres of f are locally isolated
complete intersections and the singular set ¥ is smooth. If ¢ = 1 and V is compact, a
formula due to Fulton compute the cohomology class [cn (V) — (cn—1(V) — f*c1(W))] ~
[V] using the so-called Milnor number. The main result is a generalization of this formula
for all codimension g. We deduce from it a generalization of the Riemann-Hurwitz formula,
and give examples for which the residues are not equal to zero.
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1. Introduction

Considérons une application holomorphe f : V — W d’une variété
analytique complexe V' de dimension complexe n sur une variété analytique
complexe W de dimension complexe g, (n > q). On désigne par TV et TW
les fibrés tangents holomorphes respectifs de V et W.

Supposons que V' soit compacte, que W ait pour dimension 1 et que les
singularités de f soient des points isolés pi,...,pr. Notons u, le nombre
de Milnor au point p, de I'hypersurface complexe f~1(f(py)). La formule

suivante est alors due & Fulton si f est algébrique et & dans le cas
holomorphe:

k
[en(V) = (en-1(V) — fra(W))] ~ V] = (=)D .
=1
Fulton ’a démontrée en interprétant py, comme I'indice de la section df
du fibré f~1(TW)®TYV et en appliquant le théoreme de Hopf. Le terme de
gauche dans 1’égalité précédente est en effet égal, au signe pres, & la nié™e
classe de Chern du fibré f~1{(TW) ® T*V.

1991 Mathematics Subject Classification : 5TR20, 57R30.



172 E.H.C.M. Diop

Si g > 1, le rang du fibré f~1(TW) ® T*V n’est plus égal & la dimen-
sion de V et on ne peut plus appliquer le théoreme de Hopf. Mais on peut
aussi remarquer que si q est égal & 1, cp(V) — cp—1(V) — frc1(W) est la
ni®me classe de Chern du fibré virtuel [TV — f~1(TW)] dans KU (V). La
généralisation de ce point de vue permet de définir des classes de cohomolo-
gie résiduelles en codimension g quelconque.

En effet si f est réguliere, les classes de Chern c¢;j(Tr) du fibré T'x
tangent au noyau de la différentielle de f sont égales & celles du fibré virtuel
[TV — f~Y(TW)] et s’annulent pour j > n — q.

Si f possede des singularités, c,—q+i[TV — f~1(TW)] garde un sens mais
n’est plus nécessairement nulle pour i > 1. On montre que ¢p—q;[TV —
f~YTW)] se localise prés du lieu singulier de f.

De fagon précise, nous montrons d’abord que cp—q+:[TV — f~H(TW))
admet un relévement naturel 2 _ il TV —f ~L(TW)] dans H*—24+2(V, V —
¥). Si ¥ est compact (cette hypothese est toujours vérifiée si V' est com-
pacte), on appellera résidu de cp—q+:[TV — f~}H(TW)] en T et I’ on notera
Res(cp—q+i, f) I'image de cg_q+i[TV — f~YTW)] dans Haq—2i(X) par la
dualité d’Alexander-Lefschetz.

Lorsque la variété V est compacte, 'image de Res(cp—g+i, f) par le
morphisme

Hyq—2i(8) = Hag—2:(V)

induite par linclusion 7 : ¥ — V de ¥ dans V est la classe d’homologie
en—gnilTV — f~H(TW)] ~ V]

Nous calculons ensuite ces résidus en supposant les singularités de f
non dégénérées. Le résultat obtenu permet d’établir, lorsque les variétés V'
et W sont compactes, des formules du type Riemann-Hurwitz (théoreme
2.4).

Des exemples explicites ou les résidus sont non nuls sont étudiés.

Je remercie le professeur Daniel Lehmann pour ses précieux conseils lors
de 1’élaboration de ce travail. Je remercie également les professeurs Jean
Paul Brasselet et Tatsuo Suwa de leurs nombreuses suggestions.

2. Enoncé des résultats

Dans toute la suite V et W désignent deux variétés analytiques com-
plexes de dimensions complexes respectives n et g, (n > gq), TV et TW sont
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les fibrés tangents holomorphes respectifs de V et W.

Soit f : V — W une application holomorphe de V sur W. On note
f71(TW) le fibré image réciproque de TW par f et dfy, : T,V — f~H(TW),
la différentielle de f au point x de V.

Supposons que P’ensemble singulier ¥ = {z € V : rang(df;) < q}
de f soit non vide et compact. Soit {3,}acr 'ensemble des composantes
connexes de X. Notons 7 le morphisme induit en homologie par ’inclusion
de ¥, dans V.

Soit F le feuilletage singulier défini par les fibres de f.

Théoréme 2.1 (existence de résidus) Pour tout i > 1, il existe une
classe d’homologie Resq(Cn—g+i, f) dans Haq—2i(X4,C) qui vérifie les pro-
priétés suivantes:
1. Resa(cn—q+i, f) ne dépend que du comportement de F au voisinage de
Ya;
2. s1V est compacte, alors

Py (cn-qiilTV = FTHTW)]) = > i2(Resa(enq+i, f))-
acl

On dira que Resq(cn—g+i, f) est le résidu de cp—qqi[TV — f~HTW)]
en Yy,

Il se pose le probleme de trouver une expression explicite de ces résidus.
Pour cela, on fera les hypotheses suivantes:

i) les fibres singulieres de f sont des intersections complétes locales
ayant des singularités isolées.

ii) X est compact et le rang de la différentielle de f en chaque point
de ¥ est g — 1.

L’hypothese i) implique que ¥ est une sous-variété analytique de V de
dimension ¢ — 1 et que le rang de df est ¢ — 1 en presque tout point de
¥ (voir [Lo]). Pour une application holomorphe g : V' — W générique,
I'ensemble ¥, = {z € V : rang(dg;) = r} est une sous-variété lisse de V
de codimension complexe (n — r)(q — r). On supposera que f vérifie cette
propriété. L hypothese ii) implique alors:

iii) X est une sous-variété lisse et compacte de V, de dimension q — 1.
Pour chaque «, posons:

Lo = f_l(TW) | Zoz/df(TV|EOz)°
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L, est un fibré quotient en droites complexes sur 3.
Soit fy la restriction de f & ¥. Le rang de d(fx) est ¢ — 1 en presque
tout point de ¥. Un point o de ¥ sera dit régulier si d(fx) est injective
en o.
Soient ¢ un point régulier de ¥4, (U, 21, ..., z,) une carte de V,o € U,
et (U,v1,...,v,) une carte de W, yo = f(o) € U, telles que:
1) Vm =1,....,n, zn(o) = 0et TNU = {p € U/z(p) = ---

zn(p) :Q}’
2) flU)CUetviof=u2z1,...,05-1°f = zg-1.
Soit 7, = {p € U/z1(p) = --- = z¢—1(p) = 0}. On note f, la restriction de

vgo f & 7,. Posons H = £, 1(v,(yo)):
e sin > q, H est une hypersurface de 7, ayant une singularité isolée en
o. On note p, son nombre de Milnor au point o;
e sin = q, H est réduit au point o et on appellera aussi nombre de
Milnor la valeur au point o du symbole résidu de Grothendieck

N
d(a—zq)
of

02

Ha =

<o

Lemme 2.2 Le nombre de Milnor u, ne dépend pas du choix du point
régulier o dans ¥, ni de la transversale 7.

Soit pq la constante donnée par le lemme 2.2. Si ’on désigne par
Pza . H2q_2i(2a) — Hgi_z(za)
la dualité de Poincaré sur ¥, on obtient:

Théoréme 2.3

Resa(Cn—geir /) = (~1)" " uaPs, (@)™ (La)).

Dans le cas particulier ou les variétés V et W ont la méme dimension,
T. Izawa a établi (voir [Iz]) une formule liant les nombres de Chern de V
et ceux de W lorsque le lieu singulier de f et les composantes irréductibles
de son image sont lisses. Une généralisation de la formule de Riemann-

Hurwitz due & J.P. Brasselet [Brl], et M.H. Schwartz donne le

lien entre les classes de Chern de V et celles de W lorsque tous les points
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de X sont réguliers. Plus généralement, en notant x(X) la caractéristique
d’Euler-Poincaré d’une variété X, on a le résultat suivant:

Théoréme 2.4 Si en plus des hypothéses du théoréme 2.3, les variété V
et W sont compactes et f est un revétement ramifié a d feuillets (n = q),
on a alors:

) X(V)—dx (W) = - pa /2 a1 [fHTW) | Sa — Lal;

i) (V) - ffa(W)) ~[V]
== Zﬂa ix(Ps, (Ci——l[f_l(TW) | Za = La]))-

On retrouve, lorsque tous les points de ¥ sont réguliers, des formules
équivalentes & celles données dans [Sc].

Corollaire 2.5 Si tous les points de ¥ sont régquliers, on a, sous les hy-
potheéses du théoréme précédent:

X(V) =dx(W) = =) " ptax(Za);

(@(V) = f(W) ~ V] = =) " tta ix(Pr, (cim1(Za)))-

Théoreme 2.6 Si V et W sont compactes et connezes et n > q, soit Y
une fibre générique de f. Sous les hypothéses du théoréme 2.3, on a:

i) X(V) = x(Dx(W) = (1)1, /E o1 [fHTW)|Sq — La).

Si de plus tous les points de ¥ sont réguliers, on a:

i) x(V) = x(T)x(W) = (=1)""" Y~ pax(Ta)-

Signalons un résultat de Yomdin [Yo] analogue au lemme 2.2 pour les
germes d’intersection compléte h : C* — CF & singularité isolée. Sa preuve
utilise des méthodes algébriques. La deuxiéme partie du théoréme 2.6 est
également énoncée dans son article.

Remarques 2.7 Supposons V' compacte. Pour i = ¢, on obtient par
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intégration, en appliquant le théoreme 2.2:

[TV — fHIw) ~ [Vl = (-1)" Zﬂa«cl)q_l(Qa)a [Za]) (E).

a€el

Si L, est un fibré trivial, Resq(cn—q+i, f) = 0 pour ¢ > 2 et seul le
résidu Resy(cn—q+1, f) peut étre non nul.

En particulier si ¢ = 1, ’hypothese iii) signifie que ¥ est un ensemble
fini {p1,...,pr} et la relation (E) se ramene a la formule de Fulton.

3. Rappels et Notations

3.1. Théorie de Chern-Weil pour les fibrés virtuels

Soient E et F deux fibré s vectoriels complexes de base V, de rangs
respectifs n et q. :

Considérons le fibré virtuel L = [E—F). Sic(E) = 14+c1(E)+- - -+cn(E)
(respectivement ¢(F) =1+ ¢1(F) + - - - + ¢4(F')) désigne la classe de Chern
totale de E (respectivement de F), la j%™¢ classe de Chern de L est le
coefficient de ¢/ dans le développement formel

n q -1
(1 + Z#ce(E)) (1 + Ztkck(F)) .
=1 k=1
Par exmple si ¢ = 1, alors:
ealTV = FHIW)] = (V) = cnt (V) fFer(W).
Sig=2:

[TV — fTHTW)] = cn(V) = en1 (V) frer(W)
+ cn—a(V) f* (] (W) — ca(W)),
cnt[TV — fTHTW)] = cn-1(V) — cna(V) f*er (W)
+ en2 (V) (cd(W) — c2(W)).

Une paire de connexions V= [V/, V"] sur L est la donnée d’une con-
nexion V'’ sur E et d’une connexion V" sur F.

Soit ¢; le i*™€ polynome symétrique homogene élémentaire. Il est bien
connu que ¢;(E) est la classe de cohomologie du cocycle ¢;(V'), image de ¢;
par le morphisme de Chern-Weil. La j**™¢ classe de Chern du fibré virtuel

L sera donc la classe de cohomologie du coefficient cj(%) de ¢/ dans le
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développement formel

n q -1
(1 + Z te(:g(V')> (1 + Z tkck(V”)> .
=1

k=1
Le cocycle cj(%) s’écrira:
. J
ci(V) =) clV') Aj—e (e1(V"),- ., cq(V")
=0
¥;_¢ étant un polynéme de degré j — £ en cy,...,cq.
Soient %0: Vs, Vial, - -, %kz [V, Vi] k + 1 paires de connexions sur

L. Considérons l’application 7 : V x RF*! — V définie par m(z,t) = z.

On munit le fibré virtuel [7*(E) — 7*(F)] de la paire V= [toVy + - +
t V', tOV{)’ + -+ th’,é ], avec t = (to, .. ,tk).

Soit A* le k-simplexe standard de R**t1. On note 7, I'intégration le
long des fibres de 7|V x AF et [g] la partie entiere de -’5—

On définit une forme différentielle sur V' en posant:

¢i(Vo,- ., Vi) = (=) Elm, (c;(V)).

Rappelons que si AF désigne le bord de A*, o : 9AF — A Pinclusion et
d l'opérateur de différentiation extérieure, on a la relation:

meod + (=1)¥ 1 dom, = 7204,

79 étant I'intégration le long des fibres de 7|V x OAF. De cette relation et
de la formule de Stokes, on déduit 1’égalité

[ ] k [ ] ] [ ]
de(VO,... Z c_] VO)"-’Vm——-:l)Vm—’rl)"'?v,C)'
m=0
Remarquons que si F est le fibré vectoriel de rang 0, alors c; (\.70, ey %k)

coincide avec la différence itérée de Bott ¢i(Vo, ..., Vi); celle-ci vérifie
la relation

k
de(Vo,... Z C] Vo,...,Vm_1,vm+1,...,vk).

m=0
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3.2. Intégration sur le complexe de Mayer-Vietoris

Les travaux de D. Lehmann [Lel] et seront la référence essentielle
pour cette section.

Soit M une variété C*° de dimension n, et soit ¥ une partie fermée de
M. Soit U = (Uy,U;) un recouvrement ouvert de M, o Uy = M — X et U;
est un voisinage de ¥ qui se rétracte par déformation sur .

Si U est un ouvert de M, on note AP(U) I'espace des p-formes différ-
entielles C* sur U a valeurs dans C, A le produit extérieur. On pose Up; =
UoNUj et AP(U) = AP(U()) @D Ap(Ul) &5 Ap_l(U()l).

Le complexe de Mayer-Vietoris (A(U), D) associé au recouvrement U
est I’espace vectoriel gradué A(U), muni de la différentielle

D: AP(U) — APTHU)
(a, B,€) — D(a, B,€) = (da, dB, B — a — de)
et de la multiplication
—: AP(U) x AT(U) — APTIU)
(o, B,¢), (,0,€")) = (and, BAB, e NB + (1)@ A g').
La cohomologie de ce complexe, notée H* (A(U)), est la cohomologie de
Cech-de Rham associé au recouvrement . On montre (voir [BT]) que
'injection
L AP(M) — AP(U)
o — (a|U0, Oz|U1, O)
induit, d’apres un théoreme de A.Weil, un isomorphisme en cohomologie

HY (M, C) L HP (AU)).

Cet isomorphisme permet d’identifier les groupes de cohomologie
H (M, C) et HP (AW)).
Soit AP(U, Up) le noyau de la projection

AP(U) — AP(Uyp).
Puisqu’on a une suite exacte
0— AP(U,Uy) — AP(U) — AP(Up) — O,

la cohomologie du complexe A*(U, Up) est isomorphe & H*(M, Up).
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Supposons que M soit compacte, connexe et orientée. Soit 7 une sous-
variété compacte a bord de M, de dimension n et de bord 07T telle que
Y CT CU; et 3T NXE = 0. D’apres [Lel] et [Le2], I'intégration

/M : A"(M) - C

s’étend a A™(U) en posant:

/M(a’ﬂ7€) N /M—’Z?'a—i_/fﬁ— /8'1'6.

Si o est un élément de A™(U) tel que Do = 0, f,, 0 ne dépend pas du
choix de 7T; de plus si 0 = D7, 7 € A" }(Y4), alors Ji;0 =0. Ainsi on a un
isomorphisme

/ . H™ (A(U)) — C.
M
L’application
AP(U) x A"P(U) - C
(o,7) — / o~ T
M

induit la dualité de Poincaré
Par : HY (M, C) = HP (AU)) S (H™ P (AWU)))* = Hap(M, ).

Si [o] € HP (A(U)), Parr([o]) est la classe du cycle C défini par [,,0 —
T = [, 4T pour tout 7 € A" P(U) vérifiant DT = 0, C étant transverse &
0T et 1 désigne l'inclusion de C dans M.

Si on suppose seulement ¥ compacte, M ne I’étant pas nécessairement,

on peut trouver une sous-variété 7 compacte de M, a bord, de dimension
n et de bord 07 telleque X C T C Uy et 3T N X = 0.

Sia = (0, Qg, Oz01) € A"(Ll, Uo), l'intégrale

M T oT

est bien définie.
Soit a = (0, ag, ap1) € AP(U,Up) et soit B = (6o, B, Bo1) € A" P(U).
L’élément o — 3 = (0, a1 A B1, ap1 A B1) de A™(U,Up) ne dépend ni de Gy
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ni de Bp1. On peut donc définir une application bilinéaire
A”(L{,Uo) X An_p(Ul) — C
((0, ao, a01), B1) — / ar A B — / o1 A P
T oT

Puisque U; se rétracte par déformation sur ¥, le groupe d’homologie
H,,_p(%) est isomorphe & H (Hom (A""P(U;), C)) et la dualité d’Alexander-
Lefschetz

HP(M,M - 3;C) — H,_p(%,C)
est induite par le morphisme

AP(U,Up) — Hom (A™P(Uh), C)

(0, ag, ap1) — (,81_’/]—&1/\/61—/87_0401/\,61>-

4. Théoréme d’annulation

Soit f : V — W une application holomorphe. Supposons que pour tout
point x de V, la différentielle de f en x soit surjective. Les composantes
connexes des fibres de f définissent alors sur V' un feuilletage holomorphe
F de dimension n — q. Notons T le fibré tangent a ce feuilletage. On a
une suite exacte

0-Tr 5TV Y Y (TW) =0 (1),

ou ¢ désigne l'inclusion de T'r dans T'V'.

Soit VW une connexion sur f~1(TW) et V¥ une connexion sur 7. On
peut construire une connexion Vg sur TV telle que la famille (V7, Vo, V)
soit compatible avec (1), c’est-a-dire vérifie les relations

1oV =Vgou, dfoVo=VWodf.

En effet soit ) un sous-fibré de TV telle que TV = T'r & Q; la restriction
de df & Q réalise un isomorphisme de @ sur f~!(TW). Considérons sur
Q la connexion V? = (df|Q)~' o VW o (df|Q). Etant donnée une connexion
quelconque VF sur T, soit Vo = VF@VQ. Le triple (V7/, Vo, VW) satisfait
les relations ci-dessus. .

On munit le fibré virtuel [TV — f~1(TW)] de la paire Vo= [Vo, V"]
En utilisant un raisonnement analogue a celui de [B — B], il est facile de
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voir que la compatibilité du triple (V7, Vo, V) avec la suite exacte (1)

[ ]
implique que les éléments c;(Vo) et ¢c;(V”) sont égaux. Puisque T est de
rang n — ¢, on a donc le:

Théoréme 4.1 (théoreme d’annulation) Pour toutj >n—q+1, on a:
¢j(Vo) = 0.

Soit ((V7,Ve, VYY) r—o...., une famille de triples compatibles avec la

[ ]
suite exacte (1). Posons V= [Vy, V}V]. La proposition suivante généralise
le théoreme 4.1.

Proposition 4.2 Pour tout j >n—q+1, on a:

Cj(Vg, ey Vk) = 0.

Démonstration Considérons les fibrés Tr x RFtL TV x RFtL et
FUTW) x RF¥*! de base V x RFTL. On a une suite exacte

LX 1]Rk+1
—

TV x RFF!
FHTW) xRF =0 (2).

0 — Tr X Rk+1
df x1gk+1
—

Le triple (VF,V, VW) on VF =tV +- -+ 4V, V =1Vo+ -+, Vy
et VW =,V + -+, V]V, est compatible avec (2). Par suite on a, en

posant V= [V, VW], ¢;(VF) = ¢;(V). Dot ¢;(V) =0si j >n—q+1,ce

qui entraine que ¢;(Vo,. .., %k) = m,(c;(V)) = 0.

5. Preuve du théoréme d’existence de résidus

Considérons maintenant une application holomorphe f : V — W ayant
des singularités. Le lieu singulier de f est ’ensemble ¥ = {z € V :

rang(df;) < q—1}.

Supposons que Y soit compact. Cette hypothése est évidemment
toujours vérifiée si la variété V est elle méme compacte. Soit {34 }aer
I’ensemble des composantes connexes de X.

Considérons un recouvrement ouvert U = (Up, Uy )acr de V' qui vérifie
les conditions suivantes:
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) U=V -1,
ii) pour chaque a € I, U, est un voisinage de X, qui se rétracte par
déformation sur X,
iii) sia€letBel, UsNUsg=0sia#p.

On va exprimer les classes de Chern c,—q4i[TV — f~1(TW)] dans le
complexe de Cech - de Rham associé au recouvrement .

Notons T'r, le fibré holomorphe tangent au feuilletage défini par la re-
striction de f a Up; on a une suite exacte

0—Tr S TVIU L F-1TW) | Us 0 (3).

Soit VW une connexion fixée sur f~1(TW) et soit V*° une connexion
sur T'Fy. Considérons une connexion Vg sur TV |Uj telle que le triple
(VF0, Vo, VW) soit compatible avec (3); sur [TV — f~Y(TW)] | Up, on
consideére la paire Vo= Vo, VW].

Soit V, une connexion sur TV |U,. On munit [TV — f~Y(TW)] | U, de
la paire 601: [Va, VY.

Soit 4 > 1. D’apres le théoréme 4.1., on a: cn_q+i(\.70) = (. L’élément

(0, cn_q+i(§.7a), Cn_q_}_i(%o, %a))ael est donc un cocycle de A2n—24+2i(14).

D (Oa Cn—q—}-i(Va), Cn—q-{-i(VOa Va))ael = 0.

[ ] [ ] [ ]

L’égalité précédente implique que (0,cn—q+i(Va), cn-g+i(V0, Va))ger
est aussi un cocycle du complexe A?"~29+2:(1f U).
Proposition 5.1 La classe de cohomologie relative de (0,cp—q+i(Va),
Cn—q+i(Vo, Va))ael ne dépend pas du choiz des connezions VW,V et V.
Démonstration  Soient V', V| et V/ d’autres connexions sur
fHTW), TV|Uy et TV|U, respectivement, telles que df o Vi = V'V o df.
Considérons les paires Vi = [V}, VW] et V.= [V/,V'W]; on a:

Cn_fl+i( 6’ v/a) - Cn—Q+i(V07 vOt)

= n—q+i(Vas Vo) = en—q+i(Vo, Vo)
- dcn—q+i(v65 Vas V;) - an—q—{-i(V{)a Vo, VQ)u
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° [ )
La proposition 4.2 entraine que ¢n—q+i(Vo, V) = 0. D’ou:

(0, Cn—q+i(vix)a Cn—q+i( 0:Va)) — (0, ¢n—q+i(Va), en—q+i(Vo, Va))

= (0, dcn—q+i (Vaa V,Ct)i Cn—q—{—i(Vaa V:)) - dcn—q+i(v67 Va, v:))
- dcn—q+i(v6, VOa Va))

On remarque que le dernier terme de 1’égalité précédente n’est rien d’autre
que

D(0,cng4i(Va, V), enqti(Vo Va, Vi) + engri(Vo, Vo, Va) )

ce qui ache-ve la démonstration.
On voit, en utilisant 'isomorphisme

Hp (v, 0) £ B 242 (A)),

que la classe de cohomologie relative de (0, cn_q+i(€7a), cn_qﬂ-(éo, %a)) acl
est un relevement naturel de cp—q4i[TV — f~1(TW)] dans H*"~ 224V, V —
¥). Cet élément de H?"~24+2 (Y V — %) sera appelé classe de cohomologie
résiduelle. Son image dans Hy,_2;(X) par la dualité d’Alexander-Lefschetz
sera notée Res(cp—g+i, f). On notera Resq(cn—q+4, f) la composante de
Res(cn—g+i, f) suivant X,.

Si 7, est une sous-variété compacte a bord de V, de dimension n et de
bord 07, telle que £, C T, C U, et 0T, N Xy = O, alors Resq(cr—q+i, f)
est I’élément de Hay_2;(X,) défini par le morphisme

[w] - / Cn—q—l—i(Voe) ANw — / Cn—q+i(v07 VQ) ANw
Ta 0T,

de H?9%(U,) dans C. Puisque (Oacn—q—}-z'(%a)acn—q—i—i(%O,%a))aE] est un
cocycle, 'intégrale ci-dessus ne dépend pas du choix de 7,, comme on I’a
vu en 3.2.

Si V est compacte, soit (wo,wa,wos) un cocycle de A29-%(Y).

[ [ [
L’intégrale [i,(0, cn-g+i(Va), cn—q+i(V0, Va))pes = (Wo,wa,woa) est alors
égale a la somme ) Resq(crn—q+i, f)([wa))-
Le théoréme 2.1 est donc démontré.
La section suivante est consacrée a la mise en place des outils utilisés
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dans la démonstration des autres résultats.

6. Construction de connexions adaptées

Munissons V' d’une métrique g; on note ¢ la distance définie par g sur
V.

Soit ¥, une composante connexe de ¥. Etant donné un réel p assez
petit, soit Uy = {z € V/§(z,X,) < p} un voisinage tubulaire de ¥,. On
désigne par p ’application de projection orthogonale p : U, — ¥, de U,
sur X,. Puisque p est une rétraction par déformation de U, sur X, il existe
un isomorphisme

£:TV|Uy — p HTV|Z)

dont la restriction a TV|Z, est I'identité.

D’apres les hypotheses, le noyau de la restriction de df a TV |Z, est un
sous-fibré K, de TV|%, de rang n — q + 1. Soit H, un supplémentaire de
K, dans TV|%L,.

Considérons la décomposition TV|U, = H @ K, ou 'on a posé K =
¢ (p7H(Ky)) et H=¢1 (p~'(Ha)). La preuve du théoréme 2.3 utilise le
lemme clé suivant:

Lemme 6.1 Sip est assez petit, il existe des connexions VWV, V¥ V¥,
Va, Vo qui vérifient les propriétés suivantes:

1. VW et V¥ sont des connezions sur f~H(TW) et f~Y(TW) | 4 re-
spectivement, telles que c;(VV) | Uy = p* (¢;(VY)) pour tout entier
J20;

2. V, est une connexion sur TV|U, qui préserve le sous-fibré H, et telle
que cx(Vq) soit une forme différentielle p-projetable pour tout k;

3. Vo est une connexion sur TV|Uy telle que:

i) dfoVo=VWodf,
i) Vs = Vs pour toute section s de H au-dessus de Uy N U,,.

Rappelons qu’une m-forme différentielle est dite p-projetable s’il est de
la forme p* A, avec A € A™(%,).

Démonstration du lemme 6.1

1. Soit = la restriction de df a H. Puisque 7 est injective au-dessus de
Y4, il existe un voisinage U}, de ¥, tel que v reste injective (de rang ¢ — 1)
sur U!. En choisissant p assez petit, on peut supposer qu'on a U, = U,. Le
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fibré y(H) est un sous-fibré de f~1(TW) | U,(de rang q — 1), qu’on notera
Fl.

Puisque p est une rétraction par déformation, il existe un isomorphisme
- F -1 Fl
w11 —p ( E)a

ou Fg = F!' | T, = df(TV|Za).
Soit F? un supplémentaire de F' dans f~1(TW) | U,. 1l existe aussi
un isomorphisme

w3 F2 - p—l(F%)9

avec FZ = F? | 5,.

Soit V3, (respectivement V%) une connexion sur F (respectivement sur
FZ). On munit respectivement les fibrés F'! et F2 des connexions V¥ b=
wl"l(p*Vlz) et VI = wgl(p*V%). En posant VY = VE @ VF et v =
Vi & V%, il est facile de voir qu'on a: ¢j(VY) = p*(c;(VY)), pour tout
entier j. De plus on peut construire une connexion V¥ sur f “1(TW) qui
coincide avec VY au voisinage de X,.

2. Sur H, on considére la connexion V¥ = 4~ 1(VF 1). Les courbures
de VF' et de VH sont égales, car 7 est un isomorphisme; par suite on a:
ck(VH) = p*(ck(VL)) pour tout entier k.

Soit V&= une connexion sur Ks; on pose VK = £-1(p*VEs), La
connexion V, définie sur TV |U, par V, = VH @ VX gatisfait la condition
2.

3. Posons Uy, = Up N Ugy. Soit Q un sous-fibré en droites de TV |Upq
tel que TV |Upq = T'r, ®HDQ. Choisissant Q) de fagon que son image par df
soit égale & F2|Upq, on le munit de la connexion V' = (df|Q)~(VF*). Etant
donnée une connexion quelconque V70 sur T Fo, I'élément V§ = VvHevig
V' vérifie la propriété 3. Maintenant en utilisant une partition de I'unité, on
peut construire une connexion Vg qui coincide avec V§ sur un voisinage U”
de X,. Quitte a choisir de nouveau p suffisamment petit, on peut supposer
que U” est égal a U,.

Dans la suite, on se restreindra & ’ouvert U,; Vo, Vo, V¥ désigneront,
sauf mention du contraire, des connexions données par le lemme 6.1. On
note V(If et Vf les connexions induites sur K respectivement par Vg et V.
Soit V# la connexion induite par V, sur le sous-fibré H.

On peut faire les remarques suivantes:
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i) comme TV|U,=H®K, f1 (TW) | Uy = F1 @ F?, le fait que H
est isomorphe 3 F' entralne que [TV — f YTW)] | Uy = [K — FZ;

ii) en posant V = [VE VF’] et VK [VE,VF?], on obtient les re-
lations suivantes, qui découlent immédiatement de la construction des con-
nexions Ve, Vo et VV:

¢i(Va) = ¢;(VE) (1),
(Vo) = o (VE) (2),
(Y0, V) = (VI VE) (3).
Soit w € A?277%(%,) telle que dw = 0. On pose u = p*(w).

Lemme 6.2 Pour i > 1, on a:
[ ]

1. cngri(VEYAu=0;
[ ] [ ]
2. Cogri(VE, VE) Au = (<1)7 15 (¢ (VE) Aw) A nogin (VE, VE).
Démonstration du lemme 6.2. La premiere assertion du lemme est
[ ]

évidente; elle découle du fait que la 2n-forme cy,—1i(VE) Au est p-projetable
sur Y.

Pour prouver la deuxiéme partie du lemme, on observe que:

V.K V.K . 1+01(VK,V§)+"'+Cn—q+1(v(}){’vé{)
Cn—q+i( 0> a) — 1+61(VF2)

= Y (Ve VE)L (V).

k+l=n—q+i

n—qg+1t

Puisque ¢;(VF") = p*c1(VZ), on a:
[ ] [ ]

cn—q+i(V5, V&) Au

= Y PR Aw) A (T, VE),
k+l=n—q+i

Dans cette somme, seul le terme (—1)' 1 p* (i1 (VE) Aw) Acn_ 11 (VE, VE)
peut étre non nul. En effet:
o sik>n—q+1, cx(VE,VE) est alors nul car le fibré K est de rang
n—q+1.
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o sik<n—g+1, cf(VZ)Aw est une forme différentielle dont le degré est
strictement supérieur & la dimension réelle de ¥, et est par conséquent
nulle. D’ou le résultat.

Pour ¢ = 1, la deuxiéme assertion du lemme 6.2 s’écrit:

Cn—q+1(v(§<, vfx{) Au=p*wA Cn—q+1(vé{, Vf)

En tenant compte des relations (1), (2) et (3) ci-dessus, on peut alors refor-
muler le lemme 6.2 de la maniére suivante:
Lemme 6.2 Pouri>1, on a:

1. cn—g+i(Va) ANu=0;

2. cn—g+i(Vo, Vo) Au= (=1)"1p*( 7 (VE) Aw) A cnegs1(Vo, Va)-

7. Démonstration du lemme 2.2

Soit 7 tel que 0 < r < p. L’ensemble T, = {z € V/§(z,%,) < r}
est une sous-variété compacte de U,, de dimension réelle 2n et de bord
0Ty = {x € V/6(x,%,) = r}. Pour chaque t € £, on pose F; = p~1(t)NT,
et OF; = p~1(t) N 07T,.

Désignons par p, (respectivement p?) I’opérateur d’intégration le long
des fibres de p|7, (respectivement p|97,).

Considérons la fonction u(t) = p*(cn_qH(%a))(t) — pf(cn_q+1(€70,
Va))(t). On a:

)= [ eoqn@a) = [ engir(Fo, V)

Proposition 7.1 u est une fonction constante sur ¥,.

Démonstration Puisque ¢,_q41(Vy) est une forme différentielle p-
projetable, on a:

Pr(Cn-gi1(Va))(t) = /F engs1(Wa) = 0.

D’autre part, la variété 07, étant sans bord, on a, d’apres les propriétés de
I'intégration le long des fibres rappelées au chapitre I,

d(p2cn_q11(Vo, Va)) = —p2(den—g+1(Vo, Va))-
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[ ) [ ] [ ] [ ]
Mais dcp—q+1(Vo, Vo) = cn—g+1(Va) — cn—q+1(Vo). Par le méme argu-
ment que ci-dessus, on a p? (en-q+1(Va)) = 0; de plus ch—g+1(Vo) est nulle
(théoréme d’annulation 4.1).
Finalement on a:

dp = “d(pfcn—q+1(vo’ Va)) =0,

d’ol1 la fonction p prend une valeur constante p, sur 2.

Soit ¢ un point régulier de X, fixé une fois pour toutes. Considérons
une carte (U, z1,...,2,) de V,0 € U et une carte (U,v1,...,v,) de W,yo =
f(o) € U telles que:

i) Vm=1,...,n,2m(0) =0et ZoNU = {p € U/zg(p) = -+ = za(p) =
0},
i) flU)CUetviof=z1,...,094-1°f = 2g-1.

Soit 7, = {p € U/z1(p) = -+ = 2zg—1(p) = 0}. On note f, la re-
striction de vgo f & 7,. On va montrer que la constante p, donnée par la
proposition 7.1 est, au signe pres, le nombre de Milnor de I’hypersurface
H = f; 1 (ve(yo)) au point o.

Remarquons d’abord que si les ouverts U, et U sont assez petits, on
peut choisir la métrique g de sorte que la fibre p~!(o) coincide avec la
transversale 7,. Dans ces conditions on a:

Ha = / Cn—q+1(Va) _/ Cn—q+1(V0,Va)
o O0F,
= [ Ouengir(Fadsengr (P, Vo))

Soit VU la connexion sur TW|U définie par V[—Ja—% =0pourj=1,...,q
et soit VW = f*VU le pull-back de VU sur f~1(TW)|U.

Soit E le sous-fibré de TV |U engendré par {—a%, ey —‘Z;} Le noyau de
la différentiel-le de f|U étant contenu dans E, il existe une connexion Vj
sur TV|(U — £,) qui satisfait les conditions suivantes:

a) VB;% =0pouri=1,...,q—1,
b) dfoV) =V'Wodf
c) Vj préserve le sous-fibré E.

On munit TV|U de la connexion Vy triviale relativement a la base de

sections locales {5%, e 3—‘2—— .
n
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Considérons les paires V= [Vg, V'] et Y.7U: [Vu, V'W]. Les cocycles

(0, cn—g+1(Va)s en—q+1(Vo, Va))|U et (0, crn—g+1(VU), en—g+1(Vg, V7)) sont
cohomologues; par suite les intégrales

I = / (0, Cn—q+1(Va)acn—q+1(V0,Va))

et

j / (0, en—gs1(V0), Cnega1 (Vh, V1))

sont égales.

Maintenant I’application f, : 7, — C définit le résidu Res,(cp—q+1, fs)-
On peut calculer ce résidu en utisant les connexions V7 et V§ induites
respectivement par Vy et Vi sur T7, et T, | (1, — {0}). Soit VT la
connexion triviale sur le fibré holomorphe T'C tangent a C.

Posons V7= [Ve, fav©, Vo= VS, fxv©].

Soit F' le sous-fibré de TW|U engendré par 6%. En utilisant le fait que
les connexions V{ et Vi préservent le fibré T'7, et que df (T'7,) est contenue
dans f~1F, on obtient:

cn-g+1(V?) = j*cn—g+1(Vu),

Cn—q—H(vga va)) = J*Cn—q+1(v6a VU)

Dans les relations précédentes, 7* désigne le morphisme induit en cohomolo-
gie par l'inclusion j de 7, dans U. D’ou:

/ (0, cgs1 (YD), Cneqi1 (VW)

N / (0, cn—g+1(V7), Cn—q+1(V5, V7))
= ReSg(Cn—q+l’ fG')'

Le calcul de ce résidu se ramene, via les coordonnées locales, a celui
du résidu d’ une fonction holomorphe h : C*~9*t! — C ayant une singu-
larité isolée en 0. Le lemme suivant montre que Res,(ch—q+1, f5) €st égal a

(_1)n—q+1ua.
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Lemme 7.2 Soit h : C™ — C une fonction holomorphe, h(0) = 0, qui
possede une singularité isolée en 0. Si l’on note g le nombre de Milnor en
0 de Uhypersurface h=1(0), alors: Reso(cm, h) = (—1)"uo-

1

Démonstration’ On désigne respectivement par (zy,..., 2,) et = les co-

ordonnées canoniques sur C™ et C. Soit V; (respectivement V) la connex-
ion sur TC™ (respectivement T'C) définie par Vla%i =0pouri=1,...,m
(respectivement Vag = 0). On pose V¢ = h*V.

Soit Vo une connexmn sur T(C™ — {0}) telle que dhoVy = VC¢odh.
Si on pose Vo— [VO,VC] Vl— [V1, V€], alors on a: Reso(cm, h) = — [gcm

Vo, V1 ouS=1{z: 2 1 4 22 (2)|? = me?) est orientée par la
azm
normale sortante.

Considérons le recouvrement ouvert Y’ = (U");=1 . m de C™ — {0} ou
= {z: g( z) # 0}. Pour chaque i, on munit TC™ | U ¢ de la connexion
()

V® domnée par: VO5% = —ml=gl, j = 1,...,m. Ona: dhoV® =
Veodh.

2

o (2) .
Notant V = [V®), V¢, on a les propriétés suivantes:
° ° (11) [ ('Llc)

1): cm(Vo,V(“),...,V(ik)) = cn(Vo,V ,...,V ) = 0 pour tout en-
tier k;
. . o (11) o (i)
2): (V). V&) =¢,(V ,...,V ) =0 pour tout entier k;
. , o o (i1) o (ir) )
3): en(V, V@) VY = (Vi,V ,...,V )=0,sil<m;
e (1) o (m)
4): ep(V, VD . V™)) = (V,V ,...,V
V= Ivm (azl)/\ Nd( 22 )
= ()"
le ‘Ozm

On utilisera la méthode de [Le3]. Considérons 'élément 7 de A*™~2(lf)
défini par:

Tig... ix = (—1)[%]0m(V07 vla v(iO)’ ceey V(Zk))

Puisque les éléments ¢, (V1, V) et ¢ (Vo, V) sont nuls, on a:

11’idée de cette démonstration est due & Lehmann et Suwa.
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(D7); = dem(Vo, Vi, VD)
= ¢m(V0, V1) + em(V1, VD) = ¢ (Vo, VD)
= Cm(VO,vl).

k

(~DFdriy... i, = (-1 ey (Vo, V1, V0, 9y
k
= (~)FN (1) en(Vo, Vi, V00, ) gl
v=0

+en(V1, VO WY _ (W, W) iR,

-1

Des égalités (—1)[_2—] + (—1)[53—1] = 0 et cn(Vo, V@), ... VK = 0, il
résulte:

k

(D7i... i = (~1)** ) (en(71, V), . w0))
- Cm<v07 V(io), . V(zk)))
= (=1)k+[3] em(V1, V0 ey,
D’apres 2), Iélément ¢, (V1, V), .., V() est nul si k < m — 1. Finale-
ment on a:
(D7); = em(Vo, V1)
(D7)ig... 5, =0 si k<m—1
(D). m = (=D)E] e (v1, VO, .. w0m),

Les traces §); des ouverts U® sur S forment un recouvrement de S.
On définit un systéeme d’alvéoles (Ri)izl,,,,,m adapté a ce recouvrement en
posant R = {z € Q; : lg—g (z) > |g—2 (2) si i # j}. Notons R lintersection

des R'. En utilisant le principe d’intégration sur le complexe de Cech-de
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Rham, on obtient:

/DT = Z/ Cm v07V1 [ ]/Cm Vla aav(m))
S

1=

Il
o

On en déduit:
ReSO(Cmvf) = _Acm(VOavl)
= —/Cm(VO,V1)
S
= (_1)[%]/ em(Vy, VL. V™)
R

= (-2 (_H)’”/ Ag) A M)
T oh Ok :
27 R 3—z1 C Dam
Si I'on considere le m-cycle I' = {(z1, .. zm) e Cm: Ig—| |532Lm| —
€}, orienté de fagon que la forme d(arg 821) - A d(arg zm) soit positive,

on a alors I' = (——1)[%]R. Par suite on a:

m oh Oh
Reso(cm, f) = ( —— d(gzr) N N dlg,)
O\ 7 2my/—1 r g_h“.a@h
Z1 Zm

= (=1)" po-

8. Démonstration du théoréme 2.3

Soit w € A297%(X%,,) telle que dw = 0. En posant u = p*(w), on obtient:

Resa(cngri Nl = | enogus(Va) A

[0

- / Cn—q+i(Vo, Va) ANu
97,

D’aprés le lemme 6.2/, Cn_q+i(%a) A u est nulle. De plus,

Cn~q+i(V0a Vo) Nu = (_1)z ! *( 1(V )Aw) A cn- q+1(V0’ Va)
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Il en résulte que:
Resa(cn—q+ia f)[u]

— (_]_)7’ AT p*(Ci_l(vz}:) A (4.)) A Cn—q+1(v07 VOL)

= (1 [ VR A A plengia (Vo Vo).
Puisque [ cn_q+1(€7a) est nulle, il vient:

P2 (cn—q+1(Vo, Va))

Cn— q—{—l(VO, Va)

OF,
( Cn—q+1 Va) _/ Cn—-q—l—l(VOaVa))-
OF,

De la démonstration du lemme 2.2, on déduit que
L

pf?(cn——q—}—l(VOa Va)) = (“l)n_quaa

d’ou:
Resa(cnqsis £)[u] = (—1)" 7, / (V) Aw
Yo

Comme tout cocycle de A29-%(U,) est cohomologue & un élément de
la forme p*(w), il résulte de cette égalité que:

Resa(Cng+i, f) = (=1)" "1 uo Py, (¢ (FR)).

Le fibré F% étant par constuction isomorphe au fibré £, normal a
df (TV|24), le théoreme 2.3 est donc démontré.

Le probléme de trouver une expression explicite du résidu Res(cp—q+4, f)
reste ouvert si le lieu singulier > de 'application holomorphe f n’est pas
lisse.

9. Démonstration des autres résultats

Posons ¢; = [TV — f~YTW)], ¢ = ¢;(V), ¢! = f*e;(W ) De la
relation ¢(TV) = c[TV — f~Y{(TW)]c(f~H(TW)), on dedult que: ¢, = c¢n +

" 7 " "
Cn—1C] + Cp—2Cy + -+ - + Cn—q+1C5—1 + Cn—qCq-
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Maintenant dans ’expression ¢, ch,
nul pour des raisons de dimension. D’ou

seul le terme ¢}, _ —qCq " peut étre non

/ / / /! /!
Cp, — Cp ch = Cp + Cpn—1€] +Cp—2Cy + -+ Cp—g4+1C4_1-

Par intégration on obtient:

— Z (Resa(cn, f) + Resa(cn—1, f)(c])

+ Resa(cn——Za f)(C,Q,) +o ReSa(Cn—q+1a f)(d,'q)) (*)
En appliquant le théoreme 2.3, on obtient:
Resa(cn—q-i—ia f)(cg—z)
= 0" [ @) ) el 7 TW))

t* étant le morphisme induit en cohomologie par I'inclusion de X, dans V.
Par conséquent, la composante suivant a du terme de droite dans 1’égalité
(%) est égale a:

nwx/"zj 1)L (La) = il £THTW)[Sa).

azl

On voit que la somme dans cette intégrale est égale & cg—1[f 1 (TW)|Zq —
ol
Si f est un revétement ramifié a d feuillets (n = q), le terme de droite
dans (x) est alors égal a:

—Z“a/ 1 [fTHTW) | B4 — La)-

D’autre part, on a:
W)= [ dgdy =xv) = [ frew
| \%
(V) — dx(W)

ce qui prouve i).
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ii) De la relation c¢(TV) = [TV — f~YTW)]c(f~1(TW)), on déduit
que:

cg — cg’ =i + c@-_1c/1/ + Ci——20/2, +oe Tt Clcg’-l'
Si w est une 2n — 2¢ forme fermée, on a donc:
Pv(ci(V) = frei(W))[w]
= Res(c;, f)[w] + Res(ci—1, f)(f*er (W) — [w])
+ -+ Res(c1, f)(frcio1(W) — [w])
D’otl, en posant on = Py (c;(V) — f*¢;(W)), on obtient:

on([w])

=3 o / S (1Y (La) < (e (FTHTW)) — ).
o Yo 1=1

= —Zﬂa /Ea cio1[fTHTW) | Sa — Lao] — [i*w].

ii) en résulte.

Le corollaire 2.5 découle du fait que, si tous les points de ¥ sont
réguliers, on a une suite exacte

0TS L FYTW) | Za — Lo — 0.

Les classes de Chern ¢;[f"1/(TW) | £, — La] et ¢;(TE,) sont donc égales.

Supposons maintenant n > ¢, V et W compactes et connexes. Posons
S=f(Z),Wo=W-—-S8etVy=V— f-1(S). L'ouvert Wy est connexe
et dense dans W. Soit fj la restriction de f & V. Puisque les fibres de fj
sont compactes, cette application est, d’apres un théoréme de C. Ehresmann
[EL], une fibration (différentiable) localement triviale.

Notons fo, 'intégration le long des fibres de fy. Soit V,, une connexion

sur TW; posons VW = f*V,,. Considérons sur TV une connexion V qui,
loin de X, vérifie la propriété df oV = VW odf. On a:

| en-aV)7eatiw) = | a1l
= [ ea@)fer(Va)

Vo
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_ / (Fou(en—g(V)))eq (V).
Wo

Maintenant on a: d(fox(cn—q(V)) = fosx(dcn—q(V)) = 0. La fonction
fox(cn—q(V)) est donc constante sur Vp. Soit T une fibre générique de f.
Le fait que V préserve, loin de ¥, le fibré tangent aux fibres de f, entraine
que fox(cn—q(V)) = x(T). 1l en résulte:

/V en_a(V) F*eq(W) = X(T)x(W).
On déduit alors de la relation
(V) - /V en_q(V) feg(W)
= (0" S [ e TW) | B £
établie ci-dessus ’égalité:
x(V) = x(T)x(W)
= (0" Y o [ lf W) | e L]

Le reste de la preuve se fait de la méme maniére que pour le corollaire.

10. Exemples

10.1. Exemple 1
Soit M = CP?*! x CP?. On notera ([Xo,...,Xq+1], [Ao, ..., Aq]) un
point de M. Soit V la sous-variété de M définie par les relations
Xg+-+ X2 =0,
AOX0+°"+Aqu = 0.
Considérons ’application
f:V — CP?
([Xo, -+, Xg+1], [A0, - - -, Ag]) = [Ao,...,Ag]-

Le lieu singulier de f est & = {([Ao,...,44],[40,...,440]) € V}
(’est une sous-variété lisse de V de dimension complexe ¢ — 1. L’'image de
S est la sous-variété § = {[Ao, ..., Aq]/A% + -+ + A2 = 0} de CP?. La
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restriction fs de f & ¥ est un plongement injectif de ¥ dans CP?. Donc
df(TV|E) = fg 1(TS), TS étant le fibré holomorphe tangent & S. On en
déduit que fy Y(TCP?)/df(TV|E) est isomorphe & fg Y(vg), ot vg est le
fibré normal & S. Soit L le dual du fibré tautologique en droites complexes
sur CPY. On a: vs = L®?|S.

Considérons 'ouvert @ = {m € M/Xy # 0, Ap # 0} de M. En posant

. A . . :
T, = %(—8 et a; = A—é pour ¢ = 1,...,q+ 1, 5 = 1,...,q, on obtient un
systeéme de coordonnées (z1,...,Tq4+1,a1,...,0q) sur §). Les équations de

V s’écrivent dans ces coordonnées

1423+ +azi =0,
1+air1+ -+ +aqzg =0.

Le point my = ([1,4,0,...,0],[1,4,0,---,0]) appartient & ¥. Dans un voisi-

nage U de mg dans V,x,...,%g41,02,...,a4 vont définir un systeme de
coordonnées et I'application f s’écrit dans les coordonnées (z2,...,Zq+1,
az,...,aq),(a1,...,aq):

(J?Q, cey Lg41,02, ... ,aq) — (fg(l‘z, vy Tg41,02, ... ,aq),ag, NN ,aq),

avec fo(z2,...,Tq41,02,...,0q) = —

La trace de ¥ sur U est ’ensemble des points m € U tels que:
za(m) —az(m) =0,...,z24(m) — ag(m) = 0,z44+1 = 0.

En posant ug = x2 —ag,...,uy = T4y — Qg,Ug41 = Tgt1, ON obtient un
nouveau systeme de coordonnées sur U dans lequel ¥ N U est défini par les
équations ug = 0,...,uq+1 = 0. L’application f s’écrit alors:

(ugy ...y Ugti, G2, - - . aq) — (fiug, ..., Ugt1,02,...,0q),02,...,aq) AVEC

14+ 37 5 ap(ue+ ag
fl(UQ,---,uq+1,a2,...,aq):_ 26—2 ( ) .
i1+ Sy e+ ag)? +

Soit Ty, = {m € U/az(m) =0,...,a4(m) = 0} la transversale & & en my et
soit f : Ty, — C la restriction de aj o f & Tm,. Le point mg est dans f —1(3).
Pour calculer le nombre de Milnor de I’hypersurface f~!(i) au point

myg, considérons l’expression h : (ug,... ,uq+1) — —1 de f
z’\/1+u§+---+u§+u§+1

dans les coordonnées (ug, ..., uq+1). Puisque le déterminant de la matrice
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( 81?5&1 (0)) est égal & —i, (0,...,0) est une singularité quadratique de h.
Par conséquent le nombre de Milnor de f‘l(i) au point mg qui est, par
définition, celui de A~1(i) au point (0,...,0), est égal & 1. En appliquant le
théoreme 2.3, on obtient:

Res(ca—gt1, f) = (~1)7[3],
Res(caogsir f) = (—1)7 Py (fa(ci (L2]S))).

On a en particulier:
<02q_1[TV - f*(TW)]a [VD = ReS(C2q—l’ f)
— - [ @)
S

S
CP4
— 99

10.2. Exemple 2

Soit V' I'hypersurface (lisse) de CPI*! d’équation X + --- + Xiy1 =
0, et soit f l'application de V dans CP? définie par f([Xo,...,Xq+1]) =
[Xo,...,Xg]

L’ensemble ¥ = (X,41 = 0) est le lieu singulier de f et f(X) est la sous-
variété S = (Ag+---+ A} = 0). Comme dans 'exemple 1., la restriction fx
de f & ¥ est un biholomorphisme de ¥ sur S; ainsi f5'(TCP?)/df(TV|Z)
est isomorphe a fy, Y(vg), ot vg est le fibré normal & S. Soit L le dual du
fibré tautologique en droites complexes sur CP?. On a: vg = L®"|S.

Sur T'ouvert {[Xo,..., Xq4+1] € CPY1 /Xy # 0} de CPI*1, on a les
fonctions coordonnées x; = %, t = 1,...,9 + 1. Dans ces coordonnées
UNV apour équation: 1+z] + -+ x4, =0.

Les fonctions xg, - - -, T4+1 définissent un systéme de coordonnées sur un

voisinage U du point mg = [l,e%,O, ...,0] dans V. La trace de ¥ sur U
est I’ensemble {m € U/zq+1(m) = 0}.

En posant a; = ﬁé pour ¢ = 1,...,q, on obtient un systeme de coor-
données sur le voisinage ouvert Ug, = {[Ao,..., A4 € CPI/Ay # 0} de
f(mo).

Dans les coordonnées ci-dessus, f s’écrit:

1
(2, .., Tq41) — ((—1—:Eg—---—$2+1)r,$2,...,1}q).
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Sur la transversale 7,,, = {m € U/zo(m) =0,...,z4(m) = 0}, zq41 est

une fonction coordonnée, et la fonction aj o f | 7, s’écrit:

3=

v:xgy1 — (=1 —zp, )7

En appliquant le théoreme 2.3 on obtient, pour tout j > 1,:

avec g =

[Eh]
[Fu]
[FP]
[HL]

[Lz]

Res(c;, f) = (1) uoPs(fa(d " (L2"]9))),

dv
d(dmg_*_l) —r— 1

3 Do e —— 25
| q+| qu-H

En particulier, on a:

Res(co, f) = (—1)9(r — 1) /2 (FE((L7)5)))
= (1)1 —1) /S 4N (L579)

= (=1)(r — A(LeT
= (-1 [ e
= (-1)%%r —1).
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