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En 1907 Ernst Zermelo enonςa un axiome, appele Paxiome du choix qui
a provoque un vif echange d'opinions entre les mathematiciens. C'est
Paxiome suivant:

F etant une famille d^ ensembles non υides sans elements communs deux a
deux, il existe au moin un ensemble N contenant un et un seul element de
chaque ensemble de la famille F. (Voir Mathematische Annalen 65 (1908),
p. 266, Axiom VI).

II y avait des mathematiciens, mδme eminents, qui affirmaient qu'ils
ne comprennent pas ce qui exprime cet axiome. La raison des difficultes
de comprendre Paxiome de Zermelo est c.elle que le sens des mots
"exister" et "ensemble" n'est pas bien precise. Pour mieux comprendre
les difficultes qu'on y rencontre prenons un simple exemple. Soient donnes
trois ensembles de points: Eh E2 et E3 non vides et sans points communs
deux a deux. Vu que Pensemble E1 n'est pas vide, nous pouvons choisir un
element aλ de cet ensemble. Pareillement nous pouvons choisir un element
α2 de Pensemble E2 et un element a3 de Pensemble £3. L'ensemble N forme
de ces trois elements aι, a2 et a3 sera evidemment celui dont il s'agit dans
Paxiome de Zermelo. Evidemment, si un au moins des ensembles Eι, Ez,
Ez a plus qu'un element, il existe plus que un ensemble N satisfaisant a
Paxiome de Zermelo. La chose semble done etre si simple qu'on pourrait
s'etonner qu'ils peuvent etre ici quelques doutes. Or, supposons que au lieu
de trois ensembles Eh E2, E3 nous avons une suite infinie d'ensembles Eh

Ez, . . . , En, . . . non vides et sans elements communs deux a deux.
Comment peut-on obtenir Pensemble contenant un et un seul element de
chacun des ensembles En (oύ n = 1, 2, . . . )? Pouvons nous dire: choisis-
sons un element ai, de Pensemble El9 ensuite un element a2 de Pensemble
E2, et ainsi de suite, et Pensemble N forme de tous les elements «i, α2, . . .
sera celui dont il s'agit dans Paxiome de Zermelo? Est-il possible de
repeter un choix une infinite de fois? N1 exige pas ςa un temps

Received May 25, 1965



258 WACLAW SIERPINSKI

infiniment long? Certains mathematiciens y repondent: Le choix etant
possible pour tout ensemble En> il est aussi possible pour tous les
ensembles Eh £2, E3, . . . a la fois, puisque le choix d'un element d'un
ensemble, comme une action mathematique, doit etre regardee comme
independante du temps. Or, il est a remarquer que deja en 1892 G. Peano
ecrivait: "On ne peut pas appliquer une infinite de fois une loi arbitraire
d'apres laquelle on fait correspondre aux ensembles un element de chacun
d'eux". Done tout serait ici en ordre si nous sachions determiner une loi
d'apres laquelle a tout ensemble En (n = 1, 2, . . . ) correspondrait un
element an de l'ensemble En. Malheureusement pas toujours nous savons
determiner une telle loi.

Soit F la famille formee de tous les ensembles infinis de nombres
rationnels positifs. Nous savons determiner une loi d'apres laquelle a tout
ensemble E de la famille F correspond un element /(E) de cet ensemble.
Les elements de E etant des nombres rationnels positifis, il existe entre
eux tels dont le denominateur naturel est le plus petit, soit m. Parmi les
nombres de E au denominateur m il existe evidemment un tel dont le
nominateur n est le plus petit. Posons f{E) = n/m. Pour tout ensemble E
de la famille F nous avons ainsi determine un element f(E) de cet
ensemble.

Or, si F etait la famiile de tous les ensembles infinis de nombres
reels positifs, nous ne saurions pas determiner une loi d'apres laquelle a
tout ensemble E de la famille F correspondrait un element f(E) de
l'ensemble E. Considerons maintenant toutes les fonctions reelles d'une
variable reelle x definies dans Γintervalle 0 < x < 1 et n'etant pas constam-
ment nulles dans cet intervalle. Divisons ces fonctions en paires, en
rangeant dans une meme paire deux fonctions qui ne different que par leur
signe (e'est-a-dire les fonctions f(x) et -fix)). D'apres l'axiome de
Zermelo il existe un ensemble N contenant une et une seule function de
chaque paire. Or, nous ne savons pas definir aucun tel ensemble N. Nous
ne savons pas done choίsίr un element de chacun des ensembles d'une
certaine famille F, quoique chacun de ces ensembles contient seulement
deux elements. On peut demontrer que si l'on saurait le faire, on saurait
definir un ensemble Uneaire non mesurable au sens de Lebesgue, ce qui est
regarde comme un probleme dont la solution depasse les limites de la
science actuelle.1

Divisons maintenant tous les nombres reels en classes, en rangeant
dans une meme classe deux nombres reels dans ce et seulement dans ce
cas si leur difference est rationnelle. On obtient ainsi une famille F de
classes telle que: 1° tout nombre reel appartient a une et une seule de
classes, 2° la difference de deux nombres de la meme classe est toujours
rationnelle, et 3° la difference de deux nombres appartenants aux classes
differentes est toujours irrationnelle. D'apres l'axiome de Zermelo il
existe un ensemble N contenant un et un seul element de chacune de nos
classes. Or, nous ne savons pas definir aucun tel ensexnbJe. Ici encore on
pourrait demontrer que si l'on pourrait definir effectivement un tel

1. Voir W. Sierpiϊίski, Fundamenta Mathematicae 10, p. 177-179.
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ensemble, on pourrait donner un exemple effectif d'un ensemble non
mesurable au sens de Lebesgue.

Divisons maintenant en classes toutes les suites infinies convergentes
de nombres reels distincts, en rangeant dans une meme classe deux suites
dans ce et seulement dans ce cas s'ils ont meme limite. Nous savons
definir un ensemble N contenant une et seulement une suite de toute classe.
Tel est, par exemple, Pensemble N forme de toutes les suites infinies

x + \f x + 2> x + "3> > o u x e s ^ u n πombre reel quelconque.
Or, divisons en classes toutes les suites infinies de polynδmes entiers

en x convergentes pour 0 ^ x < 1, en rangeant dans la meme classe toutes
les suites convergeantes vers la meme function limite. Dans ce cas la
determination d'un ensemble N contenant une et une seule suite de chacune
de nos classes est possible, mais difficile. Le probleme ne serait pas plus
facile si Γon se bornerait aux polynδmes a coefficients rationnels.

Divisons ensuite en classes toutes les suites infinies doubles de
polynδmes d'une variable reelle x, convergentes pour 0 ^ x < 1, en
rangeant en une meme classe toutes les suites doubles convergeantes vers
une meme fonction limite. D'apres l'axiome de Zermelo il existe un
ensemble N contenant une et une seule suite de chacune de nos classes,
mais nous ne savons pas definir un tel ensemble.

Ainsi l'acceptation de l'axiome de Zermelo est autre chose que
nous savons le realiser dans tout cas particulier. Quant a l'un axiome qui
est conforme a. notre intuition et n'est pas en contradiction avec les autres
axiomes que nous avons deja acceptes, on peut prendre deux positions: on
peut accepter cet axiome ou bien le rejeter. Naturellement si Γon rejette
un axiome, c'est-a-dire si l'on ne l'accepte pas, cela ne signifie pas qu'on
accepte sa negation. Or, en 1938 M. K. Gόdel a demontre que l'axiome du
choix est compatible avec les autres axiomes habituellement acceptes de la
theorie des ensembles, si ces axiomes ne sont pas contradictoires. Or,
P. J. Cohen a demontre que la negation de l'axiome du choix (meme pour
une infinite denombrable d'ensembles dont chacun a deux elements) est
compatible avec les axiomes de la theorie des ensembles habituellement
admis. II en resulte que l'axiome du choix est independant de ces axiomes
(voir P. J. Cohen Proc. Nat. Acad. Set. U.SA. 50 (1963), p. 1143-1148 et 57
(1964), p. 105-110:, cf. aussi A. Mostowski, Elemente der Mathematik XΊX
(1964), p. 124, II).

En ce qui concerne l'axiome de Zermelo, il faut encore prendre en
regard les circonstances suivantes: 1° On a demontre plusieurs conse-
quences de l'axiome de Zermelo sans fair appel a cet axiome, 2° On a tire
un grand nombre de consequences de l'axiome de Zermelo dont aucune n'a
aboutit a une contradiction, 3° A l'etat actuel de la science l'axiome de
Zermelo est indispensable pour demontrer plusieurs theoremes importants
de la theorie des ensembles et d'analyse et il simplifie considerablement
plusieurs parties de ces sciences.

Or, vu que l'axiome de Zermelo est questionne par plusieurs mathe-
maticiens, il est important de savoir quels sont les theoremes qu'on a
demontre a l'aide de cet axiome, dans quel point de la demonstration il est
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utilise et s'il n'existe pas d'autres demonstrations de ces theoremes
n'utilisant pas Paxiome de Zermelo.

Nous ne savons pas demontrer plusieurs consequences importantes de
Paxiome de Zermelo sans faire appel a cet axiome. Voici un exemple.

Lorsqu'on a un ensemble fini et si Pon joint ses elements en paires
d'une faςon quelconque, alors ou bien tous les elements de notre ensemble
pourrons etre divises en paires, ou bien il restera un element sans paire.
Le premier cas a lieu evidemment si le nombre des elements de notre
ensemble est pair, le second -s'il est impair. On pourrait done penser que
si Pon a un ensemble infini et si Ton joint ses elements en paires d'une
faςon quelconque, alors un et seulement un de deux cas suivants aura lieu:
ou bien tous les elements de notre ensembles seront ranges en paires, ou
bien il restera un element sans paire. Or, P exemple suivant montre qu'il
peut §tre autrement. Soit E Pensemble de tous les nombres naturels
1, 2, 3, . . . Si Pon joint en paire tout nombre impair avec le nombre pair
qui le suit, tous les elements de P ensemble E seront evidemment ranges en
paires. Mais si Pon joint en paire tout nombre pair avec le nombre impair
qui le suit, il restera evidemment un element de Pensemble E, notamment
le nombre 1, sans paire. II se pose le probleme s'il est ainsi pour tout
ensemble infini. Nous ne savons pas le demontrer sans faire appel a
Paxiome de Zermelo. Sans Paide de cet axiome nous ne savons pas
demontrer meme la proposition suivante qui semble etre evidente: pour
tout ensemble on a au moins un de deux cas suivants: ou bien tous les
elements de notre ensemble peuvent §tre ranges en paires, ou bien il
restera un element sans paire. II est a. remarquer qu'il n'est pas d'ailleurs
facile deduire cette proposition de Paxiome de Zermelo.

En 1914 S. Mazurkiewicz a demontre a Paide de Paxiome de Zermelo
P existence d'un ensemble de points sur le plan tel que toute droite situe
sur ce plan le rencontre precisement en deux points. Or, nous ne savons
pas definir effectivement aucun tel ensemble.

Le cas le plus simple de Paxiome du choix est celui ou la famille Fest
formee d'un seul ensemble non vide, E. Dans ce cas Paxiome de Zermelo
se reduit a Passertion que si Pensemble E n'est pas vide, il existe au
moins un objet qui est element de Pensemble E. Cette assertion est
evidemment vraie, puisque les propositions: "Pensemble £ n'est pas vide"
et "il existe au moins un objet qui est un element de Pensemble E" sont
equivalentes. Or, en constatant cela, nous n'affirmons pas que dans tout
ensemble non vide nous savons indiquer un de ses elements. Nous
donnerons ici un exemple d'un ensemble dont nous savons demontrer sans
recours a. Paxiome de Zermelo qu'il n'est pas vide, mais dans lequel nous
ne savons pas indiquer aucun de ses elements. Tel est, par exemple
Pensembie E defini comme il suit. Si toute fonction f{x) d'une variable
reelle qui satisfait pour x et y reels a P equation fonctionnelle f(x + y) =
f(χ) +f(y) est de la forme f(x) = ax ou a est un nombre reel constant, soit
E Pensemble de toutes celles fonctions. Dans le cas contraire soit E
Pensemble de toutes les fonctions reelles f(x) d'une variable reelle qui
satisfont a notre equation fonctionnelle mais ne sont pas de la forme ax, oΐi
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a est une constante. L'ensemble E est evidemment non vide ce qui resulte
de sa definition sans recours a Paxiome de Zermelo. Or, nous ne savons
pas definir aucune function dont nous s a c h i o n s demontrer qu'elle
appartient a l'ensemble E. II serait plus difficile de nommer un ensemble
de nombres reels, dont on saurait demontrer sans Paide de Paxiome du
choix qu'il est non vide, mais dans lequel on ne saurait indiquer aucun
element.

En 1923 D. Hubert enonςa Paxiome logique suivant:

L'axiome de Hubert. II existe une fonction σ faίsant correspondre a
toute propriete P pour laquelle il existe au moins un objet jouissant de la
propriete P, un objet σ(P) ayant la propriete P.

Acceptons cet axiome et designons, pour tout ensemble E, par Pβip) l a

propriete suivante de Pobjet p: p est un element de Pensemble E. Done,
pour tout ensemble E et tout objet p, PE(P) signifie le meme que la formule
p e E (e'est-a-dire: p est un element de E). Si Pensemble E n'est pas
vide, il existe un objet p tel que p e E, done un objet ayant la propriete P.
II resulte done le Paxiome de Hubert que Pobjet E(PE)a. la propriete Pβ,
e'est-a-dire est un element de E. La fonction τ(E) = E(PE) fait done
correspondre a tout ensemble non vide E un element de cet ensemble. II
resulte done de Paxiome de Hubert qu'il existe une fonction qui fait
correspondre a. tout ensemble non vide un element de cet ensemble. En
admettant Pexistence d'une telle fonction nous n'affirmons pas que nous
savons la definir. En particulier il resulte de Paxiome de Hubert la
proposition suivante:

Theoreme T. Pour tout ensemble il existe une correspondance d'apres
laquelle a tout sous-ensemble non vide de cet ensemble correspond un
element de ce sous-ensemble.

Le theoreme T a ete enonce par Zermelo deja en 1904 (dans les
Mathematische Annalen 59 (1904) a la p. 514). Nous demontrerons que le
theoreme T est equivalent a Paxiome de Zermelo. Supposons que Paxiome
de Zermelo est vrai et soit M un ensemble donne quelconque. Pour tout
sous-ensemble N de M designons par PN Pensemble de toutes les paires
ordonnees (p,N), oϊi p e N, et soit F la famille de tous les ensembles PN, oϋ
0 / i \ f c I . Les ensembles PN qui forment la famille F sont evidemment
non vides et sans elements communs deux a deux. D'apres Paxiome de
Zermelo il existe done un ensemble Q qui contient un et seulement un
element de chacun des ensembles de la famille F. II en resulte que pour
tout ensemble Q qui contient un et seulement un element de chacun des
ensembles de la famille F. II en resulte que pour tout ensemble N tel que
0 ^ N c M, Pensemble PM Π Q a un et un seul element que nous designerons
par (PN,N). Soit, pour 0 Φ N c M, τ(N) = p^. II est clair que la fonction r
fait correspondre a, tout sous-ensemble non vide iV de M un element τ(N) de
ce sous-ensemble. Le theoreme T est done vrai. Nous avons ainsi
demontre qu'il resulte de l'axiome de Zermelo le theoreme T. Supposons
maintenant que le theoreme T est vrai et soit F une famille des ensembles
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non vides E sans elements communs deux a deux. Soit S la reunion de tous
les ensembles E qui appartiennent a la famille F. D'apres le theoreme T il
existe une fonction τ telle que pour 0 ^ E c S on a τ(E) e E. Vu que pour
tout ensemble E de la famiile F on a 0 f E c S, la formule r(E) e E a lieu
pour tout ensemble E de la famille F. Soit N Pensemble de tous les
elements τ(E)9 ou E est un ensemble de la famille F. Les ensembles de la
famille F etant sans elements communs deux a deux on voit que Pensemble
N contient un et un seul element r(E) de chaque ensemble E de la famille F.
L'axiome de Zermelo est done vrai. Nous avons ainsi demontre Inequiv-
alence du theoreme T et de Paxiome de Zermelo.

II est aussi facile a demontrer Inequivalence de Paxiome de Zermelo
avec le principe general du choix G suivant:

G. Pour toute famille F d9 ensembles non vides (pourtant avoir
d'elements communs) il existe une correspondence d'apres laquelle a tout
ensemble E de la famille F il correspond un element τ{E) de Vensemble E.

II suffit evidemment de demontrer que le principe G resulte de
Paxiome de Zermelo. Soit done F une famille d'ensembles non vides et
soit S la reunion de tous les ensembles de la famille F. Nous avons
demontre plus haut que de Paxiome de Zermelo il resulte le theoreme T
d'apres lequel il existe une fonction T qui fait correspondre a tout sous-
ensemble non vide de Pensemble S un element de ce sous-ensemble, done,
vu que 0 / J B C S pour E e F, a tout ensemble E de la famille F un element
τ(E) de cet ensemble. C'est la correspondence dont il s'agit dans le
principe G. Ce principe resulte done de Paxiome de Zermelo, c.q.f.d.

Nous donnerons ici encore quelques propositions equivalentes a
Paxiome de Zermelo.

L'axiome de Zermelo equivaut a la proposition que, E et H etant deux
ensembles non vides quelconques, ou bien il existe une transformation
biunivoque de Pensemble E en un sous-ensemble de l'ensemble H, ou bien
il existe une transformation biunivoque de l'ensemble H en un sous-
ensemble de l'ensemble E (ou bien l'un et l'autre a lieu). La demonstration
de cette equivalence n'est pas facile.2

E etant un ensemble donne quelconque, appelons son carre combinatoire
(ou cartesien) EXE l'ensemble de toutes les paires ordonnees (x,y), oϋ
x e E et y e E. M. A. Tarski a demontre que l'axiome de Zermelo equivaut
a la proposition que si Pensemble E n'est pas fini, il existe une correspon-
dence biunivoque entre les ensembles E et E X 2£.3

On dit qu'on ensemble E est bien ordonne par une relation R entre ses
elements, si elle satisfait aux conditions suivantes: 1° a et b etant deux
elements differents quelconques de E, on a ou bien aRb, ou bien bRa, une de
ces deux relations excluant Pautre, et 2°. H etant un sous-ensemble non

2. Voir W. Sierpiήski, Cardinal and Ordinal Numbers, Varsovie 1958, p. 412,
Th£ordme 6.

3. Voir Funaamenta Mathematicae 5 (1924), p. 147-154.
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vide quelconque de E, il existe un element a de H tel que aRb pour tout
element b de H distinct de a. Zermelo a demontre4 que son axiome
equivaut a la proposition que pour tout ensemble non vide E il existe une
relation d'apres laquelle l'ensemble E devient bien ordonne.

Appelons une famille F d'ensembles fermee, si pour toute sous-
famille Fx de F telle que de deux ensembles de Fι toujours un est contenu
dans l'autre, la somme de tous les ensembles de i*Ί appartient a la famille
F. La proposition suivante est equivalente a l'axiome de Zermelo:

Dans toute famille fermee d}ensembles il existe au moins un ensemble
qui n9est pas contenu dans aucun autre ensemble de cette famille.

On appelle une famille d'ensembles disjoints, si les ensembles de cette
famille sont deux a deux sans elements communs. M. R. Vaught a. demontre
que l'axiome de Zermelo est equivalent a la proposition suivante:

Dans toute famille F dyensembles non υides il existe une sous-famille
Fi maximale d'ensembles disjoints (c'est-a-dire qui n'est pas contenu dans
aucune autre sous-famille de F d'ensembles disjoints).

Voir W. Sierpinski, ibidem, p. 433, Theoreme 4. En 1963 H. Rubin et
J. E. Rubin ont publie un livre de XXIII +130 pages consacre aux proposi-
tions equivalentes a l'axiome de Zermelo.5

On a trouve plusieurs resultats interessants concernant l'axiome de
Zermelo pour les families F d'ensembles finis, n etant un nombre naturel
donne, M. A. Mostowski designe par [n] le cas particulier suivant du
principe general du choix, G:

[n] Pour toute famille F des ensembles dont chacun a n elements il existe
une correspondance d'apres laquelle a tout ensemble E de la famille F
correspond un element τ(E) de E.

Pareillement comme nous avons demontre 1'equivalence du principe G
et de l'axiome de Zermelo, on demontre sans peine que la proposition [n]
equivant au cas particulier suivant de l'axiome de Zermelo:

Pour toute famille F des ensembles E dont chacun a n elements (oil n
est un nombre naturel) et qui sont sans elements communs deux a deux, il
existe un ensemble contenant un et un seul element de chacun ensemble E
de la famille F.

En 1945 A. Mostowski a demontre6 que la proposition [2] implique la
proposition [4] (ce qu'on ecrit: [2] —*[4]) c'est-a-dire que la proposition
[4] peut etre demontree si l'on admet la proposition [2] et les axiomes
habituellement admis de la theorie des ensembles sauf l'axiome de
Zermelo. Voici une demonstration de cette implication.

4. Voir Math. Annalen 59 (1904), p. 514-516.
5. H. Rubin and J. E. Rubin, Equivalents of the axiom of choice, Studies in Logic and

the Foundations of Mathematics, Amsterdam 1963.
6. Voir Fundamenta Mathematicae 33 (1945), p. 138.
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Soit -Fune famille quelconque formee d'ensembles dont chacun a quatre
elements et soit E = {01,02,03,04} un ensemble quelconque de la famille F et
designons par E* l'ensemble de tous les sous-ensembles (non ordonnes) de
E formes de deux elements:

£ * = {{ai, a*}, {01, 03}, {ah 04}, {02, 03}, {02, 04}, {03, 04}}

II resulte de [2] l'existence d'une function φ qui fait correspondre a.
tout ensemble forme de deux elements {x, y} oϊi x e E et y e E, un de ces
elements x ou y. On a done φ({x, y}) e {x, y} pour x e E, y e E, x £ y, E e JF.
Soit, pour i = 1, 2, 3, 4, w, le nombre de ces paires appartenants a £ * pour
lesquelles φ({x, y}) = aι. Les nombres m (i = 1, 2, 3, 4) sont evidemment
des entiers non negatifs et on a n\ + nz + rc3 + n* = 6, d'oϊi il resulte qu'ils ne
peuvent pas etre tous egaux. Supposons que rti^ n^ rtz^n^ et soit A
l'ensemble de tous les elements 0/ e E, tels que ΠJ = nu On voit sans peine
que l'ensemble A a au moins un et au plus trois elements. Si 4̂ a un
element, designons le par ψ(E). Si A a, deux elements, posons ψ(i?) = φ(A).
Si i a trois elements, alors, vu que A c E, il existe dans E un seul
element qui n'appartient pas & A: designons le par ψ(E). Ainsi la fonction
ψ fait correspondre a tout ensemble E de la famille F un element de cet
ensemble. Cela prouve que la proposition [4] est vraie. Nous avons ainsi
demontre ^implication [2]—* [4], Comme l'ecrit M. Mostowski, l'idee de
cette demonstration est due a M. A. Tarski.

On peut demontrer que, quels que soient les nombres naturels k et n,
on a [kn] -*[n], 7 Done, en particulier (pour k - n = 2), [4] -» [2], et comme
plus haut nous avons demontre [2] —> [4], il en resulte que [4] ^ [2], e'est-
a-dire que les propositions [4] et [2] sont equivalentes. Ainsi l'axiome de
Zermelo pour les families des ensembles a quatre elements equivaut a,
Γaxiome de Zermelo pour les families des ensembles a deux elements. Or,
il est a remarquer qu'on n'a pas ni [2] —* [3], ni [3] —* [4].8 (D'apres A.
Mostowski la proposition que "L'implication [m] —*[n] n'a pas lieu"
signifie que la proposition [n] est independante des axiomes de la theorie
des ensembles et de la proposition [m].)9 On peut demontrer que la
proposition [6] equivant a l'ensemble des propositions [2] et [3] et qu'on a
[6] - [8] et [6] - [9], et que [10] - [8].

Sans recours a l'axiome de Zermelo nous ne savons pas demontrer que
tout ensemble non vide qui n'est pas fini contient une suite infinie
d'elements distincts. A Paide de Γaxiome de Zermelo on le demontre de la
faςon suivante:

Comme nous avons demontre plus haut, il resulte de l'axiome de
Zermelo le theoreme T d'apres lequel pour tout ensemble E il existe une
fonction τ qui fait correspondre a. tout sous-ensemble non vide H de E un

7. Voir W. Szmielew, Fundαmentα Mαthemαticαe 34, p. 79; cf. A. Mostowski, Fundα-
mentα Mαthemαticαe 33, p. 164 (Lemma 13).

8. Voir A. Mostowski, I.e., p. 164, Thέoreme VII et p. 138.
9. Voir ibidem, p. 151.
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element τ(H) de H. Si le sous-ensemble H de E n'est pas fini, alors
l'ensemble qu'on obtient en supprimant dans H l'element τ(H) sera aussi
non fini. Definissons maintenant par recurrence les ensembles Hn (n = 1,
2, . . . ), en posant Hi = E et en definissant, pour n = 1, 2, . . . , l'ensemble
iϊ«+i comme celui qu'on obtient de Hn en supprimant l'element τ(Hn). On
demontre sans peine que {Hn} (n = 1, 2, 3, . . . ) sera une suite infinie
d'elements distincts de l'ensemble E.

Un point a d'une droite appartenant ou non a un ensemble donne E de
points de cette droite et dit point d'accumulation de Γensemble E si tout
intervalle qui contient a son interieur le point α, contient au moins un point
de l'ensemble E distinct de a. Or, un point a appartenant a. l'ensemble E ou
non est dit point limite de l'ensemble E, s'il existe une suite infinie de
points de E distincts de point a qui converge vers le point a. On peut
demontrer sans l'aide de l'axiome de Zermelo qu'un point limite d'un
ensemble est toujours un point d'accumulation de cet ensemble. Or, sans
l'aide de l'axiome de Zermelo nous ne savons pas demontrer qu'un point
d'accumulation d'un ensemble est toujours point limite de cet ensemble. A
l'aide de Γaxiome de Zermelo on le demontre comme il suit.

Si le point a de l'ensemble E est un point d'accumulation de cet
ensemble, alors pour tout nombre naturel n l'ensemble En de tous les
points x de E autres que a et tels que a - 1/n < x < a + \/n est non vide.
Or, d'apres le principe general du choix G, applique a la famille de tous les
ensembles En, ou n = 1, 2, . . . , il existe une fonction T telle que τ(En) e En

pour w = 1, 2, . . . Or, comme a - 1/n < τ{En) < a + \/n et τ(E) ^ a pour
n = 1, 2, . . . , r(En) (n = 1, 2, . . ) est une suite infinie de points de E
distincts de a qui converge vers le point a qui est ainsi point limite de
l'ensemble E.

On peut demontrer sans utiliser l'axiome de Zermelo qu'un point
d'accumulation des points d'accumulation d'un ensemble est un point
d'accumulation de cet ensemble. Or, nous ne savons pas demontrer sans
l'aide de l'axiome de Zermelo qu'un point limite des points limites d'un
ensemble est un point limite de cet ensemble.

En prenant pour point de depart soit la notion du point d'accumulation,
soit celle du point limite, on obtient deux definitions differentes de
l'ensemble ferme:

I. Un ensemble de points est dit ferme a s'il contient tous ses points
d'accumulation.

II. Un ensemble de points est dit ferme Z, s'il contient tous ses points
limites.

On ne sait pas demontrer l'equivalence de ces deux definitions de
l'ensemble ferme sans recourir a l'axiome de Zermelo. Sans s'appuyer
sur cet axiome nous ne savons pas meme demontrer que tout ensemble
lineaire borne, contenant tous ses points limites, contient ses deux bornes.10

10. Cf. W. Sierpiίίski, L'axiome de M. Zermelo et son role dans la Theorie des En-
sembles et 1'Analyse, Bulletin de VAcademie des Sciences de Cracovie, Sciences
Mathematiques, 1918.
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Lorsque j 'ai parle de ces deux definitions de l'ensemble ferme dans
une conference que j 'ai donne a la Sorbonne le 10 Mars 1931, Emile Borel
m'a pose le probleme suivant: Peut-on definir effectivement un ensemble
de points dont on saurait demontrer sans utiliser l'axiome de Zermelo qu'il
est ferme /, mais qu'on ne saurait pas demontrer sans recours a cet
axiome qu'il est ferme a? J'ai demontre que la reponse a ce probleme de
E. Borel est positive.11

On dit qu'une fonction f(x) definie dans un intervalle (a,b) est continue
au point x0 de cet intervalle au sens de Cauchy, si pour tout nombre positif
ε il existe un nombre positif δ, tel que l'inegalite \x - xo\ < δ entraΐne,
pour tout nombre x άe 1'intervalle (ayb), Finegalite \f(x) - f(xo)\ < ε.

Or, on dit qu'une fonction/(ΛΓ) defini dans un intervalle (a, b) est
continue au point Xo de cet intervalle au sens de Heine si pour toute suite
infinie xn (n = 1, 2, . . . ) de nombre s de V intervalle (a,b) la for mule
lim xn = Xo entraΐne la formule lim f(x ) = f(x0).
n—oo «=oo

Sans recours a l'axiome de Zermelo nous ne savons pas demontrer
l'equivalence de ces deux definitions. On peut demontrer sans peine sans
l'aide de l'axiome de Zermelo que si une fonction f(x) definie dans un
intervalle {a,b) est continue au point Xo de cet intervalle au sens de Cauchy,
elle est aussi continue au point de x0 au sens de Heine, mais nous ne savons
pas demontrer la proposition reciproque sans Paide de l'axiome de
Zermelo. On peut demontrer que cette proposition reciproque entraΐne que
tout point d'accumulation d'un ensemble lineaire est son point limite.12

L'axiome de Zermelo jouet un role important dans la theorie de
mesure. .Sans son aide nous ne savons pas demontrer le theoreme
fondamental que l'ensemble reunion d'une suite infinie d'ensembles line-
aires mesurables au sens de Lebesgue est mesurable au sens de Lebesgue.
Nous ne savons non plus demontrer sans recours a l'axiome de Zermelo
que l'ensemble-reunion d'une suite infinie d'ensembles de mesure (lebes-
guienne) nulle est de mesure nulle. Sans l'aide de l'axiome de Zermelo
nous ne savons pas demontrer qu'il existe des ensembles lineaires qui ne
sont pas mesurables au sens de Lebesgue.

Les nombreuses applications de l'axiome de Zermelo dans la theorie
des ensembles dans l'analyse et dans la theorie des fonctions et meme dans
l'algebre exigeraient une monographie speciale.

Academie Polonaise des Sciences
Warszawa, Poland

11. Voir ma communication du 30 Avril 1931 dans les Comptes rendus des seances
de la Societe des sciences et de lettres de Varsovie, XXIV (1931), Classe III, Sur
deux definitions des ensembles fermέs.

12. Voir mon memoire du 1918 cite plus haut, p. 130.




