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SUR LES CONDITIONS QUI PERMETTENT D'UΊΊLISER LES

MATRICES RUSSELLIENNES DES ANTINOMIES (1905) POUR

EXPRIMER LES THEOREMES DE LIMITATIONS INTERNES

DES FORMALISMES

JULES VUILLEMIN

§1. Simplification de la matrice de Vantinomie. Forme de cette matrice
chez Carnap.
Peut-on simplifier la matrice de Pantinomie, telle que Russell la

formule en 1905? On considerera successivement les deux cas des
antinomies logiques et des antinomies semantiques.

I. La forme (A) des antinomies logiques peut £tre reduite a la forme
(B), des qu'on abandonne Pidee de solutions alternatives1. De plus, la
forme (A) correspond aux antinomies proprement mathematiques (paradoxe
de Cantor et paradoxe de Burali-Forti), tandis la forme (B) convient k
Pexpression des antinomies proprement logiques. Les complications
qu'introduit en (A) la consideration du foncteur f'u sont dues a la necessite
de specifier - pour deriver la contradiction - que Pensemble des parties
d'ensemble est un ensemble et n'est pas element de cet ensemble ou que le
nombre ordinal d'un ensemble est successeur de Pensemble. Or la genese
de la contradiction est independante de ces precisions et depend unique-
ment, comme le prouve la forme simplifiee (B), des proprietes logiques de
la matrice. On pourra done se limiter a P etude de cette forme:

(B) (u){[(x)(xεuDxbx)] ^)(U$U)}Ό

lί(lw)(y)(y$y Ξ yεw)] Ό[(ΊW)(W$W wεw)]} .

La premiere reduction qu'on peut proposer a trait au premier membre
de Pimplication. En effet, le second membre:

1. Vuillemin, L'origine et le mecanisme des antinomies dans la premiere philosophie
de Russell (1903), in Logique et Analyse, avril 1964, 25-26, p. 59-60. Dans cet
article, on a formule la matrice des antinomies sous la forme generale:
(A) (u){[(pc) (κεwD0*)]D[<^<w./<w<M} D

{ [(lw)(y) (φy Ξ yεw)] D [(3U;) (φf'w --φf'w)]}.
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(Bi) [(3w)(y)(y^y = yεw)]D[(3w)(wφw . wεw)]

est une tautologie, qui ne depend que de la substitution de w'ky, substitu-
tion legitime etant donnee la liaison universelle de y. La stipulation du
premier membre de [B], soit:

(B2) (u) [(X)(XCUDX$X)]O (u$u)]

n'etait, en realite, necessaire que sous la forme complete (A), dans
laquelle elle precisait les conditions dans lesquelles un ensemble doit etre
tenu pour n'etant pas element d'un autre ensemble. Elle retenait d'ailleurs
une condition caractέristique des raisonnements "diagonaux", dont on
verifiera aisement la presence dans les formes (Ac) ou (Bc) par lesquelles
on peut exprimer le theoreme de Cantor2.

Sous la forme simplifiee (Bi), Γantinomie logique s'exprime, pour
ainsi dire, plus librement. Soit, par exemple, Γantinomie russellienne de
Γensemble de tous les ensembles qui ne sont pas elements d'eux-meΊnes.
On justifiera le caractere analytique de Γimplication en (Bi) par un
dilemme: ou bien cet ensemble est element de lui-me"me, mais par
Pidentite du membre gauche de Pimplication en (Bx) il n'est pas e*le*ment de
lui-meme; ou bien il n'est pas element de lui-meme et, par cette me*me
identite, il est element de lui-meme. Si nous retablissons le raisonnement
qu'exprime la matrice complete (B), on dira, au contraire: comme, quel que
soit Γensemble y, si cet ensemble appartient a w, il ne se contient pas lui-
meme comme element (implication deduite de Γidentite du membre gauche
de (Bj)), et que, par consequent, en vertu de Γimplication resultant du
membre droit de (B2), w ne peut pas ne pas etre element de lui-meΊne, w se
contient lui-m§me comme element; ensuite, de cette supposition, on tire la
contradiction par le meme raisonnement que precέdemment3.

2. Viz op. cit., pp. 76-77
(Ac) (A){[fr)(?cεAz>xbAx)]D feμ)}:

{[ (3L) (yMy Ξ ^εL)] => [(3L) (yL $L .yL εL)]}
(Be) (A){[fy)toεAz>xix)]i>[AiA]}Ώ

{[ (3X) (y) (y^y^yεL)] D [(3L) (LφL LεL))}
3. Kleene {Introduction to Metamathematics, 1962, p. 37) analyse ainsi ce paradoxe:

Soit T Γensemble de tous les ensembles qui ne sont pas elements d'eux-meΊnes.
" T est-il element de lui-meme? Supposons que T est un element de lui-meΊne,
id est symboliquement TεT. La supposition dit que Test un element deT,id est T
est un element de l'ensemble de tous ies ensembles qui ne sont pas elements d'eux-
memes, e'est-a-dire que T est un ensemble qui n'est pas element de Iui-m6me, id
est symboliquement T^T. Ceci contredit la supposition TεT. Jusqu'ici nous n'avons
pas de paradoxe, puisque la contradiction entre TεT et T^T ne s'est produite que
sous la supposition TεT. Par la reduction a i'absurde, nous concluons que la sup-
position est fausse. Ainsi nous avons maintenant prouve entiδrement, sans sup-
position, que τlτ. A partir du resultat etabli T^Tf nous pouvons continuer
^argumentation. Le resultat dit que T n'est pas element de l'ensemble de tous les
ensembles qui ne sont pas elements d'eux-mδmes, id est T est un ensemble qui n'est
pas element de Iui-m6me, id est symboliquement TεT. A present Tk T et TεT ont
ete tous deux etablis et nous avons un paradoxe". La premiere partie du raison-
nement - l'έtablissement du resultat T^T - correspond a la partie (B2) de la matrice
(B), la second partie - l'έtablissement du resultat TεT - a la partie (Bx).
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La forme simplifiee et dilemmatique (Bj) contient des quantificateurs
et elle exprime des implications entre des rapports d'appartenance
d'elements a des classes. Le paradoxe russellien de l'impredicable prouve
qu'on peut changer cette forme en la forme:

(B3) [~F(F) = Impr (F)]Ό [~ Impr (Impr) = Impr (Impr)]

de laquelle on a elimine les quantificateurs et oϊi Ton a substituέ des
rapports de predicate aux rapports d'appartenance d'elements aux classes4.
Toutefois, Γelimination du quantificateur universel est obtenue uniquement
en ce que (B3) est une proposition "ouverte" - contenant une variable libre
F9 qu'on interpretera comme un "predicat quelconque", tandis que (Bλ) est
une proposition "fermee", oύ figure le mot "tous". Quant a Γelimination
du quantificateur existentiel, elle est apparente, puisqu'on substitue une
constante: "impredicable" a la liaison existentielle (3w) (. . .yεw). D'autre
part, comme on peut faire correspondre a toute classe son prέdicat
definissant, (B3) correspond exactement a (B^, a cette difference prέs qu'on
dispose d'une proposition ouverte et non fermee et qu'on remplace
l'existentiel par une constante (et que dans Pimpliquέ on substitue une
equivalence a une conjunction). On peut ecrire (B3) sous la forme

(B4) [(F) F^F^Fεl] D [ill. Iεl] ,

oύ / est la classe qui correspond au prέdicat definissant Impr. Peut-on
computer la ressemblance et όcrire (B4) sous une^forme completement
quantifiee (B5) et done formellement identique a (Bx)

(B5) [(ΪG)(F)(FtF = FεG)]Ώ[(lG)(G$G.GεG)] ?

Cette transformation est entierement legitime. Elle serait meme
nέcessaire si nous ne disposions pas de nom propre - tel qu' / - pour
designer la classe associee au predicat Impr. Done (Bx) et (B3) sont
analogues et (Bλ) offre Γavantage de faire Γeconomie de noms propres dans
la langue formelle.

II. En 1903, Russell ne formulait qu'une antinomie sέmantique,
dέrivόe de la forme gέnerale (A), soit5:

(AP) (u) {[(x){xtuΊ>[(iqx)(χ4r*qχ . x$qx)] D pu$u}} D
{[(ϊw){y)[(lqy){y+*qy - y$qy)] = yεw] D
[(lw)(pw$w-pwεw)]}.

4. C'est la forme de l'antinomie telle qu'elle apparalt dans R. Carnap, (The Logical
Syntax of Language, transl. A. Smeaton, Routledge et Kegan, London, 1954, §60a,
p. 211).

5. Vuillemin, op. cit., p. 84. J'ai omis, dans Γecriture de cette matrice une partie de
l'implique dans le premier membre de ^implication. En effet, en vertu de l'as-
signation (1) appliquee a la matrice (A) et donnee ici m£me, p. 4, on devrait avoir:

[OQPU ) (P *-*°P«. Pn ΪVpul ' Pu lu.

Mais, en vertu de Γunivocite, qpu = u et comme on a pose que pu<±+ u signifie
p - pUi la simplification obtenue a lieu - II en va de meΊne pour le consequent dans
le second membre (voir op. cit., note 31).
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Cette formule est interpretable dans Γantinomie des propositions: "Si m
est une classe de propositions, la proposition <tout m est vrai> peut etre
ou ne pas etre elle-meme un m. Mais il y a une relation biunivoque de
cette proposition km; sin est different de m9 <tout n est vrai> n'est pas la
meme proposition que <tout m est vrai>. Considerons maintenant la classe
totale des propositions de la forme <tout m est vrai> et ayant la propriέte
de ne pas etre element de leur m respectif. Appelons w cette classe et soit
p la proposition <tout est vrai>. Si p est un m, il doit posseder la propriete
definissante de w et done est un w. Ainsi la contradiction apparaίt
inevitable"6.

On a, d'autre part, de la forme (A) derive le Menteur7.

(AM) {[(x)(xεFz> <xεF> $F]o[q$F]}^
{[ (*)( <*εF> iF ^ xεF)]^(qiF . qεF)}

L'antinomie (Ap) a έte obtenue a partir de la matrice generale (A) par
les assignations:

w U - ρk
D'autre part, la correspondance biunivoque entre les classes de propo-
sitions m et les propositions de la forme <tout m est vrai> est garantie par
la proprieter

Pmq =Q ^ q P m = m .

Sans plus tenir compte alors de la signification pr§tee par Russell a la
forme restituee (Ap), les assignations (1) donnent Γecriture complete:

(Ap)
τ
 {U){[(X){XZU-D Oqx)(x**qx x$qx)]z>(pu++u - Pu$u)}z>

{[(3w)(y) [Oqy)(y+*qy - y$qy) = yεw] ] z>
[(lw)(Pw**w - Pw^w-pwεw)]}

Interprέtons les assignations (1) de la faςon suivante:
"x a la propriete φ si et seulement si il existe un predicat q dont la
definition est associee biunivoquement (par exemple par un arrangement
lexicographique, ou, dans une syntaxe arithmetisee, par le nombre cor-
respondant au predicat) a# et qui ne convient pas a # " ; "fcu est le nombre
pu, associe au predicat definissant de u", Dans cette interpretation, les qx

sont des signes de predicate, les x et les pu des signes numeriques (des
numeros), les u des ensembles de nombres.

On obtient alors la formulation du parodoxe de Richard: "Si, quel que
soit x, si, lorsque x est un u, il existe un predicat q dont la definition soit
associe biunivoquement a.x et qui ne convienne pas a x, le nombre associέ
a u n'est pas un u, alors, s'il existe une classe z^de tous les y tels qu'il
existe un predicat q dont la definition soit associee biunivoquement a y et

6. Russell, Principles of Mathematics, Appendice B, p. 527.
7. Vuillemin, op. cit, p. 85.
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qui ne convienne pas k y, le nombre associe a cette classe w lui appartient
et en meme temps ne lui appartient pas".

Or on peut faire subir a cette matrice (Ap)
τ les memes simplifications

que tout a Γheure.
Carnap resume ainsi Γantinomie de Richard: "L'univocite du numer-

otage (des definitions des predicate) est supposee8:

(num(F) = num (G)) D (X) (F (X) = G(X)). (1)

Avec Γaide de 'num', 'Ri' ("Richardien") peut maintenant etre de"fini:

Ri (x) EE (F) [(num (F) = X)D~F(X)1 (2)

Puisque 'Ri' est un predicat numerique a une place, il a un certain numero
particulier designe par 'num(Ri)'. Nous supposons d'abord que le numero
de 'Ri' est lui-meme Richardien: Ri [num(Ri)]. Alors, si nous substituons
en (2) 'num (Ri)' a la place de 'x', et 'Ri' a la place de 'F', '[Ri num(Ri)]'
suit aisement. Puisque notre supposition conduit a son contraire, il
s'ensuit qu'elle est refutέe; et done il est prouve que

- Ri [num(Ri)]. (3)"

Cette partie du raisonnement de Carnap correspond au premier
membre de Pimplication de (Ap)

τ, soit:

(Ap2)
τ [(u) [(x)(xεu D ((lqx)(x ** qx . x$qx))^pu$u] ,

si Ton admet les correspondances: xεu=^>Ri (x), (lqx) x <+ qx =^>
(F) (num(F)= x), x$qx =#>-F(ΛΓ). La generalisation (F)9 chez Carnap, assure
automatiquement que Ri, qui est un F, possede un numero associe; cette
consequence resulte en (Ap)

τ du jeu combine des conditions (φ (f(u)-f(u^u)
avec les assignations (1).

La seconde partie du raisonnement de Carnap correspond au conse-
quent de (Ap)!, soit:

(Apl)
f {(lw) (y) [(lqy) (y *> qy y$qy) = yεw]} D

[(lw) (pw <+ w - pw$w pwεw)].

En effet: "Par (1):

(num (F) = num (Ri)) D (~F[num(Ri)] = ~Ri [num(Ri)]) . (4)

Par (3), (4):

(num (F) = num (Ri))D~F[num (Ri)]. (5)

Par [2]:

(F)[(num(F) = num(Ri))D ~F[num (Ri)]] D Rifnum (Ri)]. (6)

Par (5), (6):

Ri [ num (Ri) ] (7)

Les sentences demontrees (3) et (7) se contredisent Pune l'autre"9.

8. 'num' signifie Ίe numero de'
9. Carnap, op. cit., pp. 219-220.
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On peut done simplifier (Ap)
f en (Ap l)\ L'adjonction de (Ap2)

f a pour
seul effet de supprimer la forme dilemmatique du raisonnement, en
eliminant d'emblee Phypothese selon laquelle le nombre qui correspond a
la propriete "Richardien" par le numerotage des definitions pouvait e*tre
lui-meme richardien.

Naturellement, on pourrait apporter la meme simplification d'έcriture
a (Ap) et a (AM). Pour (Apl) et (Apl)

f, on ferait les memes remarques que
tout a l'heure sur la forme fermee de ces propositions comparee a la
forme couverte preferee par Carnap et sur la difference entre quantifica-
tion existentielle et constante. II en irait encore de meme pour (AMI)'

[(*) «xεF> $F = xεF) z>(q$F qεF)]

en ce qui concerne la liaison de x.
IΠ. De c^s remarques, il ne faudrait pas conclure que les antinomies

sέmantiques - a la difference des antinomies logiques - n'admettent les
simplifications qu'a partir de la forme generate (A) et non a partir de la
forme reduite (B).

L'antinomie de Grelling fournirait un contre-exemple a cette supposi-
tion.

"Definition: dans un langage qui contient sa propre syntaxe, un
predicat syntactique (par exemple, un adjectif) est dit heterologique si la
sentence qui attribue la propriete exprimee par le predicat au predicat
lui-meme est fausse. Si, par exemple, 'Q' est un predicat syntactique,
alors "Het ('Q')= ~Q('Q')" est vraie." Exemple: l'adjectif 'monosyl-
labique' est heterologique, parce que 'monosyllabique' n'est pas mono-
syllabique mais hexa-syllabique. Maintenant, si au lieu du predicat ζQ\
nous prenons le predicat Ήet' lui-meme, qui vient d'etre defini, nous
obtenons, a partir de la definition έtablie, la sentence contradictoire "Het
(Het')= -Ήet (Het ')"" 1 0 . On deriverait directement cette antinomie de la
forme simplifiee (Bi).

Ainsi, toutes les antinomies, soit logiques so it semantiques, peuvent se
deduire des matrices simplifiees et devenues dilemmatiques:

(Ax) [(lw)(y)(φy = yεw)]z>[(lw)(tfhv . ~φfew)]
(Bx) [(lw)(y)(y $y = y εw)] z>[(lw)(w$w wεw)] .

On peut dans ces matrices 1° substituer aux propositions enonςant l'ap-
partenance d'un element a une classe des propositions predicatives11, 2°
eliminer les quantificateurs universels, 3° remplacer le quantificateur
existentiel ((3w) . . .= yεw) par une constante.

§2. Le theσreme de Gΰdel et la matrice de Vantinomie
Pour deriver le theoreme de Gδdel a partir de la matrice de

10. Carnap, op, cit., §60a, pp. 211-212.
11. Au sens: enonςant qu' une propriete convient a un element.
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Pantinomie, nous nous refererons a la presentation abregee que donne
GQdel de sa demonstration.12

Soit le formalisme L des Prίncipίa Mathematίca, suppose coherent,
arithmetise par GOdel. Si q est une proposition de L, Parithmetisation
permet d'exprimer sous la forme d'un enonce de PArithmetique recursive
la proposition: "q est derivable en L'\ D'autre part, Pensemble des
propositions de L contenant une variable libre individuelle susceptible
d'etre remplacee par un chiffre est denombrable; on peut done Pordonner
par une relation R de PArithmetique recursive, representable en L par le
predicate*. Chaque proposition q(x)άe L reςoit ainsi un numero. Nous
pouvons ecrire Pensemble de ces propositions sous la forme de la suite:

tfiM, 4*M, . . . , qn(x), . . .

A chacune de ces propositions ouvertes correspond une suite infinie de
propositions fermees, obtenues en substituant un chiffre a la variable:

qx x <-> QiU), qΛ2), qx{3)9 . . . , ^ W , . . .

Q2M +* ^2(^)^2(2), Qztf), iVzfn),. .

QsM +> qs(l), q3(2Kiqs(3), . . . ,q3fyι), . . .

Considerons la suite diagonale:

qi(l), q2(2),q3(3), . . . , qn (n), . . .

Toutes les propositions fermees etant ou derivables ou non-derivables dans
L, une bipartition de Pensemble diagonal s'ensuit. Soit alors le sous-
ensemble de la suite constitue par Pensemble des propositions non-
dέrivables dans L. Nommons u la classe des numeros associes par Pordre
R a ces propositions non dόrivables. Si nous appelons nombre gδdelien
d'une proposition le numero qui lui est associe par R et si nous designons
par Dem qn(x) Penonce metatheorique: "La proposition de numero
gϋdelien n est derivable en L", on obtient done:

(1) nεu = ~ Ώem qn(n) .

En d'autres termes, le nombre n appartient a. la classe u si et seulement si
la proposition obtenue en remplaςant la variable x dsqn(?c) par le symbole
representant le nombre n, n'est pas derivable dans L.

12. Kurt Gΰdel, Ueber formal unentscheidbore Satze der Principia Mathematica iind
Verwandter Systeme, Monatschefte fUr Mathematik und Physik, vol. 38, 1931, pp.
124-176; Jean Ladriere, Les Limitations internes des formalismes, Nauwelaerts.
Gauthier-Villars, Louvain, Paris, 1957, §72, pp. 102-104 et §237, pp. 418-420.
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Or la propriete d'appartenir a la classe u est reprέsentable en L par
une expression r - jouant le role de predicat - . L'expression r(pc) de*signe
la proposition ouverte: "x appartient a la classe u". Cette proposition est
numerotee par R* et on peut done Pέcrire, si ce numero est s, rs(pc). Nous
pouvons alors former, par le meme procede qu'auparavant,la proposition
r s (s), qui appartient a Let qui signifie:

"Le nombre entier 5 appartient a la classes",

e'est-a-dire, en vertue de (1):
"La proposition obtenue, en remplaςant la variable x de rs(*;)par le

symbole qui represente s, n'est pas derivable dans L",

e'est-a-dire:

"La proposition rs (s) n'est pas derivable dans L".

La Proposition rs(s) affirme done sa propre inderivabilite dans L.
En effet, supposons que rs (s) soit derivable. Alors Pentier 5 a la

propriete enoncee par la proposition rs (pc) et done fait partie de u. Mais
alors: -Dem rs (s). - Supposons que rs (s) soit refutable. Alors s n'ap-
partient pas a wet Dem rs(s). Done si rs(s) est soit derivable, soit
refutable, L est incoherent. Mais on a suppose que L etait coherent.
Done rs (s) est inderivable.

L'analogie avec la demonstration utilisee dans le theoreme de Cantor
et avec la numerotation utilisee dans l'antinomie de Richard permet de
reconstruire aisement le theoreme de Gδdel a partir de Pantinomie de
forme generale (A), par les assignations:

Ux = (3#*(#)) (pc *+ qx(pc) - D e m qx(pc)) .

(2) ]
[fl = (lm)R*(?cεu, m) m ** qm (pc) .

On interpretera les variables m, n, o, p comme des variables numeriques
(substituables par les chiffres, e'est-a-dire les constantes de L), les
variables x comme des variables d'individus et q, r, s, t comme des
propositions. Alors la matrice du theoreme a pour expression:

(AG) {(M) [(m) MZU D"(3^« M)(m <+ qm(m) -Dem qm (m))] D
[(ϊή)R*(xεu, n) n <-> rn(pc) -Dem rw(n)]}i)

{[ (ΐw)(o) [(3s0 (o))(o o s0(o) -Dem s0(o)] = oεw] D
[ (lw)(lp)R*fyεw,p) -p *+tp(?c) ~Ώemtp(p) --Dem tp(p)]}.

L'expression peut etre simplifiee et le raisonnement prend alors une forme
dilemmatique:

(AGi) {(3W)(O) [(1S0(O))(O <-> s0(o) -Dem s0(o))] = oεw} D

[(lw)(lp)R*(pεw,p) - p <r>tp{x) - -Dέm tp(p) - -Dem ~tp(p)]

§3. Distinction des antinomies logiques et semantiques: Proprietes
et predicats.
Si Ton excepte le cas de Pantinomie de Grelling13, la difference entre

13. Voir plus haut, p. 6.
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les antinomies logiques et les antinomies semantiques n'a pas paru dans
nos notations. En consequence, puisque ce sont les secondes qui "in-
spirent" le raisonnement de Gδdel,14 elles n'ont pas non plus paru dans les
expressions (Ac) et (AGI).

Or, en quoi consiste cette difference?
Revenons a Pantinomie logique de PImpredicable et comparons-la a

Pantinomie semantique de PHeterologique. Bien que, dans les deux cas,
j'obtienne Γantinomie en appliquant Impredicable et Heterologique &
eux-m§mes, cette application se fait en deux sens differents. Lorsque je
dis que PImpredicable est impredicable, j'attribue la propriete "Im-
predicable" a la propriety "Impredicable". Mais lorsque je dis qu'
Heterologique est heterologique, j'attribue la propriete "Heterologique"
non pas a la propriete "Heterologique", mais au predicat "Heterologique",
le predicat etant ici entendu comme la designation de (le symbole
designant) la propriete.

L'usage correct de Pecriture impose de distinguer ces deux modes
d'attributions. Dans le premier cas, oύ le sujet de Pattribution est une
suppositio formalίs, le predicat qui la designe est utilise - prefixe de
Particle - et ecrit ordinairement:

"Le concept est un concept":

Dans le second cas, oύ le sujet de Pattribution est une suppositio
materialise le predicat qui la designe est utilise entre guillemets:

" "Monosyllabique" n'est pas monosyllabique".

Cette difference peut encore s'exprimer dans les genres des substitu-
tions qui conduisent aux deux sortes d'antinomies. Lorsque, dans la
matrice (B3) nous obtenons la contradiction exprimee dans le membre droit
de Pimplication en substituant "Impr" a toutes les occurrences de "F"
dans le membre gauche, la triple substitution qui a lieu est homogene. Au
contraire, dans la matrice du paradoxe de Grelling:

[Het ('Q')^ ~Q('Q')] D[Het(Ήet') = ~Het ('Het')],

nous obtenons la contradiction exprimee dans le membre droit de
Pimplication en substituant "Het" a toutes les occurences de "F" dans le
membre gauche, mais deux de ces substitution sont formelles, tandis que
la troisieme est materielle.

Souvent, les auteurs memes qui insistent sur la necessite d'un langage
rigoureux violent la prescription, qui ordonne de respecter cette restric-
tion.

14. "Les sentences syntactiques peuvent parfois parler sur elles-memes et la question
se pose de savoir si cette reflexivite peut eventuellement conduire a des
contradictions. Cette question est importante, parce qu'elle se rapporte non pas a
des calculs d'un type special de construction, mais a tous les systemes, quels qu'ils
soient, qui contiennent ΓArithmetique . . . Le probleme des antinomies syntactiques
. , . reapparait visiblement quand il est question d'un langage S, dans lequel la
syntaxe de 5 lui-mδme peut £tre formuiee, et dans le cas de tout langage qui
contient ΓArithmetique" (Carnap, op. czί.,§60a, pp. 211-213).
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Dans la matrice (Ap) et (AM), on evitait ces difficultes en recourant au
langage des classes. Mais dans la matrice (Apy, c'est bien un prέdicat
"qx" et non une propriete "qx" qui intervient dans la numerotation, meme
si c'est la proprietέ "qx" qui est prediquee du numero qui lui correspond.
Une ecriture correcte de l'antinomie exigerait done, par exemple, pour
(Apl)

f, les signes:

ϊlw)(y) [(l<!y)(y *> "qy"-ybqy) = yεw)]}z)[(lw)(pw <*> w pw$w pwεw)].

L'avantage qu'il y a a remplacer le quantificateur existentiel par une
constante, comme fait Carnap, apparaίt ici en ce que ce procede supprime
la question de savoir si la liaison existentielle porte sur une variable
symbole de propriete ou sur une variable symbole de prέdicat. De meme,
si Ton interprete "F" comme un predicat et non comme la classe du faux,
on devra ecrire la matrice simplifiee du Menteur (AMl) de la faςon
suivante:

[(#)(""Λr'εF'φF' = "x'εF") Ώ(ίί6q'$F.' "q'εF")]

De meme, dans la matrice de Gδdel (AQI), il est evident que la relation du
numerotage R*(xεw,p) doit s'ecrire: R*('xεw',p).

Ces distinctions ont une double portee. Elles permettent de legitimer
le raisonnement de Gbdel et de demontrer d'autres theoremes de limita-
tion. Elles font apparaitre que les antinomies sέmantiques sont liees non
pas a la propriete logique de reflexivite, mais a la capacite "universelle"
d'expression d'une langue.

§4. Legitimite de la demonstration de GΌdel; autres theoremes
de limitation.
On a pu remarquer15 que, dans Penoncέ de la matrice (AQ)

oεw= ~Dem s0(o) ,

qui etablit, en se fondant sur la numerotation des propositions de L une
certaine relation entre la classe w et la derivabilite de la proposition sQ(o),
"Pexpression sσ(o) est utilisee selon Pusage autonyme. Elle ne doit done
pas etre consideree, dans ce contexte, comme une expression de L, mais
comme un nom appartenant a. la metatheorie de L et servant a designer une
certaine expression de P. On pourrait eviter toute ambiguTte en utilisant
une notation speciale ou en recourant a une correspondance de Gδdel".

15. Ladriere, op. cit., pp. 142-143, a propos de Γessai de Ch. Perelman pour reduire la
demonstration de Gδdel a une nouvelle forme d'antinomie. De meme, sur le meme
sujet: Kurt Grelling, Bemerkungen zu einer Abhandlwng von Ch. Perelman, Theoria,
III, 1939, pp. 297-306 (p. 300: "Mais xεE (dans la matrice (AG): mεuou xεw,
etc.) n'est pas pour autant un signe de classe (c'est-a-dire une formule de
P - langue formelle sur laquelle raisonne Gδdel - , qui exprime d'une faςon
quelconque une propriete des nombres naturels); car un tel signe devrait pouvoir
etre exprime dans le systeme P; xεE n'est qu'une description meta-mathematique
d'une propriete numerique".
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Dans L, la proposition s0(o) est associee a un numero gδdelien et la
proposition selon laquelle elle n'est pas derivable est exprimee par Γimage
arithmetique de la proposition metatheorique s0{o).

On devra done ecrire la matrice (AGl) de la faςon suivante:

{(3M;)(O) [(1SO(O)(O *> (s0(oY -Dem <so(o)} )]= oεw} D
{(3w)(3/>) [R*('xεw',p) . p *> 'tp{xY - -Dem 'tp(p)' . -Dem '~tp(p)']}.

Ainsi, de meme qu'a la matrice (Ap) du theoreme de Cantor correspond
la matrice (A) des antinomies logiques, de meme, a la matrice (AQ) du
theoreme de GQdel correspond la matrice (Apτ) de Pantinomie de Richard.
On a ailleurs16 montre que, pour passer du raisonnement cantorien aux
antinomies logiques, il suffit de considerer Pensemble diagonal L, obtenu
en prenant les elements de Pensemble M qui ne figurent pas dans le sous-
ensemble Pm de P{M) associe biunivoquement a M, et de le forcer a etre
element de M; autrement dit, il suffit de prendre pour M la classe
universelle V.

Examinons a present comment on passe de meme du theoreme de
Gδdel a l'antinomie de Richard. Deux remarques complementaires de
Carnap et de Church eclairent cette question.

Si, dans l'antinomie du Menteur, on remplace "faux" par "non-
demontrable", nous obtenons une sentence S1 qui enonce d'elle-meme
qu'elle n'est pas demontrable dans le langage choisi, soit S. Cette sentence
est Panalogue de la proposition gδdelienne. Ici, aucune contradiction ne se
produit. Si Sj. est vraie (analytique), alors Sλ n'est pas fausse (contradic-
toίre), mais seulement non demontrable en 5. C'est, en fait, le cas . Les
proprietes "analytiques" et "non-demontrable" ne sont pas incompatibles.

Replaςons, a present, "faux" par "refutable" dans la sentence du
Menteur. Supposons qu'une sentence, S2 soit construite en S, qui affirme
que S2 est elle-meme refutable (en S). S2 est alors un analogue a Passertion
du Menteur. Observons alors si la contradiction se produit selon le mode
ordinaire. Supposons d'abord que S2 soit en fait refutable. Alors S2 sera
vraie et done analytique. D'autre part, toutefois, toute sentence refutable
est contradictoire, et done non analytique. Done la supposition est fausse
et S2 est non-refutable. De ceci ne resulte aucune contradiction. S2 est en
fait non refutable; puisque S2 signifie le contraire de ceci, S2 est fausse et
est done contradictoire - Mais les proprietes "non-refutable" et "contra-
dictoire" sont tout a fait compatibles Pune avec Pautre.17

Soit, d'autre part, Penonce de Findlay, qui construit dans le langage
quotidien un enonce circulaire correspondant a la proposition indecidable
de GOdel: "II est impossible de demontrer Penonce de fait que Pon obtient
en remplaςant, dans la formule enonciative: <I1 est impossible de
demontrer Penonce de fait que Pon obtient en remplaςant, dans la formule
enonciative A, la variable qu'elle contient par le nom de cette formule

16. Vuillemin, op. cit., §9, p. 87.
17. Carnap, op. cit., § 60 c, pp. 217-218.
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enonciative>, la variable qu'elle contient par le nom de cette formule
enonciative".18 Si, dans cet enonce, on substitue le predicat non-vrai a la
phrase II est impossible de demontrer (au predicat non-dέmontr able), on
obtient un enonce qui ressemble a Pantinomie d'Epimenide.19 Or, on
obtient directement, a partir de la matrice (AGi)>la matrice simplifiee de
cette antinomie, en y substituant "~Vrai qm (ra)"k "'-Dem qm {m)":

(AE) {(3MI)(O) [(3S0(O)) (0<r^ "so(o)" . Faux "s0(o)")] = oεw}^

[(lw)(lp)R*((ίxεw",p) . p <-> "tp(x)" Faux (ίtp(p)" . Faux "~tp(p)"],

en posant:

"~Vrai {"q") = Faux ("g")"
On notera que (AE) est la matrice de PEpimenide. Elle differe par

l'existence des quant if icateur de la matrice du Menteur (AMI). Elle enonce
que si un nombre appartient a w si et seulement si il est associe a une
proposition obtenue en remplaςant la variable libre par le symbole
representant le nombre associe et disant d'elle-meme qu'elle est fausse,
alors il existe un nombre p associe a la proposition t disant que xεp, et la
proposition obtenue de t en substituant a la variable libre le symbole
representant p dit d'elle-meme qu'elle est fausse et qu'elle ne Test pas.20

Allons plus loin.
Le theoreme de Cantor a pour fin de rejeter, en vertu d'un raisonnement
par l'absurde Phypothese selon laquelle l'ensemble diagonal, L, qu'on
construit appartiendrait a l'ensemble de depart, M. Or, dans la matrice
(Ap)f de Pantinomie de Richard, la contradiction depend d'une double
hypothese faite sur yεw. D'une part le nombre associe par la numerotation
ne doit pas verifier la propriete definie. De Pautre, la numerotation doit
etre effectuable de faςon univoque dans la langue formelle choisie, S. Ainsi
le paradoxe de Richard peut etre transforme en theoreme, en supposant que
la langue S est coherente: "Si S est consistante ou du moins non
contradictoire, alors il n'est pas possible de construire en S ni un cadre
expressif ni une expression fonctorielle, en vertu desquels on pourrait
construire en S une enumeration univoque des predicate d'arguments
numeriques a. une place. Bien que l'ensemble des predicate d'arguments
numeriques a une place, qui sont definissables en S, soit un ensemble
denombrable, . . . , leur enumeration ne peut pas etre effectuee par les
moyens dont on dispose en S meme". 2 1

18. J. N. Findlay, G'όdelian-sentences: a non numerical approach, Mind, n. 5, vol. 51,
1942, pp. 259-265; Ladriere, op. cit., p. 467.

19. A Church, Compte-rendu de Particle de Findlay, Journal of Symbolic Logic, vol. 7,
1942, pp. 129-130; Ladriere, op. cit., p. 117.

20. L'Epimenide revient done a dire non pas qu'un Cretois, Epimenide,dit que tous les
Crέtois sont menteurs, forme qui ne conduit pas a une antinomie (S. C. Kleene,
Introduction to Metamathematics, p. 39), maίs que tous les Cretois disent que tous
les Cretois sont menteurs, l'ensemble des Cretois etant suppose non-vide.

21. Carnap, op. cit., §60 c, Theoreme 60 c. 3, p. 220.
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De Pantinomie de Grelling, on peut tirer des conclusions analogues.22

D'ailleurs, pour obtenir cette antinomie a partir de (AGl), il suffit de
substituer, dans cette matrice, le predicat 'An' (= 'Analytique en L') au
predicat 'Dem' (= 'Demontrable en L?). On obtient alors la matrice:

(AGri) {(3W)(O) [QSO(O))(O -» 'So(oY - ~An<so(o)'h OCW}D

{(ϊw)(lp) [R*('xεw'$p) ./>V> 'tp(p)' . -An tp(p)' .~An (~tp(p)>]} .

II suffit alors de definir:

Het(x) = Df θQχ(x)) (X <^ 'qx(xY ~An 'qx(xY),
ce qui revient, dans Γassignation (2) a remplacer φx par Ket(x), pour
retrouver, dans la forme, l'antinomie de Grelling. Mais, c'est constater
ainsi que si "analytique en S" est definissable en S, S est contradictoire.
De (AGΠ), on tirera done le theoreme suivant: "Si S est consistante ou
du-moins non contradictoire, alors "analytique (en S)" est indefinissable
en S».23

Le celebre Corollaire de GOdel est etroitement lie a ces theor&mes,
lorsqu'on le formule semantiquement.24 En vertu de ce Corollaire, si S
est consistante ou du moins non contradictoire, alors aucune preuve de la
non contradiction de S ne peut etre formulee dans une syntaxe qui n'utilise
que les moyens d'expression dont on dispose en S.

§5. Classification des thέorέmes de limitation: Derivation et consequence
Avant d'examiner la raison d'etre des faits qu'on a decrits et

d'expliquer pourquoi et comment on peut, des matrices d'antinomies,
deduire des matrices correspondantes de theor&mes de limitation, il
convient de classer ces faits et ces theoremes.

On observera d'abord que les expressions "faux", "vrai", "definis-
sable", "indefinissable" appartiennent a la Semantique. Les deux concepts
fondamentaux de cette science sont, en effet celui de denotation et celui de
valeur25; le premier circonscrit la theorie de la Definition, le second celui
de la Verite. Ainsi les trois antinomies du Menteur (AM), de ΓEpimenide
(AE) et de Richard (Ap)

f peuvent etre dites antinomies semantiques.
En second lieu, Tarski et Carnap ont resolu, pour differents langages

form els, le probleme de trouver une relation syntactique qui coincide en
extension avec la relation semantique: "satisfaire une forme proposition-
nelle".2 6 Par exemple, a la notion semantique de "Vrai", on peut faire
correspondre la notion syntactique d'"Analytique" ou de "Valide",27

22. Carnap, op. cit., §60c, p. 218.

23. Carnap, op. cit.
y
 §60 c, Theorέme 60 c. 1, p. 219.

24. Carnap, op. cit., §60c, p. 219.

25. A. Church, Introduction to Mathematical Logic, §09, note 143, p. 65.
26. A. Church, Ibid., note 142, p. 65.

27. Ces deux concepts sont consideres comme identiques, lorsque les langues formelles
sur lesquelles on raisonne sont purement logiques. Elles ne se distinguent que dans
le cas langages "physiques" (Carnap, op. cit., §48, p. 173 et §51, pp. 180-182), qui
ne nous interessent pas ici.
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chaque fois que le faux est tel en vertu des seules lois de la Logique et non
en vertu d'un fait; de meme, pour les raemes conditions, on fera
correspondre la notion syntactique de "Contradictoire" ou de "Contra-
valide" a la notion s&nantique de "Logiquement Faux". On notera que ces
concepts syntactiques ne sont pas "complete", en ce sens que, dans le cas
general, nous ne possedons pas de methode de decision pour determiner si
une proposition donnee est effectivement analytique ou contradictoire. Elle
Pest en soi; je ne sais pas necessairement si elle Test. Nous appellerons
avec Carnap28 c-termes (termes de la methode de la consequence) les
termes syntactiques ainsi selectionnes. L'antinomie de Grelling (AGΓ)
appartient a ce groupe.

Enfin, on appellera d-termes (termes de la methode de la derivation)
les termes syntactiques tels que: "Derivable", "Demontrable", "Re-
futable", "Resoluble", "Ir re soluble", qui exigent une methode de decision.
Le theoreme de G'όdel (Ac) appartient a ce groupe.

Quand on peut faire correspondre un concept syntactique a un concept
semantique, on obtient, a partir d'une antinomie ou d'un theoreme
semantique une antinomie ou un theoreme syntactique. Par exemple, on
obtient une version syntactique du Menteur et de PEpimenide, en rempla-
ςant, dans les matrices de ces antinomies, les mots "Faux" par
"Contradictoire".

Or a toute antinomie semantique ou a toute antinomie syntactique en
c-termes, a condition qu'une regie d'enumeration R* existe dans le langage
formel S pour les expressions convenablement choisies de S, correspond un
theoreme semantique de limitation. A PEpimenide (AE), correspond le
theoreme de la veritέ de Tarski ou le Corollaire de GQdel exprime sous
forme semantique a la condition, dans ce dernier cas, qu'on substitue a
"Faux" le predicat syntactique "Contradictoire". En vertu du theoreme
de la verite, si un formalisme L est tel qu'on y puisse formaliser
PArithmetique ordinaire, les regies de la Logique et la Thέorie des
ensembles et qu'on y considere la classe K des propositions vraies de L,
contenant les axiomes de L et fermee pour la relation de consequence,
coherente et complete, alors la theorie du predicat "Vrai" n'est pas
formalisable dans le syst&me L lui-meme. A Pantinomie de Grelling
correspond le theoreme affirmant Pimpossibilite de definir dans le
formalisme consider^ le predicat "Analytique", ce theoreme n'etant que le
doublet du theoreme de Tarski. A Pantinomie de Richard correspond, de
meme, le theoreme sur Pimpossibilite d'enumerer les predicate de L dans
L.

Tous ces theor^mes expriment des limitations des formalismes eu
egard a la possibilite d'exprimer certains concepts fondamentaux de la
syntaxe ou de la semantique de ces formalismes dans ces formalismes
eux-memes. Us different des theoremes proprement syntactiques, tels le
theoreme de Gδdel et son corollaire, qui expriment des limitations des

28. Carnap, op. cit., §34 a, p. 101.
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formalismes eu egard a la possibility de trouver une methode de decision
pour toutes les sentences exprimables dans ces formalismes.

Ces deux sortes de theoremes font done peser deux sortes de
limitations sur les systemes arithmetiques.29 Les unes έtablissent que
certains termes arithmetiques sont indef inissables - naturellement abstrac-
tion faite des indef inissables reconnus par le systeme, en tant qu'ils en
constituent les notions primitives. Les autres etablissent que certaines
sentences arithmetiques sont indecidables, e'est-a-dire qu'on ne peut les
prouver a partir des axiomes, - eux-memes assertes quoiqu'indέmontrables
ex hypothesi, - bien qu'on puisse les exprimer en vertu des regies de
formation.

§6. Reflexivite, antinomίe et capacite d'expression d'une langue
On a cru souvent que les antinomies etaient liees au caractere

"reflexif" de certaines expressions. Mais, d'une part on peut construire
des antinomies qui correspondent a celles du Menteur, sans utiliser la
relation directe de reflexivite qui rapporte une proposition a elle-meme30.
De Pautre, on peut construire, comme Pont fait GOdel et Tarski, des
propositions "reflexives" qui ne sont pas antinomiques.

"Ce n'est pas, comme on Pa cru si souvent, la reflexivite qui
constitue Perreur de laquelle la contradiction depend; Perreur se trouve
plutόt dans Pusage sans restriction des termes 'vraP et 'faux'".31 C'όtait
deja la generalite du mot tous qui instaurait les antinomies logiques. C'est
la generalite des concepts semantiques (vrai/faux, definissable/indefinis-
sable, enumerable/non enumerable), ainsi que des termes syntactiques qui
peuvent leur correspondre, sans egard pour le langage de reference auquel
on rapporte ces concepts, qui est, de meme, responsable des antinomies
semantiques.

Si Pon a pu faire se correspondre les matrices (Aς) et (AE) et obtenir
dans un cas ou le theoreme syntactique de Gδdel ou le theoreme semantique
de Tarski et dans Pautre PEpimenide, c'est que, dans le premier cas, on
operait sur des concepts syntactiques effectifs et limites, tels que
"Demontrable" et "Non-Demontrable", tandis que, dans PEpimenide,
interviennent des concepts semantiques (ou syntactiques) non effectifs et
illimites, tels que le "Vrai" et le "Faux" (P'Άnalytique" et le "Contra-
dictoire") et que, dans le theoreme de Tarski, on se fondait sur la
contradiction produite par Pusage de tels concepts pour en interdire la
definissabilite dans un langage formel suppose coherent.

Comme le note Carnap, "Pimpossibilite de reconstruire Pantinomie du

29. Carnap, op. cit., §60d, Theoreme 2, p. 221.
30. Carnap, op. cit., §60b, pp. 215-216; de meme, Lewis et Langford, Symbolic Logic.

On notera une situation semblable, au point de vue mathematique, dans le cas
des ensembles extraordinaires (D. Mirimanoff, Les antinomies de Russell et
de Burali-Forti et le probleme fundamental de la theorie des ensembles, L'En-
seignement mathέmatique, tome XIX, p. 37-52, 1917).

31. Carnap, op. cit., §60b, p. 215.
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Menteur a l'aide des termes <non-demontrable> ou <refutable> est due au
fait que toutes les sentences analytiques ne sont pas demontrables et que
toutes les sentences contradictoires, de meme, ne sont pas toutes
rέfutables".32 Et si, inversement, Ton peut reconstruire PEpimenide a
partir du theorfcme de Gβdel, ce phenomene, note Church, tient, de meme,
"au fait qu'un system e peut tres bien ne pas contenir une formalisation de
sa semantique et contenir cependant une formalisation d'une partie au
moins de sa syntaxe".33

Ce n'est done pas la rέflexivite, mais le surcrolt de sa richesse en
moyens d'expressions qui fait qu'une langue est contradictoire.

§7. Sur le carre logique des termes: Vrai, Faux, Derivable, Refutable
On peut avec les termes Vrai (Analytique, Valide), Faux (Contradic-

toire,34 Contravalide), Demontrable, Refutable constituer le carre logique
suivant:

Vrai Faux

Demontrable > < Refutable.

Comparons de carre a celui de la Logique classique:

A E

ΪX'Ϊ
1% >^0

Dans ce dernier carre: A et E sont des contraires: ils ne peuvent etre
tous deux vrais, mais peuvent etre tous deux faux. On a figure cette
relation par un trait plein. Les couples A et 0, E et I sont des contradic-
toires; ils ne peuvent etre ensemble ni vrais ni faux. On a figure cette
relation par un trait en pointille. Les couples A et /, E et 0 sont
subalternes: A D / et E D 0. On a figure leurs relations par des fleches
simples. Enfin, I et 0 sont subcontraires: ils ne peuvent etre ensemble
faux, mais peuvent etre ensemble vrais. On a figure leur relation par une
fleche double.

Les relations, dans le carre des termes semantiques et syntactiques,
sont tres differentes. "Vrai" et "Faux" sont des contradictoires: ils ne
peuvent etre ensemble ni vrais, ni faux. Les couples "Vrai" et "Re-
futable", "Faux" et "Demontrable" sont des contraires; ils ne peuvent 6tre
vrais ensemble, mais peuvent etre faux ensemble. Les couples "Vrai" et
"Demontrable", "Faux" et "Refutable" sont anti-subalternes. En effet:
"Demontrable" D "Vrai" et "Refutable" D "Faux". On a figurέ leurs
relations par une fleche de sens ascendant. Enfin, "Demontrable" et

32. Carnap, op. cit., §60 c, p. 218.
33. In Ladriere, op. cit., p. 117.
34. Les concepts sont considerέs dans une Langue logique, dont toutes les propositions

sont analytiques ou contradictoires.
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"Refutable" ne peuvent pas etre ensemble vrais et peuvent 6tre faux
ensemble; ce sont done des contraires et comme cette relation est aussi
la converse de la subcontrariete, on Γa figuree par une fleche double
renversee.

On peut done deduire les relations formelles du carre logique
"syntactique" a partir des relations formelles du carre classique en
echangeant les relations de contradiction et celles de contrariete et en
renversant le sens des relations de subalternation et de subcontrariete,

Ces changements paraTssent fondamentaux dans les theoremes de
limitation. II y a des indecidables: ce sont les propositions qui ne sont ni
demontrables, ni refutables dans un formalisme donne. Le vrai n'est pas
toujours demontrable: on doit done limiter les moyens d'expression d'un
formalisme si l'on veut conserver sa coherence et, par consequent, son
utilite.

§8. Sur le carre des termes: Vrai, Faux, Necessaire, Impossible dans une
Langue non-logique et sur le lien entre les antinomies et les theoremes
de limitation.
Pour une langue non-logique, dans laquelle une proposition vraie peut

ne pas etre analytique, par exemple dans laquelle il y a des axiomes du
genre du Postulat d'Euclide, on obtient avec les predicate: "Vrai",
"Faux", "Necessaire", "Impossible" un carre semblable au premier de
ceux qu'on a examines:

Vrai Faux

Necessaire ^ / Impossible

II semble que, dans la celebre querelle philosophique des futurs
contingents, on ait souvent raisonne comme si, les propositions vraies
l'etant de toute eternite, elles etaient, de ce fait, necessaires; la difficulty
metaphysique concernant la prescience divine et la liberte humaine resulte,
en partie, de cette illusion logique, selon laquelle une proposition ne peut
etre toujours vraie sans l'etre necessairement.

Le carre suppose des termes dans la perspective des partisans de la
predestination et de la necessite universelle parait construit de la faςon
suivante. 1°) II y a contradiction entre le Vrai et le Faux. 2°) Le Vrai et le
Faux etant eternels, ils sont necessairement ce qu'ils sont; done le
Necessaire est subalterne du Vrai et l'Impossible est subalterne du Faux.
3°) Le Vrai est aussi subalterne du Necessaire et l'Impossible du Faux;
4°) done le Vrai equivaut au Necessaire et le Faux a ^Impossible; 5°) done
le Necessaire et l'Impossible sont des contradictoires. Dans ce nouveau
carre, toutes les relations entre les termes sont reduites a la contradic-
tion ou a 1'equivalence.

C'est evidemment la seconde de ces affirmations qui nous parait
etrange. Vrai, Faux, Necessaire et Impossible n'ont de sens que relative-
ment a une langue donnee. Or dans cette langue, le Necessaire et
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PImpossible sont des contraires, si cette langue est non-logique. Leur
statut apparaΐtra plus clairement au moyen de Pargument suivant, non
rigoureux, il est vrai.

Soit P cette langue, qu'on a supposee non-logique. Les concepts de
Vrai et de Faux sont exprimes dans une meta-langue semantique SMP.
Cette m6ta-langue ne peut etre contenue dans P, sous peine de rendre
possible PEpimenide. Elle est done plus riche que P et contient le predicat
"Vrai" de P, mais, sous peine d'incoherence, ne contient pas son propre
predicat "Vrai". Pour exprimer ce dernier, il faut construire une meta-
meta-langue semantique SM(SMP), plus riche que SMP, et ainsi de suite a
Pinfini. Or la situation n'est pas le meme pour le predicat "Necessaire"
(resp. "Impossible"). Une proposition de P est dite necessaire (resp.
impossible), si et seulement si ou bien elle est un axiome (resp. la negation
d'un axiome) logique de P, ou bien elle est un theoreme (resp. un "anti-
theor&me") logique de P, un theoreme logique etant un thέoreme obtenu a
partir des axiomes logiques par le seul usage des regies de deduction
logique au cas ou il existe des regies non-logiques de deduction. Ce sont la
des notions syntactiques qu'on peut formuler dans une metalangue syntac-
tique de P ou plus exactement de la partie propre logique L de P. Soit ML
ce langage. Nous sommes ramenέs a un cas particulier des theorfcmes de
limitation.

On peut reprendre le raisonnement des pages 13-14, en remplaςant,
dans le Menteur, "faux" par "non-necessaire", puis par "impossible".
Dans aucun de ces cas, une contradiction ne se produit, etant donnee la
compatibilite, dans une langue non logique, des proprietes "Vrai" et "Non-
Necessaire" - respectivement "Faux" et "Non-Impossible". La contin-
gence n'est ici que le doublet de Pindecidable. Certaines propositions de P
ne sont vraies en SMP qu'en n'etant ni necessaires, ni impossibles,
comme, dans les mέtalangues semantiques de langues formelles contenant
PArithmetique, il existe une sentence qui n'est vraie que si elle n'est pas
un theorέme.

La confusion de Popposition entre Vrai et Faux et de Popposition entre
Necessaire et Impossible provient de ce qu'on est passe subrepticement
d'une Langue non-Logique oύ les verites de fait sont distinguees des
verites de raison a une Langue logique oύ les verites de fait ne sont de fait
qu'en vertu de notre ignorance et sont de raison pour le regard de Dieu. II
est curieux de constater que les partisans de la Necessite Universelle ont
souvent cru defendre et meme sauver la science en supposant une Langue
parfaite, fermee sur elle-meme, complete au point de vue logique et
etrang&re a toute contingence au point de vue reel, convenable a Pom-
niscience et a la prescience. Or une telle Langue est necessairement
incoherente.

Le rapport des theor&mes de limitation aux antinomies est ainsi lie au
genre d'opposition des concepts en vertu desquels une langue est sus-
ceptible de donner en elle-meme une image d'elle-meme. Quand cette
opposition est celle de la contradiction, elle produit Pantinomie. Car les
contradictoires epuisent pour ainsi dire Punivers du discours et leur
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disjonction constitue une tautologie. Les theoremes de limitation sont, au
contraire, associes a des oppositions de contrariete. Les contraires ne
dessinent qu'un domaine dans Γunivers; ils peuvent §tre tous deux faux et
laissent la place libre pour un troisiόme terme. Quand Popposition de
contradiction porte sur Γimage de la langue dans la langue, elle la ferme
sur elle-mδme; de cette fermeture naίt Pantinomie, qui disparalt lorsque
Popposition a lieu dans une metalangue differente de la langue-objet. Au
contrarie, Popposition de contrariete peut se produire dans une langue-
objet coherente et neanmoins la reflechir, puisqu'elle n'embrasse pas
Punivers du discours et il est alors possible qu'elle donne lieu aux
theorέmes de limitation.
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