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SUR UN THEOREME EQUIVALENT A L'AXIOME DU CHOIX

W. SIERPINSKI

Une information du professeur B. Sobocinski sur ses resultats concer-
nant les triades de Steiner1 m'a suggere le theoreme T suivant:

T. L'axiome du choix, A, est equivalent a la proposition P suivante:
Pour toute famille F d'ensembles infinis il existe une correspondance
d'apres laquelle a tout ensemble E de F correspond une decomposition de
Vensemble E en paires disjointes (c'est-a-dire en sous-ensembles de E
sans elements communs deux a deux, contenant chacun deux elements).

II resulte de A qu'il existe pour tout ensemble non vide une relation
qui ordonne bien cet ensemble.2

Soit F une famille donnee d'ensembles infinis, R - Pensemble reunion
de tous les ensembles de la famille F. II resulte de A Pexistence d'une re-
lation qui ordonne bien Pensemble R et par suite aussi tout ensemble E de
la famille F. Si Pensemble infini bien ordonne £ a u n dernier element, on
peut placer un nombre fini d'elements de E avant tous les autres elements
de cet ensemble, de sorte qu'il soit bien ordonne et sans element dernier.
L'ensemble E se decompose alors en paires consecutives (formant un en-
semble bien ordonne de paires disjointes). II est ainsi demontre que A-*P
(e'est-a-dire que A implique P).

Nous allons maintenant a demontrer que P—»A.
L'axiome du choix A est, comme on sait, equivalent au principe general

du choix G suivant:

G. Pour toute famille F d'ensembles non υides (pouvant avoir d'ele-
ments communs) il existe une correspondance d'apres laquelle a tout en-
semble E de F correspond un element τ(E) de E.s

1. Voir B. Sobocinski: A theorem of Sierpiήski on triads and the axiom of choice. Notre
Dame Journal of Formal Logic, v. V (1964), pp. 51-58.

2. Pour la demonstration voir, par exemple, mon livre Cardinal and Ordinal Numbers,
Varsovie 1958, p. 411, Th. 5.

3. Pour la demonstration d'equivalence des propositions A et G voir, par exemple, mon
livre cite, pp. 94-95.
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Or, on ne diminue pas la generality* de la proposition G si Ton y sup-
pose que tout ensemble de la famille F est infini. En effet, si Pensemble
E est fini (non vide), il suffit de le remplacer par le produit cartesien
H = Ex N, oϋ N est Pensemble de tous les nombres naturels (H est done
Pensemble, evidenment infini, de toutes les paires ordonees (p,n), oίi
peE etneN) et si τ(H) = (p,n), de poser φ(E) =/>.

Soit maintenant F une famille donnee d* ensembles infinis et S la reun-
ion de tous les ensembles de la famille F. II est bien connu qu'on sait defi-
nir un element a distinct de tout element de Pensemble 5. Soit E un en-
semble de la famille F et soit Ef Pensemble qu'on obtient en adjoignant a
Pensemble E Pelement a. Soit Ff la famille de tous les ensembles E\ oϊi
EeF, et soit Er un ensemble de la famille F'. D'apres la proposition P il
existe une correspondance d'apres laquelle a tout ensemble Er de Fr cor-
respond une decomposition de Er en paires disjointes. Entre ces paires il
existe une seule qui contient Pelement a. Soit p Pelement de cette paire
distinct de a. II suffira de poser τ(E) =p pour avoir la correspondance
dont il s'agit dans la proposition P.

On a done P-*G et, comme G-*A, on a P-*A.
Le theoreme T se trouve ainsi demontre.
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