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1. Envisageons un espace 12 a » dimensions, dont le point
courant sera désigné par %’ (i=,...,n). Supposons qu'une courbe
C dans R soit développéz en courbe /" dans un espace projectif
Sy a N dimensions (N>#x) au moyen de la connexion [%:(a, 3=
0,1,...,N; i=1,...,n), le repére mobile le long de la courbe [/’
étant défini par

dA.=1%dx' A, 1-1
(A.]E A ; a=0, 1,..., N; B : 0——>N, 1 ]_-—)n)

Nous pouvons toujours supposer sans restreindre la généralité que
[§=0} (B=0,1,...,N; i=1,...,n), (1-2)
I+ s+ ...+ T5,=0. 1-3)

Il existe toujours dans 8, une surface” V, a » dimensions qui
a un contact, du second ordre au point A avec le développement
d’'une courbe quelconque dans R, issue du point x’. Elle est définie
par

1 p
2= "-HizZz 4 ...
= 12’2
(p=n+1,..,N; i,j: 1-n),
ou
W P '
Hj= "’2*(1171‘4'1}5), (1-4)

1. J. Kanitani. Sur I'espace  connexion projective majorante, I. Jap. Journ. Math,
Vol. XIX, 1947, p. 343.
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et 2/(I=1,..., N) sont les coordonnées non homogénes d’un point
de 8y, rapportté au repere [A, A,,..., Ay] associé an point .

La condition nécessaire et suffisante pour que cette surface ait
un contact du troisiéme ordre s'écrit '

Riy=0 (p=n+1,..,N; i j=1,...,n),

ou Ry;(a,=0,1,...N; i,j=1, ...,n) est le tenseur de courbure (le
tenseur de torsion inclus) relatif a la connexion I7%.
Si cette condition est vérifiée, et si 'on écrit 'équation de V,

2’):'2’1-{17';2‘21 +“‘é”H7Z;'I¢ziz7‘zk+ ceny (p:n+1,-.., N),

ou H}, est symétrique par rapport a i,j,k, on a
Hiy= - (duHly+ 4 Hk 4,
ou par 4, on désigne la différentiation absolue définie par
4,Hy= ZL? + I HY— 1 Hp— 1 H,

(q: n+1-N; I: 1-n).

Nous démontrons dans cet article que la condition pour un
contact d’ordre v s’écrit

D;,...DiR%,,=0
(I)m) ih“‘yiA=1y"';n )
2=0, 1,...,v—3; p=n+1,..,N
ou por D, on désigne la diffarentiation absolue effectué de la ma-

niére projective par rapport a a,f, et de la maniére affine par
rapport a I, m, i, i,..., a savoir, par exemple

aDL'Rp ' D
DjDin:[m: - .0' = + P{jDiRglm - IT(EDFR":‘IM
ox’
—TI7 DiR(",um_ Ivafl‘szf Ola ™ IwgDa U’lm

g

(7:0-N;. a: 1-n).

D’une maniére précise, pour qu’il eXiste les fonctions H; .
(p=n+1,....,N; iy,..., 1=1,...,m; 4=2,...,v) des variables #,...,%"
de telle sorte qu’étant donné une courbe quelconque C(¥=¢’(t))

dans R, si lon prend sur cette courbe deux points infiniment
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voisins x'=¢'(1), x#"=¢(¥'), et si 'on désigne par A, A’ les images
de ces points, la surface V,, dans Sy, représentée par

’—i Hyzgz g ..+ L Hr 2.
l)! 2yeeely
par rapport au repere associ¢ au point x° contienne le point A’ a
I'exception de quantités infinitesimals d’ordre v+ 1 par rapport a
| #—t|, il faut et il suffit que

D, ...D,R;,=0 (1=0,1,...,v—3). (1-5)

Si cette conditon est verifiée les coefficients H; _,, (4=2,...,v—1)
sont déterminés, proche en proche (H% est determmé par (1-4))
par

H;)L..iA:di,\H;.‘l .2A +EE(S DHI’ i }Is+1 JA— I[Z’ (1.6)

s=2

+Z(}~ MH; - 21']‘31\_”.}
_LHq J#H,”".x+1~'-jl—lalyl7il

(q: n+1-N; a: 1-n),

OU j;..-fx-1 est une permutation de i,..., -1, et 3 désigne la som-
mation qui s’etend pour toutes les combianisoné Ji---yJs Dris s a
s (ou 2—2 a 4—2) de i,,...,i,_.. Les coefficients H; ,; (4=2,.,
v—1) ainsi définis sont symétriques par rapport a i,...,i. Quant
au coefficient H ;, si I'on le choisi de telle sorte qu’il soit syme-
triqure par rapport a fy,...,0,, et si 'on désigne par 6;,...;, le second
membre de (1-6) ou A=y, il vient

Hp —0?1'1-'-1.\4)' (1'7)

7 - lv

Nous avons déja démontré dans un mémoire précécent” que
cette proposition est vraie pour v=3, 4. Il ne reste donc que de
prouver que si elle est vraie pour v, elle s'etend aussi pour v+1.

2. Lorsque R%,.=0 (, m=1..., n; p=n+1,..., N), nous
avons

DR}, =H?Rs;,,— R, (a:1-n) 21
= (AWH]I')I—AIH'?IH)°

1. J. Kanitani, Joe. cit.
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Nous allons maintenant démontrer que si les équations
D;,...DiR},=0 (2-2)
(p=n+1,....N; I,m,i,....n=1,....,n)
sont vérifiées pour 4=0,1,...,6—1(6=>2), les équations
Diy...DiR%,, 2-3)
=DM R+ SHY R

+Z§_,H” H? R

=G --Js ]s+l -jaa” qlm

—(—=1)H? , Ru—H! ,R?

1 -2 ty...ix- " glm

—(4—- Z)EH" ;

cja—1""jalm
—L(s 1)2 r i Bamy (@ m+1-N)
=(—1 A(Hi,...{llm'_Hil...iAml)

sont vérifiées pour A=1,...,0 (’équation (2-1) pour 4=1) ou H: .
est défini par (1-6) -pour 4=3,...,6+2 et, par suite, H; , est
symétrique par rapport a i,...i, pour Ai=2,...,0+1.

Plus général, considérons un systéme des fonctions Gi,
(a,B=0,..., N; I,...,l.=1,...,n) des variables «',..., x* assujetties &
la condition

D,...D, G}, ;=0 (2-4)

pour 4=0, ..., 6—1 ou par D, on désigne la differentiation absolue
efféctuée de la maniére projective par rapport a a,f et de la
maniére affine par rapport a [,7. Si les équations (2-2) sont
véfifiées pour 4=0,1, ..., 6—1, la premiére équation de (2-3) scra
vérifiée méme quand on remplace R}, par Ghy,......

Cette proposition est vraie d’abord pour ¢=2. En effet, si

RglmEOs D’tR{)’lmEO,
nous avons
DjDi,R({;m = H{)’]D 'Rglm - DiRj’}m
aR m I
hj( 01 : +o0 “’Rllm + PaIR(ilm R’llm
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( a( j” l)lm +H(l;L lm+ IL:lem

v
'_‘[ ; ;:lm HL qlm)

—_ HIJRUINI + L[«J rllm
I ulelm H:4IRJlm HI];u (;‘lm'

De méme, si G}, ,==0, R},=0 et, par suite, [';=H} nous
avons
d 23
DGy =HaGy =Gl
Si Gy =0, D; o =0, Rf,=0, DR}, =0 et, par suite [}
=H, HY,=4;H}, nous avons
14 0
DDGy,. ., =HiyGy, ,+HiGyy
—H”.G*, ,—H" —H G
HyGyy —HuGy  —HEGy

Nous avons ensuite d’aprés (1-6)

Hlp=d,Hy,+ Hi 0+ Hp o+ HELD,
— (H4HL + HiHE + H Hju)['q';,,.
Or,
,

4H?. =.__ah;";‘i+1,,,Hq a2

Qoo A .‘.a...i;‘!

al g l'/];n

(. d—dd,)HY,  =H LT Il

axm d l
)G o
~SH} . 3@?::’ 82;‘:’”“ PO T L 4

— (5~ DH

= (Rip + Hul o~ H D H],

— SR = Ol S+ O — Hiy L H L) HY,
—Ry,.DH? . (g.7:n+1->N; a,b: 1-n),

all

en particuler,

AmHljl A HLJHI. (AIILA d AM)sz
(R qlm [ yq(:u H ;;u 1 ql)
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:lmszj jhnHli)L + [ Hrﬁj + [1 7' 0 Hl’;_ Itﬁ"

miT
+ (HiH;+ ) Ugn— (HEHY+ HYHE) Iy
_H]_;:L E)le-

Il vient donc

DjDiRl,J)lm = Hijlm - Hl?jml'

3. Nous démontrons maintenant que si la proposition men-
tionnée au n° précédent est vraie pour o, elle s’étend aussi paur
a+1.

Supposons que cette proposition soit vraie pour g, et que les
équations (2-2) soient vérifiées pour 4=0,1,...,...,a. Alors H} .
est symétrique par rapport a i,...0x pour 4=2,...,0+2, et les
équations (2-3) sont vérifiées méme quand on remplace R, par
D.R:,,., a savoir,

Dio‘ * 'Di]DiR{:llu,

=(—1)°'”H-” DR’J,,,,+“H" D.R; ..,

jo 1a

+ ZJ ZHII H" DiRzlm

Jieefs' T Js+1eeejol
;—‘(U_I)Hp i D"RUI"Z—HZ{II..JO Diqu,lm
—_ (U 2) 2 ]‘ Jo— lDiRgalm

_EZ.(S_]-)H}' Hq Dqum

s=2 j Jstlee

pour 4=2,..., 0
Ajoutons au second membre de cette équation l'expression

Q
|

1

2_:( 1)8—]H'] ITIII;beDjO"'DjS{_ R(;;m
J 1

'.'"'.M

Q
|
-
gl

+S5(=1)"H?,, . luD, ...D, R,

s=2 j

S5 (=D (s—DH;, ; 13D;,...D;,  Ri,
_?3??( D= (s—1H?,, . [%D; ...D, R,
_E(J 2)1']011)]01 Dijg’"‘

——-Ai(Diou'DilR{;[”‘)
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qui est identiquement nulle d’aprés I’hypothése, et remplcons les
dérivées de R}, par leurs expressions données par (2-3), et
portons les relations

D.R;;,,— 4;Ri;, =0iRy,,— R,

D.Ryj,,— 4:R;,,= 0 R}, + 1 iRy, — | iR, — H Ry,

D.R;,,—4d th,, “R,,lm-i‘ 1Ry, — 1 ;’i ot — 1 Ry,

DRy, — Olm oim— Rt

DRy, — ol = Hanql':: 'Ry,

DiR:;luL—A'qum: 1'401 _71,,,+ r, q jlm, 1;01 (rJ.lm,—sz 2lnn

Dszzm 4d;R),,, = 2im IRy, — R, — LR,
(b: 1——>n; q,v: n+1->N).

Il veiendra

Dio"'DilDiRglirL
:(_‘1) {HY; .loa wm+ZHn i R

1. I Jo—1@ " jolm

+ 2 Z fierd G, . joafCiom
0
——'UHF 0dm — H'] ; :]’lm

3. 22)+.-120

—(o— 1)2 2o

1. ]0-1 Joim

-2
—_ » 9
SISHp JHY R

Cest a dire que la premiére équation de (2-3) s’étnd pour
2=o+1. De la méme maniére on peut démontrer si les équations
(2-4) sont vérifiées pour 4=0,1,...,6, la premiére équatlon de
(2:3) ou A=0+1 est vérifiée méme quand on remplace R%,, par

oy dye

Enfin, si 'on définit H? ; . .. H! . .. au moyen de (1-7)
il vient
P _K»
Hil...ionlm Hil»--ia+1m1

_H'l 1+1 q[,,,+0'H" 1‘0+1Rglm
— » 0

+ (G 1)EH - Ja= Jo+1im

-1

Al — » » 0

+SZ‘=2¥(S I)HJI Js H].s+l Jo +1.R'7[’”
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_H” -ta +1ng"" EH,‘ . joa ;a+1lm
- EEHII H" qllm

s=2 3 7y-- ] Js+1- ]o“
comme conseéquence de (3-5), et des équations
:]‘l' d [ :lom.— ztrlz_ [ .q’; I :?m + [ qm, vl?l_' glrzL 'l'l)ll
d l"(l J I’;u: Jl?n Hjl['rom+ jm ':; Rst:n.[';b
dm [ 'q(; J [ l;lm_ qlm [ 'l[(;(yr:t + I '11')111.(3(‘ Olm IZD
(b: 1-»n; r: n+1->N).
C est a dire que la deuxiems= equatlon de (2-3) s'étend pour

A=0o+1.

_4. Soient 2! (I=1,..., N) 128 coordonnées non homogénes d’'un
point P de S, rapporté au repére [A, A,;..., Ay] de sorte qu'on a

P=A+2'A, (I: 1-N).
Si le point P est un point fixe, on a

d(A+2A)=dx'Ai+d2' A+ (ZI,A+ 21 1A, +2' A, dx
=p(A+2'4) {A:1-N; m: l-n; p: n+1->N),
d’ou
21 dx=p,
dz' +dx' +2' 1 'jdx?=p2'=2'2"1 1,dx,
dz’ + 2 [dxt=p2" =2"2" [ dx?
(i=1,...,n; p=n+1,...N; I: 1-N; j: 1-n).

Prenons ce point fixe sur le développement /” de C dans le
voisinage du point A. On a alors

z—dx‘+—(dx + hdxdx’) + ... “4-1

D’ailleurs, si la proposition mentionnée au n° 1 est vraie pour
contact jusqu'a Yordre v, et si les équations (1.5) sont vérifiées
pour 4=0,...,v—3, nous avons

dié=—dx'—20idd — 15 (B4 oo+ a4 -2 ) A “4-2)
+272% dn? + 2, (s + .+ Yot .. ) AN
d2’=—2*13dX— 133+ ... + x2+...)dx’
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+ 2 d’
+ 2* L Gpsdx’ + L ptydx’

+ 2 L5000+ U5 A%+ -+ [y opsd’
+...(a,j: 1>n; q: n+1-N),
ou

X'i:-/ll! Hl’;zx (SDI (t)’ ctt wT‘(t))Zil Zil.

5. Prenons sur la courbz C deux points infiniment voisins
x=¢ (1), ¥*'=¢'(¢'). Scient 2/ (I=1,...,N) les coordonnées non
homogénes de I'image du point x" rapporté au repére [A4, A4,,...,
A”] associé au point x. En supposant que la propositon mention-
néz au n° 1 soit vraie pour », et que les équatisns (1-5) soient
vérifiées pour 4=0,1,...,v—3 nous cherchons maintenant la condi-
tion pour que les équations

1 » i

=L Hpgwr .+ AL (=D (L)

[ S—
2 (1)1 v
(p=n+1,..,N)

soient verifiées, ou H;;'_, i (A=2, ...v+1) sont symeétriques par rapport
a iy, in et 74 ) (p=n+1,..., N) sont des fonctions analytiques
d’aprés 'hypothése qu’il en est ainsi pour [7%,(x'..., x*), ¢'(f). Cela
revient a dire que si l'on regarde le point x"* comme point fixe,
et si Pon fait varier ¢ les équations

1

dz’=H}2'd2 + —;—dngziz’ + - Hi2'2dz" + ...

1 ) J r .\, ] 'y
= (dH L HH L d2 )22

+ =) i, t)dt .

soient verifiées, ou f7(f, ) est de la méme nature que f7(¢ t).
Portons-y (4-2). Alors, puisque les H,-’;A_.,-A sont définis par (1-6)
pour 4=2, ..., v—1 tandis que Hl’l est donné par (1-7), nous

iy
avons

v(Hy

ly

+iH]

Ty

__fp iy iy —1 iy
01’,...1;)2 -2V dx

m__ » — H v m
udx—dH;, . —H? . I7,dx

2
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+vH-”_. . dxm

‘lym  y—1@

s=:( )(S OHp ; HY i nde”

wis Tis+t

—(,2 ) e=2Hy 13 dar

Ty=1 Tym

v-l,y ’ " N I
+s—§( S )H;] H’ 1 a[ ']Iudx % 2 v

Is+1--

=u(t' =) f5(e, ¥)dt.

Faisons-y V=t+dt, et remplagons 2z’ par leurs valeurs données
par (4-1). Le coefficient de (df)**' dans I’équation ainsi obtenue
doit étre nul. Egalons a zéro la partie de ce coefficient, contenant
la dérivée du second ordre de ¢‘(¢). 1l vient

(HZ-..i, —@;_,,iy)d“’x"dx”...dx’“ —0.
Si cette équation est vérifi¢e indépendamment du choix des

valeurs de ¢’(#), d'¢/dt nous avons

4 =67 . =H?
dyeecdy—olm™ iy —oml Hz.---,,—zlm'

Comme nous avons déja démontré, cette condition peut s’écrire
L]
D, _,---D; Riwn=0.

iy—2

Cette condition étant vérifiée, le coefficient de (df)**' dont
venons de mentionner devient

(HE =00 o )9 @) 9= (@)™ (B).
La condition pour que ceci soit nul indépendamment du choix
des valeurs de ¢'(#) s'écrit

P =0 .
1yeely +1 (iy-- iy +1)°

La démonstration est ainsi completée. ’



