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1 .  Introduction.

Dans cet article, nous traiterons toujours les équations aux
dérivées partielles à  coefficients analytiques.

Etant données une équation aux dérivées partielles

aa(x , )u(x ) = 0
ax

et une hypersurf ace S  définie par

(1.2)p ( x )  =  O;x (x) 1= 0

(y  étant à valeurs réelles), on sait que, si S  n'est pas caractér-
istique, alors la donnée de Cauchy sur S , supposée analytique,
détermine uniquement la solution cherchée u(x), où cp(x) est aussi
supposée analytique. Au contraire, si S  est une variété caractér-
istique pour (1. 1), c'est-à-dire que

(1. 3) h(x, cpx (x )) = 0 pour x  sur S ,

le prolongement d'une solution u(x) au travers de S ,  est-elle
toujours non unique ? Plus précisément, existe-t-il des solutions
identiquement nulles d'un côté de S  et ne s'annulant pas de l'autre
côté ? Cette question a été posée par Petrowsky et il a lui-même
indiqué à la fin de son mémoire [7] que la réponse est affirmative
si la variété caractéristique S  est analytique et simple. Comme
sa démonstration manque de détail, nous voulons présenter notre
démonstration. Petrowsky a réduit ce problème à celui de Goursat.
Au contraire, nous utiliserons la méthode d'Hadamard, qui s'apelle
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la méthode de singularité, exposée dans [1, 2]. Evidemment la
méthode d'Hadamard et celle de majorante pour le problème de
Goursat s'appuyent sur presque le même principe. Nous devons
signaler que récemment la méthode d'Hadamard a été développée
par P. D. L a x  e t  D. Ludwig sous la forme du développement
asymptotique [4, 5 ]. D . L u d w ig  a traité un problème analogue
notre problème actuel pour le système hyperbolique. Il a réduit
ce problème au problème de Goursat. Ici nous avons traité directe-
ment le problème en montrant que la solution définie par une
série converge au voisinage du point donné.

Dans la section 3, nous traiterons la question de l'existence
de solutions non analytiques, en nous appuyant sur le m êm e
principe. Cette question a été le point de départ de cette recherche,
bien que nous l'ayons traitée dans la section 3. M. Hamada nous
a posé cette question. P lusieurs discussions avec lui ont été
fructueuses pour nous. Finalement ma gratitude  à  M. Yamaguti,
qui a bien voulu discuter avec nous.

2 .  Solutions nulles.

On suppose désormais que la variété caractéristique S  est
simple :

(2. 1) h" ) (x , cpx )I +  0, où h(x  , e) = he i (x, .
1

N ous allons construire une solution u (x )  de (1 . 1 ) par la
méthode d'Hadamard. Posons la fonction cherchée u(x ) sous la
forme

(2. 2) u(x) = f0(9)) uo(x)+ fi(4)) u i ( x ) +  +4,(cp) up (x) + ,
où f  c)(r)  = Ir"  I (s + m)! pour 7 >

0 pour r< 0  ,

s  étant un entier positif. En général, on pose

(2.4)f  p (r) = Irs±m ±i' I (s+ m + p)! pour r>0
0 pour r<0

(Il n'est nullement nécessaire de supposer que s  soit entier positif
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pour notre raisonnement, il suffit de supposer que s> 0 ).
Considérons

a(x,  a   ) ( p o u )  — u • a(x, a )f(cp)+  E   a   u • a")(x,  a   ) f (y )
ax ax r ax

a2 

+—  E u •  i)(x , 
 ax
a  ) f (p )+ . . . ,  où =  a e ic i (x,

2  i . i  axi ax;

Cette expression s'écrit encore sous la forme

(2.4) f (m)(cp)h(x, x )u + fcm - 1 ) (cpi 'h")(x, cp x )  au + c,(x)d
a x

f ( m - - 2 ( P ) [ +  h "( ) ( x ' P x ) a :L i+
c 2>(x) 

aauxi±c(2)(x)u]
+ f (rn - 3 ) (y) L,[u]+ • • • + f (y) L,n [u ] = O,

où tous les coefficients ainsi que ceux des  L3 , 1 / 4 ,  • • •  L „, sont des
fonctions analytiques, et Li  sont des opérateurs différentiels d'ordre i.

Notons d'abord que (1. 3) entraîne que

(2. 5) h (x , x ) = c o (x)cp(x) ,

où co (x ) est une fonction analytique au voisinage de S.
Ceci posé, on va définir u , .  En rem arquant que fncp)cp/

f e - 1 ) (cp)= s+ 1 , on détermine uo par l'équation

(2.6)u ,  = h" au)(x, (Px) + [c i(x)+ (s+1)c,(x)]u, O.
a x

Passons à  te,. (2. 4) s'écrit encore
,\

f cm- 1)(cp)[ E  h (x ,  , ) +(c,(x
,c(m)(

) + " 1 1 "  co (x ))u]ax, f (m  (cP)

+ 2.rm - k)(coLk[u] O.k=2

Compte tenu
u,(x) par

(2. 7)

9)8+2 de f ) (T) = f Wn- " (cP) + 2) !

= o

pour cp> 0 ,  on définit

o ù  [ l u ]  E  h"
)   au 

 + [c 1(x) + (s + 2) c ,(x)]u, L 2 é tan t l'o p érateu raxi
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différentiel du second ordre, qui figure au troisième terme de (2. 4).
De proche en proche, en égalant les termes multipliés par les

mêmes puissances de y, on définit u p  par (supposé que u„ u„ •• • ,
u ,  étant définies)P -

(2.8) . . f p [u p ]  =  E h (x , p x )

au
P +[c ,(x )+(p+s+i)c ,(x )]u p

dx,

= —  E L a u p , d ,  p =  1, 2,....
k-2

s+m+p-i
En effet, .f. ,' ) (y)— c P

( s - p m + p - o !  .0— - -11) (P)=./;'--22 ) (P ") = ' =fp_ X(?).

Jusqu'à maintenant, nous n'avons rien dit sur les conditions
accessoires (conditions initiales) pour uo , u„ • • . Il serait naturel
de poser /40(4  = 1 .  Mais, pour d'autres termes, ces conditions sont
arbitraires. Cela est manifeste vu le problème de Goursat. Ce
qui est essentiel est donc de montrer que la série u(x )= E fp(coup(x)
soit convergente au voisinage de x , ,  en imposant aux u p (x ) des
conditions initiales assez simples.

D'abord on suppose que x 0 = O, et, vu (2. 1), que h '"  + 0 .  En
prenant x i  = t  (cela signifie que l'hyperplan t =  0  n'est pas tangent
aux directions bicarac téristiques au voisinage de l'origine), nous
écrivons (2. 8) sous la forme

(2. 8)' — u p +  E a,(x , t)  a
a
x i u  p +(b,(x, t)

2+ (s +1+ P)b0(x , t))u — k = 2  L k [u p + i_ k ]  •

où tous les coefficients sont analytiques.
Ceci posé, on impose aux u p  les conditions initiales suivantes :

(2.9)u 0 ( x ,  0 )  =  1
up (x, 0) 0, pour p > i .

Nous allons montrer que ces fonctions 140 1 4 1 • • 7
 vérifient les

inégalités de la forme

lu p (x , t)j <   Pl  K
PP

(2.10)
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avec leurs dérivées d'ordre m  pour (x , t) voisins de l'origine.

3 .  E v a lu a tio n  des u p (x, t).

Dans ce qui suit, nous évaluons la solution u(x , t) de

(3. 1) L p [u] = f (x , t)

o ù  L  =   a  + E ai (x , t)  a  +(b i(x , t)+ (p — 1)14(x, t))at axi

où p  est un paramètre  à  valeurs entiers positifs et tous les co-
efficients sont analytiques en x, t. Il faut remarquer que cette
solution u(x , t) s'obtient par quadrature et que les a i (x , t) sont en
géneral à valeurs complexes. Dans ce qui suit, nous regardons les
t  comme paramètre, à  valeurs réelles positives. D 'abord une
remarque élémentaire :

Lemme 3 . 1 .  Soient a(x ) et b(x ) deux fonctions analytique vérifiant

D 'a(x ) l<f r '" D l A  k >1
'(kp)ivi 

(Dvb(x)1< ( s +  H I)! B

où r  et s  sont des entiers non négatifs. Alors on a

ID '(ab )(x )1 <f r s +  (1 )1 )1  (k I k —1) AB I C;:+' .
p od

Preuve.

Dv(ab) E CDi'aDv - i-tb. Comme E ,  nous avons
ipd=p

• AB
1 D v (ab)l < E I (r + P)!

 ( s +
 12 )1 — p)! (1/k)..

P P=0

O r , q (r + p ) !  ( s+  11, 1 — p )! C;;'' ( r  ct rs++ 1 ,v1
1)1 < (r+  s+ ,

C -41" ; I I / I > C + s

AB (r + sp +1,1 1v1)! Do(ab)l< 

Revenons à  (3. 1). On suppose

car

D'où
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(3. 2)

la i (x, t)I <ry

I t ai (x , t)

I In ,tbi(x , i  =  1, 2 .

Dans cette hypothèse, nous allons évaluer la  solution u  de
(3. 1) avec la donnée initiale zéro : u(x , 0)= O.

Lem m e 3. 2. Supposons que

(3.3) I f (x , + iv )! exp (p7 oicKty + P I A , r > P .  Alors on a

(3. 4) 1 Dl'u(x , t)1<2(1-+ Iv( —1)! 
/pi exp (py t)K (t)r±l"' A I ryn

où KM= exp (7nt)(1 + ynt), n  étant la dimension de l'espace
des x.

Démonstration.
L'expression intégrale de u(x , t) donne

u(x, t)1 <  exp (p ry(t — s))r! exp (pry s)K(s)r A ds

< exp (Py t)r! K (s)r ds <r ! exp(p y t)A K (t)rlry n
0

= (r -1 )! exp (pry t) K(t)r A lryn ,

ce qui prouve (3. 4) pour I v1= 0 .  Passons à général v. Désignons
par

um (t) =  max sup I D  u(x , t)II.
lyi=”1

La différentiation en x donne, compte tenu de (3. 2), 1 )

D i (a= a -i )  a (3. 1), on a

E (Diak)(Dku)+ (Dib)u —  f  ,
En général nous avons

(D ipa k )(D i p • • • h i m D k u ) +  E (Dippiaak)(Di, ••• Dip
k 1 P =1 k  P,9

•• Y ,  (D 1  D i  „,ak )(D k u )+ E  (D i pb)(D iJi p  •  Di „,u)+

• 11, 11•• i3ig • • • D i,„1 ,0 +  •  •  •  +(D i). Di ,,b)11— D i, • Di m f •

1) Appliquons

où b= b i + (P - 1 )bo

L p[Di ,Di 2 •  D i . u ]

• • • ig • • • D i y,D 0 4 )+  •

(D ip p iq b ) (D i i  • •
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(  d 0 1 ,P7 — mn y )u„,(t)< f, n (t)+ u„,,(t)(C;'+ i n+ p c 7 )   -  •  .
dt q=1 (3P)q

Supposons que les inégalités (3. 4) soient vraies pour u , ,  q>1.
Alors dans l'inégalité ci-dessus le terme sous le signe E est majoré

par ( 1 /3 ) ( C 1 +  c 7 )  ( r + m - 1 — q) !  q l 2A exp (pyt)K(t)r+m - q.
Pm

C o m m e  (r+ m -1 — q )! q != (r+ m -1 )!IC rg +m-1 , C (7.,_1 < m C 7 ,  et

Cr„+m- 1 >C7, nous aurons (C7+1+ -L'I I C ) (r  + m-1 — q)! q! < (r +  m -1 )!

x (m +  +  m - 1 ) !  ( m +  P ) .

1 )! 2A exp (p7t)K(t)r±m - 1(m +p)D'où, E q (•  •  . ) <
( r +  m

p ,r,

Comme f,n(t) <  
( r + m ) !

 exp (pryt)K(t)r±mA, l'intégration d on n e
Pm

u,,,(t) < ( r  m - 1)1 exP (P7 t)K(t) r ± m  A I7n
Pm

+
(r+ m - 1)!

 e x p  ( p y t ) K ( t )

„,
A ( m + p ) 1 ( r +  m ) ( 7 n )  .

Pm

Comme r > p ,  et de sorte que (m+p)/(r+ m )<1, l'inégalité au-
dessus montre que (3. 4) est vraie pour I v I =m.

L em m e 3 .  3 .  Sous la même hypothèse que le lemme 3. 2, considérons
la solution u de

(3. 1)' L p [u ]= 0 , avec la condition initiale

IDl'u(x, 0) 1 < 
( r +  H I)!

 A , o ù  r > P ,  nous avons alors

t)I < 2 ( r  + I v 1 ) 1  exP (P7t)K(t)' IA

Comme la démonstration est la même que la précédente, nous
omettons cette preuve. Maintenant, on peut montrer

P ro p o s itio n  3 .  1 .  Dans la m êm e condition que le lem m e 3. 2, sup-
posons
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(3.5) ID D 7 f(x , t)j <  
(r +q+g +  I H )1 exp (p7 t)K(t)r+q+m(ryn)a A ,

p q+Ivi

r > P  (> 1 )
nous avons alors

pq +pi(3.6) D ID `lu (x, t) I < 2  (r  — 1 +  q lv I )1 exp (p 7 t) K(t)r-' 11 (7 n ) a A  ,

où y  e t p vérif ient, outre (3. 2), la condition suivante :

(3. 7) 7> min (670 ,  2 7 ) ,  p <1 /18 .

D ém onstration. Pour q = 0 ,  cette proposition est vraie (lemme
3. 2). Nous allons montrer cette proposition par récurrence sur q.
Supposons alors que (3.6) soit vrai pour q=0,1,••• ,q —1, et mon-
trons-le pour q = q. D 7 u (x , t) est la solution de

(3.8) L [ D u ]  =  f — ai)(MDiu)+ (D 7-  b)(Dgt u)} ,

où b=b 1+ (p -1 )b 0 . Posons le second membre =  f + cp(x , t), et
divisons D u  en trois fonctions :

D7u = u o + u i + u „  où

1) uo(x , t) est définie par

L [u 0]  =  0 ,  avec la condition initiale uo(x, 0) =  D7u(x, O);

2) u, et u, sont définies par

L[u1] = Dl f avec les données initiales zéro.
L[u2] =

Considérons d'abord u,(x, t). D'après le lemme 3 . 2 , nous
aurons

(3.9) I Enui (x, t)I < ( r  4- 13 —1+ P 1 )1  exp (P7 t)K(trp+Ivi(yn)PA(  2   ).
n

Passons à  u , .  Nous voulons évaluer DI'cp(x, t). Prenons le terme
(D7- - ta1)(Ds,D1u) dans (3. 8). Les dérivées I f ; de cette fonction sont
majorées par

(r —1+ q+1))1)! 1 )q -s -1  
2 7  1 Q - i x e x p  ( p y t ) K ( t ) r +

5
( 7 n )  s Ael-1v! 3
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Pour la simplicité, nous écrivons ce fait par

1- q s  1(D7- 3 a1)(Dg,D1u) ---> (r -1+ q+ 12)1)! 3 ) 27(7 n)8 / e r 1 •

279

De même

(Dr'b)(Equ)--->. (r -1 + q + I I)! (-11  s  p(7n)s Cr,t1 - 1

3

Comme CVC 7,..: r i < C / C r i <q , et Cro . r 1
...>C',',_3 = C  on voit que

DIcp(x, t)  se majore par

(r-1+q+ D I)!
 e x p  ( p r y t ) K ( t ) r

-
i ± q ÷ m  2 (

3
 q +  

 p
  

) ( 7 n ) ( 7 n ) q - 1 A .2 2n

Alors, d'après le lemme 3. 2, on a

(3.10) IM,u2(x, t)I<
( r

 - 1 +  q  + 1 ' ) 1 ) !

4 —3  P  
\ 2nX exp ( p  t) K(tr + q -1 -1 1 '1 (7 n)q  Al
( q  +

2 / 
r + g-1+ HI )

où le dernier facteur se majore par  4.2=8.
Enfin, considérons uo(x, t). Pour évaluer DP40(x , t) d'après le

lemme 3. 3, nous devons évaluer

D u o(x, 0) = Inalu(x , 0) .
Or, on a

(3. 11) D'Iu(x, 0) = f (x , 0)
q-2

- E Cr' { E (D7- 1 - sa1)(D;D1u)+(D7 - ' 31,)(Dst u)}.-0

- ( a i (D r'D i u)+b(D r i u)) .i-1

Posons ce second membre =D r i f+v,(x) 1-v 2(x).
Ici, 1») 1(x) a été déjà évalué :

-2 + q +  M )! 2 { 1 ( g 1 2 r-1 )+ 1 1(7 '  A.(3. 12) I IY'vi(x)1 ‹ p q -.1 ± 1 V 1 2

Comme 2 1 -
3  

(q -1) + —

p  

I (r + q -1+ I v I) < 3 ,  (ici on utilise le fait
2
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que r > p ) ,  on a

"D'y i(x)i
< ( r  + q —1+ I 1, 1)!(3. 13) pq-1+11,1 (y )2) 1 A .3  .

Passons à v 2(x). On départ de l'expression

IX,(a • Dl' D  i u) = a i (DI'D7 - 3 1) i u) + E .
1,„0

Le premier terme du second membre se majore par

(r +g-1+ Iv1)!270( y  n )q  A  , et le second terme se majore par

27(
 3  ) (r+q —2+ ivi)!

 e y n ) " A .
2 pq-1+'''

De même, IM b (D r i u )}  se majore par 2 p y (
23  )

p q_i+1 ,,, n) q -1 .4 . (Ic i, on  a u tilisé le fa it
1 + Iv1)!n r  A < 3 7   q  —  

que q > 2 ,  p<7 .). On aura donc

(3.14)I  D v  v2(x)1< ( r 1+11)1)1 ("Y nY (2 7  ° +3p +3p) A  .
'y

HI)!q _Comme I Dl' Dr' f (x, 0) ( r+q -1 + ( 7 n .
<  -1-E11, A ,  compte tenu

de (3. 12) et (3. 13), et en appliquant le lemme 3. 3, nous avons

p 4+11, 1(3.15)D l ' u o ( x , <  +  — 1+ 1v1 )! (7 n)q

x exp (p  t )K (t ) 1' 12(2  'Y° +6p + (2)  A  .
'y

Les (3. 9), (3. 10) et (3. 15) donnent

i(3.16)D j n u ( x ,  t)
(r + q —1+ v1)!

I < pq-pod

x exp (pryt)K(t)r -i- a-Hvi(yn)a 2(--+2 7° +6 p +-e-)A
7 7 7

D'après les conditions sur y, y, et p  dans l'énoncé de cette
proposition, le dernier facteur est moindre que 2 , ce qui prouve
(3. 5) pour q = q.
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Pareillement à  la proposition 3. 1, on a

Proposition 3 .2 . Considérons la solution u(x , de

(3. 1)' L p [u ] =  0 .

On suppose que la donnée initiale u(x , 0) vérifie l'inégalité :

(3.17)D u ( x ,  0 )1  <  4  - l'H) !  A  o ù  r > . - P > 1  alors on a
p od -  -

(3.18) I  D;J:nu(x, t)1 < 2  ( 1 ' q  4-  11' 1)1 exp ( p  t) K (t)r+q+(y  n)q A ,
Pq + I v I

où 7 e t p  sont supposées vérif iant (3. 7) de la proposition 3. 2.

Pour q =0, (3 . 1 8 ) devient le lem m e 3. 3. P our q > 1 ,  la
dém onstration est presque la m êm e que la précédente. N ous
l'omettons.

Ceci préparé, revenons  à  notre problèmes. D'après la notation
de la section précédente, uo (x , t )  est définie par

(3. 19) -E's +lao] =  0 ,  uo (x , 0) 1.

En y appliquant la proposition  3 .2  (ici on prend L p = c'est-à-
dire que p= s + 2), on a

(3. 20) D'V j'uo(x , 01 < 2
Pq+Ivl

x exp f(s + 2)70 K (t)s -1-2±q±l'i(7 n) .

De proche en proche, u „ u ,, •••  , up , •-• sont définies par

(2. 8)' -Ps+1 [u p ] = — uficx, 0.

Maintenant on va montrer la

Proposition 3. 3.

(3.21) IDI'D7up(x, t )  < C  ( s± 2 ± P + 4 +  'Q I)!

Pq+IvI

x exp {(s + 2 +p)70 K (t)s -1 -2 +P±q+h'i(7 n)q , p = 0, 1, 2, •• •
où C ,  ( > 1 )  est une constante convenablement choisie.
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Preuve. Récurrence sur p .  Supposons que (3. 21) soit vrai pour
u„ u 2 , •• • , u „  O n veut m ontrer (3. 21) pour u p . Désignons
le second membre de (2. 8)' par g p  - 4 1 4 p [u p ]  = g p . Nous aurons. 

(s+2+p+1+q+1v1)! 1 .M D ` Itg pi <C ô pq+m+i

x exp {(s +2 +p - 1 ) 7 0  K(t)s' 'P " 1 -"q+1' 1(7n)q

< (s+2+P+1+q+iv1)!
p q+iv

x exp {(s + 2 -rp)70 K(t)s+ 2+P+'+q-Em(yn)q[C,' 1M ( \ -1—)
P + ] ,

où M  est une constante ne dépendant que de 1.2 , • • • ,
O n  v a  y  appliquer la proposition 3. 1. O n prend L p =
r= s + 2 + p + 1 , on aura

1 DD7u p (x , ) <
(s+2+p+q+11)1)! 

p q4-11,1t  1 

x exp {(s + 2 +p)70 K(t)s± 2±P±1±q+m(y n) 0 2[C P,  1 M +r] .

Pour avoir (3. 21), il suffit de prendre C , de manière que

(3. 22) . K (1 )M I  < C , ,  ici on a supposé que 0 < t< 1  . c .q .e .d .

Jusqu'à maintenant, nous avons fait joué  à  une des variables,
qu'on a prit t, un rôle spécial, ceci serait nécessaire compte tenu
des suites de conditions initiales des up . Maintenant, en écrivant
(3. 21) sous la forme symétrique, on aura

(3. 23) I D 7up(x )1 ‹ prol

x  {K(8)(7 n)} {C 0K(8) exp (78)1P {exp (78)K(8)}s+ 2

_  (s+ 2+P+ 1v1)! c()PA (8 ; s) , p  = 0,1, 2, ••• ,
P(8 ) I . i

où p(8)= p I K(8)(7 n), C(8) = C 0K(8) exp ('y8).

Ce qui montre que la série

(2.2)u ( x )  N fp (c o u p (x )

(s + 2 +P + HI)!
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converge uniformément autour de x, si p < 1 / C ( ) ,  avec toutes ses
dérivées jusqu'à l'ordre s+ m . Evidemment on doit se rappeler
que, pour la majoration de (3. 23), on a, dès le commencement,
supposé que x—  x0 est petit parce que les directions bicaractér-
istiques ne sont en général pas réelles.

On a donc le

Théorème 3 .  1 .  Soit S une variété caractéristique analytique simple,
c'est-à-dire qu'on suppose (2 .1 ). Il ex iste alors une solution u(x) de

a(x,  a   )u(x)=0 au voisinage de x„, s'annulant identiquement nulleax
d'un côté de S  (qu'on peut choisir à  la volonté), m ais dans l'autre

P
s ± m

côte, u (x ) a (s +m)! 
com m e sa partie principale, s étant un entier

positif  arbitraire. u(x) est (m+s-1)-fois continuement differentiable,
m ais ne l'est pas (m+s)-fois.

4 .  Solutions non analytiques.

On va envisager l'équation  à  coefficients analytiques

(4. 1) a \ ) u( x) = 0 .
ax

On sait que si a (x , 
a x
a  )  est elliptique, u doit être analytique. Il

y  a plus : toute solution u(x) de a(x,  )u_f (x) est analytique

où f(x ) l' est [7]. Mais, si a(x,  a
a
x )n 'est pas elliptique, existe-t-il

au moins une solution non analytique ? La réponse est en général
négative. Mais nous voulons esseyer de considérer le côté positif :
Dans quelles conditions, peut-on affirmer l'existence de solutions
non analytiques ?

D'abord, considérons le cas où

10 . h(x, 
 ax
a

  )  est un opérateur à coefficients réels ;

(4. 2) 2 . .  h (x o , e ) c i ;

3° . E I hti(x
°, e)i+o.
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Dans ces conditions, on peut montrer l'existence d'une solution
non analytique. En e ffet, on voit qu'il existe une variété caractér-
istique S passant par x°. Voici la preuve : E  hti (x°,e°)I 0 entraîne
qu 'il ex iste  1%4 0, supposé ht ,  0 , alors ,=--X(x ; • • •  X
étant réel pour x, réels. On résout l'équation cpx i X(x, , ••• x. ;

'•• ,qixn) so u s  la  co n d it io n  cp(O, x2, • • • , x.)=-- (x2-4) ) + • +
e ( x n -4 ) (Théorème de Cauchy-Kowalewski). Evidemment cp(x°)

0  e t  cpx  0 .  La surface défin ie par p(x) =  0  est une variété

caractéristique pour a (x , a
a
x ) ,  c a r  h(x, Pi) =. 0. O r, le  résu ltat

(Théorème 3. 1) affirme qu'il existe une infinité de solutions non
analytiques.

Maintenant on va envisager un autre cas. On suppose 2° et
3° de (4. 2). Mais on ne suppose plus 1 ° .  Or, récemment H. Lewy
a traité ce genre de question [6] et puis L . Hdrmander a discuté
cette question d'une manière assez générale au point de vue un
peu différent. Nous avons été inspirés directement du beau mémoire
de H . Lewy [6].
Au lieu de 1° de (4. 2), on suppose

(4. 3) 1' : C2 „,_1 (x, =  /m E hti (x, e)h x1 (x ,e )4  0  pour x =x°,

Dans ces conditions, c'est-à.-dire que dans les conditions 1!°,
2° et 3°, Hörmander a montré [3 ] le

Lemme 4 . 1 .  Il ex iste une solution analy tique cp(x) de h(x, cpx ) =
vérifiant

a) cp(x°) = 0, p ±  O; ;

b) cp(x) = e • (x - x.>+ E a i i (x i -  x2)(x;  - x3) + 0( I x I 3) ,2

où [cru ] étant sy m étrique et R e [a u ] est définie-positive.

Pour faciliter au lecteur la comprénension de ce lemme, nous
allons en donner la preuve. Supposons ht i   I 0 ;  E n réso lvant
h(x,e)— 0, on considère

e, = X(x ; ••• , Comme Xx i =

heihx,=Ihtii2(11:. ± hE l  
h 1

: i hhxt i ) i t, I 2 (xx,— Eixtixxi).
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(4. 3) devient alors

(4. 4) hn(x,x i — E/ xx i xi i )--1= 0 .

Cela posé, on résout l'équation

Px, X(x, , • ,  x n  ; ( PX2 • • • ( Pxn)

avec la condition initiale

p(0, x.) e7(x1— x n+ E' a v (x i —  x )(x 5 —  x ) ,
2  , ,J=2

où a i ;  sont des constantes  à  déterminer. En écrivant

p(x) =  E x2) + —12  E a u (xi — x3)+ • • ,

cpxi xiX x i + E' xi ;  Pxi xi + E' aiiXt ;  •
 (i = 1, 2, ••• , n).

Cette relation équivaut  à  dire que

    

X X I
X

x2

an a12. . •ain

     

=

                    

Or, Hörmander a montré que l'existence d'une Cai i )  vérifiant les
conditions mentionnées ci-dessus est équivalente  à  ce que le pre-
mier membre de (4. 4) soit négatif (qu'on le peut supposer toujours
en prenant ° =  - °  dans (4. 3), s'il est nécessaire).

Cela posé, considérons la fonction cp(x) I
-V  dans l'espace réel

R " .  Elle est une fonction uniforme au voisinage de x°, car sa
partie imaginaire y est toujours non négative, si le voisinage est
petit. De plus, elle est p-fois continuement dérivable, mais ne
l'est pas (p+ 1) -fois. Or, d'après le résultat de section 3, on a le
droit de considérer la solution u (x ) de (4. 1), définie au voisinage
de x°, de la forme

(4. 5) u(x) =  p(x) 2 m2+ 1 u0(x )+ T (x ) 2 m2+ 3 u1(x)+•••+ CP(X)2 M +  + 2 1 5 Up_i(X) ± •

où u 1 ( x )  étant définies exactement de la même manière que dans
le cas précédent. Elle est, au voisinage de x o ,  m-fois continuement
dérivable, mais ne l'est pas (m+1)-fois.
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Enonçons notre résultat.

Théorème 4 .  1 .  S o it a(x , )  un opérateur dif f érentiel  à  co-ax
ef f icients analy tiques. S i on suppose 2°, 3° d e  (4. 2) e t  (4. 3), il
existe alors une solution u(x) de (4. 1), m-fois continuement dérivable,
m ais ne l'est pas (m +1)-fois, au voisinage de x o .

Remarque. Evidemment, en prenant dans (4. 5), m =m +k , on
peut dire qu'il existe une solution exactement (m + k)-fois dérivable.

5 .  Systèmes.

Le raisonnement prédédent s'applique aux systèmes d'équa-
tions. Mais, comme Hadamard a signalé dans Dl cette application
n'est pas immédiate. Nous avons suivi assez fidèlement le chemin
tracé par Hadamard ([1 ]. p. 278-287).

Soit

(5.1)A ( x,
a x

 _  [aii(x ,  a  )]
ax

une matrice d'ordre N .  On suppose que les d i  sont tous d'ordre
m  et à  coefficients analytiques.

Désignons par

(5. 2) H (x ,)=E llii(x , 01  où les hil(x, sont les parties principales
de aii(x ,0  d'ordre m.

Soit

(5.3)h ( x , )  =  dét H ( x ,) .

On dit que la variété S  définie par cp(x) = O, (Tx 0 ) ,  est une
variété caractéristique de A , si

(5. 4) h(x , cp,) = 0 x  sur S .

Supposons d'abord que S est caractéristique simple au point x o :

(5. 5) E I k i(x°; Tx(e))1+ 0 .

Ceci entraine que H(x ,q,„) est de rang  N -1  pour x  E S.
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On définit une matrice analytique H o ( x )  de rang N - 1  au
voisinage de xo , qui coïncide avec H (x , x )  pour x  sur S .  En
désignant par a u (x ) le co-facteur de h 1 (x ) de Ho (x ), on peut sup-
poser a„„(x)+ 0.
On définit le nul-vecteur à droite a (x ) et à  gauche 0 (x ) par

H o (x )a (x ) =  0, (X)ce. — aN2, ••• 7 a N N )

0 (x ) 1 1 0 (X ) =  0
, 13(x )  =  ( a 1N 7 2 N ,  • • • 7 a N N ) •

Cela posé, on considère A (x,  a   )(f(sou). Ceci s'exprime par
ax

f ( m) (cp)H (x , x )u + f ( m - " ( c p f  Hei (x, cpx )   :x i u+C(x)d+ • • •

Comme H(x, cpx )  s'annule sur S, on pose

H(x, cpx ) = C o (x)cp(x) ,

où Co (x ) est une matrice analytique. Alors l'expression ci-dessus
s'écrit

f ( m) (cp)1-10 (x)u+ fcm - 1 ) (cpt E l i t i (x, cpx ) + (C(x)+  f ( m ) ( C P)  cP C o(x)
axi  

+ • • •

Comme dans la section 2, on veut construire une solution u(x) de
la forme

(5. 6)u ( x ) f o(y) uo (x) + fi (cp)ui (x)+ • • •

On pose d'abord

(5. 7) u(x) 0-
0(x)a(x)

où o- 0 (x) est une fonction scalaire à  déterminer dans l'étape sui-
vante. Pour déterminer u „  on doit résoudre

(5.8) E  Hei (x, cpx)  ax,.ax uo+(c(x )+(s+i)c o (x))u0 +1-10(x)u, = 0 ,

car ir)(9))q)/F)"1)(cP) s+ 1

Pour que cette équation puisse se résoudre, il faut et il suffit
qu'on ait
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(5.9)<1 3 ( x ) ,  I l t ,( x ,  cpx )  a
a
x, uo> + <0(x), (c(x) + (s +1.)co (x))u o> 0.

Compte tenu de (5. 7), il devient

(5. 10) E a 1( x )  
a

cro+  fc,(x)+ (s +1)c,(x)} 0- , = 0,
ax,

oùa 1 ( x ) < 0(x), lit i (x, cpx )ce(x)>

Nous allons montrer que

(5. 11) a1(x) = a N N (x)he i (x, sox ) x  sur S .

En effet, peur x  sur S,

<0(x), HE., a(x)> = E hfljx, cpx )cei S, E  hie i,a N i a i N . Or, aNN(aii, ai2,

••• aN2, ••• ,aNN)• D'où a N j
a

i N  a i j a N N •  Donc la
dernière somme est égale

aNN E h a 15 = a N N h t ,(x , cpx ) pour x sur S .

cro(x) étant ainsi définie, on définit  u 1(x ) (solution particulière) de
la manière suivante : ici 110(x)u 1 — f„ où f 1 0 1 + • • • + fm eN = 0, alors
il existe une matrice régulière B (x ) telle qu'on ait

(5. 12) u1(x) = B (x )f, + 0-  i (x)a(x) ,

donnant toujours la solution générale, où 0- 1(x ) est une fonction
scalaire à déterminer, où

(5.13) f o(x) = — E Ht,(x, cpx )  a
a
x ,  uo (c(x) + (s +1) co(x)) uo .

Pour u 2 (x ), on aura l'équation

(5.14) H 0 (x )u 2 — — E Ht,(x, cpx ) 
 a

  u, (c i (x)+ (s + 2) Co(x)) ui

ax,
L 2 [u 0] ,

où L , est un opérateur différentiel du second ordre. Pour que
cette équation en u ,  ait une solution, il faut et il suffit qu'on ait

(5.15) E  a (x )  a
a
x, OE, + (ci (x)+ (s + 2)co(x))c, <0, Llu o]> .
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0 -1(x) étant ainsi déterminée, on a

(5. 16) u2(x) B ( x ) i 1 ( x ) + 0 - 2 ( x ) a ( x )  ,

où f i (x ) est le second membre de (5. 14) et 0-
2 (x ) est une fonction

déterminer.
En général, on a une série d'équations

(5. 17) H o(x)up — E Ht i (x , 'Px) a
a
x i up-1 —(C1(x)+(s+P)C0(x))up-1

+L lu p ,]+L a[u p -J+.-  +L .E u p -m i •

Supposons qu'on ait déterminé uo , u 1 ,••• ,u p _, et

(5. 18)u 1 B ( x ) f _ 2 ( x ) + 1(x)a(x) ,

où fp_. est le second membre de (5. 17) correspondant à  p =p -1 .
et o -_ 1(x) est une fonction scalaire à  déterm iner. En prenant le
produit scalaire du second membre de (5. 17) avec 0, on a

(5. 19) E ai(x)  a
a
x i c,,,+(c(x)+(s+p)co(x))0 -p_ < 44, 1 1 ( p - r i >  ,

0- 1(x) étant ainsi déterminée, de sorte que u p _  étant ainsi com-
plètement déterminée, on a

(5. 20) up B (x )f 1(x )+o(x )a(x ),

où jcp _, est le second membre de (5. 17), et c (x) est  à  déterminer
dans l'étape suivante.

O n peut étendre le raisonnem ent précédent d  des cas p lus
généraux . Nous allons donner quelques indications sur ce point.

Au lieu de supposer (5. 5), on suppose que : Soit hi(x ,e )  une
valeur propre de multiplicité p  de H(x , e):

(5. 21) dét (X/ — H(x, e)) --- (X —hi(x,e))Pq(X ; x, e) ,

où
1°. 1/ 1 (x, est analytique en x  et au voisinage de x° et

—cpx(x°) ; 0) 0 ;

20 . q (0  ; xo, 0 ;

30•1 1 1 ( x 0 ,  e )  = 1= 0;i=i
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4 ° .  H (x , x )  est du rang N— p pour x  sur S.

Comme hi ( x , 0  est une valeur propre de multiplicité p ,  il existe
une matrice analytique N(x, définie au voisinage de  (x°, C°) telle
qu'on ait (forme canonique)

              

(5. 22) N (x , 0H(x , 0N - 1 (x, e) =

     

= D ( x ,  ,

          

0

N—p

              

où 01 ; (x , 0  sont analytiques. On a

a) dét. C(x°, e)  I  0 , car dét. C(x°, e)= ±q(0 ; x°, e).
b) h,(x, cpx ) =0  pour x  sur S , car det. H= h(x, cpx ) = O  x  sur S.
c )  O i i (x, ) = O  pour x  sur S , (d'après 4°).

Maintenant on définit p  presque vecteurs propres à gauche e„
et ceux à droite 7 1 , •  • •  , 7 p  correspondant à la valeur propre hi (x,
de la manière suivante :

0

N— p

(5. 23) ei = 1
0

N—P+1 ,
o

N— pH i

0

où 71 sont des vecteurs propres (à droite) de
la matrice correspondant à  la valeur propre
h,(x, e):
On aura alors

{ (h,— B)ry i  = 021 e2+ • • • +01 _1 1 e1 _, (1 =1,2, P)(5. 24)
(111— '13)e1 = ± 0 i,i+ y e i+ 2 +  — • + 9 1 p e p  (1 =1, 2, ••• p) •

0
h,

0 h,
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Remarquons ici que, au lieu de supposer 4° de (5. 21), si on suppose
de plus :

(5. 25) H (x, e ) est de rang N— p au voisinage x°, ,

alors tous les O u  s'annulent identiquement.
Cela posé, on définit

(5. 26)
t

= N-17i
Ri  W e i  .

Corhpte tenu de (5. 22) et (5. 24), on a

(h 1 1 —H)a i  e 11 N - l e1 +0 2 i N'e2+ •••
(5. 27)

(h,I - - tH )1 3 1e i . i - riO i+i+Oi,ii2Ri+2+ • • • + O ip 0  p

Evidemment, pour x su r S, on a

(5. 28)
H (x , ) 1 ( x ,  cpx ) =  O ,

tH(x , x ),(31(x , p )  =  O .

On va montrer que
a a(5. 29) < 0 ; (x, cpx ), Ht,(x, cpx )eei (x, cpx )> = cpx)81+ 51(x, cpx )

pour x sur S .

En effet, la différentiation en de la première relation de (5. 27)
donne

((hi)t,I He)ee i + (h i1  H )( ( zi)ev = E  (eki)t, N - 1  e k + E  oki(N- lek)t, •k=i

En posant cpx  et en restreignant x sur S (de sorte que la dernière
expression s'annule), on prend le produit scalaire avec 01 (x, p a ) :

(hi)e,(x, cpx) <RJ , i> <13 Ht v a i > + <0 H(cedt ,>
i - 1

E  (o k i)t, < ie ; N'ek> (0 J1)e, •
k =i

En effet, <R i , N 1 ef r> = <We , N'e k >=<e i  , ek > = ati .
Comme <R J , a ,.> =  8; . nous avons donc (5. 29).
Nous avons vérifié (5. 29) en supposant x E S .  Mais, au voisinage
de S, on a



292 Sigeru Mizohata

a a (5. 30) <05 , Ht,(x, Tx)(xi> hi(x, cP.)8 1+0 11 (x, p x )—ci i (x),ae, ae, 
où co(x) = < 1 (x, cpx ) E oki(N- 1 )e,ek>.

k = 1

Compte tenu de cette situation, on décompose lit,(x , 'Px) =
1, 2, •  ,  n) sous la forme

(5. 31) Ilt(x, cpx ) = H(x)+ H,%.x) = H,(x)+cp(x)H(x) ,

où H,'(x ) est une matrice analytique au voisinage de x „  et pour
H,,(x) on a

(5. 32) , H,,(x)ce i > — h,(x, cpx )81-i- 05 1 (x, cpx )ae,
au voisinage de x o .
Une telle matrice H (x )  existe. En effet, la condition <Ri , H (x )a 1>
= c1 1 (x )  équivaut à  c 1 1 =<e5, N(x, cpx )H :(x )N --1 (x, eiox)rYi> • I l  suffit
donc qu'on ait

0 0
NIIt(x)N - ' = L 0 c,i i.

De même, on décompose //(x, cpx ) :

(5. 33) H(x, p x ) = 110(x )+11(x) = 11 0(x)+(p(x)HÇ,(x) .

On définit H ( x )  de la manière suivante :

NH(x, cPx)N-1 
FC B i  FC— h,IN _p  B [11,IN_p
LO e ]  L 0 0 0

= D 0(x)-1-1),(x).

H o (x ) = N 'A N  ,
111(x ) = N

On aura alors

( 5 .  3 4
)

 f  i )  110(x)a1 = O, 1 110(x),81 = O,i  =  1, 2, • •• , p ;

ii) <O. ;  , 114(x)ce1> 1911 (x, cpx)+111(x, cPx) 8 i

Comme i)  est évident, montrons ii).

0,1-/(x )ce i > =  <cg , N = <e 1 , D,(x)7
1
>

= h,(x, cpx )81.+ 011(x, cPx) •

go
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Maintenant, compte tenu de (5. 31) et (5. 33), on écrit

A (
a

x, --)(f(cp)u) sous la forme :
ax

f ( m ) (9))1 1 0(x )u+f - 1 ) (9))[ 'Ê  H (x ) a u +(c (x) + f  ( m ) ( C P )  cP H (x ))u ]
ax , f`m -1)(cp)

+ r"2 - 2 ) (cp)[E H e i t  i (x , cpx )  a2 u+  f f 7 :) , ( 7 ( c p)(P)
ax

(E  II(,(x)  a  u)]+...
ax i ax; ,

Posons d'abord u = u „ f =f 0 =
0 pour cP< 0 ,

alors on a

f r(cp)H 0(x)u0 +  J r ' )(cP) E  H (x )  -

a - uo +(c(x)+(s +1)H(x))u o]ax,

+ f e - 2 ) (cp)IL2 +(s +2) E H(x )  a  }[u n]+ f r " )L,[u n]+ • • • + foL,n [u n].

Comme dans le cas d'une caractéristique simple, on définit
une série de fonctions un , u„ ••• , u p , ••• : On pose d'abord

(5. 35) u (x ) =  E f f ( x ) a i ( x ) .

Ensuite u , est définie de manière que l'équation

(5. 36) H 0(x)u 1 + E H(x )  a  uo +(c(x)+(s +1)11(x))un = 0
ax,

ait au moins une solution u ,(x ) . u , est définie par

(5. 37) H0(x)u2+ E H(x ) a
a
x , ui + (c(x)+(s +2)M)(x))14,

+ (L 2 + (s +3)L,)[u o] = O,

où L i = E H
a

(x) .
ax,

En général, u1 est déterminée par

(5. 38) H 0( x ) u ,+ [ H 0 (x) a
a
x„ + (c(x)+(s + i)Hax))1[u,_

+(L 2 +(s+1+1)L 1)[u 1 _211+L 3 [u t _,]+•••+L n [u ,„] =  O.

Cela posé, pour qu'il existe une solution u 1 de (5. 36), il faut
et il suffit qu'on ait

cps,
 p o u r  c p >  0
(s+m)!
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(5 . 39) <Of  , H,(x) a
a
x v uo> + <0;  , { C (x )+(s 1)H(x)]. uo> = 0 ,

j  = 1, 2, ••• , p .
Compte tenu de (5. 35), ceci équivaut

1-1 [ E ,

=  o .
Ou bien sous

a 0-H A >  ° + E H(ai)x,> + a.;; , {C+(s+1)H } a i dax,

la forme matricielle,

(5. 40) A ,(x) Cro (B(x)+(s +1)13,(x))0-, = 0,

où (compte tenu de (5. 32) et (5. 34))

A , = (h1)E,
(ro

' (4)

,
bi;

00
(110t, , 013 b..

Remarquons ici que cette équation n'est pas, à  strictement parler,
un système d'équations différentielles ordinaires. Mais, comme

anous allons montrer, l'opérateur E (hi )t , + (s +1)b joue un rôle
a x,

prépondérant.
Supposons cr 0 , de sorte que uo , déterminée de manière qu'elle

satisfasse (5. 40), alors u, est définie (modulo vecteurs nuls engendrés
par les a i ) par

(5.41) u, =  S(x)f0 + E = E e l "

où f o = ( aE  H, + {C +(s +1)11} )u o ,  et S(x) étant une matrice ne
ax,

définie que par H,.
De la même manière que le précédent, 0- ,  est définie par

a (5. 42) E A, 0-1 + {B± (s +2)B 0}0-,+ g, = 0 ,
ax.„

où g 1(x ) est le vecteur dont la j-com posante est

(5. 43) g r  = , (Hi- + {C + (s + 2)H} )ur>
+66 1 , (L,+ (s +3)L 1)[11,]> .
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(171)t,l(h1)t„ Bô— A T 1B 0 =
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Supposons qu'on ait déterminé uo , u 1 , • • • , u1 . D'après (5. 38),
où on pose 1=l— 1 ,  on a

(5.44)u i ,  =  téi °21 + 0- 1 , où

(5.45)z e i  =  S(x) (11-'1 + (C +(s +1 —1)H ) ) [ u 1 -2]a x

+S(x)(1-2+(s+1)L i )[ui_3]+S(x)

et 0- / _, est une fonction à déterminer de telle manière qu'elle satis-
fasse

a(5.46)E  A, a x , +(B +(s +1)B 0))0-
1 _,+ 0 ,

où g 1 _ 1 est défin ie par uo ,••• ,u 1 _ „ e t te l .  Précisément, sa j -
composante est

(5. 47) <1 3 , (H a + {c+(s+1)110})tei>
ax

( i 2 +(s+1+1)L 1)[u 1 _2]>+

Finalement, on va montrer comment on résout 0- 0 , 0- „ • •• , pour
obtenir des majorations assez délicates. D'après l'hypothèse (cf.
(5. 21)), on peut supposer que (1z1)e1 + 0 .  Comme la matrice A, est
régulière, en prenant x ,=t ,  on va considérer l'équation de la forme

(5. 48) a  cr+ E A a;,(x, t)   4-(13/(x , t)+k  B (x ,t))0- = f ,at ax,

Cela posé, on définit les données initiales.

(5.49)0 - 0 ( x ,  0 )  =  1, o - 1(x, 0) = (7 .2 (x , 0) =  ••• O.

Pour évaluer 0- „ C r„ •  •  •  ,  commençons par le

Lemme 5.1. Soit u (x ,t)  la solution de
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(5. 50) a 
( + k B O u  faat ax,

avec la donnée initiale 0 :  u ( x ,  0)= 0.
Supposons

(5. 51) I /3 M P  < H1)1 exP(kynt)K(t)r+q
-Hvi(yn) -FI'IA ,

p a-1-11,1
où r > k ,  alors

(5.52) I DI'D7 u  <  — 1 +  q +  L' 1)1 exp (k7 nt)K(t)r -Eq-Hvi(7n)q+PICA
p a4

où C  est une constante indépendante de r  e t k,

Preuve.

Soient u  = [T ] ,  f  = [ f il l .  D'abord on résout
_ut f p

a a—
a t

up+ E a i (x, t)—
a x

-u p +kb(x, t)u p  = f p .
i

D'après la proposition 3. 1, on a l'inégalité de la forme (5. 52), où
C= 2.
En suite on résout up _, par

( + E—
a

a,  a  +kb)up_, — f p _i ±(L — k b p _i ,p )u p  ,a
t ax,

où L  est un opérateur différentiel du premier ordre. En utilisant
encore la proposition 3. 1, on aura l'inégalité de la forme (5. 52)
pour u2 . Ici, on a utilisé le fait que tous les coefficients dans le
second membre sont analytiques. Ainsi de suite, on a finalement
l'inégalité (5. 52) pour toutes les composantes de u.

Proposition 5 .1 . S oit u(x , t) la solution de

a
--rk[u] (

a t
+ aE A ' +k B -F1 3 ')u  = f  ,

avec la donnée initiale zéro. Supposons (5. 51). On a alors
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(5. 53) I  DI'Dlu I < pq+o,
0  1  +  +1 ')  )1  exp (krynt)K(t)r -'- '11

(CC, 

) 2
+  ...}x AC11+ (C 9

r r
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où C o est une constante ne dépendant que de B '.

Dém onstration. On pose la solution cherchée sous la forme

u  =  u 0 + u ,± u 2 + ••• ,

où u , est la solution de (5. 50). ui est la solution (avec la donnée
initiale 0) de

a
t

B O ui= — B 'u i _i ,a ax, i = 1, 2, • • • .

Alors (5. 53) découle immédiatement du lemme précédent.

Compte tenu de la proposition précédente, si on prend s ' et
M  assez grands, on aura une série de majorations de la forme

I DI'D7up (x, t) I< (s'±Pp+q+410,+1 lve x P  { (s+P+1)7nt}

x K (t)s' P + Q + n ) 0' ' - q+ .

pour p= 0, 1, 2, • • . Cela signifie qu'on a une majoration de la forme

Dv u p(x)1--<(s'
 + P +  ly 1 )1  C(8)P A(8 ; s')

Po l

dans un voisinage assez petit de x°. On a donc

Théorème 5 .1 .  Théorème 3. 1. est encore v rai pour des sy stèm es
vérif iant (5. 5) ou bien (5. 21).
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Appendice.

Nous allons montrer un opérateur non elliptique, mais qui est
analytique-hypoelliptique. Cet exemple montre que la caractérisa-
tion de l'opérateur elliptique par l'analytique-hypoellipticité tombe
en défaut contrairement dans le cas des opérateurs  à  coefficients
constants.

Soit

( 1 ) = (3y2 - + i - ) u ( x ,  y) =  O.
ax ay

Nous allons le considérer au voisinage de l'origine. En posant
y3 = t ,  cette équation devient sauf y = 0, (i.e. t = 0),

( 2 ) u(x, t ) = 0 .\ax at

Alors on a
(t),(x +it) p o u r t >  0

( 3  ) u(x,t )  =
q) 2(x+it) p o u r  t <  0 ,

où (1)1(z) et (1)2(z) sont holomorphes pour 1m . z >0 e t < 0  respec-
tivem ent. O r, si l'on suppose de plus que u(x, y ) so it continue,
alors cri, et (D, sont continues et coïncident pour t = O. D 'ap rès le
théorème de Morera, (13

1(z) et (1)2(z) sont des prolongements analy-
tiques au travers de t= 0 l'une de l'autre. D'où, u(x, 19/F)= 43(x +it),
où (1)(z) est holomorphe au voisinage de l'origine. Ceci montre
que u(x, y)— (1)(x+ 3 )  est une fonction analytique en (x, y)."

Ceci établi, considérons une solution u(x, y) continue de

( 4 ) L [u] = f (x , y) ,

où f  est analytique au voisinage de l'origine. A lors d'après le
théorème de Cauchy-Kowalewski et ce qui précède, u(x, y) doit
être analytique en (x, y) au voisinage de l'origine.

Maintenant nous allons montrer que L  est hypo-elliptique par
la méthode des noyaux élémentaires. On va construire un noyau

2 )  Ce mode de raisonnement, je le dois 5  M. Y . Hamada.



Solutions nulles et solutions non analytiques 299

élémentaire pour L  compte tenu de tL= —L.

Solution élémentaire pour L.

D'abord considérons la distribution T  définie par

1 2 3cp(x, y) t- / cp(x, 19/ t )dxdt, où z =x +it .
T z

Il est évident que cette form e linéaire est continue, car 1  t - 0

est localement sommable.

dxdt dt En effet, J.1. \/x 2 + t2 to 0 
d x

10 \Lx' + t 2 t 2/3 •

dx ( 11-v 1En posant, t/x  =  t ',  on  a , = 5 0  x 2 / 3  dt .
0 t 2/3 \/1+t 2

Or, 0 •  -c/t<  1  
o  t2/3 N/l+t 2 d t  < c °  •

Donc T  est une distribution d'ordre O.
Nous allons montrer que

( 5 ) L T  c 8 ,  o ù  c =  67r .

<LT, cp(x, y)> = —<T, (3y 2   a
a
x +i a

a
y )cp(x, y)>

= — J-•- t - 2 (3y2  
 a  +i )cp(x y)dxdt ,

z ax

où —  désigne la substitution 04, y) —
>Ax, P/t

Or, (  d .  a . t1+ i )cp(x, Px(x, Vti +I —
3  

- 2/3 cpy (x , P/t )ax at
2 3 2/3=  

1  t {3t cPx(x, P/t )+i , Py(x, rYt t)}

D'où

(3 ? +i )cp(x, y) — 3t2I3 ( +i  a  )<Kx, at).ax ay a x at
D'où
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(  a .( 6 ) <LT , cp(x, y)> = —3 a + )(1)(x• 19/ t. )dxdt
z  ax at

Or, on a

aax + i  a
a
t p (x ,  IYT)dxdt = i co, 0/r) dz ,

ZIzi>e

parce que p (x ,  / t ) est continue sur t = O.
Compte tenu de la continuité hôlderienne de c,o(x, P/t ), la dernière
intégrale vaut —2771)(0, 0).
D'où

( 7 ) LT  = 67r8

Plus généralement, considérons la distribution T a , b  définie par

( 8 ) cf)(x• y) 1  t---213y(x, ,y n d x d t
z — (a + ib3 )

Il est clair qu'on a

( 9 ) LT a , b  =  67 1 - 8 ca,b) •

Or, la distribution T a ,b n'est autre que,

<T  bp CP(X =
1 cp(x, y)dxdy. .

3  x  + i y 3 — (a + ib3 )
D'où

(10) T
a '  

b 3
x + i y 3 — ( a + i b 3 ) '

1 

qui est une fonction localement som m able. On va monter que ce
noyau est très régulier. Pour démontrer l'hypoellipticité de L , il
suffit de montrer les deux semi-régularités en (x, y ) et en (a, b) de
T a ,b

3 )• Comme ce noyau est anti-sym étrique en  (x, y )  e t  (a, b),
nous allons ne montrer que sa semi-régularité en (x, y).
Soit 0(a, b)EM, on va montrer que la fonction

ce (x , y ) S  0(a, b)dadb —  d b  ° ( a ,  b ) da
a — x + 41)3 — y') J a  — x + 41)3 — y')

est une fonction indéfiniment différentiable. La continuité de

3 )  Voir L . Schwartz : Théorie des distributions, Tome I  (1957).
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l'application Ta d , de E„', „ dans .0,7' ,  résulte de la théorie des espaces
vectoriels topologiques ou bien découle immédiatement de notre
démonstration.
L'intégration par parties en a donne

db b) log {a—x+ 41)3 — y3 )} da.

Pour préciser le sens, on pose la coupure : a < x  b  =  y , et prend
la branche du logarithme qui est réelle pour a> x , y = b. Compte
tenu de la forme des intégrales indéfinies successives de log x , les
intégrations par parties donneront

( - 1 ) m  d b  5 a

m(a, b)[{a— x + i(b 3 — m - i

(m -1)!
x log {a— x+ i(b3 — y3 )} + c — x + i(b3 —y3 1'n - 1 da ,

où Cm  est une constante.
Or, à propos du dernier terme de l'intégrale, il n'y a aucune ques-
tion, parce qu'il est un polynome en x, y. Envisageons donc

(11) cp„,(x, y) = am(a, b){a— x + i(b 3 — 373 )} m - 1

x log {a — x + i(b 3 y 3 )} dadb

On va montrer qu'elle est (m -3 )- f o is  continuement différentiable.
La différentiation en y donne

ap „ , ( x ,  y) — arn(a, b)  a   ( {a +x+ i(bd — y3 )}m - iaya y
x log {a— x+ i(b3 — dadb

—2 i  5a m(a, y)(a — da" .

Si l'on prend la dérivée de cp,n  en  x, le dernier terme n'apparait
pas. Or, à propos du dernier terme, il n'y a pas de question. Or

4 )  On peut la déduire de la manière suivante :
a  ..Posons F(y )=y o,„(x , y )  (i.e. x  étant fixé),  f (  y) tp,m(a, —

b) ( a y
On constate facilement que f  ( y )  est continue. Or, d'après Fubini,
v,

( Y )dY  = F ( Y i )  F( 2 )  +2 7 ri if)a»,(a, b)(a— 'dadb ,

d'où le résultat voulu.

)dadb .
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le premier terme a la même forme (modulo un polynome en x, y)
q u e  (11), où on  pose m = m - 1 .  On peut donc constater que
cp„,(x, y )  e s t  ( m -3 ) - f o i s  continuement différentiable. Comme m
est arbitraire, on voit que cp(x, y) est une fonction indéfiniment
différentiable.

R em a rq u e . Comme on le voit facilement, il en est de même pour

les opérateurs de la forme L --(y2n  a
a

+i ) ,  n  étant un entierax ay
positif. N ous avons donc : l'opérateur L —(y"  a   +i estax ay
analytique-hypoelliptique pour n  p a ir  > 0 ,  m ais pour n  impair
positif L n'est même pas hypoelliptique.
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