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1. Introduction.

Dans cet article, nous traiterons toujours les équations aux
dérivées partielles a coefficients analytiques.
Etant données une équation aux dérivées partielles

1.1) a(x, aa_x> w(x) = 0

et une hypersurface S définie par
1.2) Px) =0; @ (x)==0

(e étant a valeurs réelles), on sait que, si S n’est pas caractér-
istique, alors la donnée de Cauchy sur S, supposée analytique,
détermine uniquement la solution cherchée u(x), oi ¢(x) est aussi
supposée analytique. Au contraire, si S est une variété caractér-
istique pour (1.1), c’est-a-dire que

1.3) Wx, 9.(x)) = 0 pour x sur S,

le prolongement d’une solution #(x) au travers de S, est-elle
toujours non unique? Plus précisément, existe-t-il des solutions
identiquement nulles d’un co6té de S et ne s’annulant pas de l'autre
coté? Cette question a été posée par Petrowsky et il a lui-méme
indiqué a la fin de son mémoire [7] que la réponse est affirmative
si la variété caractéristique S est analytique et simple. Comme
sa démonstration manque de détail, nous voulons présenter notre
démonstration. Petrowsky a réduit ce probléme a celui de Goursat.
Au contraire, nous utiliserons la méthode d’Hadamard, qui s’apelle
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la méthode de singularité, exposée dans [1,2]. Evidemment la
méthode d’Hadamard et celle de majorante pour le probléme de
Goursat s’appuyent sur presque le méme principe. Nous devons
signaler que récemment la méthode d’Hadamard a été développée
par P.D. Lax et D. Ludwig sous la forme du développement
asymptotique [4,5]. D. Ludwig a traité un probléme analogue a
notre probléme actuel pour le systéme hyperbolique. 11 a réduit
ce probléme au probléme de Goursat. Ici nous avons traité directe-
ment le probléme en montrant que la solution définie par une
série converge au voisinage du point donné.

Dans la section 3, nous traiterons la question de l’existence
de solutions non analytiques, en nous appuyant sur le méme
principe. Cette question a été le point de départ de cette recherche,
bien que nous l’ayons traitée dans la section 3. M. Hamada nous
a posé cette question. Plusieurs discussions avec lui ont été
fructueuses pour nous. Finalement ma gratitude 4 M. Yamaguti,
qui a bien voulu discuter avec nous.

2. Solutions nulles.
On suppose désormais que la variété caractéristique S est
simple :

(2.1) UK, @) 0, on h¥(x, &) = he(x, ).

Nous allons construire une solution #(x) de (1.1) par la
méthode d’Hadamard. Posons la fonction cherchée u(x) sous la
forme

(2.2)  ulx) = fo@)u(x)+ (@) us(x)+ o+ + fo(@)u(x)+ -0,
ou folr) = { " [(s+m)! pour >0
0 pour =<0,

s étant un entier positif. En général, on pose

(2. 4) fy) = {z-s+'”+”/(s+m+p)! pour z_>0
0 pour 7<0.

(Il n’est nullement nécessaire de supposer que s soit entier positif
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pour notre raisonnement, il suffit de supposer que s >0).
Considérons

o5 o) F@0 = wax, T )@+ BT wa(x )10

%Z} axJ a"'”’(ﬂc, E)f(?)whm, ot ax, £) = ag;¢,(x, £).

Cette expression s’écrit encore sous la forme

2.4) SR 2)ut ") @

1R B 0 55 @) Tk el
+ 7P Lol ] + - +f(<P)Lm[u] =0,

ou tous les coefficients ainsi que ceux des L,, L,, -, L,, sont des
fonctions analytiques, et L; sont des opérateurs différentiels d’ordre 7.
Notons d’abord que (1.3) entraine que

(2.5) Wz, ¢,) = ci(x)9(x),

ou ¢,(x) est une fonction analytique au voisinage de S.
Ceci posé, on va définir %,. En remarquant que f§™(9)e/
fimB(@)=s+1, on détermine u, par ’équation

(2.6) Z he(x, cP,;) + Le®)+ (s+1)eo(x)] %, = 0.

Passons a #,. (2.4) s’écrit encore

7@ S 09 2+ (e LT e

+ 317" R@) Lilu] = 0.
Compte tenu de f‘"‘““(cP) f""‘2>(cp)=(sci;+22)' pour ¢ >0, on définit

u,(x) par
(2° 7) -[1[u1] + Lz[“o] =0

oun Llul= h(” + Le(x)+ (s+2)co(x)]u, L, étant 'opérateur
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différentiel du second ordre, qui figure au troisiéme terme de (2. 4).

De proche en proche, en égalant les termes multipliés par les
mémes puissances de ¢, on définit », par (supposé que u,, «,, -,
u,-, étant définies)

7

STAP, @) 2o o)+ (p+s+Def)]u,

1

N ;;2 Lk[u?'“-k]’ p = 1, 2, oer

(2.8) L,lu,l

I

CPS+m+p—i

En effet, f\°(9)= i =Faa (@) =F52(@) = =fp-iP)

(s+m+p—i)!

Jusqu’d maintenant, nous n’avons rien dit sur les conditions
accessoires (conditions initiales) pour u,, u,, ---. Il serait naturel
de poser u,(x,)=1. Mais, pour d’autres termes, ces conditions sont
arbitraires. Cela est manifeste vu le probléme de Goursat. Ce
qui est essentiel est donc de montrer que la série u(x)= > f,(9)u(x)
soit convergente au voisinage de x,, en imposant aux u,(x) des
conditions initiales assez simples.

D’abord on suppose que x,=0, et, vu (2.1), que A”=0. En
prenant x,=¢ (cela signifie que I’hyperplan =0 n’est pas tangent
aux directions bicaractéristiques au voisinage de l'origine), nous
écrivons (2. 8) sous la forme

2.8 Livpalu,] = % S afx, £) 2 u,+ (bx, £)

0
0x;

s+ 14 p)be, ) = — 31 Luly-a]

oll tous les coefficients sont analytiques.
Ceci posé, on impose aux #, les conditions initiales suivantes :

2.9) ufx,0) =1
uyx,0) =0, pour p>1.
Nous allons montrer que ces fonctions #,, u,, -+, vérifient les
inégalités de la forme
!

(2.10) juyx HI< LK
P
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avec leurs dérivées d’ordre m pour (x, ¢) voisins de l'origine.

3. Evaluation des u,(x, t).

Dans ce qui suit, nous évaluons la solution u(x, ¢) de

B.1)  LJul = f(x, 2
o L,= -gt—+ Sadx, )2

+(b(x, 1)+ (p—1)b(x, 1))
0x;

ou p est un paramétre a valeurs entiers positifs et tous les co-
efficients sont analytiques en x,f. Il faut remarquer que cette
solution u(x, t) s’obtient par quadrature et que les «,(x, ¢) sont en
géneral a valeurs complexes. Dans ce qui suit, nous regardons les
t comme parameétre, a valeurs réelles positives. D’abord une
remarque élémentaire :

Lemme 3.1. Soient a(x) et b(x) deux fonctions analytique vérifiant

)< 1D
Da) <AL kT

1D“b<x>|<w B,

V]

o r et s sont des entiers non négatifs. Alors on a

v

| D¥(ab)(x) | < w (k/k—1)AB/CI* .
Preuve.

D¥(ab) = >3 C;D"*aD**b. Comme >'C,.<C}', nous avons
o ]=p

ABSCHe+)! (121D AU/RY.

Or, Cpr+p)! s+ 1v]—p)! = o CESLED s opryere,

Cr+s+|\l|
r+p

| D¥(ab)| <

car CrisVICI = Crts,

. 11Vl
Do Dan) <AL (’““j)f:,‘”')' S asm.

Revenons a (3.1). On suppose
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la(x, 1)|<v,

(3.2) | D3 cax, 1)< Q;'),VP,‘% b[>1,
2 b, B)] (:L ;'w i—1,2.

Dans cette hypothése, nous allons évaluer la solution # de
(3.1) avec la donnée initiale zéro: wu(x, 0)=0.

Lemme 3.2. Supposons que

(3.3) Dy flx, 1)< E—Jl—)exp (pyt) K@Y +t™MA, r>p. Alorson a
p

G.4) Dz O)<2 T LD e () K@Y+ A Jyn

pIVI

ot K(t)=exp (ymt)A+ynt), n étant la dimension de [lespace
des x.

Démonstration.
L’expression intégrale de u(x, ¢) donne

(e, < " exp (pr(t—s)r! exp (py5) K(sY Ads

< exp (pyt)r! AS'K(s)'ds<r1 exp (pyt) AKQY [royn
= (r—1)! exp (py)K(tY A/vn,

ce qui prouve (3.4) pour |v|=0. Passons a général v. Désignons
par

u,(t) = maxsup | Dyu(x, t)|.
vi=m %

La différentiation en x donne, compte tenu de (3. 2),”

1) Appliquons D; (—%) a (3.1), 0on a

Ly Diul+ = (Diar)(Dyu) + (Dib)u=D; f,
ou b=b,+(p—1)b,. En général nous avons

L[ Di,Di, - D.,,,u]+ oS! 3“ (Dipar)(Diy -+ lA)i,, ++» Di,,Dyu) + %_." f_:, (DipDiqay)(Di; ”'D/\ip"'
«v+ Dig +++ DimDyut) + - + %}(Dq - Dia) (D) + 2 (Diph) (Diy -+ Dip - Dipye) +
+ 3 (DipDigb)(Diy -+ Dip - Dig -+ Dipt)+ - +(Diy -+ Dib)u=Diy -+ Dinf .
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d m
(27 )OS LA+ Bt OCan 000 .

Supposons que les inégalités (3. 4) soient vraies pour «,,_,, ¢ >1.
Alors dans I'inégalité ci-dessus le terme sous le signe 3 est majoré

par (1/3)q(c'"+1+ cw) (r+m— 1 D! 4 94 exp (pyt) Kty 1,

Comme (r+m—1—gq)! q!=(r+m—1)!/C{,+""1, Cr.,<mC?, et
C*™'>C7, nous aurons (C,,+1+% C;">(7+m—1—q)l qg!<(r+m—1)!

X (m+::l><(r+ m—1)! (m+ p).

Do, S+ < CE2 D2 exp (ot Kty om0 53 ()

!
Comme f,(1)<< (r -;mm) “exp (pyt)K(tY*"A, Vlintégration donne

Uty < (ii’g’,n—‘—ll! exp (pyt) Kty *"Alyn

+ DL exp (pyt) K@Y+ Alm-+ ) [+ m)ovm)

Comme r>p, et de sorte que (m+p)/(r+m)<1, linégalité au-
dessus montre que (3. 4) est vraie pour |v|=

Lemme 3.3. Sous la méme hypothése que le lemme 3.2, considérons
la solution u de

3.1y L, u]=0, avec la condition initiale

Diu(x, 0)|< w A, ou r>=p, nous avons alors
p

Dz, 012 T =D exp (pyn) Kty A.

Comme la démonstration est la méme que la précédente, nous
omettons cette preuve. Maintenant, on peut montrer

Proposition 3.1. Dans la méme condition que le lemme 3.2, sup-
posons
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3.5) 1001 £(x, D)< LI exp (pty ey rmy 4
r>p (>1),

nous avons alors

(3.6) | D:Diu(x, £)|<2 ("1:‘“ YD exp (pyt) Kty = (yn) A,

q+|v|

ou v et p vérifient, outre (3.2), la condition suivante :
3.7) v > min (6v,, 27), p<{1/18.

Démonstration. Pour ¢=0, cette proposition est vraie (lemme
3.2). Nous allons montrer cette proposition par récurrence sur gq.
Supposons alors que (3. 6) soit vrai pour ¢=0,1, ---,g—1, et mon-
trons-le pour ¢g=q. Dtu(x,t) est la solution de

(3.8) L,[Dtu] = Dif— 3ICH{ 3 (DY *a)(DiDa)+(DE*bXDia} ,

ol b=b+(p—1)b,. Posons le second membre =D!f+9(x,t), et
divisons Dz en trois fonctions :

Diu = u,+u,+u,, ou
1) u/(x,t) est définie par
L,[u,] =0, avec la condition initiale u,(x, 0) = Diu(x, 0);
2) wu, et u, sont définies par
Lylu] = Dif
Lu.]=7¢

Considérons d’abord #,(x,?). D’aprés le lemme 3.2, nous
aurons

(3.9) | Dz, 01 < LELZE P exp (pvt) Keey iy A2,

+1v
pﬁll

avec les données initiales zéro.

Passons 4 u,. Nous voulons évaluer D, ¢(x, ). Prenons le terme
(D *a;)(D;D;u) dans (3.8). Les dérivées D; de cette fonction sont
majorées par

i ! g-s—-1
(7’ 1;3;‘; |U|) (%) 2’7/C;Ig—lx exp (pvt)K(t)r+s+|\a|(ryn)sA .
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Pour la simplicité, nous écrivons ce fait par
q—-s—1
(D" a)DiDw) —> (r—1+a+ 1oD! (5) " 2otrmy/Cris™.
v

De méme

s

(DY BXDiu) — (r—1+q+|sD! (5)" 2vplrmy JC4
v 3

Comme C?/Cr < Ce/C < q, et Ci*¥'>Ci_,=C!, on voit que
D.¢(x,t) se majore par

(r—1+q+|v)! exp (pryt)K(t)"‘”*"v'2(%‘1"'21)(7”)(7”)%1‘4 .
n

g+ |Vl
p l

Alors, d’aprés le lemme 3.2, on a

(3.10) D, )< CE L
{5oe4)
7@+ 1V () 47\ -1
xexp (py0)K(y o+ Al 2 B

ou le dernier facteur se majore par 4-2=38,
Enfin, considérons u,(x, ¢). Pour évaluer D u(x,t) d’aprés le
lemme 3.3, nous devons évaluer
Diu,x, 0) = D.Diu(x, 0).
Or, on a

(3.11) Diu(x, 0) = D' f(x, 0)
q—2 n
— 51 €I 3 (D@ )(DiDa) + (Db Dia}
— (X a{ Dy Dae) +b(D3 ) .
Posons ce second membre =D f+v,(x) +o,(x).
Ici, Dwv(x) a été déja évalué:

(3.12) (Do) < C2REE S D D+ L e a.

g-141v]
P

Comme 2{% (q—1)+%}/(r+q—1+lvl)<3, (ici on utilise le fait



280 Sigeru Mizohata

que ¥ _>p), on a

(3.13) | Do) < THILH 1D e gy,

q-1+|v|
P

Passons a v,(x). On départ de I'expression

Dx(a; Di*D;u) = a{D,;Di"'Dau)+ > Ci(Dha,) (D, “Di~ D) .
®30
Le premier terme du second membre se majore par

_ !
27, (r+g—1+|v])! (yn)?'A, et le second terme se majore par

Pﬂ+|\l|
3\ 7+qg—2+|v])! B
27(?) pq—1+|1;| (')' n)q A.

(r+g—2+v)!,,

q-1+|v|
P

De méme, D.{b(D{ 'u)} se majore par 2p7<%>

q-1+V|

(yn)7-1 A< 3y “’“{)‘”‘“'”(W)q-lA. (Ici, on a utilisé le fait

que ¢>2, p<Lr). On aura donc

(3.14) |D“vz(x)l<(r+q_1+‘v')!(yn)q(2%+3p+3p)z4.

a+|vi
P

Comme |D:D{ f(x, 0)|<(r+iq__11+_|tlly|)!('yn)"“A, compte tenu

de (3.12) et (3.13), et en appliquant le lemme 3. 3, nous avons

(3.15) | D2ufx, 1)) < THE LI 12DE (e

p‘1+IVl
X exp (P')’l‘)K(t)'”‘2<2 -7—0+6p+ﬁ>A )
v v
Les (3.9), (3.10) et (3.15) donnent

(3.16) | DDz, t)|< THa— 112D

g+ (v
P

xexp (pyt) K@y -+ P(gny2( 2 +2 Y16 +£)A .
Y Y Y
D’aprées les conditions sur v, v, et p dans I'’énoncé de cette
proposition, le dernier facteur est moindre que 2, ce qui prouve
(3.5) pour g=gq.
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Pareillement 4 la proposition 3.1, on a
Proposition 3.2. Conusidérons la solution u(x,t) de
3.1y L,Ju] =0.

On suppose que la donnée initiale u(x, Q) vérifie I'inégalité :

vl

3.17)  |Dux, 0)|< T 4 oi y>p>1, alors on a
p

a+|vl

(3.18) | D:Du(x, £)|<2 ij—’i'“—”! exp (py ) Ky +*+(yn)1 A,

ou v et p sont supposées vérifiant (3.7) de la proposition 3.2. .

Pour ¢=0, (3.18) devient le lemme 3.3. Pour ¢>1, la
démonstration est presque la méme que la précédente. Nous

I'omettons.
Ceci préparé, revenons a notre problémes. D’aprés la notation
de la section précédente, u,(x, ) est définie par

(3.19) Lialu,] =0, ufx,0)=1.

En y appliquant la proposition 3. 2 (ici on prend L,=_/7,,, c’est-a-
dire que p=s+2), on a

(3. 20) | DiDuy(x, £)| <2 $H2Fa+ v
p

q+(v|
X exp {(s+2)yt} K@)+ 7+ (yn)?.

De proche en proche, u,, u,, -+, u,, -+ sont définies par
2.8y Lislu,] = — 2 Ll s], iz, 0) = 0.

Maintenant on va montrer la

Proposition 3. 3.

(3.21)  |DiDtuy(x, )< Cy SH2HpTa+ VD!

pq+l\'l
Xexp {(s+2+p)vt} K@y +*+2++M(yn)?, p=0,1,2, -

ou C, (C>1) est une constante convenablement choisie.
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Preuve. Récurrence sur p. Supposons que (3.21) soit vrai pour
Uy, Uy, U,y On veut montrer (3.21) pour u,. Désignons
le second membre de (2.8)" par g,: Li.1.,lu,]=g,. Nous aurons

pq+|w+1
Xexp {(S+2+p—1)yt} K(¢) r2reri+a+Vi(ypn)?
< ($+2+p+1+q+|v])!

=

a+1v|
P

xXexp {(s+2-+p)vt} K(t)s+2+p+l+q+m('>’n)q[Cg_lM(_})_>p+l] :

ou M est une constante ne dépendant que de L,, -, L,.
On va y appliquer la proposition 3.1. On prend L,=.L7...,
r=s+2+p+1, on aura

| DiD(, 1) < SHETL ATV DL

a+|v|
P

xexp {(s-+2+ 2ty Koo sesoirayr i m (L)),

Pour avoir (3. 21), il suffit de prendre C, de maniére que
(3.22) QK(I)ML <C,, ici on a supposé que 0<t<{l. c.q.ed.
P

Jusqu’a maintenant, nous avons fait joué a une des variables,
qu’on a prit £, un role spécial, ceci serait nécessaire compte tenu
des suites de conditions initiales des #,. Maintenant, en écrivant
(3.21) sous la forme symétrique, on aura

(3.23) |Dvup(x)|<(3+2+p+|u|)1

[hd}

X {K(8)(yn)} "' {C,K(9) exp (v0)}? {exp (v8) K(8)} *+*

_ 24P VDl ey aG; s), p=0,1,2, -,
p(8)™!

ot p(8)=p/K(B)yn), C(8)=C,K(3)exp (v9).

Ce qui montre que la série

(2.2) u(x) = 33 £ AP f2)
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converge uniformément autour de x, si 9<1/C(8), avec toutes ses
dérivées jusqu'a l'ordre s+m. Evidemment on doit se rappeler
que, pour la majoration de (3.23), on a, dés le commencement,
supposé que x—x, est petit parce que les directions bicaractér-
istiques ne sont en général pas réelles.

On a donc le

Théoréme 3.1. Soit S une variété caractéristique analytique simple,
c'est-a-dire qu'on suppose (2.1). Il existe alors une solution u(x) de

a(x, ;-) w(x)=0 au voisinage de x,, s'annulant identiquement nulle
x

d'un coté de S (qu'on peut choisir a la volonté), mais dans !'autre

G
(s+m)!
positif arbitraire. u(x) est (m+s—1)-fois continuement différentiable,
mais ne lest pas (m+s)-fois.

cote, u(x) a comme sa partie principale. s étant un entier

4. Solutions non analytiques.

On va envisager 1’équation a coefficients analytiques
0
4.1) al x, — Ju(x) = 0.
ox
On sait que si a(x, %) est elliptique, u# doit étre analytique. Il
y a plus: toute solution u(x) de a(x, %>u= f(x) est analytique

ou f(x) 'est [7]. Mais, si a(x, %) n’est pas elliptique, existe-t-il

au moins une solution non analytique? La réponse est en général
négative. Mais nous voulons esseyer de considérer le coté positif :
Dans quelles conditions, peut-on affirmer l’existence de solutions
non analytiques ?

D’abord, considérons le cas ou

1°. h(x, ai) est un opérateur a coefficients réels ;
x

(4-2) 9o pao &) = 0;
3%, S| he(x°, £)|=0.
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Dans ces conditions, on peut montrer l’existence d’une solution
non analytique. En effet, on voit qu’il existe une variété caractér-
istique S passant par x°. Voici la preuve : >3|/,(x°&°)|=4=0 entraine
quil existe k=0, supposé hg =0, alors &=\x; &, &), A
étant réel pour x, £ réels. On résout I'équation @, =\(x,, -, %,;
Prys > Pr) sous la  condition (0, x,, -, x,)=ENx,—x9)+ -+
(x,—2x3) (Théoréme de Cauchy-Kowalewski). Evidemment ¢(x°)
=0 et ¢,9=0. La surface définie par ¢(x)=0 est une variété

caractéristique pour a(x, —%—), car h(x,9,)=0. Or, le résultat

(Théoréme 3.1) affiirme qu’il existe une infinité de solutions non
analytiques.

Maintenant on va envisager un autre cas. On suppose 2° et
3° de (4. 2). Mais on ne suppose plus 1°. Or, récemment H. Lewy
a traité ce genre de question [6] et puis L. Héormander a discuté
cette question d’'une maniére assez générale au point de vue un
peu différent. Nous avons été inspirés directement du beau mémoire
de H. Lewy [6].

Au lieu de 1° de (4. 2), on suppose

4.3)1°: C,,,_(x, &) = Imi1 he(x, &) h,(x, §)4=0 pour x=2x°, £E=£.
Dans ces conditions, c’est-a-dire que dans les conditions 1’°,
2° et 3°, Hormander a montré [3] le

Lemme 4.1. Il existe une solution analytique ¢(x) de h(x, ¢,)=0
vérifiant

(l) <p(x°)=0, ch:i:O;
D) x) = E-(r—2)+= D aylr— i) =2+ 0|21,

ou [a;;] étant symétrique et Re [@;;] est définie-positive.

Pour faciliter au lecteur la comprénension de ce lemme, nous
allons en donner la preuve. Supposons #k;==0; En résolvant
h(x, £)=0, on considére

fl=>\.(x;{‘2, 537 ""sn)' Comme A‘xi: _hx;/he,» A‘fi: _hﬁi/hfly
. T b, b,

e fiy + SV b= [l | (4 Sy 2o P ) g (R, - ST,
bt 3 = i (4 3T 50 5) = — U (= D)
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(4. 3) devient alors
4.4 Im(h,, — VA N,) 0.
Cela posé, on résout ’équation
Py = M, 5 X Pags > P
avec la condition initiale
WO, 2y oo ) = 37 Bilri— e+ Y e ri— ey — ),

ou «;; sont des constantes a déterminer. En écrivant

o) = 28— )+ 2 = 2y — )+

O = Pz, = Ax;+ ;/ N Pajue; = A+ 2V Ahg;, (1=1,2,-,m).

Cette relation équivaut a dire que

A Qe -1 A‘xl ]
A’.Ez [ x2
Q.. : .
ij
Mg, | Arw

Or, Hormander a montré que l'existence d’'une («,;]) vérifiant les
conditions mentionnées ci-dessus est équivalente a ce que le pre-
mier membre de (4. 4) soit négatif (qu’'on le peut supposer toujours
en prenant &= —& dans (4. 3), s’il est nécessaire).

Cela posé, considérons la fonction cp(x)z_Pzi1 dans I’espace réel
R*. Elle est une fonction uniforme au voisinage de x° car sa
partie imaginaire y est toujours non négative, si le voisinage est
petit. De plus, elle est p-fois continuement dérivable, mais ne
Pest pas (p+1)-fois. Or, d’aprés le résultat de section 3, on a le
droit de considérer la solution #(x) de (4.1), définie au voisinage
de x° de la forme

2m+i1+2p
F

(4.5) u(x) = 9(2)"% Us(x) +9(x) 7 U (%) + - +P() Uy (%) + o

ol u;(x) étant définies exactement de la méme maniére que dans
le cas précédent. Elle est, au voisinage de x,, m-fois continuement
dérivable, mais ne l’est pas (m+1)-fois.
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Enoncons notre résultat.

Théoréme 4.1. Soit a(x, %) un Opérateur différentiel a co-

efficients analytiques. Si on suppose 2°, 3° de (4.2) et (4.3), il
existe alors une solution u(x) de (4.1), m-fois continuement dérivable,
mais ne lest pas (m-+1)-fois, au voisinage de x,.

Remarque. Evidemment, en prenant dans (4.5), m=m+k, on
peut dire qu’il existe une solution exactement (m+ k)-fois dérivable.

5. Systémes.

Le raisonnement prédédent s’applique aux systémes d’équa-
tions. Mais, comme Hadamard a signalé dans [1], cette application
n’est pas immédiate. Nous avons suivi assez fidélement le chemin
tracé par Hadamard ([1]. p. 278-287).

Soit

(5.1) A(x, »%) = [a"’(x, %)]

une matrice d’ordre N. On suppose que les a’/ sont tous d’ordre
m et a coefficients analytiques.
Désignons par

(5.2) H(x, &)=[F(x, &)], ou les h/(x, £) sont les parties principales
de a¥/(x, &) d’ordre m.

Soit
(5. 3) h(x, &) = dét H(x, £).

On dit que la variété S définie par ¢(x)=0, (¢,==0), est une
variété caractéristique de A, si

(5. 4) hx,9,) =0 x sur S.
Supposons d’abord que S est caractéristique simple au point x,:

(5.5) 31 el (x40

Ceci entraine que H(x, @,) est de rang N—1 pour x €S.
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On définit une matrice analytique Hy(x) de rang N—1 au
voisinage de x,, qui coincide avec H(x, ¢,) pour x sur S. En
désignant par «;;(x) le co-facteur de %#/(x) de H,(x), on peut sup-
poser «,.(x)=F0.

On définit le nul-vecteur a droite a(x) et & gauche B(x) par
H(x)a(x) = 0, a(x) = (Ay,, Ap,, =+, Ayy)
B(x)Ho(x) = O’ le(x) = (alN’ Ayny oo )aNN) .

Cela posé, on considére A(x, ~aa—>( f(@)u). Ceci s’exprime par
x

SO HG, 9+ £ @) 3 Hex, 92) 5wt C@u |+

Comme H(x, ¢,) s’annule sur S, on pose

H(x, ¢,) = C(x)9(x) ,
o C,x) est une matrice analytique. Alors l’expression ci-dessus
s'écrit
),
PN IR F7 | 3 Hex, 0 G (C+ L2 ) Ca]
+..

Comme dans la section 2, on veut construire une solution u(x) de
la forme

(5. 6) u(x) = fo( @) uo(x) + fi(®) u,(2) + -+
On pose d’abord
(6.7 u(x) = o(x)a(x)

ou o(x) est une fonction scalaire a déterminer dans 1’étape sui-
vante. Pour déterminer #,, on doit résoudre

(5.8) 3 Hilx, %)) aax.uo+(C(x)+(S+1)Co(x)) o+ Hy(x)u, = 0,

car F(@) /() = s+1.

Pour que cette équation puisse se résoudre, il faut et il suffit
qu’'on ait
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(5.9) Z3<B, Hulw, 02) o u+CB), (C@)+(s+1)Caue> = 0.

i

Compte tenu de (5.7), il devient

(5.10) 23 a(x) —— oo+ {e(x) + (s +1)ex)} oy =0,

0
0x;
Oﬁ ai(x) = <B(x)y Hfi(x) ch)a(x)> .

Nous allons montrer que

(5.11) a(x) = aAyn(x)he(x, 9,) 2 sur S.

En effet, paur x sur S,

{B(x), Hp,¥(x)> = ‘?"", RE(x, @)8; = ; By, Or, ayy(@;, a,,,
L 0N) = (A, Qg oo, Q). Dot @y =y, Donc la

derniére somme est égale a
Ayy 23 héiaij = Ayyhe (%, 9,) pour x sur S.

o(x) étant ainsi définie, on définit #,(x) (solution particuliére) de
la maniére suivante: ici Hy(x)u,=f,, ou f,8,+ -+ fnBy=0, alors
il existe une matrice réguliére B(x) telle qu’'on ait

(5.12) u(x) = B(x) fo+o,(x)a(x),

donnant toujours la solution générale, ou o,(x) est une fonction
scalaire 4 déterminer, ou

(5.13)  fu(x) = — 2 Hy(%, 9.)

9 sy (C(@) +(s+1) Ca)) ty .
0x;

Pour u,(x), on aura 1'équation

(5.14) H(x)u, = — 3 He(x, ¢,) % u,—(Cy(2) + (s +2) Cy(x)) u,
+L;[u,], ,

oll L, est un opérateur différentiel du second ordre. Pour que
cette équation en u, ait une solution, il faut et il suffit qu'on ait

(5.15) 3 ayx) -j; o+ (e@) + (s +2)e(x)) 7, =<8, L[ug]>.
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o(x) étant ainsi déterminée, on a
(5.16) u(x) = B(x) f(x)+oy(x)a(x),

ou f,(x) est le second membre de (5.14) et o,(x) est une fonction
a déterminer.
En général, on a une série d’équations

G.17) Hix)u, = — 33 He(x, 92) %up_,—(Cl(x)+(S+P)Co(x))up-l

+ L[y 1+ Liluy o1+ + Ly, 0]
Supposons qu’on ait déterminé u,, u,, -+, %,-, et
(5. 18) Up-y = B(X) fpo®)+0, (x)X(x),

ou f, , est le second membre de (5.17) correspondant a p=p—1.
et o, (x) est une fonction scalaire a3 déterminer. En prenant le
produit scalaire du second membre de (5.17) avec 8, on a

(5.19) Sae) Lyt () + (55 D)ek) ooy = 3346, Ly DD

o, (x) étant ainsi déterminée, de sorte que u, , étant ainsi com-
plétement déterminée, on a

(5. 20) Uy = B(X)fp-1(2) + o (x)(x)

ou f,_, est le second membre de (5.17), et o (x) est a déterminer
dans I’étape suivante.
On peut étendre le raisonnement précédent ¢ des cas plus
généraux. Nous allons donner quelques indications sur ce point.
Au lieu de supposer (5.5), on suppose que: Soit A,(x, &) une
valeur propre de multiplicité p de H(x, §):

(5.21) dét (M — H(x, §)) = W —hy(x, £))?q(; 1, &),

ou
1°. h(x, &) est analytique en x et & au voisinage de x° et
EO:ch(xo) 5 hl(xo’ 'fo): 0 5
2°. ¢(0; 2% &=0;

o . 0 £y =) -
30, ;[a—f’_hmx,s)»uo,
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4°, H(x, ¢,) est du rang N—p pour x sur S.

Comme #A,(x, £) est une valeur propre de multiplicité p, il existe
une matrice analytique N(x, &) définie au voisinage de (x°, &) telle
qu’on ait (forme canonique)

C B
(5.22) N(x, &)H(x, )N '(x, &) = 7 = D(x, §),
1 0;;‘
o | W7 lp
0 I
N—-p

ou 0,;(x, §) sont analytiques. On a

a) dét. C(x°, £)==0, car dét. C(x°, &)= +4(0; x°, &).
b) &(x, 9,)=0 pour x sur S, car det. H=h(x, ¢,)=0 x sur S.
c) 0;i(x,9,)=0 pour x sur S, (d’aprés 4°).

Maintenant on définit p presque vecteurs propres a gauche e,, -, ¢,
et ceux a droite v,, ---, v, correspondant a la valeur propre 7%,(x, )
de la maniére suivante :

0 *

: *

. (N1
(5.23) e;= |1 |N—=p+i, v =|x

0 0

1 N—p+i

0 0

. X . C B
ou «; sont des vecteurs propres (a droite) de
la matrice correspondant a la valeur propre h, 0
h,

hy(x, &) 0
On aura alors 0 h,

(hl_B)'Yi = 91,-814-492,-624—-”—1—9;_1,;6;_1 (Z = 1, 2) e ,P) )

(5. 24) { .
(hl_'B)ei = 6i~i+1ei+1+9i.£+zei+z+ ot +0ipep (Z = 1’ 2, - ;P) .
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Remarquons ici que, au lieu de supposer 4° de (5. 21), si on suppose
de plus:

(5. 25) H(x, &) est de rang N—p au voisinage x°, &,

alors tous les #;; s’annulent identiquement.
Cela posé, on définit

(5. 26) {“‘:N_ v

B; = tNe; .
Compte tenu de (5.22) et (5.24), on a

(hI-H)x; =0;N"'e,+0,,N'e,+-+6,_,;N'e;_,,

5. 27
( ) { (B I —"H)B; = 0; ;118414 0; 428540+ +0;,8,.

Evidemment, pour x sur S, on a

{ H(x’ ch)ai(x! ch) = 0 ’
fH(x) CPx)ﬂi(x’ ch) == 0 .

On va montrer que

(5° 29) <18j(x’ ch)) HEv(x’ ch)ai(x’ (Px)> =

(5. 28)

0 0
_hl ’ 18'»"'_—9: y Tx
g, 1%, 01+ 22 0,(x, 2.

pour x sur S.

En effet, la différentiation en &, de la premiére relation de (5. 27)
donne

(e, I — He )at; (b, I — H)(Q,)e, = ? (Or)e, N~ e+ 2 0 (N"ep)e, .
=1 k=1

En posant £=¢, et en restreignant x sur S (de sorte que la derniére
expression s’annule), on prend le produit scalaire avec B;(x, ¢,):

(h)e,(x, 9.) <B;, “i>f<:3j, He, > +<B;, — H(«;)e,>
= 32 (Oude, By, N> = (03,

En effet, <B;, N'e,> =<{*Ne;, N 'e,>=<e;, e,>=05.

Comme <B;, a;>=38!. nous avons donc (5. 29).

Nous avons vérifié (5.29) en supposant x €S. Mais, au voisinage
de S, on a
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9 9

. Iy = — 8" —_— 3 _— Pl
(5.30) By, Hyylr, @) = o I, @814 2-05:(%, @) = Cis(%)
ot ¢;(x) = <By(x, ), g 0N e, 1> -

Compte tenu de cette situation, on décompose Hg(x, ¢,) (»=
1,2, -+, n) sous la forme:

(5.31) He(x, 9,) = H,(x)+H3y(x) = H,(x)+9(x)Hi(x),
ou H,(x) est une matrice analytique au voisinage de x,, et pour

H,(x) on a

(5.32) <8, Hyx)ay = O Iz, 9,8+

g 75 6,,(x 9.)

au voisinage de x,.

Une telle matrice H;(x) existe. En effet, la condition <8;, Hy(x)®;>
=c;;(x) équivaut a c;;=<e;, N(x, @ )H)(x)N'(x, @, )y;>. Il suffit
donc qu’on ait

0 0
NITY(x)N™' = [ 0 ]

Cji
De méme, on décompose H(x, ¢,):
(5. 33) H(x, 9,) = Hyx)+H(x) = H(x)+9(x)Hi(x).

On définit Hi(x) de la maniére suivante :

. [C B [C-hly, B hIy., 0
NH(x, 9N "[0 8}_[ 0 o]+[ 0o &

= Dy(x)+DJ(x).

{H,,(x) = N'D,N,

olx) = N''D,N.
On aura alors
[ 1) Hfx)a; =0, 'Hx)B; = 0, =1,2 -, p;
Lil) <8y, Hi(x)ay = 0;,(x, ¢.)+h(%, cm !
Comme i) est évident, montrons ii).

<{B;, Hy(x)a,> =<e;, NHeN 'y;> = <e;, D(x)v:>
= hl(x) CPx)Sg+0ji(x» CPx) .

(5.34)
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Maintenant, compte tenu de (5.31) et (5.33), on écrit
Al x, i)( f(®)u) sous la forme:

FOOH O] @ e (Ce+ LD i) Je|

f("l l)( )
1O X B, 0 STt LR (S ) |+
R pour 9_>0

(s+m)!

Posons d’abord u=u,, f= foz{
0 pour ¢< 0,

alors on a

FE@H + 7@ 2 HAD L O+ (s DHw

+f§,"“2’(<P){L2+(S+2) SYH, }[uO] + o oL [uo:l e +foL,,,[uO] .

Comme dans le cas d’une caractéristique simple, on définit
une série de fonctions u,, #,, -+, u,, -: On pose d’abord

(5. 35) u(x) = 3ol ().

Ensuite #, est définie de maniére que I’équation

(5.36) Hy(x)u,+ 2 H (x) u0+(C(x)+(s+1)Ho(x))uo =0

ait au moins une solution #,(x). u, est définie par

(5.37) H(x)u,+ > Hv(x) u,+(C(x)+(s+2)Hy(x))u,

+(L2+(s+3)L,)[u0] =0,

ou L= Hj (x)

En général, u, est déterminée par

(5.38)  Hyou+|s Hu(x)% +(C)+ s+ DHY) | -]
+(Ly+(s+ I+ 1)Ly )+ Lolwy-s ]+ -+ L, [06;-,] = 0.

Cela posé, pour qu’il existe une solution %, de (5. 36), il faut
et il suffit qu'on ait
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(5.3) <8y, 3 H(x) - u>+8;, {C)+ (s~ DHi} o> = 0,
’ j=1)2y'"1p'
Compte tenu de (5. 35), ceci équivaut a

é[g <B;, Hya,‘>a—(z§+ 2 O‘:'KBj, H\,(af;)xv>+0'3<,8j, {C+(S+1)H6}a;>]

i ox,
=0,
Ou bien sous la forme matricielle,
(5. 40) Z Av(x)aivﬁ(B(x)+(8+1)Bo(x))% =0,
v=1 x‘d
ou (compte tenu de (5. 32) et (5. 34)),
(.)g, 0. 7 by
Av = Ull)e". ( ”)5“ y o, = : s Bo = b . 7
0 e, o3 0Ty

Remarquons ici que cette équation n’est pas, a strictement parler,
un systéme d’équations différentielles ordinaires. Mais, comme

nous allons montrer, I'opérateur 2(h1)5v7—a~+(s +1)b joue un role
V=1 x‘v
prépondérant.

Supposons o,, de sorte que u,, déterminée de maniére qu’elle
satisfasse (5. 40), alors , est définie (modulo vecteurs nuls engendrés
par les «;) par

(5. 41) U, = SWf+ Dol — u+ X ol

ou f0:<2 Hva—i—+ {C+(s+1)H6}>uo, et S(x) étant une matrice ne
v

définie que par H,.
De la méme maniére que le précédent, o, est définie par

(5.42) 2 Aok B+ (5 + DB} g, = 0,
ol g,(x) est le vecteur dont la j-composante est
(5. 43) g = By, (H2 4 C (s + 2 )t

+<B;, (Lo+(s+3)Ly) [uo]> -
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Supposons qu’on ait déterminé u,, #,, -+, u,.,. D’aprés (5. 38),
oll on pose /=[—1, on a
6. 44)  wup,=u?+ Do, ol

(G45)  u® = Sx) <H;%+(C+(s+l—1)H(,)) [..]

+SEENLa+ (s + DL +5(x) 33 Lalwr--41

et o,_, est une fonction & déterminer de telle maniére qu’elle satis-
fasse a

(5. 46) (2 4,9

ox,

+<B+<s+1>Bo>)a,-l+g,-, —0,

ou g,_, est définie par u,, -, u,_,, et u®,. Précisément, sa j-
composante est

(5.47) gy = B, (HIt {CH(s+DH} )u,
ox

<8y, (Ly+ (s I+ DLY - 1>+ 33<By, Llur 41>

Finalement, on va montrer comment on résout o,, o,, -+, pour
obtenir des majorations assez délicates. D’aprés I’hypothése (cf.
(5.21)), on peut supposer que (&) +0. Comme la matrice A, est
réguliére, en prenant x,=£, on va considérer I’équation de la forme

6.48) Lo+ SAUx D) 2o +(B(x O +kBix) = f,
* % |
ou A}=A7'A,= * . , dont les éléments diagonaux sont tous
0 £ S
b
A b b
(hl)Ey/(hl)El’ 0=A1_ Bo= .
0 : b

Cela posé, on définit les données initiales.
(5. 49) o(x,0) =1, o(x,0) =o0,x, 0 =--=0.
Pour évaluer oy, o,, -+, commencons par le

Lemme 5.1. Soit u(x, t) la solution de
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0
ox,

.50 LRSS P

avec la donnée initiale 0: wu(x, 0)=0.
Supposons

(6.51) DD FI <L (_M exp (kynt)K(tY +9+ M (yn)*+ VA,

pq-rm

ou v =k, alors

(5.52) |DDiu| <" i:lj DY exp (ky nty Kty +or i (ymyrricA

cou C est une constante indépendante de r et k,
Preuve.

U, S
Soient u:[ : ] f:[ : } D’abord on résout.
Uy o

9 )
a—tup+ Z ai(x, l‘)é}—ut,+kb(x, t)up = fp°

2

D’aprés la proposition 3.1, on a l'inégalité de la forme (5.52), ou
C=2.
En suite on résout u,., par

: I
(2+ Sy, 4kb)ups = ot (L kbp ey,

oli L est un opérateur différentiel du premier ordre. En utilisant
encore la proposition 3.1, on aura l'inégalité de la forme (5.52)
pour #,. Ici, on a utilisé le fait que tous les coefficients dans le
second membre sont analytiques. Ainsi de suite, on a finalement
I'inégalité (5.52) pour toutes les composantes de u.

Proposition 5.1. Soit u(x,t) la solution de
_ (9 , 0 b\,

avec la donnée initiale zéro. Supposons (5.51). On a alors
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(5.53) | DDul < C=ETE D! e (oymiyKey v viiymy

q+|v
P Vi

xAC{1+ <Cfo) 4 (_C;C_O)2+ } |

ou C, est une constante ne dépendant que de B’.
Démonstration. On pose la solution cherchée sous la forme
U= t,+u+u,+ -,

ou %, est la solution de (5.50). u; est la solution (avec la donnée
initiale 0) de

(ﬁ+ S 4 f"_+k3:,) wi= —Blu,, i=1,2 .
dt ox,

Alors (5.53) découle immédiatement du lemme précédent.

Compte tenu de la proposition précédente, si on prend s’ et
M assez grands, on aura une série de majorations de la forme

| D2Dsux, £)|< S HEPTIH DY o (54 p+ Lyynt}

pq+[\4|
X K@)+ o+at V(g gy epr s VIMPA

pour p=0,1,2, -+, Cela signifie qu'on a une majoration de la forme

| DY) | < ﬁt%}‘—”—'l!cwvma ;5
. 0

dans un voisinage assez petit de x°. On a donc

Théoréme 5.1. Théoreme 3.1. est encore vrai pour des systémes
vérifiant (5.5) ou bien (5.21).
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Appendice.

Nous allons montrer un opérateur non elliptique, mais qui est
analytique-hypoelliptique. Cet exemple montre que la caractérisa-
tion de l'opérateur elliptique par l’analytique-hypoellipticité tombe
en défaut contrairement dans le cas des opérateurs a coefficients
constants.

Soit
— 2 a .i =
(1) L[«] = <3y 8—x+lay) u(x, y) = 0.

Nous allons le considérer au voisinage de l'origine. En posant
y'=t, cette équation devient sauf y=0, (i.e. {=0),

o .0 p
(2) (Z+i2)ulx, 37) = 0.
Alors on a
—_— D (x+1it) pour £ >0
(3) ule 1) = {<1>2(x+it) pour <0,

ou ®(z) et ¥, (2) sont holomorphes pour Im.z2>>0 et < 0 respec-
tivement. Or, si l'on suppose de plus que u(x, y) soit continue,
alors ®, et @, sont continues et coincident pour #=0. Daprés le
théoréme de Morera, ®,(z) et P,(2z) sont des prolongements analy -
tiques au travers de £=0 l'une de 'autre. D’ou, wu(x, 37 )=P(x +1t),
ou P(z) est holomorphe au voisinage de l'origine. Ceci montre
que u(x, y)=®(x+iy®) est une fonction analytique en (x, »).?
Ceci établi, considérons une solution u(x, y) continue de

(4) Llu] = f(x, ),

oll f est analytique au voisinage de l'origine. Alors d’aprés le
théoréme de Cauchy-Kowalewski et ce qui précéde, w(x, y) doit
étre analytique en (x, ¥) au voisinage de l'origine.

Maintenant nous allons montrer que L est hypo-elliptique par
la méthode des noyaux élémentaires. On va construire un noyau

2) Ce mode de raisonnement, je le dois & M. Y. Hamada.
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élémentaire pour L compte tenu de ‘L= —L.

Solution éléementaire pour L.

D’abord considérons la distribution T définie par
(%, ) - SS 1 tPo(x, 3t Ydxdt, ou z=x+it.
2

Il est évident que cette forme linéaire est continue, car %;-2/3

est localement sommable.

e dxdt ! ! dt
En effet, SST_—_deS——_—:
o VATHEEP )y T Jo VAP

En posant, {/x = ¢/, on a, = S:%S:ﬁﬁd;‘
1z o
Or, [ ar< | 2/3\/1”241 <3
Donc T est une distribution d’ordre O.
Nous allons montrer que
(5) LT =¢6, ol ¢ =67,
CLT, o, 3)> = ~<T, (35" 5ti 1)t )

1 ~

- _ ~2/3

SS ; <3y py” —+i 5 )cp(x y)dxdt ,
ou ~ désigne la substitution ¢(x, y)—¢(x, 3¢ )

_a_ _a__ ) = 7 L -2/3 -
Or, (i -2 )olw 9T) = 0w, #'0)+i 270y, §'F)

= LB, P +iOx PTD)
D’ou
N
0 . 0 0 0 —
3y 9 o _ 92 O a .
(3 i =)ot ) = (i Yot #F)

D’ou



300 Sigeru Mizahata

(6) (LT, 9(x, y)> = ~3§S %(Ea;+i7)at—>cp(x, T dxdt .
Or, on a
[ 2 (2ri 2 ) ots, 92 )dxat =i §

Bi5e 4 |zj=¢

% o(x, ¥F)dz,

parce que p(x, 3t ) est continue sur ¢=0.

Compte tenu de la continuité holderienne de ¢(x, 3¢ ), la derniére
intégrale vaut —2=zp(0, 0).

D’oti

(7) LT = 676.

Plus généralement, considérons la distribution 7', , définie par

(®)  etm ) [t e 9 dxdr.

Il est clair qu’on a
(9) LT, , = 670, .
Or, la distribution 7T, , n’est autre que,

1

T 92,97 =3 SSm P(x, y)dxdy .

D’ou

(10) T,,=3 1

qui est une fonction localement sommable. On va monter que ce
noyau est treés régulier. Pour démontrer I'’hypoellipticité de L, il
suffit de montrer les deux semi-régularités en (x, y) et en (a, b) de
T,,». Comme ce noyau est anti-symétrique en (x,y) et (a, b),
nous allons ne montrer que sa semi-régularité en (x, y).

Soit ¢(a, b) €D, on va montrer que la fonction

_(( _#a, b)dadb _  Hab)
7 ) SSa—x+z‘(ba—y3> Sdbga—x+z’(b3—y3)

est une fonction indéfiniment différentiable. La continuité de

3) Voir L. Schwartz: Théorie des distributions, Tome I (1957).
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I'application T,, de &, , dans 9, résulte de la théorie des espaces
vectoriels topologiques® ou bien découle immédiatement de notre
démonstration.

L’intégration par parties en a donne

—S db S Pa, b) log {a—x+i(b" — )} da .

Pour préciser le sens, on pose la coupure: a<(x, b=y, et prend
la branche du logarithme qui est réelle pour ¢ >x, y=05b. Compte
tenu de la forme des intégrales indéfinies successives de log x, les
intégrations par parties donneront

—1)" . o
(in—i)! S db S $am(a, ) {a—x+i(0’—y)}

xlog {a—x+i(b>— )} +c,{a—x+i(b>—»*}" "] da,
ou c,, est une constante.

Or, a propos du dernier terme de l'intégrale, il n’y a aucune ques-
tion, parce qu’il est un polynome en x, y. Envisageons donc

() onx, ) = ([ bt O {a—x+i—

xlog {a—x+i(b*— ")} dadb .
On va montrer qu’elle est (m—3)-fois continuement différentiable.
La différentiation en y donne

Pl 3) = [ e, B 2 i =

x log {a—x+i(b>—»*)} ) dadb
—2mi S o.m(a, y)a—x)y"da®.

Si l'on prend la dérivée de ¢, en x, le dernier terme n’apparait
pas. Or, a propos du dernier terme, il n’y a pas de question. Or

4) On peut la déduire de la maniére suivante:
Posons F(y)=¢,.(x, ) (ie. x étant fixé), f(y):“ Vom(a, b)%( ------ Ydadb .
On constate facilement que f(y) est continue. Or, d’aprés Fubini,
2 ray=FCo—FOveni || banta ) (a2 1dad,

o (535550
d’ou le résultat voulu. ¥ <6<y,
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le premier terme a la méme forme (modulo un polynome en x, y)
que (11), ou on pose m=m—1. On peut donc constater que
9,(x, y) est (m—3)-fois continuement différentiable. Comme m
est arbitraire, on voit que ¢(x, y) est une fonction indéfiniment
différentiable.

Remarque. Comme on le voit facilement, il en est de méme pour

les opérateurs de la forme L=< yz"ai+i ai), n étant un entier
x y
positif. Nous avons donc: l'opérateur L=< y”ai+i ai> est
x y

analytique-hypoelliptique pour # pair >0, mais pour #z impair
positif L n’est méme pas hypoelliptique.
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