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Introduction. Une famille holomorphe de surfaces de Riemann
ouvertes est définie de fagon qu’il soit donné une variété complexe
2 de dimension n+1 et représentation holomorphe n: 2—-4 sur une
variété complexe 4 de dimension n. On pose ici I’hypothése que
2 est une variété de Stein. Pour z fixé dans 4 la fibre n~!(z) dans
2 est une surface de Riemann ouverte d’une variable. Or 3 la théorie
des fonctions d’une variable on sait bien deux modules de #n~!(z):
Mz:a, B) et u(z: C) qui sont invariants par tout automorphisme ana-
lytique de mn~!(z) (en détail voir le paragraphe 2). Dans le présent
mémoire nous allons établir un lemme fondamental: A(z:a, f) et
u(z: C) sont des fonctions positives plurisurharmoniques de z dans
4. D’apres cela, suite au mémoire précédent [5] on recherchera des
fonctions entieres de deux variables. De plus on fera quelques appli-
cations de ce lemme a la normalité d’une famille de sections holo-
morphes dans 2 ou a la trivialit¢ d’une famille holomorphe de surfaces
de Riemann ouvertes.

1. Examples. Considérons a I’espace de deux variables complexes
z et w une fonction f(z, w) de la forme f(z, w)= Y a,(z)w" ol a,(z)
n=-—00

est holomorphe dans un domaine 4 du plan z pour tout n. Posons

71(2)=§Lm[fil_n'"'\/lan(C)I] et rz(2)=1(i_m[m "Jla,(D1~'.  Supposons

zZ n2—-x
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ri(z)<ry(z) dans 4. f(z, w) est alors bien définie et holomorphe par
rapport & z et w dans le domaine

(D) zed, r(2)<|wl<ry(2).

D’aprés F. Hartogs (1906) il est remarqué que r;(z) et ry(z)~! sont
logarithmiquement sousharmoniques dans 4. On désigne par 9(z)
I'anneau r,(z)<|w|<r,(z) dans le plan w.

Or formons la fonction harmonique h(z, w) dans 2(z) qui est=0

sur [w|=ry(z) et est=1 sur |w|=r,(z) c'est-a-dire h(z, w)=log |w|/

ri(z)
ra(z)

logr Ok et considérons l'intégrale de Dirichlet de h(z, w) étendue
1
)\ 2
2 2@: DGz, W= [ [(Pe)) o (PN qudo ob w=u
2(z

+./—1v. Posons A(z)=D(h(z, w))"!, qui est dit le module harmonique
de 2(z). Le calcul simple donne ).(z)=log:222. 11 s’en suit que A(z)
1

est une fonction positive surharmonique dans A.

_ Ensuite soit R une surface de Riemann fermée d’une variable qui
est de genre g (=1). On trace sur R 2g cycles {C;, D;}¢-, de fagon
que R—{C;, D;}¢-; soit simplement connexe. Soit {a(w)dw}?-, le sys-

teme des différentielles normales de premiére espece telles que S o (w)dw
. o]

=d;; pour 1=<i, j<g. On sait que, si I'on pose o (w)dw=1;;, alors
la matrice des périodes: (7;;) est symétrique et la matrice Im(z;;) est
positive non-dégénérée. En abrégé posons T=Im(r;)=(t;) et T '=S
=(s;). Pour chaque i(1=isg) fixé, formons la différenticlle har-
monique sur R: g (w)=a w)du+b(w)dv telle que gcjai(w)=0 et SDjoi(w)
=6
différentielle  harmonique o = a(w)du + b(w)dv sur R, <o, ¢¥> =

Sg (ai(w)b(w)-a(w)b,.(w))dudu=i{g wg a,»—g a,.g w}=g ® ol o¥=
R ~=1Ue, Jpj ¢ Jpj ci
—b(w)du+a w)dv. Clest-a-dire la différentielle harmonique o¥(w) est le

i pour 1< j<g. D’aprés la relation binaire on a pour toute

noyau de reproduction par rapport au cycle C;. En particulier il vient
lo;ll2= <o¥, o¥>=Im {S ai+\f:Ta}"}. Notons que o;+ /—1o¥ est
holomorphe et que le sysct::me {o(w)dw}?_, est une base de I'espace des
différentielles holomorphes sur R. Comme on sait bien il en résulte que
la norme de Dirichlet llo;lI? est égale a (i, i) élément de la matrice S:=
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5;{(>0). De plus posons pu(Cy)= ||a,-||‘2=71”—. On appelle u(C;) le modu-
le harmonique de R par rapport au cycle ”C,~.

Maintenant soit donnée pour chaque ze 4 une surface de Riemann
fermée R, étalée au-dessus de P': |w|<+o0 de fagon que, si l'on
désigne par {£(z)})-, lensemble des points de ramification de R.,
tout £(z) soit holomorphe et uniforme dans 4 et que ¢(z)=x¢i(2) (ix))
pour aucun z dans 4. On trace sur R, 2g cycles {C{(z). D(2)}i-,
de fagon qu’ils se meuvent continuellement avec ze€ 4 ct que le domaine
R—{Cy(z), D{(2)}¢-, soit simplement connexe. Par le méme procédé
qu'on vient de faire on a pour tout zed la matrice des périodes
(1;/(2)), T(2)=Im(7;}(2))=(1;/(2)), S(z)=T(z)"=(s,-j(z)) et le module har-
monique wu(z: C;) de R, par rapport au cycle C(z) qui est égale a
5@ Voici une remarque: u(z: C;) est une fonction positive sur-
harmonique de z dans A.

En effet,® il suffit de vérifier cette remarque au cas ou i=1. I
est bien connu que tout élément 7;(z) de la matrice des périodes définit
une fonction holomorphe de z dans 4, car tout point de ramification
£(z) de R, est holomorphe en z dans 4 (voir par exemple H.E.
Rauch; Comm. Pure Appl. Math. 12 (1959)). Par suite f;(z) est
harmonique en z dans 4. Puisque S(z)T(z)=1I (identité) pour tout

oS oT , . aS 0s;(z) 2
zed, on a —a—z—T+S7z—z=0 (zéro) ou—-—=< i > De plus azs T

0z 0z 0z 0z
oS 0T . 0S OT 02T _ 0:T _ 0:S _
t ooz Y or or TS g5, =0 Do ce que 55, =0 ona mr =

_0S3T o 0SOT o_ _0S{ _0S\_0S( .8S\_ 3S .08
G eES e E( Taz) E( Ta?)‘zRe{WT'a?}~
En particulier 225119 Re 9. {gﬁit&} On a donc

0z0z L= "9z "V ooz |

02 .- _ 02 1
0z 0z ﬂ(z'cl)_6262<sl (z))

- 1 a2511_—; 08 r)

= 511 =e 2
s3, \"119z0z oz

=2 o (05, 05;i1 Oy 1 sy,
Re<z”1=11 FERR A - A sp1 02 )

#) Cette démonstration est due a3 M. Akira Takeuchi
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En posant Slz=<h -a—s—'i> et

dz 7 0z
t ! t t
1~ 2 1
S g
T=
2 Ly2 ' Iy
tla tlu toa

2 —_ —
on a 6262 u(z: C,)=<s%? >Re{S“T’S,z}. Considérons la matrice

suivante: P=(p;i(z)) telle que pz)=1 (1=igg), p,j(z)=-M

2=
s14(2)
<g) et p(2)=0Q2=£i=sg, 1£j<g,ixj). La matrice P est réelle et
non-singuliére. Alors on a

( 0 P (]
PTP=| 0 ty, - t,,
| 0 t2g tgg

Puisque T est positive non-dégénérée, il en résulte que la matrice T est
positive non-dégénérée, d’ou S,,T'S,,=0. Par suite %;z—p(z: =0
pour tout ze 4. Nous avons donc que u(z: C,) est une fonction positive
surharmonique de z dans 4. C.Q.F.D.

Un des propos de ce mémoire est de généraliser la surharmonicité
de A(z) et de u(z: C;) mentionnée ci-dessus a la famille holomorphe
quelconque n: 2—4 de surfaces de Riemann ouvertes telle que 2
soit une variété de Stein.

2. Modules harmoniques A(a, B) et p(C). Soit S un domaine
multivalent étalé au-dessus du plan w dont la frontiere consiste en
nombre fini des courbes fermées lisses: {C;}¥~,. Supposons que la direc-
tion de toute C; soit positive par rapport & S: 0S=C;+---+C,. D’abord
supposons n=2. Partageons {C;}}-, en trois parties: {a, f, 7} ol «
et B sont non-vides. Formons alors la fonction harmonique h(w: «, )
(=h(w)=h) dans S qui est=0 sur «, =1 sur ff, =c (une constante)
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sur y et S%d5=0. Elle existe uniquement. Considérons I'intégrale
Y

L. _ s c. _ O0h\? | [ Oh\?
de Dirichlet de h étendue a S: Ds(h)-SSSRa—u) +<6v> ]dudv et

posons A(S: a, f)=Dg(h)~', qui est dite un module harmonique de S
par rapport aux contours a et f. Evidemment A(S: a, f)=A(S: B, a).
Ensuite supposons que le genre de S est positif, mais d’ailleurs
quelconque. Soit C une courbe fermée de Jordan dans S telle que le
domaine S—C soit connexe. Deux composantes frontieres {C*, C~}
de S—C se trouvent au-dessus de C. On a &S—C)=0S+C*+C-.
Pour we C écrivons w' et w~ deux points de C* et C~ au-dessus de
w respectivement. Formons la différentielle harmonique et reguliere
a(w: C) dans S de fagon que [l'intégrale de o(w: C) dans S—C soit
uniforme qu’on désigne par u(w:C), que u(wt:C)—u(w™:C)=1 pour
tout weC et que u(w: C) soit une constante C sur 0S. Certainement

a(w: C) existe uniquement. Considérons la norme de Dirichlet de
. 2 . 2
o(w: C) étendue & S: |o(w: C)||S=SS [(a“‘w' C)> +<"”(W' C’) Jdudv
s Ou ov
et posons u(S: C)=|o(w: C)|52%, qui est dite le module harmonique

de S par rapport au cycle C.

Evidemment A(S:a, f) et u(S: C) sont des nombres réels positif
et invariants par tout automorphisme analytique de S.” De plus il est
bien connu que A(S: a, f) s'exprime une sorte de distance entre « et
B dans S (voir par exemple A. Marden et B. Rodin; Acta Math.
115 (1966)) et w(S: C) s’exprime la longueur extrémale de la famille
des courbes dans S qui sont homologues a la courbe C (voir A. Accola;
Proc. N.A.S. 46 (1960)). Ceci est trés utile pour observer intuitivement
le mouvement de A(S:a, f) et u(S: C) quand on meut analytiquement
le domaine S (voir le § suivant).

3. Mouvement de A(z: @, 8) et u(z: C). Soit 2 un domaine
multivalent en nombre fini ou infini étalé au-dessus d’un dicylindre
de la forme (4,C) ou 4:|z|<p et C:|w|<oo dans I'espace (z, w).
Ecrivons 2(c) la fibre dans 2 qui se trouve au-dessus de la droite
z=c. Supposons que pour tout z dans 4, 2(z) soit irréductible et
que 2 se considére comme une variété de Stein. Par suite on peut
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former une fonction plurisousharmonique ¢(z, w) analytique au sens
réel dans 2 telle que, si I'on désigne par 2, l'ensemble des points
de 2 donné par ¢@(z, w)<R, R étant un nombre réel quelconque,
2, soit contenu a lintérieur complet de 2:2;,€2 et lim 2y=292.

R—-w

Ecrivons {Cy(z, R)}1{%® la famille des composantes frontieres de 2 g(z).
Soit 4":|z|<p’ ou O0<p'<p et prenons R, tel que 2g(z)x¢ pour
zeA'. Supposons que n(z, R)=2 pour zed et R=R, Nous par-
tageons {Cy(z, R)}15® en trois parties {a(z, R), f(z. R), y(z, R)} de
maniere que ofz, R) et f(z, R) sont non-vides, qu'il existe R, (=R,)
tel que pour tout zed', {a(z, R), —a(z, R,)} limite un sous-domaine
de Dg(z)—Dgr,(z) et de méme pour {f(z, R), —f(z, Ry)} et {y(z, R),
—7(z, R)} et que trois ensembles U (z, a(z, R)), U (z, B(z, R)) et
\E{"(z, y(z, R)) soient mutuellement ZIEi:jointes danszeé@. D’aprés e

§2 on peut considérer le module harmonique A(2g(z): a(z, R), B(z, R)).
Puisque 2¢(z) €2, (z) pour R<R’, la suite {}(Dg(z): a(z, R), B(z, R))}
tend en croissant vers un nombre positif ou +o00 qu'on désigne par
AMz: o, B).

Ensuite supposons qu'on trouve pour zed une courbe fermée de
Jordan C(z) dans 2(z) de maniere que 2(z)—C(z) est connexe et
que C(z) se meut continuellement avec z dans 4. Prenons R, (>Ry)
tel que Dg,(z) contient C(z) pour zed'. Alors d’aprées le §2 on peut
considérer le module harmonique (Dg(z): C(z)). 1l est clair que, si
R tend vers +o0, la suite {i(2g(z): C(z))} tend en croissant vers un
nombre réel qu'on désigne par u(z: C). Bien entendu O<p(z: C)< + 0.
Sous cette configuration je vais montrer un lemme fondamental:

Lemme 1. 1. A(z:a, f) est une fonction positive surharmonique
de z dans A. 2. u(z: C) lest aussi.

Quand on rappelle le raisonnement dans le §3 du mémoire pré-

cédent [5], il suffit de traiter le domaine 2. Dec plus d’aprés son

§2 on peut supposer que (a(pfazu‘ W). atp(azl; W)#O 4 aucun point

de (z, @2x(z)) et que 2g(z) n'a aucun point de ramification comme
un domaine multivalent étalé au-dessus du plan w. Par suite toutes
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Dg(z) pour zed sont topologiquement équivalentes. En abrégé
posons A nouveau Dp=92,4'=4, h(w: a(z, R), B(z, R))=h(z, w) et
N2 r(2): (z, R), B(z, R)=A(z: a, f) respectivement. Puisque pour z
fixé dans 4, h(z, w) est une constante sur chaque contour de 02(z),
le principe de réflexion montre que h(z, w) sur 2(z) peut étre unique-
ment étendue & la fonction fi(z, w) qui est harmonique au voisinage
V(z) de 02(z). 11 s’en suit naturellement que h(z, w) s’exprime une
fonction de la classe C? par rapport & x, y,u et v définie dans un
voisinage de \U (z, 02(z)). Pour simplicité désignons & nouveau h(z, w)
par h(z, w). zle’i)ur démontrer le lemme 1.1 il suffit de vérifier I'inégalité
suivante:

(1) [(aa—xzz + _a%zi—> Az a, ﬁ)lzo <0.

Comme d’habitude sous les conditions mentionnées ci-dessus la formule
de Stokes donne

Dg)(h(z, W))=S d*h(z, w)
B(z)

ou d*[ ]=a|a:—”] ds. Prenons z suffisamment voisin de l'origine. Alors

h(z, w) peut se regarder comme une fonction harmonique sur une
surface .62(0) qui contient 2(0) a l'intérieur complet et f(z) comme une
courbe dans 5(0) qui est homologue a f(0) dans é(O). Il en vient

= S d*h(z, w).
B(0)

D’aprés la propriété de h(z, w) et h(0, w) la formule de Stokes donne
encore que cette intégrale est

=g h(0, w)d*h(z, w)
a(0)+p(0)+y(0)
_ 0h(0, w) Oh(z, w) , 0h(0, w) Oh(z, w) :|
) XSQ(O)[ ou ou T ov ov du dv

@

S h(z, w)d*h(0, w).
a(0)+p(0)+y(0)
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Or pour des raisons de convenance on appelle une fonction réelle
finie Y(z, w) définie dans un voisinage V d’un point frontiere P,e(z,,
09(z,)), celle de Levi au point Py, s'il existe un voisinage Vs, de P,
contenu dans V tel que Vp,N2={PeVp: Y(P)>0}, Vp,N0D={PeVp,:
Y(P)=0} et Vp—2={PeVp,:y(P)<0}. Supposons de plus que, quel
que soit z fixé, Y(z, w) est harmonique par rapport & w sur Vpong?(z).
Alors le méme procédé qu’on a fait dans le §1 de [5] nous fournit

[ZYE ] <ore{ S Hw) WG

3)
a4 (20, w)=- WL 45 <o

le long de I'arc déterminé par 02(z,) N Vp,.
Maintenant notre fonction h(z, w) est celle de Levi a tout
point sur \U (z, a(z)) et que I—h(z, w) l'est aussi a tout point sur
z€4

U (z, B(z)). 1l s’agit du point sur \U (z, y(z)). Soit { un point quel-
zZ€4 zed

conque de y(z) tel que

gﬂg—;)l)—#o au point (z,{). D’aprés h(z, w)

=c(z) (une constante) sur p(z) on trouve un sous-arc y,(z) de y(z)

Y

contenant { tel que h(z, w)—c(z) ou c¢(z)—h(z, w) est de Levi a tout

point de y/(z). Il s’en suit que, si I'on pose {{(z)}}R’ I'ensemble des

Oh(z, w)
ow

points de y(z) auquel est nulle, on prend que h(z, w)—c(z)

est de Levi a tout point sur les parties entre {(z) et {,(2), {5(z) et
{a(2),..., et c(z)—h(z, w) P'est aussi sur les parties entre (,(z) et {5(z),
{4(z) et {s(2),.... Désignons par 7'(0) ceux-la et par y"(0) ceux-ci.
Revenons a la formule (2). On y fait la différentielle laplacienne comme
suite:
[a—z_ D (h(z, w))j|
0zoz 2

z=0

S [ 0%h(z, w)
2(0)+B(0)+7(0) 0z 0z

l=od*h(0, W)

- {Sa(O)[a—Zglzg%f—W)_]F od*h(O, w)
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* ¥ (0)[0 0z (h(z, w)— "(Z))]Fod*h(o, w)}

* SB(O)[ g0z (1 hz, W)):|z=0d*h(0, w)

+

+

)
{
Sy (0)|:a 0z (c(2) = h(z, W))} d*A(0, W)}
|

azc(z):| "
y(o)[ o) | a0, w).

Appliquons la formule (3) a h(z, w), h(z, w)—c(z), 1—h(z, w) ou c(z)
—h(z, w) atout point de (0, «(0)), (0, y'(0)), (0, B(0)) ou (0, y"(0)) respec-

tivement. D’aprés g d*h(0, w)=0 il vient
y(0)

1\%

2Re{62h(z, w) 0h(z, w) / Oh(z, w)

A d*A(0,
Sa(0)+ﬁ(0)+v(0) 0z 0w oz ow }(O.c) h©, 0

_g 2Re{azh(z, w) 0c(z) / o0h(z, w)} d*h(0, 0)
7(0) 0,9 e

0z 0w 0z ow

En utilisant la dérivée complexe par le méme calcul dans le §1 de
[5], il vient évidemment

_ 02h(z, w) Oh(z, w)] ,
=4 lm{gng(m[ 0z 0w oz (o.w)d"

_I: 65(22) ]z=o'[%gy(0)ah(gww) d ]z=0}

_ 02h(z, w) Oh(z, w)]
=4 lm{gag(m[ 0z Ow 0z (0.w)dw}.

D’apres la formule de Stokes nous avons enfin

) [%DQ(Z)U’(L “’))l=0 =38 SSQ(O)I[Q%}I;B’TW)]FOIZdu dv.

Parce que A(z:a, B)=Dgy)(h(z, w))"1>0 il suffit pour (1) de justifier
I’inégalité suivante:
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02 )
D 5 0y(h(0, ‘V))[W D) (h(z, W)):l

z=0

s)
22| Doz wn ||

2=
D’aprés I’expression (*) on aura d’abord

() D g y(h(z, w))=4SS9(O){ ah(éz‘;_w) 6h(a(1;w) }du dv.

En effet, il suffit de voir

Im{ggg(o)ah(z, w) 0h(0, w) 4, dv}=0.

ow ow

Si 'on désigne par h*(z, w) la fonction harmonique conjugée de h(z, w), la
Oh*(z, w) 0h(0, w)

formule de Cauchy-Riemann donne que Im { }=SS [
2(0)

Ju ou
*
+6h gf;’ w) ah(gl’) w)]du dv= <dh*(z,w), d1(0, w)> 50y. Soit g le genre

de 2(0) et soit {C(0)}%-, l'ensemble des contours de 92(0). Comme
d’habitude on trace sur 2(0), 2g courbes fermées {A;, B¢, et n—1

arcs {/;}4=] tels que [/; traverse en point de C,(0) au point de
C;+1(0) et que 2(0)—{4,, B;}{-, U {I;}1=} soit simplement connexe. Alors
on a <dh*(z, w), dh(0, w)> 5= h(0, w)

g “1p-1 nel oy -
(1, AiBia; "B )a(0)B(0)y(0)( M I 1})
d*h*(z, w)= -S h(0, w)dh(z, w). D’apres la propriété de h(0, w)

. a(0)4(0)(0)
cette intégrale doit &tre nulle.
Or en prenant la différentielle de la formule (xx) par rapport & z,

on a

0 _ 02h(z, w) 0h(0, w)
L Dotz ‘”))‘4559(0){ 1z, ) kO, }dudv.

En vertu de l'inégalité de Schwarz il s’en suit que

[ 2 Dotz wp|_ |

= 16{SSQ(0) %?m' 2dudv}z=o.{ggg(0)|gl%—@_| Zdu dv}.
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D’aprés I'inégalité (4) il vient

1 02
§7—|:a—z—5? Dg(z)(h(z, W))jl O'D@(O)(h(o, 111)) .

2=
Cette inégalité est celle qu’on désire. Le lemme [.1 a été complétement
démontré.

B 2
Pour démontrer le lemme 1.2 il suffit de vérifier [ 0 — u(z, C):|
0z 62 z=0

<0. Sous notre configuration la formule de Stokes donne

otz W3 0=

o*(z, w).

C*(z)

Prenons z suffisamment voisin de ['origine. Alors o(z, w) peut se regar-
der comme une différentielle harmonique sur une surface .é(O) contenant
2(0) a lintérieur complet et de plus C*(0) peut se regarder comme
un cycle dans 9?(0) qui est homologue a C*(0) dans .é(O). Il en vient

=S o*(z, w).
c*(0)
w
D’apreés la propriété de u(0, w) (=S a(0, w)) et a(z, w) il est

S u(0, wyo*(z, w)
C*(0)+C~(0)+02(0)

Sare[[[ {2 2y, g, ]

=S a*(0, w)+g u(z, w)e*(0, w).
c*(0) 29(0)

On sait donc que

") llo(z, W% z)— 11o(0, W)||é<o)=g u(z, w)a*(0, w).
29(0)

D’autre part le méme calcul qu'on vient de faire nous conduit a

Sww)[ 0z 0z (o,w)" 0, w)
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zn

Jo2(0)

[ 62u_(z, w) Ou(z, w)] dwl.
0z ow 0z oy

. 02u(z, w) du(z, w)} , . ,
Puisque l: 2 ow 57 (Oymdw s’exprime une 1-forme non-fermée

sur 2(0)—C(0), et u(z, w*)—u(z, w")=1 pour tout zed et we C(0), la
formule de Stokes donne que le second membre est

=4Im{g [6214_(2, w) 6u(z,w):| dw
2(0)+C*(0)+C~(0) 0z 0w 0z (0,w)
0 o - l: 0%u(z, w) :l i
+Scw>l: 3z (u(z, wH)—u(z, w )):Iz=0 —zow (O'W)du}

= 4Im {2\/:—1859(0) | [%l:o l *du dv}.

D’aprés I'expression (2') on a donc

' o 2 [ 0%u(z, w) :] 2
@) |32 "““’W"'MLO%SSSMJ U ] dud.

En répétant le méme procédé qui conduit (5), on aura [I'inégalité

2
désirée: [a—_ u(z: C)} <0. Le lemme 1.2 a été démontré.
0z 0z z=0
C.Q.F.D.

Par le méme raisonnement dans le §2 et le §3 du mémoire pré-
cédent [5], le lemme | qu’on vient d’établir peut étre aisément géné-
ralisé a celui de la forme mentionnée dans I'introduction de ce mémoire.

4. Sections holomorphes. En utilisant le lemme |.1 nous allons
montrer la propriété de sections holomorphes dans la famille speciale
2. Cette propriété s’appliquera a4 la recherche sur les fonctions entieres
de deux variables dans le § suivant. Soit 2 un domaine multivalent
étalé au-dessus du dicylindre (4, C) ou 4:|z|<p et C:|w| <oo dans
I’espace (z, w) qui satisfait & trois conditions suivantes:

1°. 2 se considére comme une variété de Stein.

2°. Pour tout zed, la fibre 2(z) est analytiquement équivalente
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au cercle unité.

3°. Il y a un feuillet de 2 qui contient une partie univalente
étalé au-dessus d’un voisinage de la droite w=0 dans (A, O).

On lappelle dans ce mémoire de type (H). Désignons par U
le feuillet de 2 mentionné en 3°. Sans perdre la généralité dés 2
présent on peut supposer que U se situe justement au dicylindre
(4, |w|<1). Posons O=U n(4, w=0) et désignons par O, le seul point
commun de O et 2(z) pour z€ 4.

Or soit 4’ un sous-domaine de 4 quelconque et 2'= VU (z, 2(2)).
Considérons une fonction uniforme: ze A4’ —a(z)e 2(z) tezlelé1 que (z,
a(z)) définit un ensemble analytique dans D’. En posant a: z—a(z)
ou zed’ on lappelle une section holomorphe (dans D) définie sur 4’.
D’abord on montre une généralisation du théoréme concernant des
fonctions holomorphes et bornées. Si I'on pouvait avoir en domaine
2 de type (H) une métrique strictement négative, on aurait immédiate-
ment les lemmes suivants 2 et 3 (voir H. Grauert et H. Reckziegel;
Math. Zeitschr. 89(1965) et encore S. Kobayashi; Hyperbolic manifolds
and holomorphic mappings, Marcel Dekker Inc. New York (1970)).
Mais il nous semble qu’il est difficile de voir si I'on a toujours telle
métrique en notre 2. Donc nous les montrerons directement:

Lemme 2. Supposons que 2 est de type (H). Soit a: z—a(z)
une section holomorphe définie sur le cercle pointillé A*: 0<|z|<p.
Alors il 'y a une section holomorphe &:z—4(z) définie sur tout le
cercle A telle que d(z)=a(z) pour ze 4*.

En effet, posons 2*=2 —(0, 2(0)). Nous allons ici un domaine
multipli€¢ en nombre deux au-dessus de 2* dont les surfaces de ramifi-
cation consistent en la droite: O—{(0, O,)} et la section a. On désigne
tel domaine par F*. D'aprés la condition 2°, F* est uniquement
déterminé. De plus griace au théoréeme d’Oka Z* est un espace de
Stein, parce que a est holomorphe. Soit e(a)={ze 4*: a(z)=0,}.
Alors il est isolé dans A4* et le sous-domaine de Z* se trouvant
audessus de (4*—e(a), C) est une variété de Stein. Par 2°, F*(z)
pour zeAd*—e(a) est équivalente a4 un anneau. On désigne par o(z)
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I'un des contours frontieres idéals de F*(z) et par B(z) lautre. Im-
médiatement on peut prendre {a(z), f(z)} de fagon que le partage
{ A\*j (z, a(2)), A}} (z, B(z))} se soumette a la configuration men-
ti;enné;(a)dans leze §3e.(u) On donc considére le module harmonique
Mz:a, B) (=Mz)) de D(z) pour zeAd*—e(a). En vertu du lemme 1.1
AMz) y est positive surharmonique. Or pour z fixé dans 4 on considére
une fonction holomorphe f(z, w) dans 2(z) telle que f(z, w) transforme

biunivoquement 2(z) sur un cercle dans le plan W: |W|<R(z) et que
f(z, 0)=0 et g—J‘:(z, 0,)=1. Elle est dite la fonction d’uniformisation
de 2(z) par rapport a O,. D’aprés 2° et 2(z)oU(z)=|w|<l on a
+0>R(z)>1 pour tout zed. Posons f(z, a(z))=A(z) pour zed*
—e(a). Considérons la surface de Riemann étalée au-dessus du plan
W déterminée par /W(W—A(z)) et désignons par F%(z) sa partie qui
se trouve au-dessus du cercle: |W|<R(z). Evidemment *(z) est
analytiquement équivalente 4 F*(z). Maintenant soit O0<r<1 et soit
I(r) le ségment fermé [0, r] sur laxe réel dans le plan W. Posons
S(r)={|W|<1}—1(r). Les composantes frontieres de S(r) consistent en
|[W|=1 et I(r). De plus soit S(r) la partic de la surface déterminée
par /W(W=r) qui se trouve au-dessus du cercle unité: |W|<1. Les
composantes de S(r) consistent en deux contours: {d@(z), f(z)} qui se
trouvent au-dessus de |W|=1. Il est évident d’aprés la symétrie de
S(r) que AS(r):a(z), B(z))=2AS(r): |W|=1,1(r)). En abrégé posons
AP)=AS(r): |W|=1, I(r)). Puisque F*(z) est équivalente a S(|A(z)|/
R(z2)), il s’en suit que A(z)=2A4(JA(z)|/R(z)). D’autre part A(r) est
exactement exprimé par l'intégrale elliptique et le développement ésymp-
totique de A(r) pour r—0 ou r—1 est complétement étudié (voit par
exemple G. Hersch; Comm. Math. Helv. 29 (1955)):

Sl dx
A(,ﬁ% T\/(l—xl)(ld;(l—ﬂ)xﬂ

oV (I=x2)(I—r2x?)

(6) A(r)~%1og$+ 0(r2) pourr—0
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A(r) ~ T

(I1+0(l—r)) pourr— 1.
4log :

1—r

Soit zgee(a). Il y a un petit voisinage y de z, dans 4* tel que (y
—{zo)ne(a)=¢ et a(z)eU(z) pour zey—{z,}. D’aprés le principe
de Dirichlet on y a A(z)>2A(|a(z)|). Puisque a(z)-»0 pour z—zy la
formule (6) donne lim A(z)=+o00. Par suite quand on pose A(z)=+
pour ze€e(a), A(z) ;;tzopositive surharmonique dans 4*. 1l s’en suit que
Mz) peut s’étendre uniquement une fonction surharmonique dans tout
le domaine 4 et donc que A(0)>0.

Cas ou M0)=+o0o. Soit L un arc de Jordan contenu dans 4%
qui aboutit & lorigine, mais d'ailleurs quelconque. D’apres le lemme
du mémoire précédent [5], logR(z) est surharmonique dans 4. La
proposition élémentaire (voir K. Oka; J. Sci. Hiroshima Univ. 7 (1937))
fournit que lim logR(z)=logR(©0). Il y a donc une suite {z,} de
point sur L tzaerllaant vers 0 telle qu'on ait lim R(z,)=R(0) et lim A(z,)
=+4o00. D’aprées R(0)<+o on a R(z,,)<ﬁ?63+l pour gran"d_mn et
Mz,)=2A(A(z,)|/R(z,)) S 2A(|A(z,)I/R(0)+ 1). Par la formule (6) on a
lim A(z,)=0. En appliquant le théoreme de Koebe on a

n=>00

1Az Az,
¥4 A7 = 9@ = =gz

pour grand n. Il en vient lim a(z,)=0. Supposons maintenant que la
section a ne s’étend holon';g;ophiquemel1t jamais a [lorigine. a bien
définit une fonction holomorphe et uniforme: w=a(z) du cercle poin-
tillé 4* en le plan w. Alors a(z) doit avoir la singularité essentielle
a lorigine. D’aprés a(z)soo pour aucun zed* F. Iversen [3] nous
introduit qu'on peut tracer un arc L de Jordan contenu dans 4%
aboutissant a l'origine de maniére que lim a(z)=00. C’est en contra-
diction avec le fait précédent: lim a(z,,)=26.L En posant a(0)=0 on sait
que la section a sur 4* s’étend"leomorphiquement a Dorigine.

Cas ou 0<M0)<+o00. Pour i=1,2 soit O<|w]<l et w,xw,
et soit O; la droite dans U qui se trouve au-dessus de w=w; Par le
méme procédé qu'on a construit F* en utilisant a et O, on peut
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construire ¥, en utilisant a et 0, De méme que F*(z), A2), f(z, w)
et R(z) on considére F¥(z), A(z), f(z, w) et R(z) respectivement. Par
Pargument qu'on a fait au cas ou A(0)=+ o0, A(z) est une fonction
positive surharmonique dans tout le domaine 4. On peut supposer
que 0<1(0)<+o0 pour i=1,2. La fibre 2(z) est transformée en le
cercle |W|<R(z) ou |W,]|<R{(z) par la fonction d’uniformisation f(z, w)
ou f{z, w) par rapport a O, et O;, (=0;n 2(z)) respectivement. Con-
sidérons dans |W|<R(z) I'’ensemble des points W tel que 2A(|W|/R(0))
=A(0). Il est évidemment un cercle avec centre de ['origine qu’on
désigne par C:|W|=n(>0). De méme pour i=1,2 considérons
I'ensemble: 2A(|W]|/R(0))=2(0) qu'on désigne par C;: |W)|=n;(>0).
Soit L un arc de Jordan quelconque dans 4* aboutissant i I'origine.
La proposition élémentaire sur les fonctions surharmoniques donne
que lzl?mL_ {log [R(z) Ry(2) Ry(2)]+ M2) + 11(2) + A,(2)} = log [R(0) R, (0) R»(0)]
+4(0)+2,(0)+A,(0). Il s’en suit qu’il y a une suite {z,} de point sur
L tendant vers 0 pour n—oo telle que li_{l:o R(z,)=R(0), le R{(z,)=R(0),
li_x}:oi(z,,)=,l(0) et liﬁt:o/li(z,,)=l,~(0). Pos:)ns K=f~1(0, ('Z') wet K;=f~1(0,
2}) sur  2(0). l;uisque la transformation: |W,<R(0)—|W|< R(0)
déterminé par f(0, W)=f(0, W) est linéaire, on sait que trois cercles
{C, f(0, f1'(0, C1)), f(O, f3'(0, C,))}  sur  [W[<R(0) ou ({K,K;, K,}
sur 2(0) s’intersectent au plus a un point, car si nécessaire il suffit
de mouvoir w; un peu. Or soit V un voisinage de K dans 2 quel-
conque. Alors on veux montrer que (z,, a(z,)) est contenu dans V
pour assez grand n.

En effet, puisque 2 est une variété de Stein, il y a une fonction
plurisousharmonique ¢@(z, w) analytique au sens réel dans 2 telle que,
si 'on pose 2, ¢(z, w)<q, on a 2,€9 et li_{];logq=9. Pour z
voisin de lorigine: |z|<p, et pour grand g tel qque 0.€ 2,(2), soit
f{z, w) la fonction d’uniformisation de la fibre 2,(z) par rapport a
0.: 2,(z)—»|W|<R,(2). Alors il n'est pas difficile de vérifier que R, (z)
est continue dans |z|<p,. Considérons une suite {R,(z,)},=1,,. de la
fonction définie seulement dans I'ensemble {z,},-1,,. ., OU z,=0.
Puisque R(z,) y est continue et {R(z)} tend en croissant vers R(z),
le théoreme dc Dini donne que R (z,)—R(z,) pour g—oco uniformément
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dans {z,},-(.2.., On peut trouver N, tel que 2R(0)>R(z,)>R(0)/2

pour n=N, et A(z )>A(0)/2. D’apres (6) on a g,>0 tel que 2A(l —;‘é&)
<A(0)/2. Supposons qu’on extraic une suite {z,} de {z,} telle que

|f(z,. a(z, )I>R(z,)—&,. Alors on a une contradiction suivante:

pour m>No, X0)/2<A(z,,)=2A(f(z,,, a(z,)I/R(z,))< 2A<1— R ))
<2A< 1;‘28) ></1(0)/2. Par suite il y a N, tel que |f(z,, a(z))l

=R(z,)—¢, pour tout n=N,. Maintenant soit |W,|<1 et soit C une
courbe fermée de Jordan dans le cercle unité |W|<1 telle que Iin-
térieur [C] limité par C contienne ['origine et ne contienne pas le
point W,, mais d’ailleurs quelconque. Considérons la fonction d’unifor-
misation de [C] par rapport a l'origine: fo(W):[C]—|W'|<Rc. Alors
d’aprés la propriété de fonctions conformes (voir par exemple R.
Nevanlinna; Eindeutige analytische Functionen, 2¢ ed. (1953) Chap. 1V)
on a ReSp(IWpl)<!l ou p(|W,|) ne dépend pas en prenant C. On en

trouve ¢*>0 tel que pour grand n: n=N, (ZN|) on a R(z,,)p( R(z ))

<(R(0)+6%) p<l ——7%0(—0—)7><R(O)—c*<R(z,,)—c*/2. D'aprés R,(z,)~R(z,)
pour g—oo uniformément dans {z,},-y. .., il ¥y a g, tel que

R(z,,)p( R( )><R,,o(z,,) Il s’en suit que

7) f(zny 2,(2,)) 3 IW|<R(z,)—& pour n=N,.

En particulier on a 2,(z,)2a(z,) pour n=N,. Par suite, si I'on
suppose que {(z,, a(z,))} ne soit pas contenue dans V pour assez grand
n, alors on peut extraire une suite {z,} de {z,} telle que {(z,, a(z,))}
tende vers un point (0, wy) sur (0, 2,(0)—V(0)) ou g,>gq,. Ecrivons
[K] le sous-domaine de 2(0) limité par la courbe K. D’abord sup-
posons que wyoe[K]—V(0). Alors il y a n' tel que |f(0, wo)l<n' <n.
Soit donné &'>0. D’aprés (6) on a >0 tel que A(n'/(R(0)—8)>A(n'/
R(0))—¢'/2. Pour assez grand ¢, on a d’aprés (7), 2,,0)> f~1(0, |W|
<R(0)—0). Grace a T. Nishino [II, p. 225] on peut former une rétrac-
tion analytique m, (z, w) d’un sous-domaine de 2(z) en un sous-domaine
de 2(0) contenant 2, (0) telle que 7, (z, 0,)=(0, Oy) ol z est suffisam-
ment  voisin de lorigine: |z]<p, (<py). Puisque (z,,, a(z,))—(0, wy)
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dans 2 pour k—oo, on a |f(0, n, (2, a(z, )| <n pour grand k: k=N,
(>N;). 1l sen suit que 2A4(n/R(0))+¢& =20)+¢& > A(z,)=24(f(O,
Ty, (Zner a(2,,))|/(R(0)—6))>2A(n"/(R(0)—6))>2A(n'/R(0))—¢'. En faisant &'
-0 on a A(n/R(0))=A(y'/R(0)), qui est en contradiction avec n>n'.
Ensuite supposons que wye 2(0)—[K]—V(0). Le lemme de Schwarz
nous donne que |f(z, w)I/R(z)=|f(z, w)|/R(z) en croissant pour g—oo.
Il n’est pas difficile de voir que pour q(>gqo) fixé |f(z, w)I/R(z) est
continue par rapport a z et w dans 2, Par suite {|f(z,,. a(z,))I/
R/(z,)} converge vers un nombre positif pour k—oo. De plus, puisque
Mz,)—M0) pour k—oo, on a par la formule (6) lim |f(z,, a(z, )/
R(z,)=n/R(0). Le théoréme de Dini encore fournit q,il_éwl Sz alz, DI/
R(z,)~f (2, a(z,))I/R(z,,) pour g—oo uniformément dans {z, },=y,, .
D’aprés (6) on a quel que soit ¢">0 il y a g, tel que 2A(y/R(0))—¢&"=
MO0)—&" <Mz,)—&"[2=2A(f(zn,, A(Zu/R(zy,))—E"[2<2A(1 S, (2,0 A(zn DI/
Ryy(2,)) — "3 =T (2 )~ &' 3Z2A0S O, 7y(20r a2, DI/RO)—&"}4 pour
assez grand k. En faisant k—oo et ensuite ¢'—»0 on a A(n/R(0))=
A(f(0, wo)l/R(0)), qui est en contradiction avec wye 2(0)—[K]-V(0).
Par conséquent on a (z,, a(z,) e V pour assez grand n.

En posant V; un voisinage quelconque de K; dans 2, par le méme
procédé qu'on vient de faire on sait que (z,, a(z,) €V, pour grand n.
Autrement dit étant donné V, V, et V, a priori, il y a N tel que (z,
a(z)eVnVynV, pour n=N. Par suite trois courbes {K, K, K,}
sur 2(0) s’intersectent au moins a un point. Il s’en suit que KnK,
n K, consiste en un seul point (0, wy) sur 2(0) et que lim a(z,)=w,.
Evidemment w, est déterminé indépendamment d’un arc L o"lde’une suite
{z,}. Par suite de méme que A(0)=+oco le théoreme de F. Iversen
fournit que, si 'on pose a(0)=w,, alors la section: zed—a(z) est
holomorphe méme a l'origine. C.Q.F.D

En modifiant un peu la démonstration mentionnée ci-dessus nous
avons aisément le

Lemme 2'. Supposons que 2 soit de type (H). Soit a: z—a(z)
une section holomorphe définie sur un domaine A—e ou e est un en-
semble fermé de capacité logarithmique nulle dans le plan z. Alors



o
—
[$2]

Famille holomorphe
a s'étend a la section holomorphe sur tout le domaine A.

Maintenant on montrera une généralisation du théoreme relatif
a familles normales des fonctions holomorphes et bornées (P. Montel).
Soit 2 un domaine multivalent étalé au-dessus de (4, C): 2= \U (z,
2(z)). Soit {a,: z—a,(z)}, une famille de sections définies suerA A.
On dit qu’elle est normale si elle satisfait & la condition suivante:
Soit {a,} une suite de {a,} quelconque. Alors on peut extraire une
suite {a, } de {a,} telle que ou bien il existe une section sur 4,a:z
—a(z) telle que (z, a,(z))—(z. a(z)) dans 2 pour k—oo uniformément
dans tout 4’ (€4) ou bien pour tout E(€2) et tout 4’ (€4) il y a
N, dépandant de E et de 4’ tel que (z,a(z,)&E pour k=N, ct
zed'.

Ny

Lemme 3. Supposons que 2 soit un domaine de 1type (H).
Alors la famille consistant en toutes les sections holomorphes définies

sur A4 est normale.

Il suffit de voir qu’ellc est normale a [I'origine: z=0. Soit 4":
[zl<p' (<p) et soit {a,} une suite de sections de cette famille quel-
conque. Pour n fixé, par le méme méthode que celle dans la démons-
tration du lemme 2 on considére le domaine &, multivalent en deux
étalé au-dessus de 2 dont les surfaces de ramification sont O et a,
et le module harmonique 2,(z) de la fibre &, (z) pour zed. Dapres
le lemme 1.1 A4,(z) est alors une fonction positive surharmonique dans
4. On prend z, dans 4—A' et tragons dans 4—A’ un petit cercle
K, avec centre z,. Considérons l'intégrale de Poisson u,(z) de A,(z)
dans K, qui y est positive harmonique. Il s’en suit qu’on extrait une
suite {u, (2)} de {u,(z)} telle que {u,(z)} converge uniformément a
I'intérieur complet de K,. En abrégé on désigne a nouveau {u,(z)}
par {u,(z)} et lim u,(z)=u(z) pour zeK,.

Cas ou L:(;O)OEO. Considérons la fonction harmonique v,(z) dans
4-K, tel que v,(0)=4,0) sur d4UJK,. On extrait une suite {v,(z)}
de {v/z)} qui converge vers une fonction ©(z) uniformément dans
I'intérieur complet de 4— K. Comme u(z)>0 on a v(z)>0 pour ze4d
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—Kgy. Si l'on pose mil) u(z)=my>0, il y a Ng tel que A,(z)=2v,(z)
>mgyf/2 pour zed’ étEAngNo. Soit z,ed’ quelconque. Considérons
la fonction d’uniformisation par rapport a [lorigine f(z,, w): 2(z,)
—|W|<R(z;). Comme R(z,)<+ o0 et 2,(z,)>myf2, on a |f(z,,a,(z)))l
<r(z;)<R(z;) ou r(z,) ne dépend pas de n(=N,), dou {alz,)}c
[ Wz, [WI<r(z)) € 2(z,). Autrement dit a chaque point z de 4',
{a,(2)}ysno est contenu dans lintérieur complet de 2(z). Supposons
maintenant que {a,} ne soit pas normale au point z=0. Soit p=1, 2,...
et soit re(l/p+1, 1/p]. Alors d’aprés ce qui est mentinonné ci-dessus
les fonctions holomorphes {a,(z)} ne sont pas bornées uniformément
sur [z]=r. ll'y a donc {,e{|z]=r} et n(r) (ZNy) tels que |a,()>p.
On en trouve une famille d'arc {/;},=,,, . dans 4’ satisfaisant aux
conditions: (i) Pour k fixé, inf{|z]: zel,}>0 et {/,} tend vers l'origine.
(ii) L’ensemble k\? I, est fermé dans 4'—{0} et quel que soit O<r<p’
le cercle |z|=r —s’lintersecte toujours au moins un arc /., (iii) Quel-
que soit la suite {z,} telle que z,el, il y ait {n(k)} telle que a,,(z,)
—0o0 pour k—oo. Puisque logR(z) est surharmonique dans 4, la condi-
tion (ii) et le théoréme de distortion (voir par exemple R. Nevanlinna,
cité plus haut) donne qu'il existe une suite {z,} dans k\Z I, telle que
z,»0 et R(z,)»R(0) pour p—oo. Soit [K] le sous-domaine de 2(0)
qui est limité par la courbe K sur 2(0) déterminé par 2A(|f(0, w)|/
R(0))=my/2 et soit V tel que [K]€V €2. Puisque liLn R(z,)=R(0)
et 4,(z,)=mo/2 pour n=N,, le méme procédé qui condﬁitwl’expression
(7) fournit qu'il y a P, tel que (z, a,z,)eV pour p=P, et n=N,.
Par suite on trouve M tel que |a,z,)J<M pour p=P, et n=N,.
Ceci est en contradiction avec (iii). Donc au cas ou u(z)=0, on peut
extraire une suite {a,} de {a,} qui converge vers une section holo-
morphe définie sur 4 uniformément a I'intérieur complet de 4.

Cas o u(z)=0. Alors il y a une suite {u,/(zo)} telle que 0<
u,(zo)<1/2k. A nouveau posons n,=n. Considérons la fonction 4}(z)
dans 4 qui est =1,(z) pour zed—K, et est =u,(z) pour ze K,. Elle
est positive surharmonique dans 4. Par suite s(z)=3 %, A¥(z) s’exprime
une telle fonction dans A qui est %+o00. Si l'on pose e={zed:
s(z)=+ o0}, alors la capacité logarithmique dans le plan z de e est
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nulle et de plus lim A*(z)=0 pour zed—e. Supposons maintenant
que {a,} ne conver"g-éwpas vers la frontiere idéale de 2 uniformément
dans 4’, c’est-a-dire il y a un ensemble E*€ 2 et une suite {n,} tels
que z, e€d et (z,,a,(z,))&E*. En abrégé posons nm,=n a nouveau.
Sans perdre la généralité on peut supposer que (z,, a,(z,))—(0, Oy) pour
n—ow. Il 'y a N tel que |z,/]<p'/2 et |afz,)<1/2 pour n=N. En
posant a,(z,)=w, on a le développement suivant au voisinage de z,:
a(2)=w,+a,(z—z,)+a,,4,(z—2,)+* 4+ ou k=1. Construisons en-
core le domaine .@,, multivalent en deux étalé au-dessus de 2 dont
les surfaces de ramification sont la droite O,: w=w, et la section a,,
et soit 4,(z) le module harmonique de la fibre 9?,,(2). Puisque |w,|<1/2
on a dans un petit voisinage de z,

in(z) g 2A(2|(ln(2) - Wn|)
=2A(12a,(z = z)* + 1)

D'aprés la formule (6) il vient

1 4 2
R P P Lt S
k I .
NTIOS—E;H'*’OUZ—-"U-
Formons la fonction s,,(z)=2,,(z)——:t—log 2_|szz—| dans 0<|z—2z,|<p'[2.

Elle y est surharmonique et de plus on a li_ms,,(z)=l_ig{k; l log B l

n—o0 n—w —Z, |
+0(|z—z,,|)}> —oo. Par suite s,(z) s’étend a une fonction surharmonique
dans |z—z,|<p’/2. Puisque s,(z)=0 sur |z—z,|=p"/2, on a s5,(2)=0 ou

3 1 p’
> ! o9 P
Au(2)2 n log 2|z—2z,]

dans |z—z,|<p’/2 pour tout n=N. Prenons z* dans {0<|z|<p’'/3}—e.

. a *=l“. { p' } 1 ,
Alors lim A,(z*) l_r'rolo IOg__—le*—z,.I >Tlog(3/2). D’autre part

n—w T n

par le théoreme de Koebe on a immédiatement lim 2,(z*)=lim A,(z*)
n—o

n—o0

=0, car z*&e. Nous sommes arrivés a4 une contradiction. Donc au
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cas ou u(z)=0, {a,} converge vers l'infini uniformément dans I'intérieur
complet de 4. C.Q.F.D.

Remarque. Supposons que la famille 2= \U (z, 2(z)) satisfasse &
1° et 3° mentionnées au début du §4 et au lieuzeée 2° 4 la condition
2*: Pour tout zed la fibre 2(z) est analytiquement de type hyperboli-
que, c'est-a-dire, on peut former une fonction non-constante positive

surharmonique dans 2(z). Alors le lemme 2 n’est plus vrai en général.

Iil <|w—l|<2>. 2. est alors

Voici un exemple: Soit 2= \U (z,

lzl<1
une variété de Stein et toute fibre est topologiquement équivalente

a4 un anneau et est analytiquement de type hyperbolique. Considérons
la droite w=z+1. Elle définit évidemment une section holomorphe
dans 2 sur 0<|z|<l. Mais elle ne peut pas s'étendre a I'origine: z=0.

5. Fonctions entieres. Soit f(x, y) une fonction entiere de I’espace
(x, ) et soit e, l'ensemble de tous les points z dans le plan = tels qu’il
existe au moins une surface premiere irréguliere de f avec valeur z
(pour définition de surface premiere irréguliere voir I'introduction de T.
Nishino [1]). D’aprés la remarque dans le §4 du mémoire précédent
[5] on a montré que, si f(x.y)e(P), alors la capacité logarithmique
de I'ensemble ¢, est nulle. En appliquant le lemme 2’ de ce mémoire
on va donner une propriété de la fonction spéciale appartenant a
(E)=(P).

Théoréme 1. Supposons que f soit une fonction entiére de Iespace
(x, y) telle que toute surface premiére de f est analytiquement
équivalente au cercle unité. Alors ou bien I’ensemble e, défini plus
haut est vide ou bien la capacité logarithmique dans le plan z n’est

pas nulle.

En effet, puisque toute surface premiere de f est simplement
connexe, par le méme raisonnement dans T. Nishino [II, §9] on sait
que toute surface premiére de f est d'ordre un et non-singuliere comme
surface analytique dans I'espace (x, y) et que deux surfaces premieres
différentes quelconques ne s'intersectent pas. Supposons que e, non-
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vide et que la capacité de e, est nulle. 1l existe deux surfaces premieres
S, et S, de f telles que S, soit conjuguée de S,. En abrégé f(x, y)=0
sur S, et S,. Formons les tubes normaux Y, et >, autour de S,
et Sp, aux points ordinaires p, et pp respectivement. Posons I'*:
lz|<p et I'*:|z]<p’ et soit sans perdre la généralit¢ p=p’. On
désigne par S, la surface premiére de f avec valeur z qui est contenue
dans Y, et par e* l'ensemble de tous les points z de I'* tels que S,
dans Y, n’intersecte pas avec la droite analytique I’. Evidemment
Oce*ce;,. Comme d’habitude le domaine 9=zg*(z, S,) peut se
regarder comme un des domaines de type (H) (voir T. Nishino [I,
p. 256]). D’autre part la droite I'' détermine une section holomorphe
définie sur I'*—e* et cette section holomorphe n’est jamais étendue
a aucun point de e*. Ceci est en contradiction avec le lemme 2/,
parce que la capacité logarithmique de e* est nulle. C.Q.F.D.

Par le théoreme | de [5] on sait que la propriété uniforme des
surfaces constantes d’une fonction entiere de deux variables. Pour
continuer cet étude on montre un lemme suivant. Pour cela on va
encore mettre le lemme | en usage.

Lemme 4. Soit 2= U(z, 2(z)) une variété de Stein et soit
e, lensemble des points zz de A tel que le genre de 2(z) est fini
g. Supposons que toute 2(z) soit de type parabolique et que la
capacité logarithmique de e, dans le plan z ne soit pas nulle. Alors
pour tout zeA sauf un ensemble fermé de la capacité logarithmique
nulle, le genre de 2(z) est le méme nombre g et le genre de 2(z)

exceptionnelle quelconque est moins de g.

En effet, on trouve z, de e, tel que quel que soit le voisinage V
de zy la capacité logarithmique de I'ensemble V ne, soit positive. Par
I’hypothése on trace sur 92(z,) 2g cycles {A{zy), B{zo)}{=; comme
d’habitude. 1l y a 4, tel que zoed, et que, quel que soit zed,
on trace sur 2(z) un systeme de 2g cycles {A(z), B(z)}{~, qu'on
meut continuellement & {A4(z,), B(z,)} dans 2. Supposons maintenant
qu’il existe au moins z*ed, tel que le genre de 2(z*) soit =g+1.
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Alors on trace sur 2(z*) deux cycles {A,, ,(z*), B,4,(z*)} tel que 2(z*)
_@1{/4;(2*)’ B{(z*)} connexe et le nombre d’intersection A,(z*)x B;(z*)
=(‘5;l A(z*)x A(z*)=B(z*)x B(z*)=0 pour 1=Zi<j<g+1. Evidem-
ment il y a 4* tel que z*ed* €d, et que, quel que soit zed* on
peut tracer sur 2(z) deux cycles {A4,.,(z), B,4,(z)} qu'on meut con-
tinuellement a {A4,,,(z*), B,4 (z*)}. Désignons par K la partie de
U se trouvant au-dessus de (4, |w|<1/2). Pour assez grand R on a
DR € UA (z, U(z)). Pour zed, on pose 2K(z)=2(z)—K(z). Comme
o(z), /;(ez)O et y(z) du §3 soient 0K(z), 09¢(z) et ¢ respectivement et
considérons le module harmonique Agx(z) de 2%(z). D’aprés I’hypothése
que 2(z) est de type parabolique, on a lim Az(z)=+o00 en croissant.
Soit M un nombre donné arbitrairement.R_’POLisque Agr(z) est continue
dans 4, il y a Ry tel que Ag(z)=M pour zed, et RZ R, et que Dg(z)
:@:{Ai(z), B(z)} pour zed*. Considérons I'ensemble de z de 4,
tel‘ que 9Dg(z) ait au moins un point singulier comme une surface
analytique dans 2. 1l consiste en nombre fini des points {z;}R),
Soit I un arc dans d,—e,—{z;}/R’ partant de z* et aboutissant 2
un point de e, qui n’est pas nécessairement de Jordan, mais d’ailleurs
quelconque. Alors considérons 1’ensemble L des sous-arcs [’ de [
tels que I’ parte de z* et que pour tout zel” on puisse trouver sur
2(z) deux cycles {A,,,(2), B,+,(z)} qui se meut continuellement dans
2y avec zel mais que pour le point terminus z' de I’ on ne puisse
pas trouver un des pareills {4,,,(z"), B,+,(z")} sur 2g(z’). Evidem-
ment Agy,(z) et B,,(z) pour zel sont uniquement déterminés ex-
cepté la relation homologue sur 2(z). 1l s’en suit que I'arc supremum
dans L est déterminé qu'on désigne & nouveau par ['. D’aprés I'hy-
pothése on a I'e L. Par exemple soit A4,,,(z') qui ne peut pas étre
trouvé sur Dg(z’). Mais on eut aisément trouver un cycle A4, ,(z")
dans [Cl2y](z) ayant le méme caractére mentionné ci-dessus. En
un mot A, ,(z) s’étend a la frontitre de 2g(z') le long de I'. Or
soit zel’ et considérons I'ensemble de toutes les paires (w, 1) ou
we 2p(z) et 7 est un arc sur Dg(z) partant de l'origine O, et finissant
a w. Introduisons dans cet ensemble la relation équivalente telle que
(w, ) ~(w', ') si et seulement si w=w' et Ix A, ,(z)=1"xA,,,(z) mod2
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et classons cet ensemble par ~: {(w,1)}/~. Clest bien défini et la
topologie de 2(z) y est naturellement introduite. Il est une surface
de Riemann multivalent en deux étalée au-dessus de 2g(z) qu'on dé-
signe par Fp(z, A,y, I). Ecrivons R,(z) et Kyz) ses deux parties
qui se trouvent au-dessus de K(z) dans 2g(z). Considérons I'ensemble
de (z, w) de U’{\J’(z, Fr(z, Aysys 1)}, Comme d’habitude ce n'est
pas difficile d’ililtrci(ejijire la topologie canoniquement dans cet ensemble
{(z, W)} (voir T. Nishino [III]). On a ainsi un domaine g ,,,,
multivalent étalé au-dessus de (4o—e,—{z,}§R, C) dans I'espace (z, w)
qui satisfait aux conditions suivantes: (i) @R,Ag“ se regarde comme
une variété de Stein. (i) Si l'on pose gk"“"':;js(z’ D roa, s (D)),
alors & est un domaine multivalent en nombre infini étalé au-dessus
de Ao—e,—{z,}iR et la fibre Fp, ,,(2) est égale a une certaine
G(z, Agyy, I'). Pour i=1,2 on évidlemment trouve une partie K;
=V (g R(%)) qui est justement univalent étalé au-dessus de (4, |w|
<1z/e£). En posant F , . =P 4., —CI[K,UK,] il est encore une
variété de Stein. Quel que soit Zed, comme a(2), B(Z) et y(Z) du
§3 soient 0K,(2), 0K,(2) et 5-%;,4‘,“(5) et en considérons le module
harmonique Ag 4,,,(2). En vertu du lemme I.1 il est une fonction posi-
tive surharmonique dans §. De méme en utilisant B,, (z) on construit
le domaine Zf , , et forme la fonction Agp, , (2) dans le méme do-
maine § qui y est positive surharmonique. Soit maintenant I’ un arc
quelconque dans & tendant vers le point frontiere ' de & qui se situe
A un point z' contenu entitrement dans 4,—e,—{z};®. Alors un
des cycles {4,,,(2), B,,(2)} s’étend & la frontiere de Dg(z'): soit par
exemple A,,,(Z). Soit L un arc quelconque dans Cl [(Tr(z', Agey, 1)]
partant d'un point frontiere de K,(z’) et aboutissant a un point de
K,(z)). Alors L doit passer toujours par un point de 09g(z'). 1l
s'en suit d’aprés le principe de Dirichlet que Ag 4, ,(2)24p(z)2M,
d’on %grn A4, ,(2)=2R 4,,,(2)ZM. Par suite on a

lii‘rlp'_{;"R.Ag + 1(2) + AR,B,, + 1(2)} g M

Considérons la mesure harmonique w(z) dans 4,—e, qui est =1 quasi-
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partout sur e, et =0 sur d4,. D’aprés Phypothése w(z)>0 dans 4,
—e,. (%) est évidlemment une fonction harmonique et uniforme
dans 5. Formons la fonction dans &:sy(2)=2g 4, (8)+Ars,,.(5)—
Mw(Z) qui est surharmonique et est = -—M dans 3. Par le raisonne-
ment qu'on vient de faire on a limsy(Z)20 ou /" est un arc quel-
conque dans & tendant vers un pc;;;t frontiere de § qui ne se trouve
pas sur {z}y®. Il s’en suit que s),(2)=0 dans 5. En nparticulier
posons z=z* (le point initial) on a Ag 4 , (2%)+ g, (%)= Mw(z*).
D’abord faisons R tendre vers +oco et ensuite M tendre vers + co.
On a /4, ,(z2%)+4g,, (z2¥)2+c0, parce que Ag 4, ,(2¥)SAg4,,,(2%)
pour RZR’ et l!i_l:lclo).R’Ag+|(Z*)=/1A9H(Z*) et que 4g , (z*) lest aussi.
D’autre part, par notre supposition il est évident que 1, ,,(z%) et
g, ,,(z*) sont simultanément finis. Clest absurde. Donc le genre de
2(z) est <g pour tout zed, En répétant tour a tour le méme
procédé au point frontiere de 4, nous sommes arrivés au lemme 4.

C.Q.F.D.

En combinant ce lemme avec le théoréme 1 du mémoire précédent
[5] on aura par la méthode qui a été étudiée dans T. Nishino [II,
§8] le

Théoréme 2. Soit f(x, y) une fonction entiére de deux variable
et soit e (ou e') I'ensemble de z tel qu'il existe au moins une surface
premiére de f qui est de type parabolique (ou de genre fini) avec
valeur z. Si ni la capacité logarithmique de e ni celle de e ne
sont nulles, toute surface premiére de f est de type parabolique et pour
tout nombre complexe z sauf celles avec valeur z appartenant a un
ensemble fermé de la capacité logarithmique nulle, le genre de toute
surface premiére avec valeur z est le méme nombre fini g et de plus
le genre d’une surface premiére exceptionnelle quelconque est moins

du nombre g.

6. Famille triviale, Comme autre application du lemme 1 on
donnera une remarque sur la famille holomorphe: 2= \U (z, 2(2))
zed

dont toute fibre 2(z) est 'un a lautre (analytiquement) équivalente.
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Si de plus 2(z) est compacte, alors 2 est équivalente localement a
la famille triviale, c’est-a-dire, pour tout z, il y a un voisinage 4, (< 4)
de z, tel que U (z, 2(z)) est équivalente a 4y x 2(zy) (cf. W. Fischer
et H. Grauert;zslflzlchr. Akad. Wiss. Gottingen Math.-Phys. K1 1T (1965)).
D’autre part quand 2(z) n’est pas compacte, méme si 2 est supposée
une variété de Stein, ce n’est pas vrai en général. Pour simplicité
dés a présent on va traiter seulement le cas olu 2(z) est topologique-
ment de type fini. On aura le

Théoréme 3. Soit 2= U(z 2(z)) une famille holomorphe telle
que toute 2(z) soit I'un a lautre équivalente. Supposons que 2 soit
une variété de Stein. Alors sauf deux cas ou 2(z) est équivalente
ou bien au cercle unité: |W|<1 ou bien au cercle pointillé: 0<|W|<1,

9D est équivalente localement a la famille triviale.

Posons que toute 92(z) est équivalente a une surface de Riemann
ouverte S dont le genre g et dont les composantes frontiéres consistent
n courbes fermées {C;}/_, et g points {p;}¢%_, ol g, n et q sont finis.
En T. Nishino [II] pour rechercher les fonctions entiéres de deux vari-
ables de la classe (A), le cas ou n=0 a été completement étudié.
Donc nous pouvons supposer que n=1. On va vérifier le théoréme
en partageant en quatre parties.

Cas 1:g=0,n=2,4g=0. D’abord on suppose que la frontiére
02(z) se compose en deux courbes analytiques au sens réel: {x,(z),
®,(z)} qui se meuvent doucement avec zed. Soit h(z, w) la fonction
harmonique dans 2(z) qui est =0 sur o,(z) et =1 sur a,(z). D’apres
I’hypothése que toute 2(z) est 'un a lautre équivalente on a D(z)

_ oh(z, w))2 O0h(z, w) 2:] . e
SSQ(”K o +< 30 ) dxdy=k: une constante indépen

dante de z. Par l'inégalite (4) on a

e

2
d’ou _‘3%&50 dans tout le domaine 2. Puisque pour z fixé

h(z, w) est harmonique en w, il s’en suit que 1-forme a—h%;ﬂdw
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est holomorphe en z et w. Considérons sur 2(z) I'intégrale suivante:

S ( 6h(az‘;w) dw=(/—1/2)D(z)= (k/2)\/—1. Formons la fonction sur
a2(z)

2(z) suivante: w'=f(z, w)—exp{(4n/k)g de} qui transforme
2(z) conformément en un anneau 2°'(z): r,(z)<|w'|<ry(z) dans le
plan w’ de fagon que f(z, 0,)=1. Par z=z, w=f(z, w) la famille
2 est transformée biunivoquement et analytiquement en 92'=\U(z,
2'(z)). 2’ doit étre un domaine pseudoconvexe dans I’espace (zz,e l:v’).
Grace a F. Hartogs [1], logry(z) et log(l/r,(z)) sont des fonctions
surharmoniques dans 4. D’aprés notre hypothése log(r,(z)/r (2))
=D(z)"'=1/k. Par suite logr,(z) est harmonique dans 4. Posons
u,(z)=logr,(z) et soit u,(z)* une fonction harmonique conjugée dans
A. 11 est clair que par z=z, w'=wexp{—[u;(z)+ \/jul(z)*]} la
famille 2’ est transformée en celle triviale: 4 x (1<|w"| < exp(1/k)).

Approximation. On va traiter la famille générale 2. Soit 4,:
|zl <po (<p). Pour assez grand n la section U (z, 0,) est contenue
dans 9,: ¢(z, wy<n. On pose 69,,(2)=oz,,,(z)zLEJAo?2,,(z). Les contours
o,(2) et a,,(z) se meuvent doucement avec zeAd, (voir en détail [5,
§2]). Mais 2,(z) n'est plus I'un a lautre analytiquement équivalente.
Soit h,(z, w) la fonction harmonique dans 2,(z) qui est =0 sur «,,(z)

et=1 sur o,,(z). Pour z fixé la t-forme de est holomorphe

en w. De plus la suite {%ﬂ dw} converge vers de
ow ow

uniformément dans I'intérieur complet de 2, car {h,(z, w)} converge
vers h(z, w) dans 2. Ici on va dire que éﬁ%;ﬂdw est holomorphe

par rapport a deux variables z et w dans 9.

En effet, soit (zy, wy) un point quelconque de 2 qui n'est pas
situé sur les surfaces de ramification de 2. Soit y,: [z—zo|<r et
Oo: [w—wg|<sy tel que poxd,=02€ 2. Il suffit de voir que ah(az—‘;w)
est holomorphe par rapport &2 z et w dans Q. Pour grand n: n=N,
on a 2,€Q. Soit {Y,(2)},=1,,. une base dénombrable de fonctions

d’examens dans 1y, c‘estéldire V,eCx(yy) et {Y,(2)#0} €yo. Posons
I(w, 'p"):SS {(wp H(2): 6 (z w)}dxdy ou lintégrale de second membre
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est au sens de Lebesgue. D’aprés la formule de Stokes on a

ggaou(w, ¥,)ldu dv
=,}i..%ggao Sgro{(wl’)f(z)'
s, s £y e

symsoV/ ([ 1, 12axdp-timy/{{{f |27

0 626w

Oh
0

n(z, w)}dx dy|du dv

w

2dx dydudv.

Si 'on pose D,(z) lintégrale de Dirichlet de h,(z, w) étendue a 92,(2),
la suite {D,(z)} converge en décroissant vers celle de h(z, w) étendue
4 9(z) qui est d’aprés I'hypothése une constante k. Prenons r; tel
que r<r, et (Jz—zol<r)x(w—wo|<so) €2, pour n=N, Dabord
remarquons

S"SZ"QD_"(_”—@ drd0=gzn{D,,(rl, 0) — D(ro, 0)}d0.
ro) 0 or 0

Puisque D,(z) est continue dans [z|<r,, le théoreme de Dini fournit
que {D,(z)} y converge & k uniformément. Il s’en suit que le second
membre converge 0 pour n—oo. Par suite on peut extraire une suite
{n,} telle que

i 2"(')D,,k(r, 0) ry—r 1
S So o D) qpar<rizro. L

ro

2n
Considérons Ek={re[ro, r: SO 60,,5—(:,0)(102 1/2"}. Par I'inégarite (4)

D, (2) est une fonction sousharmonique dans 4. Il en vient

9 f 1 (2
—aT{FSO D"k(r, e)dg}go.

Si 'on désigne par |E;| la longueur de lintervalle E,, on a [E]|=
(1/2¥+ 1) (r;—ry), d'olt kZlE,‘|§(l/2)(r,—r0). On peut donc trouver
=1

rp tel que roelry, ril— Coj E,. 11 vient pour k=1, 2,...
k=1
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Sh[ oD, (r, 6) L o<

1
0 or 2.

En autre coté puisque 2, est une variété de Stein, par (4) on a pour

Sglw—wo[<so

d’olt immédiatement

0935al
ol 0Z Ow
D’aprés la formule de Stokes le second membre est

_ ro (27 0D, (r, 0) ro . 1
‘TS [*—ar ] 0S5

zed

02h,, (2, w)
0z Ow

1 0D, (2)

2
<_ -
’d”d”= 8 dzoz °

<1 2
dxdydudo < |,_ZO|<,;{<67+?3y—2>D"k(z)}dxdy.

Nous avons enfin

XS‘, 110w, ¥,) |du do g\/EsM/gS [, 2dx dy-timy/ 22 L =0,
] Y0 k=

Il existe donc pour p=1, 2,... un ensemble e, dans J, tel que la mesure
de Lebesgue de e, est nulle: m(ep) 0 et que I(w,y,)=0 pour tout

wedy—e, Si l'on pose 8%=3J,— Uep, alors on a immédiatement
p=1

SS {(w(z) M}dxdy=0 pour wed§ et pour toute fonction
Yo

0z
d’examen y(z) dans 7y, autrement dit a%(g}i)(z, w)=0 dans y, au sens

de distribution. Il en résulte que, w étant fixé arbitrairement dans

6%, la fonction éﬁ(—;-v;—"—)l de z est holomorphe dans y,. Puisque m(6%)

=ns3>0 et W est pour tout z fixé dans 7y, holomorphe en w,
il est connu comme une généralisation du théoréme de Hartogs (voir
T. Terada; Publ. Res. Inst. Math. Sci. Kyoto Univ. 2 (1967)), .‘?”(;’V—W)

est holomorphe en z et w dans tout le domaine Q. Par l'argument
qu'on a fait au cas ou 02(z) se meut doucement avec z, on sait que
la famille 2 est triviale.
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Cas 2:g=0,n=1,g>2. Alors, grace a T. Nishino [II] on peut
immédiatement construire une famille 9= U(z., 2(z)) de fagon qu’il
y ati g sections holomorphes {q;}{-; dans 9 deﬁmes sur 4 telles que
97—.\‘1/ai soit équivalente & 2 par une transformation analytique de
la fcl>;1;1e z=z,w=n(z, w). Par g=2 on peut construire un domaine
% multivalent en deux étalé au-dessus de & dont les surfaces de
ramification consistent en a; et a,. [l est une variété de Stein et
toute fibre .5(2) est équivalente I'un a Tlautre qui est de type: ¢g=0,
n=2,q=0. Dapres le cas | la famille 9 est équivalente a celle
triviale 9'=4 x(I<|w'|<r) par z=z,w'=f(z, w). Posons f(z,alz))
=ayz) pour i=1,2. Par le calcul simple on aura |a,(z)|=une constante
et ay(z)=—a(z). Donc afz) doit étre une constante. Sans perdre
la généralité on pose a(z)=ry et ay(z)=—ry. Il en résulte que 2(z)
est équivalente a une surface qui est construite de (1 <|w”|<r) par I'iden-
tification: w”xr3/w”. Par suite 2 est équivalente 4 la famille triviale:
5’/z=A x(r<|w’|<l1/a). Donc la famille originale 2 1est aussi.

Cas 3:g=0,n=3,¢=0. Il ne suffit de voir que le cas ou ¢g=0,
nz3,q=0 et ou la frontiere ¢2(z) se meut doucement avec z. On
pose 89(2) 2(z)U -+ Ua,z). Considérons la fonction harmonique
h(z, w) dans 9(2) qui est=0 sur o,(z), =1 sur oy, =cfz2) (une constan-
te) sur ofz) et satisfait d*h(z, w)=0 pour i=3,...,,n  Dé-
signons par D(z) l'intégrale géZ)Dirichlet de N(z, w) étendue a 9(z)
qui est d’apres I'hypothése une constante k. Par le méme procédé

, . 02D(2) SS 02h(z, w)|? ) s
qu'on a fait dans le §2 on a 3705 >8 e Ww_—l dudv, d’ou
02h(z, w) _

0h(z, w)
FLX T =0 dans 2 et donc wa est holomorphe par rap-

port a z et w dans 2. Comme d’habitude formons la fonction sur

2(2): f(z, w)= exp{ T So %%dw} qui transforme 2(z) conformé-

ment en un domame univalent fendu circulairement: 2'(z)={r,(z)
<Iw|<ry2)} - U {r(2)exp(=10): 0,,(2)S0=0,5(2)} o ry(2)<r(2)
<ry,(z) et f(z. 0)—-1 Puisque f(z, w) est analytique en z et w, @'

z

"'U(a 2'(z)) doit étre un domaine pseudoconvexe dans Iespace
(z, w) D'aprées Kanten Satz (H. Behnke [1]), pour i=3,...,n et j
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=1,2 la fonction ri(z)exp(\/jT@,.j(z)) est holomorphe de z dans 4
qu'on désigne par ¢;(z). Dabord on a immédiatement ;,(z)=
exp(y/—19)¢,(2), ¢; étant une constante. Ecrivons pour i=3,...,n
et j=1,2{P;[(2)} les zéros de la différenticlle abélienne %a—zl;—ﬂdw
sur 02(z) qui sont invariants par tout automorphisme de 2(z). Ils
forment 2(n—2) sections holomorphes dans la fermeture de 2 définies
sur |z|<p, car P;(z) correspond a ¢&;{(2). Quand on transforme 2’
par une transformation analytique z=z, w"=(¢{;,(2))"!f(z, w') en une
famille 2"=\U(z, 2"(2)), alors 2" est triviale. En effet, soit [(z)
pour 4§i§nzeuAn arc sur 2(z) partant de P5,(z) et arrivant a P;(z).
“mi"(az‘;—w) dw mod (/=Tk/2) ne dé-

pand pas a z. (&3,(2))"'-&,(2) en est une constante indépendante

D’aprés I'hypothese l’intégraleg

de z qu'on désigne par Riexp(\/:Tulj,.). Ensuite L,(z) pour k=1,2
un arc sur 2(z) partant de P,,(z) et arrivant 4 un point de o(z).
Puisque Re{g ﬁ’_%%ﬁ)_dw} ne dépend pas a z, |&3,(2)]7! r(2)
est une cons:;é;é: R,. Nous avons donc pour zed, 2"(z)={R,

<|W'|<Ry}— U {Riexp(y/=10): Y, SOSYi+0} ol Ry=1 et y,=0.
i=1

Cas 4:g9g=21,n=1,q=20. 1l suffit de voir le cas ou 2(z) est de
type g=1, n=1, q=0 et que 02(z) se meut doucement avec z. Comme
g=1il y a un cycle fermé C(z) sur 2(z) tel que 2(z)—C(z) est con-
nexe et que C(z) se meut continuellement avec z. On peut alors
construire la différentielle harmonique ¢(C,, w) (=du(z, w)) sur 2(z) (voir
le §2). D’aprés I'hypothése et I'inégalité (4') on sait que a—ll(a‘%ﬂdw
est holomorphe par rapport a z et w. Désignons par {P(z)} (1Si<m)
les zéros de Ou(z, w)
ow

méme procédé dans le cas précédent Kanten Satz nous fournit que

dw qui se trouvent au-dessus de 02(z). Par le

U (z, P(z)) définit une section holomorphe dans [Cl]2. Formons
zed

pour z fixé une fonction dans 2(z): w=g(z, w)=S: ﬂ%zﬁ’)—'fldw
et soit S l'image de 2(z) par g(z, w). S est un domafl(12 multivalent
étalé au-dessus du plan w’ et elle ne dépend pas de z. Tragons comme
d’habitude 2g cycles sur 2(z): {A(z), B{(2)}{-, continuellement avec

z et considérons 2g automorphismes {p,, pp}f=; de S tels que @, :
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Oh(z, w) 4,
Ai(z) w
que la famille 2 est équivalente a celle triviale: (|z]<p)x(S/{®4,

w’—»w’+g IIs sont indépendants de z. Il en résulte

¢p}?-1). Le théoreme 3 est completement démontré. C.Q.F.D.

On donnera une remarque sur le cas exceptionnel. Supposons
que 2= U(z 2(z)) est de type (H) et que 2(z) se meut doucement
avec zeA Soit f(z, w) la fonction d’uniformisation de 2(z) par
rapport & 0,: D(z)—|W|<R(z). Alors par le §1 dans le mémoire [5]
on a

(Z+ 2 )(log R(z))<_Tng )‘azaw (logl/(z, w)]) )| "dudo.

Ici supposons que R(z) soit une constante. Alors il en vient que f(z, w)
est holomorphe par rapport 4 z et w. En répétant le procédé d’appro-
ximation qu’on fait dans le cas | il est vrai méme au cas ou 02(z)
ne se meut pas doucement avec zed. Si l'on considéere la fonction
inverse de f(z, w), on aura une

Remarque. Pour chaque z fixé: |z|<p soit donnée la série entiére
de la variable W de la forme: {(z, W)=W+a,(2)W2+a,(z2)W3+---
telle que ce rayon de convergence soit toujours =1. Soit Q=(|z|<p)
x(|W|<!1) et soit T:(z, W)->(z,{(z, W)) la transformation de Q en
lespace (z,w). L'image T(Q) est un ensemble multivalent étalé
au-dessus du dicylindre (|z|<p)x(|lw|<o). Cela posé, si I'ensemble
multiplié T(Q) est une variété de Stein, alors T doit étre holomorphe
par rapport a deux variables z et W dans Q. La réciproque est
évidemment vraie.
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