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Introduction. U ne fam ille  ho lom orphe  de  su rfaces de  R iem ann
ouvertes est défin ie  de  façon  qu 'il so it donné  une  varié té  com plexe
g de dim ension n+ 1 et représentation holomorphe n: g  —>d sur une
varié té  com p lexe  d  de  d im ension  n. O n  p o se  ic i l 'h y p o th è se  q u e
g est une  va rié té  de  S te in . P ou r z  fixé  dans d  la  fib re  7c-1(z) dans
g est une surface de Riem ann ouverte d'une variable. Or  à  la théorie
d e s  fo n c tio n s  d 'u n e  v a r ia b le  o n  sa it  b ie n  d e u x  m o d u le s  d e  rc- i(z):
),(z: a, f l) e t  p(z : C ) qui sont invariants par tout autom orphism e ana-
ly tique  de  it - 1(z ) (en  dé ta il vo ir  le  pa rag raphe  2). D ans le  présent
m é m o ire  n o u s  a llo n s  é ta b lir  u n  le m m e  fo n d a m e n ta l:  ,l(z: a, 13) e t
p (z : C ) son t des f onc tions positiv es p lurisurharm oniques de  z  dans
A. D 'ap rès  ce la , su ite  au  m ém oire  p récéden t [5 ]  on recherchera des
fonctions entières de deux variables. D e plus on fera quelques appli-
cations de ce lem m e  à  la  no rm alité  d 'une  fam ille  de  sec tions ho lo -
morphes dans g  ou à  la trivialité d'une famille holomorphe de surfaces
de Riemann ouvertes.

1. Examples. Considérons à  l'espace de deux variables complexes
0 0

z  e t  w une fonction f (z , w ) de la  form e f (z , w ).= E  an(z)wn où a ( z )
n = -0 0

est ho lom orphe  dans un  dom aine  d  du  p lan  z  p o u r  to u t  n. Posons
r,(z )= lirn [ urn I" Via„(C)1] et r2(z)=1im [lim  " -\/ lan()I] -

1S u p p o s o n s
fr-■co
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r1 (z)<r2 (z) dans 4 . f (z , w ) est alors bien définie et holom orphe par
rapport a  z  et w dans le domaine

(D )Z E A , r i(z)< Iwi < r 2(z) .

D 'après F . H artogs (1906) il est rem arqué  que  r i ( z )  e t  r 2 ( z ) ' s o n t
logarithmiquement sousharmoniques dans  A .  O n  d é s i g n e  p a r  2 (z )
l'anneau r ,(z) < <  r  2 (z )  dans le plan w.

O r form ons la fonction harm onique h(z, w) dans g(z) qui est =  0
sur lw l = ri(z) et est = 1 sur 1w1 =1.2(z) c'est-à-dire h(z, w)= log  I w I /r i(z)

rlog e t considé rons l'in tég ra le  de  D irich le t de  h(z, w ) étendue2(z)
r  (z ) '

g(z): D (h (z, w ))= [(O h(z , 11)  )2 ± (ah(z5 w 
)

)\2]
dudv w  u

giz) Ou Ov 
+  1 v. Posons ).(z)=D(h(z, w ))-1, qui est dit le m odule harm onique
d e  g ( z ) .  Le calcul simple donne 2(z)= log r2(z) . I l s 'e n  su it q u e  ; t(z )r i(z)
est une fonction positive surharmonigue dans A.

Ensuite soit R  une surface de Riem ann ferm ée d'une variable qui
e s t d e  g e n re  g (?_  1 ) . O n  tra c e  su r  R 2 g  cycles {Ci, D }1  d e  fa ç o n
que  R— {C, Di}1=1 soit simplement connexe. Soit {ai(w)dw}, , le sys-
tème des différentielles normales de premiére espèce telles que ai(w)dw

ci
=5i.i pour  1 i, j 5 g .  O n sa it que , si l'on  pose ai(w)dw = -ro alors

D,
la m atrice des périodes : (Tif) est sym étrique et la m atrice Im  (ru) est
positive non-dégénérée. En abrégé posons  T= 1m  (r ii)= (t ii) e t  T-1= S
= 4 0 .  P o u r  c h a q u e  i(1 .5 ..i< g ) fixé, fo rm ons la  d iffé ren tie lle  ha r-

monique sur R: o-i(w)= ai(w)du + bi(w)dv telle que o-.(w)= 0 et Ç o-i(w)
Jc, D,

= S i ;  p o u r  1  j < g .  D 'a p rè s  la  r e la t io n  b in a ire  o n  a  p o u r  to u te
différentielle h a r m o n i q u e  co = a(w)du + b ( w ) d v  s u r  R,

g
(ai(w)b(w)— a(w)bi(w))dudv= E co co

JJR l j = 1  J C 1  J D j i C i  J D j

—bi(w)du+ai(w)dv. C'est-à-dire la différentielle harmonique

<co, a? >  =
co où a? =

Ci
o-p(w) est le

noyau de reproduction par rapport au cycle Ci. En particulier il vient

o-i il 2 < o-P > = Im + \F-To-P} . N otons que o-, +  —  lo-7  est
ci

holomorphe et que le systeme {cci(w)dw}e s t  u n e  b a s e  d e  l 'e s p a c e  d e s
différentielles holomorphes sur R .  Comme on sait bien il en résulte que
la norme de Dirichlet Il (Till' est égale a ( i ,  i )  élém ent de la m atrice S :=



2 )
as
az
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si,(> 0). De plus posons p(Ci)= 11,5;11-2 — . On appelle p(C) le  modu-

le harmonique de R  par rapport au cycle C,.
M aintenant soit donnée pour chaque z e d une surface de Riemann

ferm ée R z  é ta lée  au-dessus de  P1: Iw +  c o  d e  fa ç o n  q u e , s i  l 'o n
d é s ig n e  p a r  {1 (z )}7 ,, l 'en sem b le  d es  p o in ts  d e  ram ifica tio n  d e  Rz,
t o u t  1(z) soit holom orphe et uniform e dans d et que U z )k  (z ) j)
p o u r  a u c u n  z  d a n s  d .  O n  t r a c e  s u r  R z  2 g  cycles {C;(z), D1(z)}1=1
de façon qu'ils se meuvent continuellement avec z e d et que le dom aine
R — {C (z), D i(z)}7, , so it sim plem ent connexe . P ar le  m êm e procédé
q u 'o n  v ie n t  d e  f a ir e  o n  a  p o u r  to u t  z e d  la  m a trice  d e s  p é rio d es
(ru(z)), T(z)= lm (ru(z))=(tu(z)), S (z )=T(z)-1=(su(z)) et le  m odule  har-
m onique p(z : C.) d e  R z  p a r  ra p p o r t  a u  c y c le  Ci(z ) qui est égale

1 
 . V oici une rem arque: p(z: C i) est une  f onc tion  positiv e  sur-

s11(z)
harm onique de z  dans A.

E n  effet,0 il suffit de  vérifier ce tte  rem arque au  cas où  i=1. Il
est bien connu que tout élém ent Tu(z) de la matrice des périodes définit
une fonction holom orphe de z  dans d , car tout point de  ram ification
i(z ) d e  R i, est h o lo m o rp h e  en  z  d a n s  d  (v o ir  p a r  e x e m p le  H . E.

R a u c h ;  C o m m . P u re  A p p t. M a th . 12 (1959)). P a r  s u i t e  tu (z ) est
harm onique  en  z  dans A. P u isq u e  S ( z ) T ( z ) =I  (identité) pour tout

zezl, on a Oz T+ S az  — 0 (zéro) où as — (a s z ) ) .az D e plus 02 az Tasa T a2s 
OS' aT  O S  OT 02T 02T 02S+  az 8.2  +  82 az  + s 0 2 0 z - 0 .  D e  c e  q u e  a2. —  0 , o n  a  02 0z—

Oz 02 az Oz 8 2  ) a z az
as al'

-  
OS OT8 S  ( T a s t  aS  7 ,   as)_ 2 Rei  aS Taz a z

En particulier 8.28z — 2 Re °as;  t,; 1. O n a donca2sii 

8 2 8 2  (
i t ( z :  Co—  _az az az i( z ) )

— I  ( s 82s1 
s; 11 02 az

—   -  Re ( E  _  3 s " asil as „  1   a s i i  
s -/-1.1 O z  tti aa z  s „ a f  )

#) Cette démonstration est due h M. A k ira  T akeu ch i



500H iroshi Yamaguchi

( „  En posant S, z = , as etOz '• '• ' Oz

t 1 2 •' ' t 1 9I S I '

r=
tf  2 t2:2 t2:g

•..

, t i g t 2 g ••• tgg

a2
on a   it(z : CI) —(

—
, 2

2  
 ) R e  {S izr 'S ,z} C onsidérons la m atrice

s
suivante: P=(/) ,1 (z ) )  t e l le  q u e  pi,(z)= I  (1 p,.(z )= S1 (z)

s11(z)
:g g )  e t  p11(z)=0 (2:5_ i 4 j ) .  L a  m a tr ic e  P  est rée lle  e t
non-singulière. Alors on a

0 0

P T T = ° t22 t29

0 t29 ••• tg g

Puisque T  est positive non-dégénérée, il en résulte que la matrice r est
a2

positive non-dégénérée, d'où Siz T i S , z  O. P a r  s u i t e   p(z: C oaz
pour tout z  d. N ous avons donc que p(z : C I) est une fonction positive
surharmonique d e  z  dans A .C .  Q. F. D.

U n des propos de ce m ém oire est de généraliser la  surharmonicité

d e  2(z ) e t  d e  p(z: Ci) mentionnée ci-dessus  à  la  fam ille  holom orphe
quelconque n: 9 -+ 4  d e  su r fa c e s  d e  R ie m a n n  o u v e r te s  te lle  q u e  g
soit une variété de Stein.

2. M odules harm oniques 2(a, fi) et p ( C ) .  S o it  S  un domaine
multivalent é ta lé  au -d essu s  d u  p lan  w  dont la  fron tiè re  consiste  en
nombre fini des courbes fermées lisses: {C,}7=1. Supposons que la direc-
tion de toute C, soit positive par rapport h S : O S =C ,+•••+C „. D'abord
supposons n _ 2 .  Partageons {C,}7._, e n  t ro is  p a r t ie s :  {a, fi, y }  o h  a
e t  /3 son t n o n-v id es. Form ons alors la fonction harm onique h(w: a, fi)
( = h(w)= h ) d a n s  S  q u i  e s t  0  s u r  a, = 1  s u r  [3, = c. (une constante)
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s u r  y  e t  (  °h  dS — O. Elle existe uniquement. Considérons l'intégrale
) ,  an

d e  D ir ic h le t d e  h  étendue à  S: Ds(h)-51[(anh  )2 + (aahv)21 dudv et
s vu

posons 2(S : a, fi)=Ds(h)-1, qu i e st d ite  un  m odu le  ha rm on ique  de  S
par rapport aux  con tours a  e t 13. Evidemment 2(S: a, 13)=4S : fi, a).

E nsu ite  supposons que  le  gen re  de  S  est positif, m ais d 'ailleurs
quelconque. Soit C  une courbe ferm ée de Jordan dans S  telle que le
dom aine S— C so it connexe. D eux com posantes frontières {C+,
d e  S — C  se  trouven t au -dessus de  C . O n  a  a(S — C)= OS + C+

P our w e C écrivons w+ e t  w - deux  po in ts de  C + e t  C -  au-dessus de
w  respectivem ent. Form ons la  d ifférentie lle  harm onique et regulière
u(w: C )  d a n s  S  d e  faço n  q u e  l'in tég ra le  d e  o-(w: C) d a n s  S—C soit
un iform e qu 'on  désigne par u(w: C), q u e  u(w+: C)—u(w-: C ) = 1  pour
to u t  w  C  e t  q u e  u(w: C )  soit une constante C  sur S .  Certainem ent
cf(w: C) ex iste  un iquem en t. C onsidé rons la  no rm e  de  D irich le t de

a(w: C )  étendue à  S: cy
=1)

r/au (w : C ))2 + (a u (w : C))21
d u d vlg

e t  p o so n s  p(S: C)=
slA  eu

2, q u i e s t d ite
v

le module harmonique
de  S par rapport au cycle C.

Evidemment /1(S: a, 13) e t  p(S : C ) sont des nom bres rée ls positif
e t invariants par tout autom orphism e analytique de S . D e plus il est
b ien  connu  que  /1(S: a, 13) s'exprim e une sorte  de d istance entre  a  e t
13 d a n s  S  (v o ir  p a r  ex em p le  A . Marden e t  B. R odin; A cta  M ath.
115 (1966)) e t  p(S : C )  s 'exprim e la  longueur extrémale de la  fam ille
des courbes dans S qui sont homologues  à  la  courbe  C (voir A. Accola;
Proc. N. A.S. 46 (1960)). Ceci est très utile pour observer intuitivement
le m ouvem ent de ,1(S: a, f i)  e t  p(S: C )  quand  on  m eu t analytiquement
le domaine S (voir le § suivant).

3. Mouvement de 2(z : a, j9 ) e t  12(z: C ) .  S o i t  3  un dom aine
multivalent e n  n o m b re  f in i o u  in f in i é ta lé  a u -d e ssu s  d 'u n  dicylindre
d e  la  f o r m e  (d, C )  où 4: Izi < p e t  C: < o c  d an s  l'e sp ace  (z, w).
Ecrivons 9 (c )  la  f ib re  d a n s  9  qui se  trouve  au-dessus de  la  d ro ite
z S u p p o so n s  q u e  p o u r  to u t z  dans 4 ,  3(z) soit irréductible et
que 9  se  considè re  com m e une  va rié té  de  S te in . P a r su ite  on  peu t
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fo rm er une  fonc tion  plurisousharmonique (p(z , w ) analytique au sens
rée l dans 2  te lle  que , si l'on  désigne par  9 R  l'ensem ble des points
d e  g  d o n n é  p a r  g ( z , w )<R , R  é tan t un  nom bre  rée l que lconque ,
g R  soit contenu à  l 'in té r ie u r  c o m p le t d e  g :  g R  C g  e t  lim g R = g .

R-4ze
Ecrivons {C,(z, R)}71z,,R) la famille des composantes frontières de  9 , (z ).
S o it  t f :I z i<p ' o ù  0 < p '< p  e t p ren o n s R o  te l q u e  9R0(z)1/20 pour
z e d'. S u p p o so n s  q u e  n (z , R ) ..2  p o u r  z e d '  e t  R o .  N o u s  p a r -
tageons {C ;(z, R )}7 ,R ) en  tro is  p a rtie s  { Œ (z , R ), f i(z , R ), y (z , R )) de
m anière  que a(z, R )  e t  f l(z , R ) s o n t  non-vides, q u 'il ex is te  R, Ro)
tel q u e  p o u r  t o u t  z e d ', la(z, R), — ot(z, R1)}  lim ite un sous-domaine
de 9 R ( z ) - 9 R ( z )  e t  d e  m ê m e  p o u r  {/3(z, R), — fi(z, R O I  e t  Iy(z, R),
—y(z, R , ) }  e t q u e  tro is  en sem b le s  (z , a(z , R)),  j  (z, f i(z , R )) et

zed' z ed '
kJ (Z , y(z, R ) )  so ien t m u tue llem en t d is jo in te s  dans g .  D 'après le

zed'
§2  on peut considérer le module harmonique .1.(9R(z): o( z , R), f (z , R)).
Puisque 9 R ( z )  9 , ( z )  p o u r R < R ', la  su ite  {2(9 R(z): Œ (z, R), fkz , R)))
tend  en  c ro issan t ve rs  un  nom bre  positif  ou  + oo qu'on désigne par
/1,(z: a, /3).

Ensuite supposons qu'on trouve pour .7E 4  une courbe fermée de
Jo rd a n  C (z ) d a n s  g ( z )  d e  maniere q u e  g(z )—  C(z ) est connexe e t
q u e  C (z ) se meut continuellement avec z  d a n s  d . P re n o n s  R 2  (> R 0 )

te l q u e  DR2(z) contient C (z ) pour z  e  zr. A lors d 'après le  § 2 on peut
considérer le m odule harm onique p (g R (z ): C (z )). Il e s t  c la ir  q u e , s i
R  ten d  v e rs  + oo, la  su ite  {p (gR (z ): C (z ))} tend en croissant vers un
nombre réel qu'on désigne par p (z : C ) . Bien entendu 0<p (z : C )<+00.
Sous cette configuration je vais montrer un lemme fondamental:

Lemme 1. 1 .  1 , ( z :  Œ, 13) est une fonction positiv e surharm onigue
de z  clans d .  2. p(z : C) l'est aussi.

Q uand on rappelle  le  ra isonnem ent dans le  §3  du m ém oire pré-
cédent [5], il su ff it d e  tra ite r  le  d o m a in e  9 R D e  p l u s  d'aprés son

(0ip(z , w ) 09(z , w ))§ 2 on peut supposer que 4  0  à  aucun point
au au

d e  (z ,  9 R (z ) )  e t  q u e  9 „( z )  n'a aucun point de ram ification com m e
un dom aine  multivalent é ta lé  au-dessus du  p lan  w. Par suite toutes
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9 R (z ) p o u r  z c d '  s o n t  topologiquement équivalentes. En abrégé
posons à  n o u v e a u  9 ,= 9 ,  d' = A, h(w: Œ(z, R), fl(z, R))= h(z, w) et
;.(9 ,(z ):  Œ(z, R), [3(z, R))= )(z: a, [3) re sp ec tiv em en t. P u isq u e  p o u r z
f ixé  dans 4, h(z, w) est une  constan te  su r chaque  con tou r de  09(z),

le principe de réflexion m ontre que h(z, w) su r  . 9 ( z )  peut 'être unique-
m en t é tendue  h  la  fonc tion  h(z, w ) qui est harm onique au voisinage
V (z ) d e  0 9 (z ).  11 s 'en  su it na ture llem ent que  h(z, w) s'exprime une
fonc tion  de  la  c lasse  C2 par rapport à  x ,  y , u  e t y  défin ie  dans un
voisinage de J  (z , a g (z )). Pour simplicité désignons  à  n o u v e a u  h(z, w)

zed
p a r  h(z, w ).  Pour démontrer le lemme 1.1 il suffit de vérifier l'inégalité
suivante:

a2 02  \

OX2 0 ,3 )2  )  / 4 Z : /3)1 .
z=0

Comme d'habitude sous les conditions mentionnées ci-dessus la formule
de Stokes donne

/4(.2)(h(z, w))-- fl(z)d*h(z, w)

o ù  d*[ ]— d s . Prenons Z  suffisamment voisin de l'origine. Alorsan
h(z, w) peu t se  rega rde r com m e une  fonc tion  ha rm on ique  su r une
surface '(0 ) qui contient .9(0) h l'intérieur complet et /3(z) comme une
courbe dans 9(0) qui est homologue h /3(0) dans 9 (0 ) .  Il en vient

=1 d*h(z, w).
p(o)

D 'après la  proprié té  de  h(z, w) e t  h(0, w) la form ule de Stokes donne
encore que cette intégrale est

h(0, w)d*h(z, w)
a(o)-1-p(o)+ y (0 )

=
ah(0, w ) ah(z , w ) 3h(0, w ) h(z , w ) ldu

9(0)L au au av av

h(z, w)d*h(0, w).
a (0 )+ P (0 )+ y (0 )

(1)
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Or pour des raisons de convenance on appelle une fonction réelle
finie tii(z, w ) définie dans un voisinage V  d'un point frontière Po e (zo,
09(z0)), ce lle  de  L ev i au  po in t Po , s'il existe un voisinage Vpo de Po
contenu dans V  te l q u e  Vp0 n g  = {P E V p 0 :  1//(P)>13}, V p 0  n Dg = { P e Vo:
i/i(P)=0} et V 0 —  = {P e Vpo: i4'(P)<0 } . Supposons de plus que, quel
que soit z  fixé, t/J(z, w) est harmonique par rapport à  w  s u r  Vpo n
Alors le même procédé qu'on a fait dans le § 1 d e  [5] nous fournit

a20(z, w)<  2 Re J  021//(z, w) atP(z, w) /4/(z, w)t
L az a2 ip o — 02 aw z I a w  f  po

(3)
d*O(zo, — atii(z°' w) Onb,

le long de l'arc déterminé par ag(zo) n vpo.
M ain ten an t n o tre  fo n c tio n  h (z , w ) e s t  c e lle  d e  L e v i  à  t o u t

point sur (z, Œ (z)) e t  q u e  1— h(z , w ) l'est aussi à  to u t  p o in t  s u r
2E4

(z, fl(z)). Il s 'ag it du  po in t su r (z, y(z)). Soit un point quel-
zed zed

ah(z w)conque de  y(z ) te l q u e  ' 0  a u  p o in t  ( z ,  0 .  D 'après h(z, w)aw
=c(z ) (une  constan te ) su r y (z ) on trouve un  sous-arc  y ( z )  d e  y(z)
contenant C te l q u e  h(z, w)— c(z) o u  c(z)— h(z, w) est de Levi à  to u t
po in t de  y‘(z). I l s 'e n  su it  q u e , s i l 'o n  p o se  g1(z)1791) l'ensemble des

ah(z, w) po in ts  de  y(z) auquel e s t  n u lle , o n  p re n d  q u e  h(z, w)— c(z)ew
e s t d e  L e v i h  to u t p o in t su r  le s  p a r tie s  e n tre  C1(z) e t  C2(z), C3(z) et
C4(z),..., e t  c(z)— h(z, w) l'est aussi sur les parties en tre  C2(z) e t  C3(z),
C4(z) et 5 ( z ) ..... D ésignons par y '(0) c e u x - là  e t  p a r  y"(0) ceux-ci.
Revenons à  la  form ule (2). On y fait la différentielle laplacienne comme
suite:

°2
2  

D
9 (z )  

(h(z  w))1az 0 z= o

a2h(z,
P(0)+y(0)L

2h(z, d*h(0 , w )az a2 1=0

a2h(z , w ) 
Of lz _ o d * h (0 , w )œ o k  az = IS
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+
r  02

y '(0 )L  az  02 
(12(z, w)— c(z))1 d*h(0, w)}

02
(1 —h(z, w))1 d*h(0, w)

OzOf z=o

02
+ (C (Z )— h (z , w))1 d*h(0, w)}

y"(o) az uz  

+( r   3:0,z)1 eho,
i y ( C ) L U Z  ] z = 0

A ppliquons la form ule (3) à  h(z, w), h(z, w) —  c(z), 1 —  h(z , w ) o u  c(z)
— h(z, w) A tout point de (0, oc(0)), (0, y'(0)), (0, /3(0)) o u  (0, y"(0)) respec-

tivement. D 'après Çd * h ( 0 ,  w ) = 0  il vient
Y(0)

> OE(0)+13(0)+1,(0) 2 R e {0210/ 2(za ,w az oww) ah( z,, w) Oh(z, w)d * h o ,  c )
}(0, )

— ( 2 R eF 2 h(z 'w )  °c(z ) °11(z 'll') d*h(0, C).
y(0 ) t Oz aw Oz aw )  (0 ,y )J  

E n u tilisan t la  dé rivée  com plexe  par le  m êm e ca lcu l dans le  § 1  de
[5 ] , il vient évidemment

= 4  lm iS FO2h(z, w) Oh(z, w) 1 dw
pg(o)L 02 aw Oz] ( 0 , w )

ac(z) 1 .r
J
a h ( ,  w) d w -

L  az  1 =0  L 0.2 y (0 ) aw _ z = 0 1

= 4  im jç ra2h(z, w) Oh(z, w) 
e s ( o ) L  af aw az 1

( 0 , w )
dwl.

D'après la formule de Stokes nous avons enfin

(4) [  °2  D (h(z  w ))1 > 8 ra2h(z, w)12
Oz 02 2=0 = 9(0)IL a2aw

1 d d

v •

P a rc e  q u e  A(z: a, 11)=-  )9(z)(h(z, w)) -  > 0  il su f f it  p o u r  (1 )  de justifier
l'inégalité suivante:
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02
D 9000, 11 )))[ _  D z9( )0 (Z , 0 )1

 z = 0
(5)

>21[0z D(z)(hcz, 0)1,.a 2

D'après l'expression (*) on aura d'abord

(* *) (z)(h (z, w ))=`')L,(0)1 OIT ew
4( J  ah(z, w) 3 h(0, w)} du do .

En effet, il suffit de voir

Oh(z, w) ah(0, w) 
w  

du dv} = 0 .
ago) a w e

-1.
0h*(z, w )  a h ( 0 ,  w )i

du du= <dh*(z, w), dh(0, w)> 9(Ø ). Soit g  le genreOv
d e  9(0 ) e t  s o it  {Ci(0)}7=1 l'ensem ble des contours de 0 9 (0 ) .  Comme
d 'h a b itu d e  o n  tra c e  su r  9(0), 2g courbes fermées {71i, /31} 7=, e t  n —1
a r c s  {1i} r .1  t e l s  q u e  4 t r a v e r s e  e n  p o in t  d e  C1(0 ) a u  p o in t  d e
C1,1(0) e t que  9(0)— {Ai, /31} 1, 1 u {/,}7:1 soit simplement connexe. Alors
o n  a  <dh*(z, w), dh(0, w)>,(0)=1 /1(0, w)

CH A i B iA )m (0 )1 1 (0 )y (0 )C 1;E 1 )
1=1 1=1

d* h*(z, w)= h(0, w)dh(z, w). D'après la propriété de h(0, w)
a(0)/3(0)y(0)

cette intégrale doit être nulle.
O r en prenant la différentielle de la form ule (**) par rapport à  z ,

on a

a 82h(z , w )  040 ), w  D 9 (,)(h (z , w ))-4
.ao(o){  O z 

av.T, }du du .Oz Ow

En vertu de l'inégalité de Schwarz il s'en suit que

D 9(z) (h(z' w))1Oz z = o

<16{ la2 11(z ' w)12 du dv} I  012(0, w) 
a ( o) 3Z  0W z=o W 2 0 )1  a w

12
du dv}.

Si l'on désigne par h*(z, w) la fonction harmonique conjugée de h(z, w), la
formule de Cauchy-Riemann donne que lm 1=1 [ 

 h *  ( z  ,  w)  h ( 0 ,  w )

a 0 ) Ou eu
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D'après l'inégalité (4) il vient

D (h(z  w ))1 • Dg(0)(h(0, w ))
r 2a 

2  L Oz Of 9 ( z ) ' z=o

Cette inégalité est celle qu'on désire. Le lemme 1.1 a été complètement
démontré.

(32
Pour démontrer le lemme 1.2 il suffit de  vérifier oz of  p(z , C )1

z=0

0. Sous notre configuration la formule de Stokes donne

iv)111(z)=1 o.*(z, w).
( z )C*

Prenons z  suffisamment voisin de l'origine. Alors o-(z, w) peut se regar-
der comme une différentielle harmonique sur une surface 'è(0) contenant
.g(0) à  l 'in té r ie u r  c o m p le t e t d e  p lu s  C±(0) peut se regarder com m e
un cycle  dans '. (0) qui est homologue  à  C-F(0) d a n s  'j ( 0 ) .  Il en vient

= (z, w).
C ( 0 )  *

D'après la propriété de u(0, w) c(0, w)) et a z ,  w) il est

S
C - E U )  ) + C - ( 0  ) + 0 9 (  0 )

1.0 ,  W)0-*(Z,

Ou(0, w)
I d u  d u l=4Re[55 au(z' w) 

9(0) aVV— aW

0 4 (0 , w)+ w)o-*(0, w).
C4(0) a9(0)

On sait donc que

(2') 110-(z, w)IIL(.)— dag w)IIL(o)=5 u(z, w)o-*(0, w).
a9(0)

D'autre part le même calcul qu'on vient de faire nous conduit

a2u(z,
.9 .9 (0 )L az 10 ,.)

a * (0 ,  w )
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4  l m

L 
a2u(z, au(z, w

il acco a2 az

   

02u(z , w)  au(z , w)1Puisque dw s'exprimeaw az _1(0,w)
une 1-forme non-fermée

sur 9(0)— C(0), et u(z, w+)— u(z, w-)=1 pour tout z e d  et w E C(0), la
formule de Stokes donne que le second membre est

-= 41m
a(o)+c.(o)+c-(o)[

a2u(z, w)  au(z, w) 1
a2 aw Oz (O,w)

dw

0  
+ (u(z ,  w+) —

C(0 )  az
0 2 / 4 ( Z ,  14)) 

14(Z, 11,-))1
[z=0

dw}
(o,w)

= 41m i2V— 1 ( 0 ) a2u(z, w)2

L  af O w  1 = 0
du dv}.

D'après l'expression (2') on a donc

 

02
_  oz a2 dc1z,w/a(z)1 855

z=o a(o)
a2u(z, w) 

L ô ôw

 

2
du dv.(4')

z 0

   

En répétant le même procédé qui conduit (5), on aura l'inégalité
02

désirée: [ 
 az 0 2  

ft(z: C)1 Le le mme 1.2 a été démontré.
z=0

C. Q. F. D.

Par le même raisonnement dans le §2 et le §3 du mémoire pré-
cédent [5], le lemme 1 qu'on vient d'établir peut être aisément géné-
ralisé à  celui de la forme mentionnée dans l'introduction de ce mémoire.

4 .  Sections holomorphes. En utilisant le lemme 1.1 nous allons
montrer la propriété de sections holomorphes dans la famille speciale
g .  Cette propriété s'appliquera à  la recherche sur les fonctions entierès
de deux variables dans le § suivant. Soit g  un domaine multivalent
étalé au-dessus du dicylindre (d, C )  où  d : izi < p  e t  C : IwI < op dans
l'espace (z, w) qui satisfait a trois conditions suivantes:

1°. g se considère com m e une variêté de Stein.

20 . P o u r  to u t z e d ,  la  f ib r e  g (z )  est analytiquem ent équivalente
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au cercle unité.

3 ° .  / I  y  a  u n  fe u ille t d e  g  q u i c o n tie n t u n e  p a rtie  u n iv a le n te

étalé au-dessus d'un voisinage de la droite w = 0  dans ( d, C).
O n  l'a p p e lle  d a n s  c e  m é m o ire  d e  ty p e  (H ) .  D é sig n o n s  p a r  U

le  fe u ille t  d e  g  m entionné  en  3° . S ans perd re  la  généra lité  dès
p ré se n t  o n  p e u t  su p p o se r  q u e  U  se  situe  justem ent au  d icy lindre
(d , 1w 1<l). Posons 0= u n (z1, w=0) et désignons par Oz le seul point
commun de 0  e t  9 ( z )  pour z e

Or soit 4 '  un sous-dom aine de 4 quelconque et 9 '= ( z ,  g ( z ) ) .
z e d '

C onsidé rons une  fonc tion  un ifo rm e: z  e  -- a ( z ) e  9 ( z )  t e l le  q u e  (z,

a ( z ) )  défin it un  ensem ble analytique dans D '.  E n  p o s a n t  a :  z--+a(z)

o ù  z e  d' on l'appelle une section holom orphe (dans D) définie sur A'.
D 'abord  on  m ontre  une  généra lisa tion  du  théorèm e concernan t des
fonctions holom orphes et bornées. S i l'on  pouvait avoir en  dom aine
g  de type  (H) une métrique strictement négative, on aurait immédiate-
m e n t le s  le m m e s su iv a n ts  2  e t 3  (v o ir  H. G rauert e t  H . Reckziegel;
M ath. Zeitschr. 89(1965) et encore S. Kobayashi; Hyperbolic manifolds
and  ho lom orph ic  mappings, M arcel D ekker Inc. New York (1970)).
M ais il nous sem ble  qu 'il est d iffic ile  de  voir si l'on  a  tou jours te lle
métrique en notre 9 .  Donc nous les montrerons directement:

Lemme 2. Supposons que 0  e s t  d e  ty p e  ( H ) .  S o i t  a :  z—,a(z)

u n e  se c tio n  h o lo m o rp h e  d é fin ie  su r le  ce rc le  p o in tillé  d *: 0 < lz k p .
A lo rs  il y  a  u n e  s e c tio n  h o lo m o rp h e  a: z—>â(z) d é fin ie  s u r to u t le
cercle d telle que  â ( z )= a ( z )  pour z e d*.

E n effet, posons 3 * = 3  — (0, 3(0)). N ous allons ic i un  dom aine
multiplié en nombre deux au-dessus de g *  dont les surfaces de ramifi-
cation consistent en la droite: 0— {(0, 00)} et la section a. On désigne
te l d o m a in e  p a r  g a * . D 'ap rès la  cond ition  2 ° , f f !  est uniquement
dé te rm iné . D e  p lus g râce  au  théo rèm e d 'O ka  f f !  est u n  e sp ace  d e
Stein, p a r c e  q u e  a  e s t  h o lo m o r p h e .  S o i t  e(a)=.(z e d*: a(z)= O zI.

A lo rs  il  e s t  is o lé  d a n s  4 *  e t  le  s o u s -d o m a in e  d e  f f *  se trouvant
audessus de  (d* — e(a), C )  e s t  u n e  v a r ié té  d e  S te in . P a r  2 ° , ff :(z )
pour z e L1*—e(a) est équivalente  à  u n  a n n e a u . O n  d é s ig n e  p a r  a(z)
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l'un des contours frontières idéals de .g*a (z )  e t  p a r  f l(z ) l'autre. Im -
m édiatem ent on peut prendre  {Œ (z), if_1(z)} d e  fa ç o n  q u e  le  p a r ta g e
{ J  (z, Œ(z)), ( z ,  fl(z))1 se soumette à  la configuration m en-

zez1.—e(a) zed .— e(a)
t io n n é e  d a n s  le  §  3 . O n  d o n c  c o n s id è re  le  m o d u le  h a rm o n iq u e
.1(z : a, fi) ( =.1.(z)) de D (z ) pour z  e -  e(a). E n  v e r tu  d u  le m m e  1 .1
A(z) y est positive surharm onique. O r pour z  fixé dans A  on considère
une fonction holomorphe f(z, w ) dans g (z )  telle que f(z, w ) transforme
biunivoquement 9 (z )  sur un cercle  dans le  p lan  W: I WI < R (z ) et que

f (z, O)=0 e t   (z, 0 ) = 1 .  Elle est dite la fonction d'uniformisationOw
d e  9 (z )  par rapport à  O .  D 'a p r è s  2 0 e t  3 (z )=  U(z)=1w1 <1 on a
+ oo > R(z)> 1 p o u r  t o u t  z e d .  Posons f(z , a (z ))=  A (z ) pour z  e  d*
- e (a ) .  C onsidérons la surface de R iem ann étalée au-dessus du plan
W  déterminée par .\/ W (W - A(z)) et désignons par ..P ,`(z ) sa  partie  qu i
se  tro u v e  a u -d e ssu s  d u  c e rc le  :  I  < R (z ) .  Evidemment t(z ) est
analytiquement équivalente à  f f : ( z ) .  M aintenant soit 0 < r < 1  e t  s o it
I(r)  le  sé g m e n t fe rm é  [0 , r ]  su r  l'a x e  ré e l d a n s  le  p la n  W . P o so n s
S(r)= {1W 1<1} -I(r). Les composantes frontières de S(r) consistent en
W I = 1  e t I(r) . D e  p lu s  so it g (r)  la  pa rtie  de  la  su rface  dé te rm inée

p a r  \/W (W -r) qui se trouve au-dessus du cercle unité : IW I <1. Les
com posantes de S (r ) consistent en deux contours : {i(z), /3(z)} qui se
trouvent au-dessus de I W I =  1 . Il est évident d 'après la  sym étrie  de
S (r )  que A(g(r): 3(z), P(z)) = 2 ),(S(r): I WI =1, I(r)). E n  a b ré g é  p o s o n s
A(r)=4S(r): IWI =1, I(r)). P u is q u e  ff t ( z )  est équivalente à  S (IA (z)II
R (z )), il s 'e n  s u i t  q u e  .1.(z) = 2A(1A(z)1/R(z)). D 'autre part A (r )  est
exactement exprimé par l'intégrale elliptique et le développement asymp-
to tique  de  A (r ) p o u r  r -> 0  o u  r ->1 est complètement étudié (voit par
exemple G. Hersch; Comm. Math. Helv. 29 (1955)):

dx 

A (r )-  —1 4
50 (1 _x2)(1_ (I _r2)x2)

dx 
10 V(1 -x2)(1 -r2x2)

(6) 2 4A (r),- log + 0 (r2 ) pour r 0
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it A(r)— 8 (1 + 0(1 — r)) pour r 1.

S o it  z o  e  e (a ) .  I l y  a  u n  p e t it  voisinage y  de  z 0  d an s  4 *  te l que  (y

— {zo}) n e (a)=0  e t  a(z) e U ( z )  p o u r  z e y — {z0 }. D 'a p rè s  le  p r in c ip e

de Dirichlet on y a /1.(z)> 2A( I a(z)1). P u is q u e  a ( z ) - 0  p o u r  l a

form ule (6) donne lim  A (z)= + co . P a r su ite  q u a n d  o n  p o se  .1.(z)= + oo
p o u r z e e(a), A(z) est positive surharm onique dans 4* • I l s 'e n  s u it  q u e

/1.(z) peut s 'é tendre  un iquem ent une fonction  su rharm on ique dans tou t

le domaine  4  et donc que .1(0)> O.

C as  o u  .1 (0 )=  +  co . S o it  L  u n  a rc  d e  Jo rd a n  co n te n u  d a n s  d *

qu i abou tit à  l'o r ig in e , m a is  d 'a ille u rs  q u e lco n q u e . D 'a p rè s  le  lem m e

d u  m é m o ire  p ré c é d e n t [5 ] , lo g R (z )  e s t  surharm onique d an s  4 .  L a

p ropos ition  é lém en ta ire  (vo ir K . O ka ; J .  S c i. H iro sh im a  U n iv .  7 (1937))

fo u rn it  q u e  firn log R (z)=  log R(0). I l  y  a  d o n c  u n e  s u i t e  { z „ }  d e
z EL

p o in t  s u r  L  te n d a n t  v e rs  0  te lle  q u 'o n  a it  l im  R (z )=R (0) et fim  /1(; )
=  +  Go. D 'après R (0)<  +  c o  o n  a  R (z„)< R (0)+1 p o u r  g r a n d  n  e t

A(z„)=2A0A(zOliR(z„))52A(124(z„)11R(0)+ 1). P a r  la  f o r m u le  ( 6 )  o n  a

li m A (z )=O . En app liquant le  théorèm e de Koebe on a
—■co

A(z 1 A ( z „ ) I  Ol <  a ( z )
—4 IA(z„)D2(1+41A(z„)1)2

pou r g rand  n. I l e n  v ie n t lirn  a(z )=O . Supposons m aintenant que la

section  a  ne  s 'é tend  ho lom orph iquem en t jam a is  à  l'o r ig in e , a  b i e n

dé fin it une  fon c tion  ho lom o rphe  e t un ifo rm e : w =a(z ) du  ce rc le  po in -

t i l lé  4 *  e n  le  p la n  w .  A lo r s  a(z ) do it avo ir la  s ingu la rité  e ssen tie lle

l'origine. D 'a p r è s  a ( z ) c c  p o u r  a u c u n  z e  d * , F . Iv e rs e n  [ 3 ]  nous

in t r o d u it  q u 'o n  p e u t  t r a c e r  u n  a r c  L  d e  Jo rd a n  c o n te n u  d a n s  4 *

aboutissant à  l'o r ig in e  d e  m a n iè re  q u e  lim  a(z)= cc. C 'e s t  e n  c o n t r a -
z e L

d ic tion  avec le  fa it p récéden t: lim  a( z ) =O . En  posan t a(0)=  0  on  sa it

que la section a sur zl* s'étend"frolomorphiquement  à  l'o rig ine.

C a s  o u  0 < .1.(0)< + co. P o u r  i =  1 , 2  so it 0  <  Iw il < 1  e t vv, w 2

e t  s o it  O i la  d ro ite  d a n s  U  qu i se  trouve  au -dessus de  W  = W i. Pa r le

m êm e  p ro cédé  qu 'on  a  con s tru it  e n  u t i l i s a n t  a  e t  0 ,  on  p eu t

4 log 1—r
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construire en  u tilisan t a  e t Oi. D e m êm e que f f :(z ), f (z , w )
e t  R (z ) on considère f f t,(z ), f i ( z ,  w )  e t  R i(z ) respectivement. Par
l 'a rg u m e n t q u 'o n  a  fa it  a u  c a s  o ù  2(0)= + cc, A i(z ) est une fonction
positive surharmonique dans tou t le  dom aine  A .  O n  p e u t  su p p o se r
que 0< Ai(0)< + co p o u r  i = 1, 2. L a  fib re  g ( z )  est transform ée en le
cercle I WI < R (z ) o u  I W < R i(z ) par la fonction d'uniformisation f (z , w)
ou  f i(z , w) par rapport à . O z  e t  Oiz (=Oi n g ( z ) )  respectivement. Con-
sidérons dans I WI < R (z ) l'ensem ble des points W te l q u e  2A(I WI/R(0))
= 2(0). Il est év idem m ent un  cerc le  avec  cen tre  de  l'o rig ine  qu 'on
d é s ig n e  p a r  C:1W 1=n(> 0). D e  m ê m e  p o u r  i = 1, 2 considérons
l'ensem ble: 2A (I Wil/R,(0))= M O )  q u 'o n  d é s ig n e  p a r  Ci: I N  =ni(> 0).
S oit L  un arc  de  Jordan  quelconque dans 4 *  aboutissant à  l'origine.
L a  p roposition  é lém en ta ire  su r le s  fonc tions surharmoniques donne
q u e  lim {log [R(z) R 1(z) R 2(z)] + 2(z) + 21(z) + 22(z)} = log [R(0) R 1(0)R2(0)]

z cL
+ 2(0)+ 21(0)+ 22(0). I l s 'e n  su it  q u 'il y  a  u n e  su ite  {z „ } de point sur
L  tendant vers 0 pour n->C0 telle que lim R (z )= R (0), lirn Ri(z„)=Ri(0),

n 11 — P00

liM /1.(Z„)= A (0) e t  lim Ai(z„)= .11(0). P osons K  -=f- ' (0, C) e t  K i=f - '(0 ,
n-00
Ci) sur 9 ( 0 ) .  P uisque  la  transform ation  : I Wil <Ri(0)-- WI < R(0)
déterm iné par fi(0, 14'Ç)=f(0, W) est linéa ire , on  sa it que  tro is cerc les
{C, f(0, f  '(0, CO), f (0, (0, C2))1 s u r  I WI <R(0) o u  {K, Kl, K2}
s u r  9(0) s'intersectent au plus à  un  po in t, ca r s i nécessa ire  il su ffit
de  m ouvoir wi u n  p e u .  O r  s o i t  V  un voisinage de K  d a n s  g  quel-
c o n q u e . A lo rs  o n  v e u x  m o n tre r  q u e  (z„, a(z„)) e s t  c o n te n u  d a n s  V
pour assez grand n.

En effet, puisque g  est une  varié té  de  S te in , il y  a  une  fonction
plurisousharmonique cp(z, w) analytique au sens réel dans g  telle que,
si l 'o n  p o s e  g , :  y o(z , w )<q, o n  a  9 q 9  e t  lirn 9,7= 9. P o u r  z

vo isin  de  l'o rig ine : Izi < p o  e t  p o u r  g ra n d  q  te l que  O z e 9,7(z), soit
f„(z , w ) la  fonction d 'uniform isation de la fibre  9 q ( Z )  par rapport
Oz: g „(z)->I WI <R q (z ) . A lors il n 'est pas difficile de vérifier que R„(z)
est continue dans IzI < p o .  Considérons une suite {R„(z„)}„_ de la
fonction  défin ie  seu lem ent dans l'ensem ble  {z„}„= ,,2 ..... o ù  z  = O.
Puisque R ( z )  y  e s t  c o n tin u e  e t  {R„(z)}  tend  en  c ro issan t ve rs R(z),
le théorèm e de Dini donne que R/(z„)--,R(z„) pour q -  Go uniformément
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d a n s  {z„}„,_ 1,2, o,. O n  p e u t tro u v e r  N o  te l q u e  2R(0)> R(z„)> R(0)/2

pour n ._No et 2(z„)>2(0)/2. D'après (6) on a  eo >0 tel que 24(1 28° )R(0)
<2(0)12. S upposons qu 'on  ex tra ie  une  su ite  {z „ , }  d e  { z „ }  telle que
f (z„,, a(z„,))1>R(z)- Bo. A lo rs  o n  a  u n e  c o n tra d ic t io n  s u iv a n te :

p o u r  nk>N0, 2(0)/2<2(z„,) = 24(1f(z„,, a(z„311R(z„,,))< 24(1 - 8 °
R

)
(z„k)

< 2 4 (1 -   2 8 ° )< 2 (0 )1 2 . P a r  s u i t e  i l  y  a  N ,  t e l  q u e  If(z„, a(z„))IR(0)
R(z„)- co pour tout n  N 1 . Maintenant soit

co u rb e  fe rm ée  d e  Jo rd an  d an s  le  ce rc le  u n ité  W I < I te lle  que  l'in -
té rieur [ C ]  lim ité  p a r  C  con tienne  l'o rig ine  e t ne  con tienne  pas le
po in t Wo, mais d'ailleurs quelconque. Considérons la fonction d'unifor-
m isation de [C ]  par rapport  à  l'o rig ine : fc (W ): [C ]-d W 'I< R c . Alors
d 'a p rè s  la  p ro p r ié té  d e  fo n c tio n s  c o n fo rm e s  (v o ir  p a r  e x e m p le  R.
Nevanlinna; Eindeutige analytische Functionen, 2 e  ed. (1953) Chap. IV)
o n  a  RcSp(I Wo D < 1  o ù  p(111701) ne  dépend  pas en  p renan t C .  On en
trouve a*>0 tel que pour grand n: N2 ( N ,) o n  a  R (z„ )p (1   )R(z„)
<(R(0)+ e*)p(1 -  8°

2R(0) )< R(0)- e* < R(z„)-e*/2. D 'après Rq(z„)-)R(z„)

p o u r  (1-> oo uniformément dans {z , }1 1 2 ..... il y  a  g o  tel q u e
R (z )p (1 -  R (8°) )<  R go (zn •) 11 s'en suit quez„ 

(7) f(z ., 9,0(z„))D 114/1< R(z„)- pour N2.

E n  p a r tic u lie r  o n  a  9 o (z„ )3  a (z„ ) p o u r  n  N 2 .  P a r  s u ite , s i  l 'o n
suppose que {(z„, a(z„))} ne soit pas contenue dans V pour assez grand
n, alors on peut extraire  une suite  {z„k} d e  {z „ } te lle  que {(z„,, a(z„,))}
tende  vers un  po in t (0, w0) su r  (0, 2q,(0)- V(0)) o ù  g1> g o .  Ecrivons
[K ]  le  sous-dom aine de 2 (0 ) lim ité  p a r  la  co u rb e  K .  D 'abord sup-
posons que wo e [K ] -  V (0 ). A lo r s  i l  y  a  g ' te l  q u e  If00, wo/l<r/'<tl.
Soit donné e '> 0 .  D 'après (6) o n  a  > 0  te l q u e  A(gAR(0)-6))> A(g' I
R(0))- s'12. P our assez  grand  g ,  on  a  d 'ap rès  (7), 2,,(0) f-1(0, I WI
< R (0 )-6 ).  Grâce à T .  Nishino [II, p . 225] on peut former une rétrac-
tion analytique irgi(z, w) d'un sous-domaine de g (z ) en un sous-domaine
d e  2 (0 ) contenant 2q,(0) telle que nqi(z, O z)-(0 , 00) o ù  z  est suffisam-
m e n t v o is in  d e  l 'o r ig in e :  IzI < p i ( < P 0 ). Puisque (z„,, a(z„,))->(0, wo)

I Wol <1 e t  s o i t  C  une
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dans 2  pour k—>oo, on a I f(0, irg,(zno a(zn))1 < r i '  pour grand k : k _N 3
(> N 2). Il s ' e n  s u i t  q u e  2 AO R(0)) + e' = 40) + e' > ),(z„,) _2A(1 f (0,
rc,i(zuk, a(z„1))11(R(0)-6))>2.4077(R(0)— 3))> 1 R ( 0 ) ) —  e '.  En faisant e'
— 03 on  a  A(171R(0)).A(17'1R(0)), qu i e st en  con trad ic tion  avec  ri >17'.
Ensuite supposons que wo E 2(0)—  [K] —  V(0). Le lemme de Schwarz
nous donne  que  fq(z, w)11Rq(z)—*If(z, w)/R(z) en croissant pour q  co.
Il n 'e st pas d iffic ile  de  vo ir  que  pou r q (> go) fixé  ifq(z, w)j/Rq(z) est
continue par rapport  à  z  e t w  dans  q. P a r  s u ite  {Ifq(z„,, a(z„,))Il
Rn(z nk)} converge vers un nombre positif pour k  o o  .  De plus, puisque
/1(z„,‘)-0.(0) pour k—> c o , o n  a  p a r  la  f o r m u le  ( 6 )  l im  f (z  a(z„))1/

k—,co -
R (z „,)=q1R (0). Le théorème de Dini encore fournit que I fq(zn„, a(z,,„))1/
.12,(znk)Hf(z„,, a(z„,))11R(z„,) pour q—>oo uniformément dans {Z„k}

D 'après (6) on a quel que soit e" >  0  il y  a  q 2  te l q u e  2/1(i11R(0))—e"=
),(0)—e"<4z„k)—e"12----2A(If(z„n, a(z„))11R(z„„))—e"12<2A(142(zuk, a(z.))1/
Ro2(z„))—e"/3 —.1(ff,u(z„k))—e"/3 2A(1 f (0, nq,(z„k, a(z„k))11R(0))— c"/4 p o u r
assez grand k. E n  fa isan t k— > oo  e t ensu ite  e"— > 0 on  a  A(n1R(0))
A(If (0, w0)I/R(0)), qui est en contradiction avec wo e 2(0)— [K]—  V(0).
Par conséquent on a (z„, a(z„)) E V pour assez grand n.

En posant Vi un voisinage quelconque de K i dans 2 ,  par le même
procédé  qu 'on  v ien t de  fa ire  on  sa it que  (z„, a(z„))eV i pour g rand  n.
A utrem ent dit étant donné V, V1 e t  V2 à  p r io r i ,  i l  y  a  N  te l que  (zn,
a(z„))e V  n v1n V 2  pour N .  P a r  s u ite  t ro is  c o u rb e s  {K, K1, K2}
sur 2(0) s'intersectent au m oins  à  u n  p o in t .  I l  s 'e n  s u i t  q u e  KnK,
n K 2  consiste en un seul point (0, wo) sur  9 (0) e t q u e  lim  a(z )=w 0.

n - .0 0

Evidemment wo est déterminé indépendamment d'un arc L ou d'une suite
{z„} . P a r su ite  de  m êm e que  .1 (0 )=  +  co  le  théo rèm e  de  F . Iversen
fou rn it que , s i l'on  pose  a (0 ) =  w o , a lo rs  la  sec tion  : z G a(z )  est
holomorphe même à  l'origine. C. Q. F. D

En m odifiant un peu la dém onstration m entionnée ci-dessus nous
avons aisément le

Lemme 2'. Supposons que  9  so it de  ty pe  (H ). S o it a: z — >a(z )
une section holom orphe déf inie sur un dom aine  A — e où  e  est un  en-
sem ble  f erm é de  capacité  logarithm ique nulle  dans le  p lan  z . A lors
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a  s 'é tend  à  la  section  ho lom orphe sur tou t le  dom aine  A .

M aintenant on  m ontrera  une généra lisa tion  du  théorèm e re la tif
à. familles normales des fonctions holomorphes et bornées (P. Montel).
S o it  g  un  dom aine  multivalent éta lé  au-dessus de  (A , C): 9 =  ( z ,

zce
9 ( z ) ) .  Soit {a, : z-4a,(z)), u n e  fa m ille  d e  se c tio n s  d é f in ie s  su r  A.
O n  d it  q u 'e l le  e s t  n o rm a le  si e lle  sa tisfa it à  la  condition suivante :
S o it {a„}  une  su ite  de  {a ,}  que lconque . A lors on  peu t ex tra ire  une
suite  {a„ ,}  de  {a„} te lle  que  ou  b ien  il ex is te  une  sec tion  su r d , n: z
-).a(z) te lle  que (z , ank(z)) - *(z , a(z)) dans g  p o u r  k -*oo  uniformément
dans tou t A' (C A ) o u  b ie n  p o u r  to u t E (C g )  e t  to u t  d ' (C d )  il y  a
N o  dépandan t de  E  e t  d e  A ' t e l  q u e  (z, a(z„,,)) ,E  p o u r  k  N o  et
z E  .

L em m e 3 . S u p p o s o n s  q u e  g  s o i t  u n  d o m a in e  d e  t y p e  (H).
A lo rs  la  fa m ille  con s is ta n t e n  to u te s  le s  sec tio ns  h o lo m o rph e s  d é fin ie s

sur A  est norm ale.

Il su ff it d e  v o ir  q u 'e lle  e s t n o rm a le  à  l'origine : z =  O . Soit d ' :
Izi <p' ( < p) et so it {au}  une su ite  de  sections de  ce tte  fam ille  quel-
conque . P ou r n  fixé, par le même méthode que celle dans la démons-
tra tion  du  lem m e 2  on  considère  le  dom aine  ff„  multivalent en deux
étalé au-dessus de g  dont les surfaces de ram ification sont 0  et a„
et le  m odule harm onique ) . „ ( z )  d e  la  f ib re  ff„(z) pour z e d. D'après
le lem m e 1.1 .1,(z) est alors une fonction positive surharmonique dans
A. O n  p r e n d  z o  d a n s  d - A' e t  t r a ç o n s  d a n s  A —  un petit cercle
K , avec centre zo. C onsidérons l'in tégrale de Poisson  u ( z )  d e  An(z)

dans K o qui y  est positive  harm onique. Il s 'en  suit qu 'on extrait une
su ite  { u„,(z )}  d e  { un(z)}  telle que {u„k(z)} converge uniformément
l'in térieur com plet de  K o. E n abrégé on désigne  à  n o u v e a u  {u„k(z)}
par {u„(z)} et lim u„(z)= u(z) pour z  e Ko.

H -.0
C a s  o ù  u (z )  O. C onsidérons la  fonction harm onique  v ( z )  dans

A - K o  te l q u e  u„( )=.1„(0 sur A  u O K0. O n ex tra it une  su ite  {v„,(z)}
de {v„(z)}  qui converge  vers une  fonction  v(z) un iform ém ent dans
l'intérieur com plet de d - K .  Comme u(z)> 0  o n  a  v(z)> 0  p o u r  z e A
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— K o. S i l'o n  p o se  m in  v(z)— mo>0, il y  a  N o  t e l  q u e  /1„(Z) 1,„(Z)
zed '

>m0/2 p o u r  z e d '  e t  n  N o .  Soit z1  E  ' quelconque. Considérons
la  fo n c tio n  d 'u n ifo rm isa tio n  p a r rap p o rt à . l 'o r ig in e  f(z 1, w): 2r(z1)
— +IW I<R(zi). Comme R (z ,)< + oo e t  2.„(z1)> mo/2, o n  a  f ( z , ,  a„(z1))1
<r(z 1)<R (z 1) où r ( z )  n e  d é p e n d  p a s  d e  n (. 1■10), d 'o ù  {a„(z,)} c

g ( z , ) .  Autrement dit à  c h a q u e  p o in t  z  d e  21',
{ ap(z )} ,>„ est con tenu  dans l'in té rieu r com ple t de  9 ( z ) .  Supposons
maintenant que {an} ne soit pas normale au point z = 0 .  S oit p= 1, 2,...
e t  s o it  r e (1/p+ 1, 1/p]. A lors d 'après ce  qui est mentinonné ci-dessus
les fonctions holom orphes {a „ (z )} ne sont pas bornées uniform ém ent
su r  1z1= r .  I l y  a  d o n c  Cr E {12.1= 0  e t  n(r) N o) te ls que  la„(r)( 01> p.
O n  e n  tro u v e  u n e  fa m ille  d 'a rc  HI,-k , k =  ,2,... dans s a t i s f a i s a n t  a u x
conditions: ( i )  P our k  fixé, inf{izi: z e /,} >0 e t  {/ ,} tend vers l'origine.
(ii) L'ensemble /k est ferm é dans if — {0} e t q u e l q u e  so it  0 <r<p '

k=
le cercle zI =  r  s'intersecte to u jo u rs  au  m o in s  u n  a rc  /„(r). ( i i i )  Quel-
q u e  so it la  su ite  fzkl te lle  que zk e i k  il y  a i t  (n(k )}  te lle  que  a„(k)(zk)
—>oo pour k—>co. Puisque log R (z ) est surharmonique dans A ,  la condi-
tion  (ii) et le  théorèm e de  distortion (voir par exem ple R . Nevanlinna,

c ité  p lus hau t) donne  qu 'il ex iste  une  su ite  {zp l d a n s  \ J  l k  telle que
k= 1

Z , - - 4 0  e t  R(z p)— R(0) p o u r p— Go. S o it [K ] le  sous-dom aine de 9(0)
q u i e s t lim ité  p a r  la  c o u rb e  K  s u r  9 (0 ) dé te rm iné  par 2A({f(0, w)1/

R(0))= m0/2 e t  s o i t  V  tel q u e  [K ] V  9 .  P u isq u e  k m  R(zp)= R(0)
p ,c o

e t  An(zp) rno/2 p o u r  n iNlo, le même procédé qui conduit l'expression
(7 ) fo u rn it  q u 'il y  a  P o  te l q u e  (zp, an(zp))E V  pour P o  et No.

P a r  s u ite  o n  t ro u v e  M  t e l  q u e  la„(zp)1<M p o u r  p._.130 e t  n No.
Ceci est en contradiction avec (iii). D o n c  au  ca s  o ù  u(z)x 0, on peut
ex tra ire  une  su ite  {u n k }  d e  {an} qui converge vers une section holo-
morphe définie sur A  uniformément à  l'intérieur complet de A.

C a s  o ù  u(z)-_ - 0 .  A lo r s  i l  y  a  u n e  s u i te  {u„,(zo)} te lle  q u e  0<
u„k(zo)< 1/2". A nouveau posons n k = n . Considérons la fonction 1, (z)

dans A  qui est =,1.„(z) pou r z e 4—K, e t e s t  =u „(z ) pour z e Ko. Elle
est positive surharmonique dans A .  Par suite s(z)= 12'(z) s'exprime
u n e  te lle  fo n c tio n  d a n s  .il qui est oo. Si l ' o n  p o s e  e= {z e
s(z )= +co }, a lo rs la  capac ité  logarithm ique  dans le  p lan  z  d e  e  est
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n u lle  e t  d e  p lu s  lim  A (z )= 0  p o u r  z  z 1 — e .  Supposons maintenant
co

que {a„}  ne converge pas vers la  frontière idéale de g  uniformément

dans d ', c'est-à-dire il y a un ensem ble E* C  g  et une suite {nk} tels

que Z,,kELI et ( z , an k (z „,) )0 E * . En abrégé posons n k=  n  à nouveau.
Sans perdre la généralité on peut supposer que (z„, an(z„))--*(0, 0 ) p o u r

n- 'cc. I l  y  a  N  te l que  < p '/2  e t  la „ (z „ )1  <  1  /2  p o u r  E n
posant a ( z ) = w , ,  on a  le  développem ent su ivant au  voisinage de  z„:
a„(z)=w„+a„,k(z— z„)k+ a„,k+ i(z —z„)k+1 + • • • o ù  k  1. C onstru isons en-
core le domaine  9 , ,  multivalent en  deux  é ta lé  au -dessus de  g  dont
les surfaces de ram ification sont la droite 0„: w  = w„ et la section an,
et soit A (z) le m odule harm onique de la fibre 'gn(z). Puisque lw„I < 1/2

on a dans un petit voisinage de zk

214z) 2A(21a„(z)—

= 2A(12an,az — zn)k + • • • D •

D'après la formule (6) il vient

4log
12a

+ 0 ( 1 z  — z„ 2)Tt „,k(Z z„)» ••*1

— log + 0 (1  — z „ )•
TC

I
Formons la fonction sn(z) 4

21z—zn
4,(z)—  1   log P  dans 0< lz — z„I <p'/2.n

Elle y est surharm onique et de plus on a lim s„(z)= lim{k I  log 1
n---. rT—■—cro TE I Z —  Z„1

+  0(1Z —Zn1)} > — co. P a r  s u ite  s„(z) s'étend a une fonction surharmonique

dans lz—z„l< p'12. Puisque s„(z ). 0 sur — zni= p' /2 , o n  a  s„(z)_ 0 ou

log I f  
TC 21Z— Zn1

dans lz — zni <P72 pour tout n  N .  Prenons z* dans {0 < Izi <p'13}— e.
1 Alors lim A„(z*)— lim {log  21 >  1   log (3/2). D 'a u t r e  p a r t

n—■co TE n—000 Z *  
P

—  Zn 1 } TE

par le  théo rèm e de  K oebe  on  a  im m édia tem en t lim A„(z*)=1im 4(z*)
,x)

=0, c a r  z *  e .  Nous sommes arrivés  à  une  con trad ic tion . D onc  au
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c a s  o ù  ii(z)-a 0, {an} converge vers l'infini uniformément dans l'intérieur
complet de A.C .  Q. F. D.

R em arque. Supposons que la fam ille g  = tJ  ( z ,  9 ( z ) )  satisfasse
z.4

1° e t  3 '  mentionnées au début du  §4  e t  a u  l ie u  d e  2 '  à la condition
2 * :  Pour tout z e d  la  fibre  9 ( z )  est analytiquement de type hyperboli-
que, c 'est-à-dire, on peut  former une fonction non-constante positive
surharmonique dans 9 ( z ) .  Alors le lemme 2  n'est plus vrai en général.

V oic i un  exem ple : S o it (z , < w -1 1 < 2 ) . est alors
Izii<1 2

u n e  v a r ié té  d e  S te in  e t  to u te  f ib re  e s t  topologiquem ent équivalente
à un anneau et est analytiquem ent de type hyperbolique. Considérons
la  d r o i te  tv = z I. E lle  défin it évidem m ent une section holom orphe
dans g  sur 0 < <  1 .  Mais elle ne peut pas s'étendre  à  l'origine: z = O.

5. Fonctions entières. Soit f (x , y )  une fonction entière de l'espace
(x , y )  e t  s o it  e f  l'ensemble de tous les points z  dans le plan z  tels qu'il
existe  au m oins une surface prem ière irrégulière de f  avec valeur z
(pour définition de surface première irrégulière voir l'introduction de T.
N ishino [ I ] ) .  D 'après la rem arque dans le  § 4  du m ém oire précédent
[ 5 ]  o n  a  m o n tré  q u e , s i j (x , e ( P ) ,  alors la capacité logarithmique
de l'ensemble e f  est nu lle . E n  appliquant le  lem m e 2 '  de ce mémoire
on  va  donner une  p rop rié té  de  la  fonc tion  spéc ia le  appartenan t
(E)— (P).

Théorème 1. Supposons que f  soit une fonction entière de l'espace
(x , y )  t e l le  q u e  to u te  s u rf ac e  p re m iè re  d e  f  est analy tiquem ent
équiv alen te  au  cercle  unité . A lors ou  b ien  l'ensem ble  e f  déf ini plus
hau t est v ide  ou  b ien  la capac ité  logarithm ique  dans le  p lan  z  n'est
pas nulle.

E n  e ffe t, p u isq u e  to u te  su rfa c e  p re m iè re  d e  f  est simplement
connexe, par le m êm e raisonnem ent dans T. N ish in o  [II, § 9 ]  on sait
que toute surface première de f  est d 'ordre u n  et non-singulière comme
surface analytique dans l'espace (x, y )  et que deux surfaces premières
différentes quelconques ne s'intersectent p as. S u p p o so n s q u e  e f  non-
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vide et que la capacité de e f e s t n u lle . 11 existe deux surfaces premières

So e t  SO de f  telles que S'o soit conjuguée de S o . En abrégé f ( x ,  y)=0

su r  So et S'o. F o rm o n s  le s  tu b e s  n o rm a u x  E r e t  Er. au tou r de  So

e t  S O  a u x  p o in ts  o rd in a ire s  p o  e t  p O  respectivem ent. Posons T *:

I zl < p  e t  F '* :  I zi < p '  e t  s o it  s a n s  p e rd re  la  g é n é ra lité  p  = p '.  On
désigne par Sz la surface première de f  avec valeur z  qui est contenue
d an s E r e t  p a r  e *  l'ensem ble de tous les points z  d e  F *  te ls  que  Sz

d a n s  E r  n'intersecte p a s  a v e c  la  d ro ite  a n a ly tiq u e  F'. Evidemment

0 e e *  e f .  C o m m e d 'h ab itu d e  le d o m a in e  g = (z , S z ) p e u t s e
zcr*

re g a rd e r c o m m e  u n  d e s  d o m a in e s  d e  ty p e  (H )  (v o ir  T . Nishino

p. 256]). D 'au tre  p a rt la  d ro ite  F '  détermine une section holomorphe
défin ie  su r r*  — e* et cette  section holom orphe n 'est jam ais étendue

a u c u n  p o in t  d e  e * .  C eci est en  con trad ic tion  avec  le  lem m e 2',
parce que la capacité logarithmique de e * est nulle. C. Q. F. D.

Par le  théorèm e 1 d e  [5 ] on  sa it que  la  p rop rié té  un ifo rm e  des
su rfaces constan tes d 'une  fonc tion  en tiè re  de  deux  variab les. P our
con tinue r ce t é tude  on  m on tre  un  lem m e su ivan t. P ou r ce la  on  va
encore mettre le lemme 1 en usage.

Lemme 4. S o it  g =  J  (z , g ( z ) )  u n e  v a r ié té  d e  S te in  e t  s o i t
zE4

eg l'e n se m b le  d e s  p o in ts  z  d e  d  te l  q u e  le  g e n r e  d e  g ( z )  e s t f in i

g .  S u p p o s o n s  q u e  to u te  g ( z )  s o it  d e  ty p e  p a ra b o liq u e  e t  q u e  la

c a p a c ité  lo g a r ith m iq u e  d e  eg d a n s  le  p la n  z  n e  s o it p a s  n u lle . A lo rs

p o u r  to u t  z e d  s a u f u n  e n s e m b le  fe rm é  d e  la  c a p a c ité  lo g a rith m iq u e

n u lle ,  le  g e n re  d e  g ( z )  e s t le  m ê m e  n o m b re  g  e t le  g e n re  d e  g (z )
exceptionnelle quelconque est moins de g.

E n  e ffe t, on  trouve  zo d e  eg te l que quel que soit le  voisinage V
d e  z o  la capacité logarithmique de l'ensemble V n e ,  soit positive. Par
l'hypo thèse  on  trace  su r  9 (z 0 )  2 g  cycles fil1(z0), Bi(z0)}?,_ , comme
d 'h a b i tu d e .  I l  y  a  d o  t e l  q u e  zo e t le  e t  q u e , q u e l q u e  s o it  zedo
o n  t r a c e  s u r  g ( z )  u n  sy s tè m e  d e  2 g  cycles tA i(z ), B i(z )ly ,.1  qu'on
meut continuellement B1(z0)} dans g .  Supposons maintenant
qu 'il ex is te  au  m o ins z* e d o  te l q u e  le  g e n re  d e  9 (z 9 )  soit g + I.
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Alors on trace sur g (z * ) deux cycles {A g, ,(z*), 1384.1(z*)} te l que  9(z*)
8+1

— j  {A i(z*), Bi(z*)}  connexe et le nom bre d'intersection A,(z*)x Bi(z*)
i=

= (5u, A1(z) x Ai(z*)= Bi(z*)><B;(z*)= 0  p o u r  1 Evidem-
m e n t  i l  y  a  d *  te l q u e  z* e d *  d o  e t  q u e , q u e l q u e  s o it  z e d *  on
p e u t tra c e r  su r  g ( z )  deux cycles {A8+ 1 (z), B9 1 (z)}  q u 'o n  m e u t c o n -
tinuellement à  {A 8 +  1 (z*), B 8 ±  (z* )}.  D é s ig n o n s  p a r  K  la  p a r t ie  d e
U  se  trouvant au-dessus de (A , I wl < 1/2). P our assez  g rand  R  o n  a
g R J  (Z , U(Z )). P o u r  z e d o  o n  p o se  9 l( z ) =3 ( z ) — K ( z ) .  Comme

zedo

a(z), I3(z) e t  y (z ) d u  § 3 soient O K (z ) , 9 ,( z )  e t  4) respectivement et
considérons le module harmonique ,1R(z) d e  gli(z). D'après l'hypothèse
q u e  g ( z )  e s t d e  ty p e  p a ra b o liq u e , o n  a  lim 2,(z)=  + o  en croissant.

R—.zo
S o it M  un nom bre donné arbitrairem ent. Puisque )IR(z) est continue
dans do, il y  a  R o tel que  1 R (z )  M  pour z e d ,  e t  R  Ro et que DR(z)

8+1
{ A ;(z), B i(z)}  p o u r  z e d * .  C onsidérons l'ensem ble de z  d e  d o

i=1
t e l  q u e  9 R (z )  a it au  m oins un  po in t s ingu lie r com m e une  su rface
analy tique  dans g .  Il c o n s is te  e n  n o m b re  f in i d e s  p o in ts  {z1}791).
S o it  / u n  a r c  d a n s  do— eg— fzilte  p a r ta n t  d e  z *  et aboutissant
u n  p o in t d e  eg qui n'est pas nécessairement de Jordan, mais d'ailleurs
quelconque. A lors considérons l'ensem ble L  des sous-a rcs  l' d e  /
te ls  q u e  l' p a rte  d e  z *  e t  q u e  p o u r  to u t  z e l' on puisse trouver sur
g ( z )  deux cycles {A g+,(z), Bg.,i(z)}  qui se m eut continuellem ent dans
9R  avec z e l' m ais que pour le  point term inus z ' d e  l' on ne puisse
p a s  t ro u v e r  u n  d e s  pareills {A 8+  1 (z '), B 8  1 (z ')}  s u r  9R(z). Evidem-
ment A 8  1 (z )  e t  B8+ 1(z) p o u r  z e l' sont uniquement déterminés ex-
cepté la relation homologue sur g ( z ) .  Il s'en suit que l'arc suprem um
d an s L  est déterminé qu'on désigne  à  n o u v e a u  p a r  1'. D'après l'hy-
p o th è se  o n  a  l' e L .  Par exemple soit  A9+ 1(z') q u i n e  p e u t  p a s  ê tre
tro u v é  su r  9 R ( z ') .  M ais  o n  eu t a isém en t tro u v e r u n  cy c le  A g...,(e)
d a n s  [C190 ( z )  ayan t le  m êm e carac tè re  m entionné  c i-dessus. E n
u n  m o t  A g+,(z ) s'étend à  la  f r o n t iè r e  d e  9R (z') le  lo n g  d e  P. Or
s o i t  z e l' e t co n sid é ro n s  l'en sem b le  d e  to u te s  le s  p a ire s  (w , t) où

E  9 R ( z )  et e s t  u n  a rc  su r  9R (z ) partant de l'origine O z  et finissant
w . Introduisons dans cet ensemble la relation équivalente telle que

(w, (w', Tl si e t seulem ent si w= w' e t  1 x x A9.,.1(z) mod 2
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e t c la sso n s  ce t en sem b le  p a r  —  : { (w , T ))/ . C 'e s t b ie n  d é fin i e t la
topologie  de  .9 (z )  y est naturellement introduite.  I l  e s t  u n e  s u r f a c e
de R iem ann multivalent en  deux éta lée  au-dessus de g R(z) qu'on dé-

s ig n e  p a r  ff R (Z , '4 g+ 1 ,  /'). E c r iv o n s  R 1 ( z )  e t  g 2 ( z )  ses deux parties
qui se trouvent au-dessus de K (z )  dans 9 R ( z ) .  Considérons l'ensemble

d e  (z , de t J  {  ( z ,  1 ' ) ) } .  C om m e d 'habitude ce n 'est
z e l '

pas difficile d'introduire la topologie canoniquement dans cet ensemble
{(z, (v o ir  T . N ish in o  [1 1 1 ]) . O n  a  a in s i  u n  d o m a in e  .gR,Ag +,

multivalent étalé au-dessus de (do— e9— {zk}re_Ri) , C) dans l'espace ( z , w)

u n e  v a r ié té  d e  S te in . (ii) S i  l 'o n  p o s e  _e—  R,A 9+1— R ,A 9+1(2)),

qui satisfait aux conditions suivantes: se regarde comme

Ee3
a lo rs  3  e s t u n  d o m a in e  multivalent en nom bre infini étalé au-dessus
de do —eg—{zk}e_Ri) e t  la  f ib r e  .. „ ,A g i(2) e s t  é g a le  à  u n e  c e r ta in e

i 1 9 , , , 1 ') .  P o u r  i = 1 ,  2  on  év idem m en t trouve  une  pa rtie
= R 1(2)) qu i e st ju stem en t un iva len t é ta lé  au -dessus de  (3,

2.3 2< 1 / 2 ) .  E n  p o sa n t fft,A9+ =  R,A9+,
[ k - , u  g - ] il e s t  e n c o re  u n e

variété de Stein. Q u e l q u e  so it  2- e 3, com m e oc(2), f i ( )  e t  y ( I )  du
§ 3  soient 01Z ,(2), 01(2(2) e t  0 .e R ,A , ,M  et en considérons le m odule
harmonique AR,A,, ,,(2). En vertu du lem m e 1.1 il est une fonction posi-
tive surharmonique dans 3. D e m êm e en utilisant 8 9 ,1 ( z )  on construit
le dom aine f f t , „ ,  et form e la  fonction AR,Bo ,(2) dans le  m êm e do-
m aine 3  qu i y  e st positive  surharm onique . Soit m aintenant l' un arc
quelconque dans 3  tendant vers le point frontière 2 '  d e  3  qui se situe
à  u n  p o in t  z '  contenu  en tièrem ent dans d , — eg — fzkle_Ri). Alors un
des cycles {A 9 , 1(2), 139,1(2)}  s'étend à la frontière de  R ( f ) :  soit par
exemple A 9 +,( 2 ) .  S o it L  un arc quelconque dans C l [ R(z', A 9+1, 1')]

p a rtan t d 'u n  p o in t fro n tiè re  d e  1Z1(z) e t a b o u tissa n t à  u n  p o in t d e
IZ2(z'). A lors L  d o it  p a s s e r  to u jo u r s  p a r  u n  p o in t  d e  0 2 R ( f ) .  Il
s 'en  su it d 'ap rès  le  p rinc ipe  de  D irich le t que  A R(z')_ M,

d 'où  lim A R ,A , ,,(Z ) M . P ar su ite  on  a
Eel'

l i n 1 { 4 , A , , ( 2 ) + 4 , 1 1 , , i ( 2 ) }  M.

Considérons la mesure harmonique w (z )  dans do — ea qui est = 1  quasi-
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p a rto u t su r  eg e t  = 0  sur 0 r10. D 'ap rès l'h ypo thèse  w(z)>0 d an s  A0

co(2) est év idem m ent une  fonction  harm onique  e t un ifo rm e
d a n s  3 . F o rm o n s  la  fo n c t io n  d a n s sm(2)•—4, A „  ,  ,(2)+ 4 ,1 3 9 +  ,(2 )—

M w ( 2 )  q u i e s t  surharm onique et est— M  d a n s  3 . Par le raisonne-
m e n t q u 'o n  v ie n t  d e  fa ire  o n  a  lim sm(2")_. 0 o ù  l' est un  arc  que l-
conque dans 3 tendant vers un point frontière  de 3  qui ne se trouve
p a s  s u r  {zk}e_Ri). Il s 'e n  s u i t  q u e  s m (2 ) . 0  d a n s  3 . En particulier
posons z =  z *  ( le  p o in t  in it ia l)  o n  a  /1.,,A0*,(z*) + MaKz*).
D 'abord faisons R  ten d re  v e rs  +  o o  e t en su ite  M  ten d re  v e rs  + co.
O n  a  5t,,,, ( z * ) +  A B ,( z * )  +  o o , p a r c e  q u e  ,1R,A9 i ( Z * )  /1./r, A g  i ( Z * )

pour e t  lim  A 
g  -

, ( 2 * ) =  A g +  i ( Z * )  e t  q u e  ).B, ( z * )  l'est aussi.
R—■co 

D 'au tre  p a rt, p a r  n o tre  su p p o sitio n  il e s t év id en t q u e A g + 1 ( Z * )  et
) , , , , ( z * )  sont sim ultaném ent fin is. C 'est absurde . D onc le  genre  de
g ( z )  est p o u r  t o u t  z  t I o .  E n  ré p é ta n t to u r  à  to u r  le  m ê m e
procédé  au  po in t fron tiè re  de  A ,  nous som m es arrivés au lem m e 4.

C. Q. F. D.

En com binant ce lem m e avec le théorèm e 1  du mémoire précédent
[ 5 ]  o n  a u ra  p a r  la  m é th o d e  q u i a  é té  é tu d ié e  d a n s  T . N ish in o  [II,
§8] le

Théorème 2. S o it f (x , y ) une  f onction  en tière  de  deux  v ariab le
e t so it e  (ou e ')  l'ensem ble de z  tel qu'il ex iste au m oins une surf ace
prem ière de f  q u i e s t d e  ty p e  p arab o liq u e  (o u  d e  g en re  f in i)  av ec
v aleur z. S i n i la c ap ac ité  lo g arith m iq u e  d e  e  n i  c e l le  d e  e '  ne
sont nulles, toute surface prem ière de f  est de ty pe parabolique et pour
tout nom bre com plex e z  sauf  celles av ec v aleur z  appartenant à  u n
ensem ble f erm é de la capacité logarithm ique nulle, le genre de toute
surface prem ière av ec v aleur z  est le  m êm e nom bre f in i g  e t de  p lus
le genre d'une surface prem ière ex ceptionnelle quelconque est m oins
du nom bre g.

6 . Fam ille triviale. C o m m e  a u tre  a p p lic a tio n  d u  le m m e  1 on
donnera  une rem arque sur la  fam ille  ho lom orphe : 9 =( z ,  g(z))

zed
d o n t to u te  f ib re  9 (z )  est l'un  à  l'autre (analytiquem ent) équ iva lente.
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S i d e  p lu s  g ( z )  est com pacte , a lors 9  est équivalen te  localem ent à
la famille triviale, c'est-à-dire, pour tout zo il y a un voisinage zlo (
d e  z ,  tel que (z , 9(z)) est équivalente à  A0 x g (z o )  (cf. W. Fischer

ze4 o
e t  H. Grauert; Nachr. Akad. Wiss. Gottingen Math.-Phys. KI 11 (1965)).

D 'autre  part quand g ( z )  n'est pas com pacte, m êm e si g  est supposée
u n e  v a rié té  d e  S te in , c e  n 'e s t p a s  v ra i e n  g é n é ra l. P o u r  s im p lic ité
dès à  p résen t on  va  tra ite r seu lem en t le  cas où  g(z ) est topologique-
m ent de  ty pe  f in i. On aura le

T héo rèm e  3 . Soit 9 = ( z ,  g ( z ) )  une f am ille holom orphe telle
zei

que  tou te  g (z ) so it l'un  à  l'au tre  équ iv alen te . S upposons que  g  so it
u n e  v arié té  d e  S te in . A lo rs  sau f  d e u x  c as  o ù  g (z )  e s t é q u iv ale n te
ou bien au cercle unité: o u  b i e n  a u  c e rc l e  p o in t i l l é : 0 < lW i< 1 ,
g est équiv alente localem ent et la fam ille triv iale.

P osons que tou te  g ( z )  est équivalente à  une surface de R iem ann
ouverte S  dont le  genre g  et dont les composantes frontières consistent
n courbes fermées {Ci }}s= 1 e t  q  points {p1}7,1 o ù  g , n  e t  q  sont finis.
En T. Nishino [H] pour rechercher les fonctions entières de deux vari-
a b le s  d e  la  c la s s e  (A ) , le  c a s  o ù  n = 0 a  é té  com plètem ent é tudié .
D onc nous pouvons supposer que  n  I. O n  v a  v é r if ie r  le  th é o rè m e
en partageant en quatre parties.

C a s  1: g =0, n=2,  q = 0. D 'a b o r d  o n  s u p p o s e  q u e  la  f r o n t iè r e
a 9 ( z )  se com pose en deux courbes analytiques au sens réel :
Œ2(z)} qu i se  m euvent doucem ent avec  z e zl. S o i t  h(z , w ) la fonction
harmonique dans  9 ( z )  qu i e s t  = 0  su r a l(z ) e t = 1  sur oc2(z). D 'après
l'hypothese  que tou te  g ( z )  e s t  l 'u n  à  l 'a u tre  é q u iv a le n te  o n  a  D(z)

=1S.(z)[( au
Oh(z, w)  )2  + (  ait  )  

)21CIX d y = k :  une constante indépen-

dante de z. Par l'inégalite  (4) on a

(z )

02h(z , w) 
aw

2 02

{du dv 8 az  02  D(z)}

02h(z, w)  _d 'o it  a w  _ 0  d a n s  to u t le  d o m a in e  9 .  P u isq u e  p o u r z  fixé

h(z , w ) e s t  h a rm o n iq u e  e n  w , il s 'e n  su it  q u e  1 - fo rm e  ah(z, w)  dw
Ow
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est ho lom orphe  en  z  e t w . C onsidérons su r g ( z )  l'intégrale suivante:

5 Oh(z, w)  dw =(
v

/ j -
1 /2 ) D ( z ) — ( k /2 ) ,/  —  I .  Form ons la fonction sur

a2(z) alv
g ( z )  suivante: w' =f  (z, w)= exp {(47r/k)5V ah(z ' w)  dw} qui transforme

o. aw
g ( z )  co n fo rm ém en t en  u n  an n eau  g '(z ): r,(z )< I w'l < r2 (z )  dans le
p la n  w ' d e  f a ç o n  q u e  f ( z ,  O z )=  1 . P a r  z =z , w '=f (z , w )  la famille
g  est transform ée biunivoquem ent et analytiquem ent en  9 ' = ( z ,

zce
g '( z ) ) .  2 ' doit être un domaine pseudoconvexe dans l'espace (z, w ').
Grâce à  F . H artogs [1 ], log  r2 (z ) e t log (1  / r,( z ) )  sont des fonctions
surharmoniques dans  4 .  D 'a p r è s  n o t r e  h y p o th è s e  lo g  (r2(z)/r,(z))
=D (z )1  = 1 /k . P a r  s u ite  lo g  r1 (z )  est harm onique dans  A .  P o s o n s
ui(z )= lo g  r ,(z )  e t so it u i(z )*  une fonction harmonique conjugée dans
A. I l  e s t  c l a i r  q u e  p a r  z = z, w"= w' exp — [u ,(z )+ ,/ Tu 1(z)*]} la
famille g '  est transformée en celle triviale:  4  x (1 < I w"I < exp (I /k)).

Approximation. O n  v a  tra ite r  la  fa m ille  g é n é ra le  g .  S o it  d ,:
Izi <po ( < p ) .  P o u r a ssez  g ran d  n  la section (z , O z ) est contenue

. 4 0  
d a n s  9„: (p (z , w )<n. O n  p o s e  O9(z)=Œ1(z)U  oc211(z). Les contours
x 1 (z ) et Œ2(z) se m euvent doucem ent avec z  E A ( v o ir  e n  d é ta i l  [5 ,
§ 2]). M a i s  9 „(z )  n'est plus l'un  à  l'autre analytiquement équivalente.
Soit h„(z, w) la fonction harmonique dans  9 ( z )  q u i e s t  = 0  su r  Œ1(z)

et = 1 sur Œ2(z). P o u r  z  fixé la 1-forme

e n  w . D e  p lu s  la  su ite Oh„(z, w ) 
OW

uniformément dans l'intérieur complet de
vers h(z , w ) dans g .  Ici on va dire que

par rapport à  deux variables z et w dans

Oh„(z, w) 
Ow dw  est holomorphe

Oh(z, w ) converge vers dwOw
g ,  c a r  {/1„(z, w)} converge
Oh(z, w)  dw est holomorphe

g .

E n effe t, so it (zo , w o) un  po in t que lconque  de  g  qu i n 'e s t pas
situé sur les surfaces de ram ification
5 :  lw— wol <so te l que  yo x bo = 52 c g .

est holomorphe par rapport  à  z  et w
o n  a  9 „ C f l .  Soit {i/if,(z)},, u n e

d e  g .  Soit yo: lz— zol <ro et
Il su ffit d e  v o ir  q u e  ah(z, w) 

aw
d a n s  Q . P o u r  g ra n d  n :  n.>.1■10
base dénombrable de fonctions

d'examens dans yo c'est-à-dire C œ (Y 0 )  et {1/4z)  s 0} c yo. Posons

i(w, tpd=( 1 i(op),(z)• (z, w)}dxdy où l'intégrale de second membre
vo
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est au sens de Lebesgue. D 'après la formule de Stokes on a

1 1I(w, ipp)1du du60 

=  iim 5 {(i/Jp),(z)•  :   (z, w )}dx dy du du
n-00 ao y.

p(z) •  :22.110w" ( z ,  w)}dxdy du dv
n—,00 bo YO

5 \lits, \ I tk pl 2dx dy • lim.\/
Yo n-.co

a2h„ 
ô2 3w

2
dx dy du du .

Si l'on pose  D ( z )  l'intégrale de D irichlet de h„(z, w) étendue
la suite {D „(z)}  converge en décroissant vers celle de h(z, w ) étendue

g ( z )  qui est d 'après l'hypothèse  une constan te  k. P renons r ,  tel

q u e  r < r ,  et (1z —zol < r ,)x (lw  —wol<so)C g „ p o u r  n ..N  o. D'abord

remarquons

(ri Ç2q Dnnfr' O) dr do r{= {D ,(ri, 0)—  D(ro, 0)}d0 .
ro .1 ur

Puisque D „ (z ) est con tinue  dans 1z1  ri, le  théorèm e de  D in i fourn it
que {D„(z)} y converge à  k  uniform ém ent. Il s'en suit que le second
membre converge 0  pour c o .  P a r  s u i te  o n  p e u t  e x t r a ir e  u n e  s u i te
{nk} telle que

(r,(2 .aD nk(r ,

d O d r < r 7 11,—;10 • 21k •
)r o ) 0 Or

Considérons E k =  Ir e [ro, r i  r: 
2  i r  

O D
"k(r' O

)  

 dB> 1 /2k}. Par l'inégarite (4)
O

D„,,(z) est une fonction sousharmonique dans A .  Il en vient

{

2
2 7r

Or D „Jr, 0)d0} .
ir

S i l'o n  d ésig n e  p a r  lE k l la  lo n g u eu r d e  l'in te rv a lle  E k ,  on a lEk1
(i/2+1) (r —  r 0 ), d'oùkEllEkl _(1/2) (r — r 0). O n  p e u t  d o n c  tro u v e r

r'0 tel que r'0 E  [ro, ri— E .  I l  v ie n t  p o u r  k = 1, 2,...
k=1
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apnk(r, 0)1
)0  L — 2

En autre côté puisque 9 „ est une variété  de S tein, par (4 ) o n  a  p o u r
z e d

l w - w o  I <so

d'où immédiatement

02h„,(z, w)
020w

2 I 0 2 D „ k (Z )du d i) : — 8 Oz 02 '

h 1n 2o 1:322-iwk d x  d y  du du 32 ' I  a 2  ± klz -z o i<ro (. °,2c )D n  (Z )1 C 1 X  d y .

D'après la formule de Stokes le second membre est

_ r 0   (21-  0D„,(r, 0)1
d0 r°  • 1 , .— 32 jo  L Dr r=r;, 3 2  2

Nous avons enfin

ifriji du du. .\/' rso,NA 1
yo

pi 2dx dy•lim r°  •± . =  .
 k - 4 0 0 3 2  2 k

Il existe donc pour p= 1 , 2 ,... un ensemble ep dans ô, tel que la m esure
d e  Lebesgue d e  ep est nulle :  m (e )= O  e t  q u e  I(w, 4')=O  p o u r  to u t
w e S, — ep. S i l 'o n  p o s e  t 5 = 50— cie,  a lo rs  o n  a  im m é d ia te m e n t

p=1
j  ak z ) ah(z, w)),01  02 awd x d y  =  0  p o u r  w e(5,;' e t  p o u r  to u te  fo n c tio n

d'examen tJi(z) dans y, autrem ent dit a
a
_ (a h  

 

)

(Z, 0  dans y, au sensz
d e  d is tr ib u tio n . I l e n  ré su lte  q u e , w  étant fixé arbitrairem ent dans

S t, la  fonction  (3h(z' w) d e  z  est ho lom orphe dans y ,. P uisque m(St)Ow

=rrs ah(z, w) Z >0 et e s t p o u r to u t z  fixé d a n s  yo holom orphe en w,Ow
il est connu com m e une généralisation du théorèm e de Hartogs (voir
T . Terada; Publ. Res. Inst. M ath. Sci. K yoto Univ. 2 (1967)), 0h(zw) 

'Ow
est ho lom orphe en  z  e t  w  dans tout le  dom aine  Q . P a r  l'a rg u m en t
q u 'o n  a  fa it  a u  c a s  o ù  0 9 (z ) se meut doucement avec z , on sait que
la famille 9  est triviale.
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C as  2: g=0, n=1, q >  2 . A lo rs , g râ c e  h  T . N ish in o  [II]  o n  p e u t
im m édiatem ent construire une fam ille g  = (z , 9 (z ))  d e  faço n  q u 'il

zed
y  a t i  g  sections holomorphes {ni }7= d an s g  définies sur d  telles que
_

3—  j  a i  soit équivalente  à  g  par une transform ation analytique de
1=1

la  fo rm e  z =z, w' =n(z, w ). P a r  q 2  on peut construire un dom aine
g -  multivalent e n  d e u x  é ta lé  a u -d e ssu s  d e  g  don t le s  su rfaces de
ram ifica tion  consisten t en  n , e t n2 . 1 1  e s t  u n e  v a r ié té  d e  S te in  e t
tou te  fibre  g-r(z) est équivalen te  l'un  h  l'au tre  qui est de  type  : g=0,
n=2, g = 0. D 'a p r è s  l e  c a s  1  l a  f a m i l l e  g -  est équivalente  h  celle
triviale - "'-g '=LI x (I < lw"I < r) par z = z, (z, w'). P o s o n s  f(z, al(z))
=ai(z) pour i =I , 2. Par le  calcul sim ple on aura  1a1(z)1=une constante
e t  a2(z)= —a,(z). D o n c  a i(z )  d o it ê tre  u n e  co n stan te . S an s  p e rd re
la généralité on pose a i(z)= ro  et a2(z)= I l  e n  r é s u l t e  q u e  3(z)
est équivalente h une surface qui est construite de (1 < w"l < r ) par l'iden-
tification: w " r 6 / w " .  P ar su ite  g  est équivalente à  la fam ille triviale:
3- '1 =  L I  x (r < lw"l <1 / D o n c  l a  f a m i l l e  o r i g i n a l e  3  l'est aussi.

C as 3: g = 0 , / I  3 , q _>.0. I l  n e  s u f f it  d e  v o ir  q u e  le  c a s  o ù  g = 0 ,
q = 0  e t  o ù  la  f ro n tiè re  a g (z ) se m eut doucem ent avec z. On

p o s e  a9(z)=ai(z) U •• U an(z). C onsidérons la  fonction  harm onique
h(z, w ) dans 3 (z ) qui est =0 sur  Œ 1(z), =  1  sur a2, =ci(z ) (une constan-
t e )  s u r  a i(z )  e t  s a t is fa it  cl'eh(z, w)= 0  p o u r  i =3,..., n . Dé-
sig n o n s p a r  D (z ) l'in tég ra le  de  D irich le t de  //(z, w )  é te n d u e  h  g (z )
qu i e st d 'ap rès  l'hypo thèse  une  constan te  k. Par le m êm e procédé

a 0 1 2
q u 'o n  a  fa it  d a n s  le  §  2  o n  a   az ' _ >  8 2 (z )1  

 2 h („  
'  du dv, d'où

02h(z, w) 'ah(z w) = 0  d a n s  g  et donc dw  est ho lom orphe  par rap-a2 aw aw
port à  z  e t  w  d a n s  g .  Com m e d'habitude form ons la fonction sur

4n  Cw ah(z )g(z): f(z, w)=exp , w  dw} qui transform e 3 (z )  conformé-k o aw
m e n t e n  u n  d o m a in e  u n iv a le n t fe n d u  c irc u la ire m e n t:  g '(z )= {r i(z )
< lw'l < r2(z)} — {ri(z)exp (.\,/ — IO): Oii(z), 012(z)} o ù  ri(z)<ri(z)

i =3
< r2(z) e t  f(z, Oz)=. 1. P u is q u e  f(z , w ) e s t  a n a ly tiq u e  e n  z  e t  w , g '
= (z ,  g '(z ) )  d o it ê tre  u n  d o m a in e  p seu d o co n v ex e  d an s  l'e sp ace

zed
(z , w'). D 'ap rès Kanten Satz (H . Behnke [1 ] ) ,  p o u r  i= 3 ,...,  n  e t  j



528 Hiroshi Y amaguchi

= 1 , 2  la  fo n c tio n  ri(z)exp( \/— 1 O ( z ) )  est ho lom orphe  de  z  d a n s  4
q u 'o n  d é s ig n e  p a r  isi(z). D 'a b o r d  o n  a  im m é d ia te m e n t  i2(z)=
exp ( —  19 )i1 (z ), (pi é ta n t  u n e  c o n s ta n te . Ecrivons p o u r  i=3,..., n

e t  j = 1, 2 {Pi ah(z , w) i ( z ) }  les zéros de la différentielle abélienne dw
aW

s u r  a 9 (z ) qu i son t invarian ts  pa r tou t au tom orph ism e de  9 ( z ) .  Ils
forment 2(n — 2) sections holomorphes dans la fermeture de  9  définies
s u r  I zl < p ,  car P i ( z )  correspond à  Q u a n d  o n  t r a n s f o r m e  9 '

par une transform ation analytique z = z, w"=(31(z))-1 f (z , w ') en  une
fam ille  9" =  ( z ,  9 " ( z ) ) ,  a lo rs  9 "  est triviale. E n  e f f e t ,  s o i t  11(Z)

z e d
pour 4 i n  u n  a r c  s u r  9 (z )  partant de  P3 1(z) et arrivant à  P ii(z ).

idz)
ah(z , w) D'après l'hypothèse l'intégrale dw m od (,/ — lk/2) ne dé-

pand pas à  z .  ( 31(z))-1 i1 (z ) en est une constante  indépendante

d e  z  qu 'on désigne par R i exp( —  Ensuite L k (z ) pour k =1, 2
u n  a r c  s u r  9 (z )  partant de  P3 1(z) et arrivant  à  u n  p o in t  d e  ak(z).

w) }Oh(z, d w  n e  d é p e n d  p a s z, 13,(z)l-' •Puisque Re 1k(Z)
Lk(.) aw

e s t  u n e  c o n s ta n te :  Rk. N o u s  a v o n s  d o n c  p o u r  z E 4 ,  3 " (z )=  {R
< lw"1 <R2}— {Riexp( \/— 10): tfri_ _ilii + (p i}  o ù  R 3=1 e t  03=0.

C as  4: g  1, n ›•_ I, g  O. I l  s u f f i t  d e  v o ir  le  c a s  o ù  9 ( z )  est de
type g 1 , n = 1 , q  = 0 et que  89(z) se meut doucement avec z. Comme
g  I il y  a  u n  c y c le  fe rm é  C(z) su r  9 (z ) te l q u e  9 (z ) — C (z ) est con-
n e x e  e t  q u e  C (z ) se  m eut continuellem ent avec z. O n  p eu t a lo rs
construire la différentielle harmonique a(Cz, w )(=du(z, w )) sur 9 (z ) (voir

au(z , w) le  § 2). D'après l'hypothèse et l'inégalité (4 ') on sait que dwaw
est holomorphe par rapport  à  z  e t  w .  Désignons par {Pi(z)} i

eu (z ,w ) le s  z é ro s  d e  dw qui se trouvent au-dessus de 0 9 (z ) .  Par le
Ow

m êm e procédé dans le  cas précédent Kanten S a tz  nous fournit que
U ( z ,  P i (z ) )  défin it une  sec tion  ho lom orphe  dans [C l] g .  Formons

. 9 ( z ) :  w ' = g ( z ,  w ) =
wp,(z)ati(OZW, d w

zed

p o u r  z  f ix é  une  fonc tion  dans

e t  s o it  S  l'image de 9 ( z )  p a r  g (z , w ). S  est un  dom aine  multivalent
étalé au-dessus du plan w' et elle ne dépend pas de z. Traçons comme
d'habitude 2 g  c y c le s  su r  9 (z ): {A i(z ), B 1 (z )}1  continuellement avec
z  et considérons 2g automorphismes {PA' 9B,}1=1 d e  S  te ls  q u e  cp A,:
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) A1(z) 
ah(z w)  d w . Ils  son t indépendan ts de  z. Il en résulte

q u e  la  f a m ille  g  est équivalente à  c e lle  t r iv ia le :  (Iz' < p) x  (S /{p ,,

cpB,}7=1). Le théorème 3  est complètement démontré.  C .  Q. F. D.

O n donnera  une  rem arque  su r le  cas  excep tionne l. S upposons
q u e  g  =  ( z ,  g ( z ) )  est d e  ty p e  (H ) e t  q u e  g ( z )  se meut doucement

z e d
avec z A . S o i t  f (Z , IN) la  fo n c tio n  d 'u n ifo rm isa tio n  d e  g ( z )  par
rapport a  O :  9 (z)--4 I WI < R (z ) . A lo rs  p a r  le  § 1 dans le  m ém oire [5]

on a

( 02 a2
8.x2 ay2 )(log R(z))<_ _  I  

2 (z )

a2
02aw (log Iftz, w) I ))

21 du dv

Ici supposons que R (z ) soit une constante. A lors il en vient que f (z , w)
est holomorphe par rapport à  z  e t  w .  En répétant le procédé d'appro-
x im ation  qu 'on  fa it dans le  cas 1 il e s t  v ra i m ê m e  a u  c a s  o n  09(z)

ne  se  m eu t pas doucem en t avec  z e A. S i l 'o n  c o n s id è re  la  fo n c tio n
inverse de f (z , w ), on aura une

Remarque. Pour chaque z  f ix é: iz i<p soit donnée la série entière
d e  la  v ariab le  W  d e  la  f o rm e : W )=W +a2(z)W 2 + a3(z)W 3 + •••
telle que ce ray on de conv ergence soit toujours I .  S o it 52=(1z 1<p)
x (141/1<l) e t so it T : (z , C (z , W )) la transf orm ation de Q  en
l'espace (z , w ). L 'im ag e  T (5 2 ) e s t u n  en sem b le  m u ltiv alen t é talé
au-dessus du dicy lindre (1z 1<p)x (1w 1<x ). C ela posé, si l'ensem ble
m ultiplié T(S2) est une v ariété de S tein, alors T  doit 'être holom orphe
par rapport à  d e u x  v ariab le s  z  e t  W  d an s  O . L a ré c ip ro q u e  e s t
évidemment vraie.
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