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§1. Introduction

Il s’agit du probléme de Cauchy homogéne:

( ) { L(t’ x; at: a:)u(t’ x)=0

@, x)[0, ToIxR¢
347 'u(0, x)=pi(x) j=1,-, m

pour une équation différentielle linéaire aux dérivées partielles a coefficients de la
classe de Gevrey :

L(t, x; d,, 02)ult, x)‘_—‘[a?‘——éa,(t, X a,)al"'f]u(t, x)=0

Nous considérons des conditions nécessaires pour que ce probléme de Cauchy soit
bien posé.

Sur ce sujet, nous mentionnons tout d’abord un travail de S. Mizohata [14]. Il y
a montré, dans la catégorie de fonctions C*, une condition nécessaire pour les équa-
tions de p-évolution: Cette condition pour p=1 est bien connue comme le théoréme de
Lax-Mizohata [10], [14]. Depuis, les recherches sont approfondies en trois directions
différentes indépendamment. Nous en citons des recherches qui nous concernent:

[I] Au cas »>1, il y a des recherches sur les équations paraboliques dégénérées
dans la catégorie de fonctions C= [1], [13], [25]:

[lI] Aucas p<l, il y a d’une part des recherches sur le théoréme de Lax-
Mizohata dans la catégorie de fonctions analytiques ou de Gevrey [3], [4], [9], [17],
[24]; celles sur des conditions sur la partie principale de L(¢, x; 0., 0):

[llI] 11 y a d’autre part des recherches sur la condition de Levi (nous citons surtout
celles de V. Ya. Ivrii) pour les équations faiblement hyperboliques dans la catégorie de
fonctions C= ou de Gevrey [3], [4], (5], [11], [19], [20], [22], [23]; celles sur des con-
ditions sur la partie inférieure de L(¢, x; 0,, 0;).

Ces recherches ramifiées en trois directions différentes en apparence, nous pouvons
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les réunifier en un théoréme (Théoréme 1), par I'introduction du polygone de Newton,
comme la généralisation au cas dégénéré du théoréme de S. Mizohata [14]. Remarquons
que ce théoréme 1 améliore, ca et 1a, des recherches citées ci-haut (voire Théorémes
4, 5). Remarquons aussi que cette réunification nous suggére qu’il est aussi intéressant
de considérer le probléme de Cauchy (PC) dans les classes de Gevrey méme pour
L(t, x: 3., 0;) non kowalevskien: Nous en discuterons a la note ultérieure. Nous
voyons que ces conditions recherchées sont des conditions nécessaires pour I’existence de
solution (non nécessairement unique) du probléme de Cauchy (PC).

Sur [’unicité de solution du probléme de Cauchy (PC), nous citons un autre
travail de S. Mizohata [15] sur l’unicité locale de solution: le phénoméne de la pro-
pagation a vitesse finie:

[IV] L’équation non kowalevskienne n’a pas la propriété de la propagation a
vitesse finie.

Nous traduisons cette propriété de la propagation a vitesse finie en la propriété
d’une unicité locale de solution du probléme de Cauchy (PC) [6]. Et nous donnons un
autre théoréme (Théoreme 2) qui décrit la condition nécéssaire pour [’unicité locale de
solution comme une ameélioration de ce théoréme de S. Mizohata (Théoréme 3).

Tandisqu’au plus part de ces recherches citées ci-haut, on considérait ou bien le
probléme de Cauchy non homogéne (c’est-a-dire que le deuxiéme membre de I’équation
est arbitraire), ou bien les problémes de Cauchy uniformes (dont le plan initial ¢t=17 est
quelconque), nous considérons le probléeme de Cauchy homogéne (c’est a dire que le
deuxiéme membre est fixé a zéro), dont le plan initial est (aussi) fixé a t=0. Parce que
nous considérons la condition nécéssaire, le résultat ainsi obtenu est plus fin que ceux
ci-haut. Et c’est griace a I’avantage de la méthode améliorée de I’énergie micro-locale
de S. Mizohata (@,—p méthode) qu’on obtient ainsi des résultats plus fins.

Cette méthode de S. Mizohata utilisée pour la premiére fois pour montrer le théo-
réme cité ci-haut de S. Mizohata [14] est améliorée par lui-méme pour montrer le
théoréme inverse de Cauchy-Kowalevski [16]. Depuis cette méthode est encore
améliorée par S. Mizohata lui-méme [16], [17], [18], [19]1, [20], [21], [22] et Y.
Takei [26]. W. Matsumoto [12] a remarqué que la méthode de S. Mizohata fonctionne
encore sous I’hypothése de I’existence (sans unicité) de solution du probléme de Cauchy
(PC). Ce sont ces améliorations et cette remarque qui nous permettent d’énoncer nos
théorémes.

Etant obligés de diviser ce mémoire en deux parties a cause de sa longueur, nous
mettons l’accent, ici & sa premiére partie, sur la présentation de la méthode améliorée
de I’énergie micro-locale et nous nous contentons d’énoncer un cas spéciale du théoréme
1, mais nous donnons sa démonstration compléte pour qu’on puisse y suivre I’idée de cette
méthode. Et a la note qui suit [8], qui constitue la deuxiéme partie de notre mémoire,
nous donnerons nos énoncés en pleine forme.

A cette note, nous énongons, a la section 2, un cas spécial du théoréme 1, avec
quelques exemples qui 'illustrent: A la section 3, nous énongons sous la forme sim-
plifiée la proposition fondamentale, noyau de la méthode d’énergie micro-locale de S.
Mizohata: Les sections 4~7 sont consacrées a sa démonstration: Nous démontrons
le théoréme 1 a la section 8: A l’appendice a la section 9, nous donnerons la démon-
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stration des propositions sur l’expension asymptotique de ’opérateur pseudo-différentiel.
Nous remercions Professeur S. Mizohata a son encouragement et Professeur W.
Matsumoto a m’avoir mentionné sa remarque.

§2. Enoncé du théoréme

Nous commengons par l’explication de notre écriture. Nous considérons en vecteur
dans l’espace euclidien réel R¢, mais nous I’écrivons comme un scalaire. Pour deux
vecteurs a=(a,, ---., aq) et b=(b,, -+, by) nous écrivons:

a=b si a;=b;; j=1,-,d a<b si a;<b;; j=1, -, d

a+b=(a,+b,, -, ag+bag) ab=(ab,, -, aqbs)

at=(ad, -, age) al=(a,!, -, aq!)

lal=(la,l, -, laql) <ad>=(1+4d}, -, V/1+a})
d d

s(a)=a,+ - +a¢Ej§aj rla)=a, - a.zEjl;I1 ay

»(a)=(a, ---, a)  pour un scalaire e=R

Pour la simplicité de 1’écriture, nous abrégerons »(a) par a et aussi p(a) par a avec la
confiance qu’il n’y a pas de confusion: Ainsi on écrit par exemple:

a“=p(a®)=afr--afe  pour a=(a,, -, aq) et a=(ay, -+, aq)
a*=p(v(a)*)=a*1t "+ pour a€R et a=(a, -, aq)

De méme nous écrivons:
aa1+“-+ad

35}---3;’5 ’

1

G D=(50:)", (=v=D; f@x; O=08DES(x; ©).

i

Soient: | flI=|fllr2cra> pour une fonction f; [|fll= ;‘:,lllfjll pour un vecteur f=

(f1, =+, fm); llaCe, D)=|la(e, D)llr2crar-r2cra> pour un opérateur pseudo-différentiel borné
a(x; D).

Dans cette note, I’écriture représentant un objet spécifique, telle que a a a,(D) et
B A Ba(x), est réservée en principe a cet objet. Et pour la quantité non spécifique
dont seule la finitude est comptée, nous utilisons I’écriture générique telle que *C, *P(n).
Mais par manque d’écritures, nous abuserons quand-méme pour ’usage aux multi-indices
les écritures déja résérvées: Nous utiliserons par exemple a réservée a a,(D) comme
une multi-indice «, soit af*t#’(&).

Ensuite nous expliquons les espaces fonctionnels que nous utiliserons: les classes
de Gevrey. Soient £ un domaine de R¢ et s=(s,, ---, sq¢) et R=(R,, -, R,) des
vecteurs. Quelques-uns des s; peuvent eventuellement &tre infinis: soit, pour la simpli-
cité de I’écriture, s=(s’, s”)=(s;, =+, S, ©, =+, 0); 1<s;<o0o(j=1, ---, I). Nous écrivons

a=(a’, a”)=(ay, -, ai, A4y, -+, Aa).

18(N={f(x)eC=(2); YK compactC £, Ya”; zeSl?;‘)“ [02f(x)|/a’ ¥ R'® <o}
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TO@=VrD),  r@=NrED)
HiQ)={f(x)eH(Q); "a”; Suplldz flreem/a’ 1" R* <oco}
H“’(Q)E&H,’;(Q), H<>(Q)= N HKD)

R>0

HQ)={f(x)€C=(2); 105 flr2c><c0"a}

Ainsi on a 7<(Q)=r<>(2)=C>(2) et H(LQ)=H<">()=H=(R). Nous disons qu’une
fonction de 7(2) ou de H®(@Q)r<*>(2) ou de H<*>(2) respectivement) est d’indice
(s) ({s) respectivement).

Soit, pour deux espaces vectoriels topologiques E et F, C™E, F) I’espace de fonc-
tions m-fois continuellement différentiables, définies dans E et a valeur dans F.

Nous supposons que les coefficients soient des fonctions de la classe de Gevrey
d’indice (s~) ou <s~) et nous considérons le probléme de Cauchy dans la classe de
Gevrey d’indice (s) ou <s>; Sur ces indices nous supposons:

1Ss7Ss<Lo0; s7< o,

Nous expliquons ensuite le polygéne de Newton (d4),s(#, £) pour le poids (p, d)
attaché au point (¢, £) qui est introduit dans [20].
Nous considérons le poids (p, 0); p=(p:, ***, pa), 0=(8y, -*-, 4) QUE NOUS SUPPOSONS ;

0=0<p<oo0,
Soient

L(t: x; atr a:)‘za?‘_é aj(tﬁ x; az)a:n.‘j

aft, x5 O=Dault, DE =TI~ I (= 2PIasaalt, 067

(Jak) s(pa—ov(jak))
J J
Nous y ajoutons un point (1, 0) exprés. Nous appelons le polygone de Newton pour le
poids (p, 0) attaché au point (£, £), noté par (4),iZ, £), le plus petit polygbne a cdtés de
pente non négative contenant tous ces points.
Pour un nombre =0 donné, soient P, P¥ le point de contact de la tangente au

Nous faisons correspondre a (jak) le point (1+ ) au plan XY.

Y -

<4>7<};>
et 0>’//////

(Polygéne de Newton)

0, ¢)
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(D)ot, £), a pente a. non négative, tirée du point (0, c). Quand cette tangente n’a
qu’un point de contact, P.=P¥ est ce point de contact: et quand ells a un c6té commun
avec le (4),4f, %), P, est le sommet a 'extrémité gauche de ce coté et P¥ est celui a
I’extrémité droite de ce co6té. Quand il n’y a pas de telle tangente, P, et P¥ sont
convenus d’étre respectivement le sommet P, a l’extréme droite du (D)oo, 2) et le
point a I'infini et o, est convenu ¢,=—oo.

Pour un point P du (4),4f, £), soient /T3 et II$ les cotés du (4),47, £) juste a la
gauche et a la droite respectivement de P et o5 et ¢4 les pentes de IIs et IT} res-
pectivement. Ainsi o3, =0.

Pour deux sommets P et Q du (4),(#, £) donnés dont Q est a la droite de P, soit
[P, Q] 'ensemble de tous les sommets du (4),Z, £) entre ces deux sommets, P, Q tous
les deux inclus: Nous convenons [P, P]={P}; [Q, P1=¢.

Soit, pour un sommet P=(1+gq, p)(d),s{f, £), le polyndme caractéristique attaché
a P:

PR, x5 &; £, %)

=A"— , §Er+(t—t‘)"(f"’”-vx”(f“”a,a,(i, -+ xg)EaAm-i
ja P

ob Is={(jak); (1+ "(’]‘."k), ‘(”“_‘3.”(’“’?» )Emt} et x=(en, -+, x20): x3y=05i ;%

0) X5§=Xy si 6J=0(]=1, e d)‘
Remarquons que ’on a

PR, x5 &5 1, D)=A"— 3, 29 Pay(f, i+xs)g* A"

akyelp
N P a(jak) s(pa—odv(jak))y
ou I’p_{(Jak),(l+ T 7 )—P}.
Soient enfin:
= B! =Mi ﬁ:’—_aj
apa_mjaxsj, et l,,,,;_Ngln 5

Nous envisageons le probléme de Cauchy homogéne dont le plan initial est fixé a
t=0.

(PC { L(t, x; at, d:)u(t, x)=0
ajf‘u((), x)=¢,(x) j:l, e,m

Définition 1. Disons que le probléme de Cauchy (PC) est (s)-soluble s’il existe un
domaine 2, et un nombre positif T, tels que les coefficients sont de C%[0, T,], 7¢(2,))
et que, pour toutes les données @(x)eH®(R?), il existe une solution u(t, x) du (PC);
u(t, x)eC™[0, To], C=(£2,)).

Alors on a le théoréme qui sera redonné en pleine forme a la deuxiéme partie de
ce mémoire.

Théoréme 1. Soit s#o. Pour que le probléme de Cauchy (PC) soit (s)-soluble, il
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faut que, pour tout £€£Q,, la partie réelle de la racine de p0, x—x5; 1&; 0, £)=0 soit
non positive pour tous ¥(x, &) R*¢, 'Pe[Pap‘,, P”M]’ (0, 0); 0=50<p<00, apsZbhps Oaps
=0.

Sur I'interprétation de ce théoréme 1, nous en discuterons a la deuxiéme partie.
Nous nous contentons ici de montrer quelques exemples qui illustrent ce théoréme 1.

Exemples. (1) L,(t, 0, 0:)=0,+a(t, x)t*0%+b(t, x)t'024c(t, x)0. ou a(t, x), b(t, x),
¢(t, x) sont analytiques en x et telles qu’on a a(0, x)=b(0, x)=1, ¢(0, x)#0. D’aprés
M. Miyake [13] ou T. Sadamatsu [25], pour que le (PC) soit (co)-soluble, il faut que
{=1 pour k=2, 3, et [=2 pour k=4. D’aprés notre théoréme cette condition est
améliorée par 3/=Fk pour k=4.

(2) Lyt, x; 0;, 0;)=0,—a(t, x)x*32—b(t, x)x'0.

Pour que le (PC) soit (s)-soluble, il faut que 'on ait:
1) Si k est paire, alors on a Re a(0, 0)=0, et si %2 est impaire, alors on a Re
a(0, 0)=0.
k—1—1

. . k—1 .
2) Si k>2, s g—k_—ls et sgm, alors on a Im b(0, 0)=0.

(3) Ly, x; 0,y 0,)=0,—a(t, x)t*a2—b(t, x)t'0;.

Pour que le (PC) soit (s)-soluble, il faut que I’on ait:

.o —1. k-l
1) Si £<2[41 ou que £>2[+1 et s< o1 (sauf s=s __k—ZI—l)’ alors on
a Re a(0, 0)=0.
2) Si k>2+1 et 52, alors on a Im b(0, 0)=0.
Au cas ot a(x, t)=a(t) et b(x, t)=b(t) sont indépendantes de x, et que I’on a Re a(0)>0
k—1

et Im 5(0)£0, pour que le (PC) soit (s)-soluble, il faut et il suffit que I’on ait s<_k—_21:f'
(4) Lt x; 0, 0;)=0%—a(t, x)x**0i—b(t, x)x'0-.

Pour que le (PC) soil (s)-soluble, il faut que l'on ait:
1) a0, 0)=0

. 2k—1—1 2k—1 '
e — > =
2) Si k>l s~ TR et s= b1 alors on a b(0, 0)=0.
(5) L5(t, X, atr ar)Ea%—a(t’ x)t“za:%—b(t: x)t[az-

Pour que le (PC) soit (s)-soluble, il faut que l’on ait:

1) Si k<I+1 ou que k>I+1, s 2k—1 ,(sauf s=s>=

= k—-Il-1
a(0, 0)=0

2k—1

m), alors on a

2) Sik>i+let sz,

alors on a b(0.0)=0.
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§3. Enoncé de la proposition fondamentale

Comme nous avons remarqué a lintroduction, la démonstration du théoréme 1,
ainsi que celles des théorémes que nous énoncerons a la deuxiéme partie de ce mémoire,
sont faites par la méthode améliorée d’énergie micro-locale de S. Mizohata [16]. Cette
méthode consiste de deux étapes: Etablir d’une part une estimation a priori: Mener
a la contradiction par montrer, a l’aide de cette estimation a priori, ’existence d’une
solution dont I’énergie micro-locale satisfait a une estimation minorante contradictoire a
I’estimation & priori. La diversité des démonstrations de ces théorémes provient de la
premiére étape et la deuxiéme étape est commune a toutes ces démonstrations. Nous
énongons cette deuxiéme étape en une proposition.

Nous rendons le probléme de Cauchy (PC) a celui pour un systéme d’ordre 1 en 0,.
Soient

U(tr x)Et(ul(tv x)v o um(tv x)); uj(t’ x)—z—ajt_lu(t’ x): j:lr e, M
D(x)="(pi(x), *+, @u(x)).

Le probléme de Cauchy (PC) est équivalent au suivant.

[0.]—At, x; 9:)]U, x)=0
(PCS) {
U, x)=0(x)
0 1 0
ou At x; 0;)= 0 0 1

am(t) X, a.t)’ oy al(tr x5 al)

Nous considérons au voisinage d’un point quelconque x=#%, mais pour la simplicité
de D’écriture, nous supposons £=0:
Soient 2, un voisinage de l’origine et 7, un nombre positif.
Nous fixons des indices de Gevrey s~, s; 1=<s~<s=<o0, s¥<oco que NOUS SUPPOSONS,
pour la simpicité:
s=(s", s")=(sy, + , 81, 0, +, ).

Nous écrivons de méme a=(a’, a”")=(ay, -, a1, A4y, * , Ag).
Nous fixons aussi un poids (p, §): 0=d<p<oo, en sorte que l’on a:
(H-0), 0<a=aps=b=b,s a.,p‘,gO.
Nous envisageons le polyg6ne de Newton (4),5=(4),50, 0), et fixons un sommet
P=(1+q, p):
(H‘O)z Pe[Pap,p Pbpajc(d)p()(or 0)-
Soient les coefficients de C*[0, To], 7¢~(2,)). Plus préciément on a:

Il existe un nombre p,>0 et, pour tout compact K de £,, il existe une con-
(H-1) stante C telle qu’on 'on a:
18%a50:(t, x)| S3CV 108 Y, x)E[0, TJIXK, Y5, a, k, v
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Considérons la condition :

Pour tout nombre A>0 et pour toute suite des données initiales @={D,(x)};
Do (X)=(Pn(x), ++, Pna(x)) 00 ;e HI>(R?), satisfaisant a

105@nsl S2CoarOo(n)con)”'* (Y], n, @)

(H-2) avec une certaine constante co et une certaine fonction en n Gg(n), il existe
un polyndme en n C4o(n) et au moins une suite de solutions U3(t, x) du (PCS),
A données initiales @,(x), ayant I’estimation a priori:

3 Sup |U3At, 0] SCao(mBo(m) exp(An®)  "n>1.

j=1 z€Qy, telo, Ty

ou Cy,- signifie que c’est une constante ne dépendante que de a” et que Yn>1 veut
dire “pour n suffisamment grand”.
Voici la proposition fondamentale :

Proposition fondamentale. Sous les hypothéses (H-0),, (H-0),, (H-1) et (H-2), la
partile réelle de la racine de p?3(A)0, x; in; 0, 0)=0 est non négative pour tous "(x, 9);
(x&, ﬂ)EQoXRd.

Démonstration. Nous la démontrons par absurde.
Par nier le résultat on peut bien supposer:

Il existe des x°(x3€8,), {’=in°(n°£0), 5,0<d,) et mo(1=m,) tels que les racines
(H-3) A5(x%; ¢ de p(A)0, x°; C°; 0, 0)=0 satisfont

Re 2;(x°; £°)=40, j=1, ., m,

Re 2;(x,; £°)<0 J=me+1, -, m.

Par (H-0), on a:
(H-4) =<}

Par (H-0), et (H-0),, on peut bien supposer qu’il existe des nombres non négatifs
71, T2 tels qu’en posant, pour la simplicité de l’écriture,

h=p—7g,
I'on a:

(H-5) 0=p,—1(=p—7:(g+1))
(H-6) ot=7:.<11<0p

H-7) pl—r,<1,s1v5inﬁf—1§’—

~

i
(H-8) as=p—7¢+1)

Nous fixons, une fois choisi, de tels p,, x°, {°=i%° 8o, m,, 71 €L 7o

§4. Micro-localisaton et deux systémes

Nous localisons 'opérateur: a,/—JA(t, x; iD) a la direction de (x°, {°).
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Choix de s*.

Soit 1<s* un vecteur quelconque tel que s¥=s7 si s7>1.
Choix de p, et p,.

Soit p, celui défini a (H-1). Soit g, arbitrairement fixé.

Soient 0<2r<r,, 0<27<?, 0<p5< P, 0<p5<p, des nombres tels qu'on a
{x; |x—x3| S60(r,)}C L2, qui seront déterminés ultérieurement mais qui sont d’ailleurs
arbitraires pour le moment.

Définition de 2,(x). Soient X*(x) k=1, +, d) des fonctions d’une variable de la
classe de Gevrey d’indice (s¥) satisfaisant a
|92(X*(x)— x| <5rea 1% 03*  (Ya, Yx)
( x)=x, |x—x}Sdr,,  XH(x)=x)  |x—x}| 2570
et X,,(x)E(n"’lx‘(n"lx,)., e, mo%aXd(ndax ).

Définition de 5.(5). Soient 5*(n) (k=1, -, d) des fonctions d’une variable de la
classe de Gevrey d’indice (s¥) satisfaisant a

( [O¢(E () — 7| 5P 1% 55 (Ya, V)
Er(p)=1n Inp—nil <47,  E*¥(n)=7n [n—ni| =5¢,

et Sa(p=(nr1EY(n-riy), -, nPeEYn rdy,)).
Micro-localisé de ’opérateur. . .

Le micro-localisé de D'opérateur différentiel a(x; D) a symbole a(x, ) est, par
définition, 'opérateur a.ioc(x; D) a symbole :

Qatoc(X 5 M=a®a(x); Ea(n)
Proposition 1. Supposons que I’on ait:

- - ﬁ 1 s Ae o - ﬁ l _ .
@D Bror BerDH(EE) s1s sns SeDH(EN) 1 o=l )

Si a(x, n) satisfait avec une constante C(a) et un vecteur m*
lafd(x, PI=Cla)p! v~ phos(nd™
alors anoc(x; M) satisfait

| Gnioc @ (x, 9| SC(a)p !y 1™ phpsnem* =@+ (Yy y x, 7)
et donc

l@nioct® (3 DIIS3C Cla)u!™v!*phosnemt =m0 (Yy s Yy 1)

Preuve. Les variables étants séparées, il suffit de motrer la proposition suivante
pour une variable:

o P
Soit: < po: 5repi 3 (z+1)"(%) <1

Soit ¢(x) une fonction d’une variable telle que l’on a:
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[(p(x)— 2P| <5rol 105 (Yx, 1),
Alors pour toute fonction f(x) d’une variable telle que 1'on a:
| fO@NSCUNTs (Yxi |x—x| <57y, YD)
avec des constantes C,(f): Ci(f)SCr(f), on a:
[l SCul ™ es  ("x, D).

Or, compte tenu de f(p(x))'=f'(¢(x))¢'(x), celle-ci se démontre aisément par récur-
rence par rapport a /.

Par I’application de I’inégalité de Garding, on a I’estimation sur la norme d’opérateur.

C.Q.F.D.

Choix de p5 et p5.

Compte tenu de cette proposition, pour p,, o, 7o, 7o données, nous choisissons py
et §7 en sorte que I'on a (4-1) a la proposition 1.

Remarquons que 1’on a, pour a(x; p)=x%a~(x)p*

(4-2) In=ee Banolx; P—xfa(n )y’ —0  (r,—>0)

A cette analyse, ce qui est fondamental, c’est la microlocalisation de ’opérateur,
mais pour la faire fonctionner il faut micro-localiser la solution.
Nous utiliserons la proposition suivante:

Proposition 2. [18] Il existe une constante absolue C,< R telle que, pour tous nombres
s¥(1<s*), po, ¥ et N donnés, il existe une fonction ¢(x) d’une variable x telle que I'on a:

p0=1 (xisa), ¢0=0 (1xIzatyr), 0spns]

182+ p(x)| SIC(NCor )Pul™pt  (Yp=N, "p)
Définition de po(7o), Ho(F0). P(F)=(0o(To)1, *» Po(F0)a) €L Bo(Fo)E R soient:
20, si s7>1
Po(ro);E( . =L -, d)
Max{2p0,, r3'} si sy=1.
ﬁo(f'o)EMax{zﬁo, il

Choix de Ny, N,.
Soient, pour r,, 7o, 7, # €t £>1 suppoés donner qui seront détérminés ultérieurement ;

Na=(RopolPore) ' nt?~ et Na=(Ropo(rore) /*~nte =01~
ol Ry=Cor ' et R,=C,f! avec la constante C, a la proposition 2.

Définition de a,(n). Soient a%(y)(k=1, -, d) des fonctions d’une variable de la
classe de Gevrey d’indice (s¥) telles que

0Sa(nsl, ab(p=1 sur {n; Ip—nbl S5}
SuppaiC{n; n—nil <7}
|ah®+ ()| £2C(Nax RPR 154 (VDS Nap, p1)
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et au(M=an(n) - ana(n); anp(P=an(n=ry,), (k=1, -, d).
Définition de B.(x). Soient S%(x)(k=1, -, d) des fonctions d’une variable de la
classe de Gevrey d’indice (s¥) telles que
0SBAOSL Bio=1 sur {x; lx-xtlS o7}
SuppfiCi{x; |x—=xi| =r},
| Bhaen(0) S2CNw RO 1% 05 ("gS Nax, ")

et Ba(x)=Bni(x) - Bua(x); Bar(x)=p4(n%kxy), (=1, -, d).

Définition de V,(x; D). Nous envisageons le localiseur V,(x; D)=a,(D)B.(x).
Alors on a d’une part:

Vi (x, D)=a$(D)Bru(x).
et d’autre part:

I VAR (x, IS 3 Co(NaRo)P(Na Ry 1w 17 gl =P P +oass)
("PSNa, YgSN,, Yo, v)
Nous opérons Vi, (x; D) de la gauche a
(0.1 —A(t, x; iD)JU(t, x)=0.

Définition de 6.(x). Soient 6*(x)(k=1, -, d) des fonctions d’une variable de la
classe de Gevrey d’indice (s¥) telles que

0=60*(x)s1, 0*(x)=1 sur {x; |x—x} <7},
Suppf*Cix; x—x}|=2r},
|0%5(x)| <3Cu 1% o5 (")

et 0n(X)=0n(x) -+ Ona(x); O20(x)=0%(nkxy), (=1, +, d).

Alors on a

Ba(x) AR, x5 iD)=Ba(x)A1, x; iD)GA(x)
Et on a

(0] — Anioc(t, x5 DYIV,(x 5 DYO()URW, x)=F#(, x; D)0.(x)Ux(t, x)
0 1
Antoct, x5 N)= 0 1
Amnioc(t, x5 D), -+, intoc(t, x5 D)
Aaroclt, X3 D)=aylt, Xa(x); 15 4(n)
’ 0
Fet, x; D)E( )
[, x5 D), e, SR x5 D)
[t x5 D)=V, (x; Dlast, x5 iD)— ajnoc(t, x5 DWN,(x 5 D)

(0]
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Revenons au (A),;. D’aprés (H-6) on a

(pa—dv(jak)—a(jak),.=pj (Y], a, k).
Donc

aj(t, x, n; n)=n"PYa;n0ct, x5 )
Eazkn‘(pa’avuak))"’p‘t"duh)(xovuak)ajap(t, xg)coa
+ntea-tvdaknf(Xrdabig,,,(t, X)EE))| Xaln(x), E=Ep(y)

—(n7PxOPUR as0,(E, 237

satisfont a

ia§$£ﬂ’(t, X, m; n)|S3Cply 1T phoin e (g ")

(“te[0, Bin1])

(4-3) (Yx; [x—x°|Sdro, Y75 [9—7°|S4f0)
laj@t, x, 5 n)| S3Cp"vI*photn-rr> (e v, Yx, V)
("te[0, B,n1])

\ Rl ,
ou B, sera précisée ultérieurement.
Nous posons

Ui, x)=diag[l, n-?1, -, n~P1m=930 (x)US(, x)
Alors on a le premier systéme:
3.VYe(x; DYUAL, x)=nPi[AQ x5 D5 n)Vf(x; DWUa(t, x)
+F'\(V,; UaXt, )] t€[0, Bin™1]

{ 0 1 0
(1] | A x5 D; n)= 0 S0 .1
\ ak(t, x; D; n), =+, al(t, x; D; n)
0
noPinfaxt, x5 D), -, PR, x5 D)

FY (Vi 5 U, x))‘=‘( )U}.(t, x)

D’aprés (H-6), nous avons, pour tout YE[7,, 711,
s(pa—0v(jak)—r(a(jak)—gNsp; (), a, k)

avec ’égalité pour (jak)el'$ au cas ou y=7,=0d} et pour (jak)Elp aux autres cas.
Donc

ait, x; n; M=(nPY)  ajmeclt, x5 N)
Egtauak)-unt(pa-évuah))-w(xovuak)aj“(o, x$)C°"
+niea-dvdabnf(Xvdakbg oo (t, X)) xat iz 8=8 0

— (xR a40,(0, 2§ "L}
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satisfont a
a¥t, x; ; n):<ja§;1’,,xowak)a’"(0' xNC  40r4, 7. By By n(1)
("te[B,n"1, Byn~re])
a3, x, 7; n)|S3Culy 1™~ plhpyn-rr+d (g, ")
(4-9) (“te[Bn™"1, Byn7])
("x; [x—x°|S4r, Y; |n—10°|S47,)
a3, x, 7; n)| S3Cul™y 1™ shpsn-Pr+d (Y, Yy, Yx, V)

("te[Byn™71, BynTz])

OU 07,7, B, B,.n(1) est la quantité tendant vers zéro quand on fait tendre 7, #, et B,
vers zéro et B, et n vers oo,
Soit H une matrice telle que 'on a

0 1 0

am a,
( M) 0

IR PR S )

°
ou ajE(lagel?' xovua“ajak(ov xg)COa
P

° 50
<
) avec M""Zm

Posons
Ui(t, x)=Hdiag(1, (nPt9)}, -, (nPt9)~ ™ D]0,(x)U A, x)
( =Hdiag[1, (nP"?P19)~}, ..., (nP-Pyd)~m-DJU L, x).
Alors, 'influence d’irrégularité en ¢ de la transformation
diag[1, (nPt9)!, ., (nPt9)-m-1]
étant estimée, pour t€[B,n"71, Byn~72], par
3Cnﬂt‘l(n'(P'Tl(q*H))BT(iH'l)),

compte tenu de (H-5), en choisissant B, convenablement grand, elle peut étre minimisée

autant qu’on veut.
Choix de r,, #,, B, et B,.
Nous choisissons #,, #,, B, et B; en sorte que l'on a:

{x; lx—-x°| §670}C90, roéMin{pB‘, 1}, foéMin{ﬁzl, 1}, BgéTn,
Iltj(t, X5 77; n)lé-anz_ Vte[Bln‘n, Bgn"’]'x, vﬂ, 'n»l.

Alors on le deuxiéme systéme :
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0.NYL(DWU i, x)=nPta[AXt, x; D; n)Vi,(x; DU x)+F¥ Vi, ;5 U, x)]
(x50 0
JXt, x: D n)= 0 ' . +(Aus(t; x5 D; n))
An(x%; %)

(o] 1245t N ( “Bu. 2By HE[Bun, Ban7n] )
avec |45t x; n; )| —

m ¥, Yy, Ya>l

(258, x5 n; )| S3Cul™y 1™ phpsn-rr+d
0
F*Ny¥0,; UiXt, x)=H )
n P™amfent, x5 D), -, nTPUfAYE, x; D)
X H U, x).

§5. Estimation d’énergie

Nous estimons d’abord

IFHNS, s USHE, M (=1, 2).

Les éléments de FiNV,; UiXt, x) sont des combinaisons linéaires des
fi@, x; DU, x)i=1, 2).

Or on a:

fir(t, x5 DYy=VEy(x; Dyajt, x; iD)y—ajnoct, x; DIV, (x; D)

ou alt, x; iD)=n"PYat, x; iD) et a¥t, x; iD)=n"Pit-VYayt, x; iD).

Ces opérateurs sont de la forme:

flx; D)=V, (x; Dya(x; D)—anedx; DVH,(x; D)
=V (x5 DXa(x; D)—anocx; D)V, (x5 D), @aioc(x; D)]

Nous avons besoin de I’expension asymptotique délicate de f(x; D) et donc du
commutateur [V, (x; D), @noc(x; D)]: La voici due a S. Mizohata [17], [18] dont
la démonstration est envoyée a l'appendice pour que la démonstration actuelle de la
proposition fondamentale ne soit pas dérangée par elle.

Soient a*~() (k=1, -, d) des fonctions d’une variable telles que

(‘ 0sat~(nsL, a'*(p=1 sur {1; ]n—ng|§%f°},
Suppa*~C{7; |p—nil 27}

et ax(M=az(n) - aza(n); az(P=at~(n~rry,), (k=1, -, d).
Soient B*~(x) (k=1, -, d) des fonctions d’une variable telles que

(O_S_ﬁr(x)él. Bt~(x)=1 sur {x; |x—x2|§%ro},
SuppB*~C{x; |x—x}|<2r.},
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et Ba(x)=Bmi(x) -+ Bra(x); Bra(x)=B*~(n’+x,), (=1, -, d).

Proposition 3 (cf. §5 de [17]. Pour un opérateur pseudo-différentiel a(x; D), on a,
pour tous N=(N,, -, Ng) et N=(N,, -, Ny),

[V, @aiocl(x; D)

1
= e B T s DR D+ R (x5 D)
+q#0

1)y
Rizgtos 9=as@Bae) 5 0 s @ e, TR O

+a;(5)ﬁn(x)jN p(vn(v) » Gnloc)X; &)
(2N R~ - (=1
+(1—az(®)fa(x)) . 2 R e

sh-jqsn-v plg!
SR A

+(1=azE)Ba(x NIV @ntoc](x 5 §).

a (p)nlocvn (ufq)( x; é)

Ici

Jaas s O= B, i) A—0"Ade
k=1,.,d

& I(NT B!
XOS—SSe'i””a(l(‘v‘Ll;k”(x; E+Mbacnir n(x+y(t; k); E)dydy

o UN; B)=(, -, Le-1, Ny, 0, <, 0) pour I1=(l,, -, lq) et N=(N,, «, Ng) et y(t; k)=(0, -,
0, tYs, Yesr +» Ya) pour y=(¥,, -, ya) et t[0, 1].

Définition de M*“¥(x). Soit, pour £>1 donné que nous déterminerons ultérieurement :

ME(r)= N D8 o(Fo)(porodi)n™ ov+ o

Définition de C(s~). Soit:

. 7 1/:1
Min ~’(—~A———-)
Jibpg=Cpj-05)187 Copo(ro)ire

Cls™y= au cas ou il n'y a pas de j tel que bys=p;—0d;

-

. . /s
Min {j;bpdlyl’ljllaj)/";( CoPo(rT’o)j'fe )l j’ ( Coﬁo:f’o)lfe )}

au cas ou il ¥y a au moins un j tel que b,5=p;—0;

ou C, est la constante a la proposition 1.

Grace a la proposition 3, on a la proposition suivante due a S. Mizohata dont la
démonstration est aussi envoyée a I’appendice.

Proposition 4 [17], [18]. Supposons que les coefficients satisfassent :
10% @ q:(t, X)|S3Cgy 1™ 0} Yy, ¥(t, x)E[0, TIXK, Y], a, K compactC£,.

Il existe une constante C, et un polynome absolu P(n) tels que l'on a:
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L2 MEEINFNR, s URE

usNqp,vsN
CSCu™t 3 MEWIVEL (e s DWUAE -
psNp,vsNp
+3P(n) exp(—C(sM)m)ULE ) (=1, 2) (b=b,s)

Ayant préparé ces propositions, nous estimons UA(t, x) au systéme [1]:
On a:
DIV, (e s DYUAER, M=nPLC AN (e 5 DU, <l

HIFH T 5 UrE, =N
Or gréice a (H-1) et la proposition 4, on a:

2 MEEIF T s Us)t, o

#sNp,vsNq

SCut 3 MEPWIVE (o5 DU, i
#sNqp,vsNq

+P(n) exp(—C(s)nUa, <
Soit :
EUN= .= MfPWIN 5 DUa,
psNp,vsNp )

S

Alora on a:

. E U= n”‘(Cl+CzI€")E‘(U1‘;)(t)+BP(n)eXP(—‘C(S”)n")lllUy‘.(t, Dl
Nous estimons ensuite UZ2(¢, x) du systéme [II]:
On a, compte tenu de (H-3):
mo m
o B19.5 DU A= B I8R5 DR I |
j=1 j=mg+1
mo m
znl’tq(Zﬁo(jZ:lllvf‘.’?m(ﬂ DYUZ ¢, °)"_,=m20+1 V&, (e s DURAL, °)Il)

0V, (e 3 DR, M—IFXV#,; U, °))II|))
Soit :

A mo
BUDO=, 3 Mew] ZI90; DULE

— 3 V(5 DAL, °)II].

j=mg+1
Alors on a, grice a la propsition 4:
0. E*UEXt)znPt[20, EXU7)(E)
+(5o_Cz'C_l)”siganf‘I#V(/C)mvr(fa)("; D)Uﬁ(t, i
—2P(n)exp(— C(s MU, .

Choix de k.
Nous choisissons ici # en sorte que l'on a:
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50_Czlt-120, lglc.
Alors par les intégrer on a,
ENUXBin)sexp(?CnP1-)[E*U2)0)
3 —C(s~)n® o
+3P(n)exp(—C(s™)n )‘G[O.Ssgp A, ]

(5-1) | et tant que E’(U”)(B,n"l)>0,

EXUZ)Byn~ rz)zexp [ By nP-ra@+h _ Bq;lnp-n(qn)])

X(EXURXBin~ “)—EP(n)eXp(—C(S“)n") Sup IIIU @

terBn-71,Bgn-

Remarquons que pour la solution W,(¢, x) de I’équation microlocalisée :
oW (t, x)=nP1A't, x; D: n)W,(@, x),
on a avec unec certaine constante C:
(6-2) W a(t, NI expXCnP)[W a0, ).
Remarquons encore que l'on a:
(6-3) ENUDO=2PU, Il
En effet on a:
BXUNDS, 53 N K om odr e nevsoe
X3P (n)(NaRo)“n=P#(No RoY n® UG, I
S3P(n) S (N Ropo(ro)en=e-2# 2 (NaRopo(Fo)n™ -2y |UA(E, <

ushn valn

S3P(n)2e” #eUAE M= P@IUAE i

§6. Construction de la solution et son estimation majorante

Choix de A, r et 7
Soient r et # des nombres quelconque tels que l'on a:

{x; |x—x3| Z2r}CQ,, 0<2r<r,, 0<27<4,.

Nous choissons A tel que l'on a A<M1n{C(s~), B““}

+1
Soient ¢*(§)Xk=1, -, d) des fonctions d’'une variable de la classe de Gevrey d’indice
(s¥) telles que
Ak Ak —_ . 0 1
0=¢* (=1, @*(p=1 sur {77, In—-mlész},

(6-1) 1
Supp $*(c{n; 1n—nblS 57},
I(p”“"(ﬂ)lSaCa"zﬁ% (va)

et Ga(N=0ni(N) -+ Pna(n); Pur(P=PH(n~Pryy), (=1, -, d).
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Et soit

1 fezon-3z0yp A
— = _ i(z-n-9x0)y
62 9x(0)= 55 fe ROTES
Soit W,(t, x) la solution du probléme de Cauchy
6 ( AW (t, x)=nP1A\t, x; D; n)W,(, x)
( —
Wa(Bin™11, x)=H "*(pu(x), 0, -+, 0)

Soit
W(x)=diag[1, n?t, -, nPIm=DIW (0, x)

Soient 7*(&)(k=1, -, d) des fonctions d’une variable de la classe de Gevrey d’indice
(s¥) telles que

3
0Zr* (=L, r*(p=1 sur {17; ln—rﬁlé—z—h},
Supp7*(MC{n; |p—nil=2f.},
T8 < Cal®ps  (Ya)

et 7a(M=Tni(D) - Tra(D); Tas(M=T¥(n"2k7y), (k=1. -, d).
On remarque alors que 7,(D)WJ(x) est entiére, de H<>(R%)™ et telle que 'on a
pour tout «:

(6-4) 1057 n (DY 2 ()l <2 C(Pcn)?® exp(?CnPi7Ty),
En effect, W,(t, x) étant la solution du (6-3) dont la valeur initiale est estimée par
IWa(Binm1, o)IS3Cllpal<3Cn®i?,
on a, grice a ’inégalité d’énergie (5-2) pour W,(t, x),
WA (<3 CnPrem=BYIIF L0, <)l
S3ICnP1m =D exp(CCnPrN)|Wa(B,nT1, |

§3cn1’1("“1)+‘(9)/2 exp(3cnP1‘TI)_
Et on a: .
1057 s (DWW A L= 7" 2() W ()]l

d
=3C kIgIl((l Nl +270)n e e) kW 2.
Donc on a finalement:
1057 (DWW (I =3C(Pcn)?* exp(3C nP17T1),

Ce qu’il fallait démontrer.
Soit UL, x) la solution du probléme de Cauchy (PCS):

6-5) ( [0.J—At, x; 9:)]UL(, x)=0
U0, x)=r(DWi(x)

C’est cette solution-ci qui nous méne a la contradiction.
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Nous alons faire son estimation majorante:
Souvenons-nous que ’on a défini Ui(t, x), Ui, x) par

6.6 ( Ui@t, x)=diag[l, n~P1, ., p~ P14 (x)UJ(L, x)
( —
Ui, x)=Hdiag[1, (nP~P1t9)~1 ... (nP~P10)~m=DIJL(¢, x)
ou US(t, x) est la solution du (6-5).
Alors, compte tenu de (6-4), grace aux hypothéses (H-2) et (H-6), on a:

31 Sup  |ULW, x)|<2C(n)exp(PCnPr+An®)  Ynl
7=1 nbz—z0 527
00, Ban = 12]

et par suite

6-7) Sup_ IUACE NS> Cln)exp(CrPin+Ane).
2n”

tero,

Alors, grice a (5-3) et (6-6), on a I’estimation majorante:

(6-8) EXUZ)XByn 12)<3C(n)exp(?CnPr7114+An) (Yn>1)

§ 7. Estimation minorante de la solution

Nous voulons, au premier lieu, assurer la positivité de 1’énergie EXU2)t) a t=
Byn~7, Celle-ci étant assurée pour HW (¢, x), il faut estimer UL(t, x)—W,(t, x). Com-
Mengons par ceci.

On a d’une part

@ f—nPr AN, x5 D; m)VKL (x5 DUAE, x)=nP P VY, UsXE x)
( Uz(0, x)=04(x)1r. (D)W (0, x)

et d’autre part
@ J—nP1i't, x; D; n))V¥(x; D)W, (¢, x)
=nP1G(VH, 5 Walt, x)

ou GV, ; Wat, x)=[V¥,(x; D), A'(t, x; D; n)]W,(t, x). Donc
(@e—nP1Ay(t, x5 D m)VRL(x; DYXUA(E, x)—Wa(t, x))
=nPI[FY(VH ; U, x)—GNH, 5 Wat, x)].

Pareillement a la proposition 4 on a:
Proposition 5. [l existe des constantes C, (celle de la proposition 1) et C, et un
polynome absolu P(n) tels que l'on a:
2 MBENFY, ;s Ua)t, ) =G, 5 WaXt, o)
#sSNyp,vsNg

SCx™ 3 M&EE®IVHE,(e; DYXUE, )—Wat, )
#sSNp,vsNy

+3P(m)exp(— C(s)n’)IU A, I +IWalt, )I)
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Ainsi pareillement a (5-1) on a:
ENU7—W,)XBin)<sexp(*CnPrr")[EXUs—W.)0)
+aP(n)eXp(—C(S”)n")[tqo.selll’?_rl]lllU Aty °)|U+,e[°§;§g_mlllwn(f: 7.
Compte tenu de (5-2), (6-3), (6-7) et (H-7), on a:
E'Ur—Wa)BinT)sexp(PCnP [ EXUa—Wa)0)
+3P(n)exp(— C(s™)n®+An+3cnP1-11))]
Gréce au choix de A et a I’hypothése (H-4), on a:
E'UL—W,)(Bin)<exp(?CnPr [ EXUs—W.)0)

+3P(n)exp(—C(s™)n%)]
Or on a:

E‘(U,‘.—W,.)(0)=Fs & 2.‘,"5 N,.M BNV (e 5 DXOa( )1 a(D)—1)W A(0, <)l
Remarquons que l'on a:
Vi (x 2 DYXO 2 (x)7 (D)= 1)=ai*(D)Brox(x)1(D)—1),

On a la proposition suivante dont la démonstration est envoyée a I’appendice.

Proposition 6. Il existe une constante c est un polynome P(n) tels que

”sﬁz_‘:sznM“rf(ﬁ)lla"y‘.’(D)ﬁm)(")(Tn(D)—l)ll
<3P(n)exp(—3cn®)
Gréce a cette proposition 6, on a:
E'Ui—Wa)0)<s3P(n)exp(—3cn®)
Et on a, compte tenus de (H-7):
EXUi—W3iXBin™)<IC E'(Us—W,)XBn" )< 3P(n)exp(—3cn®)

ou Wi, x)=Hdiag[1, (n?~P19)7!, ..., (nP~Pua)~m-LIW (¢, x). D’autre part on a, pour
tout N:
E*W3XBin )Z(Va(e, D)pa(e)l=llan(D)Bn()pa(o)ll

g"ﬁn(’)an(D)q’n(")"_II]N(am ﬁn)(° 5 D)ﬁon(’)“

Or on a la proposition dont la démonstration est aussi envoyée a I’appendice:

Proposition 7. Par choisir N=N¥ convenablement, on a avec une constante c et
un polynome absolu P(n):

I J y¥(etn, Ba)ll <2 P(n)exp(—3cn®™)

N . —0
o b*= Mmp—j*—’.
3 s¥
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Grice a cette proposition 7, on a:

EXW3XBin ) Z || Brpall—2C exp(—3cn®™)|pal .
Or ayant:

1 A
om0 = | [ Batmdn| 2 Cne

1 - SRR
et 192pa(x)l =W\§em-" i) Ga(ndn|S2Cnte ((@)=1)
on a, avec un 3*C>0 suffisamment petit:
loa(x)|223Cn?  (Yx; |x—nx°|<3CnF).

On a par conséquent:

/
||ﬁn§0n||2(S' I(p,.(x)I’dx)1 223Cn"/2,

z-n-0z053cn-p

Ainsi on a:
EXW3XByn11)Z3Cnr’?
et donc

(7-1) EXUNBin )23 CnPl?—3C(n)exp(—3Cn®)23Cn??>0  (Yndl).

Grice a ’estimation d’énergie (5-1), on a:

EXU3XBon ")z exp( qz_‘z"l Bqa“n""m‘””—%—B"T‘n"“““’)

X[EXURXBin )~ 2Cmexp(—~C(s)n®)_ Sup _ IUAC .

te[Byn-T1,Ban-
Et grice aux (6-6) et (6-7), on a:
lUACE, M<32C(n)exp(3CnPi-T14 An®).

Donc grice a (7-1), compte tenu des hypothéses (H-2), (H-4), (H-7) et le choix de A,
on a finalement:

(7-2) EXUZ)(BynT8)= 3C(n)exp( qifl Bq;!np-rchﬂ)) .

Cette estimation-ci est, griace a (H-6), (H-8) et le choix de A, contradictoire a (6-8) et
la proposition fondamentale est démontrée. C.Q.F.D.

§ 8. Démonstrations du théoréme 1

Nous supposons que le (PC) soit (s)-soluble. Fixons un R=(R,, :--, R4) arbitraire-
ment choisi une fois.
Soit

q={u(, x); u(t, x)€C™[0, T,], C=(2s); L, x; 8., -)ult, x)=0,
& 'u(0, x)=0 =1, -, m}

7 étant un sous-espace férmé d’un espace de Frechet C™([0, T,], C=(£,)), I’espace



692 Keiichiro Kitagawa

quotient C™[0, T,], C=(£,))/J1 est aussi un espace de Frechet. Or d-aprés |’hypothése
que le (PC) soit (s)-soluble, pour toutes les données @;(x)e HP(R?), il existe un et un
seulement élément de C™([0, T, C=(£2,))/9 dont I'image est la solution du (PC). Et
griace au théoréme du graphe fermé de Banach, I'application qui donne aux données
initiales de HA®(R*)™ un et un seule élément de C™[0, T,], C=(2,))/T est continue de
HEP(RH™ a C™[0, To], C=(Ry))/7. D’ot on a la proposition suivante.

Proposition 8. [12] Soit s=(s’, s”)=(sy, =+, 8, 0, -, 00); §;< 00, J=1, -, .

Supposons que le (PC) soit (s)-soluble. Alors, pour tous R>0, N et compact KCQ,
donnés, il existe des constantes C et M telles que pour toutes les données {¢p,(x); ¢i{x)E
HE(R=1, -, m} telles que

3 Sup  [02;l/al 1 RI 0,

Jj=1s8camsM, a’

il existe une solution u(t, x) du (PC) avant [’estimation suivante:

m-1 m
> Sup |0f05u(t, x)|SC X Sup  [0%¢,ll/a’1¥ R'™
k=08(a)sN j=18(a”)sM,a’
XEK
Par I’application de cette proposition 8, on a I'estimation pour la solution du (PCS):
Pour tous R:>0, N et compact KC &, donnés, il existe des constantes C et 1 telles
que pour toutes les données {D,,(x); P, (x)EHN(R)=1, -, m} telles que

I Sup 920, /a’ 1¥ R #0,

j=18(amsM, a’

il existe une solution U3(t, x) du (PCS) ayant ’estimation:

3 Sup [5UL(M ¥)|SCS Sup  [95D0/a’ 1¥ R7

k=1s(a)SN j=t8cansM,a’
IEK
Or pour les données telles que l'on a:
105D ;1 =3 CarBo(n)cn)*

avec une constante C,. dépendante de «” et une fonction G@(n) en n, le deuxiéme
membre de cette inégalité-ci estimée par

o'

3IP(n)By(n)exp (es'( CR

)IN n' /")é 3P(n)@¢(n)exp(An®)

avec un polynéme P(n) en n et A=Max{es;(c¥/R;)"%; j=1,---,1}. Ainsi, R pouvant
étre choisi arbitraire, (H-2) de la proposition foundamentale est satisfaite et 1'applica-
tion de la proposition fondamentale donne le théoréme 1. C.Q.F.D.

§9. Appendice

[1] Preuve de la propoesition 3. Nous commengons par remarquer quelques
formules d’expension asymptotique.
L’on a une expension de Taylor d'une fonction f:
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St n= 3 o fay

a 1
2 TN T A DT [y, By

Par son application a b(x-+7y; &) a la formule de symbole du produit a(x; D)b(x ; D):

os—SSe-‘”a(x s E+(x+y; E)dydy,

on a:
L’expension en produits des symboles.

(D alx; Db(x; D)=ﬂ§v;170‘”’°b<m(x; D)+ Jw(a, b)x; D)

ol Jxta, X5 = 3 gy A0l

k=1,.,d

xos— {7tV O ek bac s i+ 3 B); Sdydy

et aob(x; §)=alx: E)b(x; &).

Et d’aprés cette expension (1), on a:

a(x; Dbgolx; D)=, 3 i'acﬂw) “beuan(x s D)

+Jv-pw(a®, b Xx; D)

Donc on a:
L’expension en produits des opérateurs.

@ aeblx: D>=F§N(—‘#1!la<ﬂ>(x; Dbe(x s D)

D (@®, bo)xs &)

+ 2

psN [!'

Et d’apres (1) on a

a(x; D)b(x; D)= 2#—0"" bew(x; D)+ Ji(a, b)(x; D)

pusN

Grace a (2) on a, compte tenu de a“ebeuy=bcuoa“:

a@ebope; D)= 3 S 0605 Daiees D)
vs
1 V-1
+v§V = ) Jw-u (b8, ally)

Donc on a:
L’expension du commutateur en produits des opérateurs.
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Late; D), b(x; D= 3 2 p@x; Dyaix; D)
pzfv,usN v!
+ 3 CUT 08, aXes D+ st b)Xxs D)
psN,vsN

Ayant ainsi préparé les formules de l’expension asymptotique, démontrons la
proposition 3.
On a pour un opérateur pseudo-différentiel a(x; D),

an(&)ﬁ~(x)a )nlocv(’lgfq))(x 3]

1
=an(§)132(x) P2 7T B nioc ViR (x5 £)

+a§(5)l377(x)]1v-u-q(af%))nxoc, VAR x5 &)

—aHENR) B, acll) V(3

+an($)ﬁn(x).[1v—v q(a(p)nloc; f;‘éﬂ?)(x &)

Donc
OB,y B o G R 5 O
— ™ ~ 1 1 Y 9! 1 [()) vint
—an(é)ﬂn(x) 2 Fds% VB q+>r"5 70! ——(— ) AniocD VB (x5 &)
Fa@F), B S I dahnioct VAN O
=GOBN B TP dusn(x 5 )
psN-p
—1)?
FaOB, B S TGt TR O
=az(8) (Vi) nioc(x 5 §)—am(€)Ba(x)] 5-p(Vifly 5 @niocXx; &)
FaEOB, o B A ek ahuocs VR O
Donc on a:

[V, Gnoc)(x; §)=ar(8)Br(x)[VHL)) @nioc)(x; &)
+(1—az(&)Br(x)V¥ s Gnioc)(x; &)

(=17
=0an @D a0V EN (x5
OB, o D o eI

1)t
FaOBW), o B ST o0 oniocs VR O

+ax(©)Ba(x) ] #-p(ViHdy 5 @ntocXx 5 £)
+(1—az@)Br(xNIVG Qatoc)(x 5 §)
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(_

sN-u,qsN- Ig!
psfomasi—v plg

a %’) nlocvr(nlz:—ﬂz) (x 5)

+aO/RM), , B S

+a5(E)BR(x) ] 8- (Vi 5 Gnioc)(x; &)

Jwow q(a(p)nIOCy n(qu))(x &)

- oyg~ (=D ,
FA- OB, o 2 T B THR ©
+(1— e @BRNITED, Gutoc)(xs &) C.Q.F.D.

[2] Preuve de la proposition 4. Nous notons par a(x; D) un des opérateurs:
ajt, x; D)y=n-?ayt, x; iD) dans [0, By,n "] ou a¥(t, x; D)=n"PtYayt, x; iD) dans
[Byn", Bynre],

Lemme 1. On a

[7l'll

( ) a(p)nIOC( ) D)vn(qu)(°

PsNn— SH AN plg!

usR o vsN,

§3Cx"ﬂsﬁ2mv M &N (e 5 DU

Preuve.

(=1

- plg!
psﬁnp!:_agﬁ%hln v p q:

av

a(p)nloc( ’ D)Vn(qu)( ;¢

=
psWpvshy

¢ X My 2 Ni#==Dp%p4n® =P VIR (o 5 DU

n
2P vsNy, PSﬁn-F‘-(ISNn—V

3 -1 yu (¢) . °
g CK #S nzvs nM [Ivn(»)( ’ -D)U( )" C.Q. F.D,

Lemme 2. On a

(=1
py S 7
M psVp-tgsNp-v plg!

usBpvsNy

az(§)B(x)

XJIn-v-g(@Bnioc; VTN x5 5)|E=DI.

d
§3P(n)§lexd(—NnJ)
Preuve. Soient a**(n)(k=1, -, d) des fonctions d’une variable telles que
0<a** (=1, a*™(n)=1 sur {5; [9|S?.}, Suppa""(:{nf || £2#0},

et ax(n=ai(n) - a¥a(n); axe(=a**(n~rry,), (k=1, -, d).
Remarquons que !'on a

os—Sge-*vv(l—a:w))an,oc(x; E+)Valx+y: &)dydy
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1 .
t?_‘l‘v—z_'— Sge—lyv(l_aﬁ(ﬁ))anlocU)(x; E)Vn(l)(x_l_y: $)dyd77
- 1 ! — N - —i _ *
+j='ff’dl<N: J‘)So(l £)sdt os “e (11— ai()

Xanloc(t(NH;j))(x; $+7](tr ].))vn(l(NH:j))(x'l_y; e)dydﬁ

On a donc

Ians; X = 5 —tyssdt os—{[e-traty)

1
l(N NI g a
X Qroc NI (x ; §+7](f? IWVnaw+r: p(x+3; $)dyd7]

+os—Sge"””(l—a?{(v))anmc(x; E+p)Valx+y: Edydy

= 5 gros—{[e - At amece s EFaartety: Odvdy

— 1 ! __$#\N; — -ty ¥k
= BT ].)!So(l 1)¥idt os Sge aX(y)

X A pioctt N (x $+77(t; IWVrav+:in(X+3; é)dydv

+ 3 05— [fe v —at, Py amods s EHTalx+y: Dddy
— 37t Sos [ - at ) amee s Oty : dyd
A n\7))&n 7" )Qnroc 5 ncld . n
1

E KN T Ja—idt os—{fe-tvmazt)

At (5 E+nt; Va1 (x+y; 5)dyd77

X&.

+

S 05— [ v 70— a4 7 aumac 5§47 Tncw(a+3: dydy

- 37 Bos—[lerr-atir i same;

XVnasaw-vh(x+y: E)dydy
ou N’=(0, -,0, N; 0, -, 0) et N=N/4+N"' etc.

Donc on a:
/) aZ(E)B5(x) ] n-v-ol @Fynioc s VSAFEN N, £)
- 1 1 vasi
GOBR, & TN PT JJa—pr-ora

xos—Sge“”aﬁ(ﬂ)af%)>nnoc”‘”‘”‘q+“f”(x: E+n(t; 1))

XV 1N v-qer (X +y; E)dydy
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pl (5).3;(%)}_:03—“ (L —ak ()2 &4y )N 0
Xa‘P’"‘“(x s E VKR v v-h(X+ Y2 E)dydy

p, OB, 2 Bos— e - agomadey)

X7];(‘\7_y_q—l)"ag%))nloc(”(\ E)Vn(y+q+l+(2v—u—q—l)j)(x+y: E)dydn
Remarquons que I'on peut bien supposer :
[az(§)Ba(x)a¥(9)a B nioc | SIC(n)g+) 1 p 1¥~ 5% pBn-rarb+ir

Par I’estimation on a:

Mgy pl amE)BR(x) ] N -v- @By nroc; VHEEY N1, &)

gac“‘[pu 2 /)!s~—1(2‘60)(q+1(4v—»-—q+1;j))p%n/w-a/z
N—v
]— d

X (N R )P HIH N 2=t LN R )E+P = (P =0+ P+v+a+1(N =¥=q+1i )

d
+3clwp7:j;-\lp!s~ 1‘00‘6 75 —(N-v- ‘Dj(IV R )p+y(N R )v+q+(N v-q)J
X NP P HVHGH(N -v-) >y pyv-ip

scjk/pilﬂvz qp !s~-1p%ﬁqg»li‘,a(av—y-q-L)f(NnRo);l+p
-
j=1,.,d

X(NnRo)»+q+l+(N-v-q-l)fn—(p—5>(;4+p+V+q+(N—V-q-l)fnpwéﬂ

Compte tenu du fait: go(fo)?o==1 et 1<k, on a

M#y

f)‘ an(&)ﬁn(x)jlv —v- q(a(p)nlocy m:fq)))(‘f &)
S?P(n) (N~ Ropolro)en=co-d)usp

X(, 2, (NaRop(aen=co-dyprasic -s-ai
ljs=1\lf—v71q

d .
+ 33 (NaRopo(po)en (o= rarct-u-od
i=1

+ E (NnRoﬁo(?o)xn«(p—ﬁ))u+q+l+(1v—v~q—l)f)
ljs_l:’—v:iq

Compte tenu du choix de N,, on a

M p—'-an(f)ﬂi(x)]zv_v_q(aE%nmc: VSR (x, E)'

<3IP(n)e~ P 3—\( 51 e GHeHIN -v-g; )
- IsN=-v-q

+e-(v+q+(N-v-q)f)+ 2 e—(u+q+l+(N—v—q—l)j))
IsN-v-q
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On a la méme estimation pour

(o7 517 CFOB s 0B mecs TN, )R

M

pour tous a, 8; s(a), s(ﬂ)SZ[ +1] Donc on a:

OB 1-s-o@Biocs THED, &)l eco

S BP(n)e (r+pd 2 ( e -+ LN -v-q; J»
lsN v-q

+e-(u+q+(N-v-q)I)+ pS e-(u+q+l+(N-u-q-z)f))
IsN-v-q

Et par conséquent on a:

ny @)

" psﬁn-fgqszvn -y plg!

nsfavsNy

XJ ¥ oo @ Gomton s THEDs ©)l e

<3IP(n) by e-(ﬂw)( S eI N =i )
- "“"f;’r""}‘”ﬂ ISNp-v-q

e-(v+q+(Nn-V—q)f)+ 1 g TN pov-g- nh)
ISNp-v-q

<P(n) 3 exp(—N,)
i=1 C.Q.F.D.

Lemme 3. On a
Z_M M2 az@ B ()] w-u(Vy 5 Gnroc) x5 E)leapll

ush
<3P(n) 2} exp(—Nn,)
Preuve. Soient B¥*(¥)(k=1, -, d) des fonctions d’une variable telles que
0=p*(»)=1, B*(»)=1 sur {y; [y|Sr}, SuppB*C{y; |y|=2r},

et BX()=LE(y) - BEa(3); BEu(M=B(n’ry,), (k=1 -, d).

De méme qu’au précédent on remarque

os—{{ev7(1— BEONTalx s 4 mamac+y: Odrdy
= 5 ros— {20 - BN s e+ M tmocatx s Odrdy

+ 3 T T A0t 05— [{emvn1— BrONTEF 0G5 gy)
Jj=1
Xanloc(l(ﬁn:]))(x"’y(t; MNdydn
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On a donc
1
ns @nloc H = ———\ (1t ﬁidt
JoTni o3 = 2y S0

Xos—SSe'i”’?B:(y)V,‘.“m'“”’(x ; E47)anocache (X +Y(t; 7)dydy
+os—SSe“”(1— BXYValx; §4+9)anoclx+y: §)dydy

— 5 Jros—{ e BT S emecar(xs Od3dy

— 1 ! _\F _ -1 %, AN+ ( o »
_;J?nd KN; ! So(l D7 sdi os SSQ "BV (x5 &4)

X @ntoca e p(X+ (T Ndydy

+ ; os—SSe‘wu— BN BAY Walx 3 E+n)emoclx+: E)dxdy

- l%—llTéos—sse-iv”(l—ﬁ#’(y))/é’{(yl)vw(x? E+N)anocaxx: §)dydy
——1_" —t)¥ —\\e” Far; .
L5, IN; S(l t)¥idt os Sge W B yITEI+E (x5 E4)

X Qioccr 41 (X + (5 7)dydy

+ ;: os—SSe-'vvu—ﬁzxy)),é,f.(y')y;ﬁfv;.”h(x s ) amodx+y: E)dydy

- 27 é 03—Sse-ivn(l—ﬂ#;(}’))ﬁ%(y')yjm'“:‘

XYEHE-DD(x 5 4 p)anocarx: E)dydy
Et on a
a(E)BR(x)] #-p(Niy 5 GniocXx ;5 &)

1
By, K=t )]

Il

S A=) F-midt

xos—jge-wmz(&)ﬁ:(x)ﬁ:(y)vm:“” B33 E4 )
X Gatoc(f-prr: (X + Y5 )dydy

+ éos—gg -1 (€)Ba(x X1 — BEL YDA )y R -1
xV‘F””'P’”(x' E+0)anelx+y: E)dydn

- 27 £ 5 os— (e rran@picax1- 13*;(3’))3’(3' )y5ef-ebs
XTEHE-#=DD(x 3 £ n)anocar(x : €)dydy
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Par I’estimation on a
ME ) az(E)BR(x)] #- (VL 5 GarocXx 5 &)l

< P 3 (Nf Ropon~ce-d)icf-riioes
sR-u
j=1,.,d

d PN ~ .
+ 33 (N polroror)” F 0NN Ropo(ro)en oDy S =l rn
=1

+ D (VT plroror) T E NS Rypo(roen o) nmbivut)
Isf-p
Jj=1,.,d

X(NnRopo(fo)ﬁn_(p‘a))v

Ainsi compte teun du fait: N;§~"po(ro)rogl et 1<, pareillement a la précédente, on
a le résultat voulu. C.Q.F.D.

Lemme 4. On a

ey (_l)q +
e B, MO FOB BT TR &)leu)

d A
<3P(n) 33 exp(— Ny )+exp(—N,,)

2 MEIA=az@)B(x)NVi, daoecl(x; E)leanll

2sNpvsN
saP(n) } exp(— Na)+exp(—N,))

Preuve. Remarquons qu’on a

(I=ax(@)Ba(x)anocVa(x 5 &) et (1—az(@)Ba(x)[Va, Gniocl(x; &)

sont des combinaisons linéaires de ceux de la forme:

0s=[{e=r 71— @z @) H(x. Oamoclv s &+ M+ ManEtn)drdy
0s—{{e 71— B3 (€)%Fi(x. Oamodx's &+ MBAx+)an(e+ 1)y
os—SSe-f”(l—a;,@»ﬂw;(x, E)tn(E+7)Balx+ ¥ amocx+ ; E)dydy

os—Sge"””(l—ﬁz,—(é))aﬂ(x, E)an(é+n)Ba(x+¥)anolx+y; E)dydy

Remarquons que B,(x+3)anoc(x+y; E)=Fa(x+y)a(x+y; E.(€)) et que sa dériva-
tion par rapport a y a lestimation pareille a celle de a(x; &). On peut procéder
pareillement aux précédents. C.Q.F.D.

Lemme 5. On a

2 MV, DXa(e; D)—anoc(e; D))l

palipvsNy
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<2P(n) 3} exp(—Ny,)+exp(— Ny
Preuve. On a
a(x; §)—anoc(x ; H)=a(x; §)—aa(x); Fa(§))
=a(x; §)—a@a(x); &)+ aa(x); §)—alta(x); Ea())
et on a donc
Vith(x 3 D)a(x; D)—anoc(x; D))
=ai?(D)Bnep(¥)Lalx 5 D)y—ala(x); D)+aa(x); D)—a(lu(x); 51(D))]
=i (D)Brcp(x)]a¥a(x); D)—aa(x); E4(D))]

On a ainsi
(Vith(a— amoe))(x 5 €)
=05 —{ | Va2 @+ n)Bacitv + MM aux-+3); O—allalx+3); En@NIdydy
Alors le raisonnement est pareil au précédent. Et on a le résultat voulu. C.Q.F.D.
Ces lemmes étant préparés les démonstrations de la proposition 4 est déja claire.
[8] La démonstration de la proposition 5 est toute pareille a celle de la proposition 4.

[4] Preuve de la proposition 6. On a
ar(tﬂ)/sn(v)(rn_‘l)(x; E)

=os—§§e-fvvaw<5+ D Bro(x+ X7 2E)—Ddydy

Jﬂ.

J

os—Sge'“’”a#"(E-i- MBror(x+ YT AE)—1)PHiE ) d yd g

Et on a

ait Baen(Tn—1)x 5 &)

= él 0s-— SSe‘”"a,‘."’(S+ N Brws v - (x+Y)

X(Ta €)= 1 FAE ;N id yd

Par l’estimation on a

las Bnox(Ta—1Xx 5 6)I

s3C é(Nfl?opo(ro)xn'""“)”(Nn Ropo(#o)en™ oD+ N a-nl(pf mey=1
Donc on a

> M)t (D)Bas(e Xr(D)=1)l|

usNpvaNg



702 Keiichiro Kitagawa

<3P(n) 3 exp(—N))
J=1 C.Q.F.D.

[5] Preuve de la proposition 7. On a

Tt 8w O= 5 oy A0 e
d ’ )

k=1,.,
Xos—SSe“"”a,‘."”*”“’($+7])}3n(z<1v+1:k))(x+y(t; E)dyd
Par l’estimation on a

| Ba)x; OISPP(n) 3 UN; B Hpopo)l i bpmco-dicins

l
k=1,.,d

<3P(n) lsZN (N2#*=1 0o pon = CP=D)iCNi k> YN

k=1,.,d

Nous choisissons N=(N,, :, N;) en sorte que l'on a:

NZN‘—lpop‘on—(p-J):e—l
Alors on a
[Jn(an; BaXxs OI=2P(n) Z exp(—N,)

Par la remarque usuelle, on a le résultat voulu. C.Q.F.D.
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