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§  1 .  Introduction

Il s'agit du problème de Cauchy homogène:

IL ( t , x ; a a z)u(t, x)=0
(PC) (t, x) [0, T o ]x R d

atiu(0, x )=w i (x) 1=1, ••• , m

pour une équation différentielle linéaire aux dérivées partielles  à  coefficients de la
classe de Gevrey :

L(t, ;  a a z)u(t, a j (t, X ;  a z )arlu ( t , x )=0

Nous considérons des conditions nécessaires pour que ce problèm e de Cauchy soit
bien posé.

Sur ce sujet, nous mentionnons tout d'abord un travail de S. Mizohata [14]. Il y
a  montré, dans la catégorie de fonctions C - ,  une condition nécessaire pour les équa-
tions de P-évolution: Cette condition pour p s 1  est bien connue comme le théorème de
Lax-Mizohata [1O], [14]. Depuis, les recherches sont approfondies en trois directions
différentes indépendamment. Nous en citons des recherches qui nous concernent :

[I] A u cas p>1, i l  y  a des recherches sur les équations paraboliques dégénérées
dans la catégorie de fonctions CI" D l [13], [25] :

[II] Au cas p i ,  i l  y  a d 'une part des recherches sur le  théorèm e de Lax-
Mizohata dans la  catégorie  de  fonctions analytiques ou de Gevrey D l [4 ], [9 ] , [1 7 ],
[24] ; celles sur des conditions sur la partie principale de L (t, x ; at,

mn Il y  a  d'autre part des recherches sur la condition de Levi (nous citons surtout
celles de V. Ya. Ivrii) pour les équations faiblement hyperboliques dans la catégorie de
fonctions Ce° ou de Gevrey D I  [ 4 ] ,  5 1  [1 9 ] , [2 0 ] , [2 2 ] , [2 3 ]  ;  c e lle s  su r  d e s  c o n -
ditions sur la partie inférieure de L (t, x  ; a d i ) .

Ces recherches ramifiées en trois directions différentes en apparence, nous pouvons
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les réunif ier en un théorèm e (Théorème 1), par l'introduction du polygône de Newton,
comme la généralisation au cas dégénéré du théorème de S. Mizohata [14]. Remarquons
que ce théorèm e 1 am éliore, ça et là, des recherches citées ci-haut (voire Théorèm es
4 , 5 ) . Remarquons aussi que cette réunification nous suggère qu'il est aussi intéressant
d e  co n sidé re r le  p rob lèm e  de  C auch y  (P C ) d an s le s  c la sses  d e  Gevrey même pour
L (t, x  : at ,a.,) non kowalevskien : N ous en discuterons  à  la  n o te  u lté r ie u re . N o u s
voyons que ces conditions recherchées sont des conditions nécessaires pour l'existence de
solution (non nécessairement unique) du problème de Cauchy (PC).

S u r  l'unicité de solution d u  p ro b lè m e  d e  C a u c h y  (P C ), n o u s  c ito n s  u n  a u tre
tra v a il d e  S . Mizohata [15] sur l'unicité locale de solution :  le phénomène de la pro-
pagation à vitesse finie:

[IV ] L 'équa tion  non  kowalevskienne n 'a  p a s  la  p ro p r ié té  d e  la  p ro p a g a tio n
vitesse finie.

N ous traduisons cette  propriété  de la  propagation  à  vitesse finie en la propriété
d'une unicité locale de solution du problème de Cauchy (PC) [ 6 ] .  Et nous donnons un
autre théorème (Théoreme 2) qui décrit la condition nécéssaire pour l'unicité locale de
solution comme une amaioration de ce théorèm e de S. Mizohata (Théorème 3).

Tandisqu'au plus part de ces recherches c itées c i-haut, on  considérait ou bien  le
problème de Cauchy non homogène (c'est-à-dire que le deuxième membre de l'équation
est arbitraire), ou bien les problèmes de Cauchy uniformes (dont le plan initial t= r est
quelconque), nous considérons le problèm e de Cauchy hom ogène (c'est à  dire  que le
deuxième membre est fixé  à  zéro), dont le plan initial est (aussi) fixé  à t = 0 .  Parce que
nous considérons la condition nécéssaire, le  résultat ainsi obtenu est plus fin que ceux
c i-hau t. E t c 'e st g râce  à  l'avantage de la méthode améliorée de l'énergie micro-locale
de  S . Mizohata (a n — p méthode) qu'on obtient ainsi des résultats plus fins.

Cette m éthode de S. Mizohata utilisée pour la prem ière fois pour m ontrer le théo-
rè m e  c ité  c i-h a u t d e  S . Mizohata [14] est am éliorée par lui-m êm e pour m ontrer le
th éo rèm e  in v e rse  d e  Cauchy-Kowalevski [16]. D ep u is  ce tte  m é th o d e  est en co re
a m é lio ré e  p a r  S . Mizohata lui-m êm e [16 ], [17 ], [18 ], [19 ], [20 ], [21 ], [22 ] e t  Y.
T akei [26 ]. W. Matsumoto [12] a remarqué que la méthode de S. Mizohata fonctionne
encore sous l'hypothèse de l'existence (sans unicité) de solution du problème de Cauchy
(PC). Ce sont ces am éliorations et cette rem arque qui nous perm ettent d 'énoncer nos
théorèmes.

Etant obligés de diviser ce mémoire en deux parties  à  cause de sa longueur, nous
mettons l'accent, ici  à  sa prem ière partie, sur la présentation de la m éthode am éliorée
de l'énergie micro-locale et nous nous contentons d'énoncer un cas spéciale du théorème
1, mais nous donnons sa démonstration complète pour qu'on puisse y suivre l'idée de cette
m éthode. E t  à  la  no te  qu i su it [8], qui constitue la deuxième partie de notre mémoire,
nous donnerons nos énoncés en pleine forme.

A cette note, nous énonçons, à  la section 2, u n  cas sp éc ia l d u  th éo rèm e  1 , avec
quelques exemples qui l'illustrent : A  la  se c tio n  3, nous énonçons sous la forme sim-
plifiée la proposition fondamentale, noyau de la méthode d'énergie micro-locale de S.
Mizohata : Les sections 4,--7 sont consacrées à  sa  dém onstra tion  :  Nous démontrons
le théorème 1 à  la section 8 : A l'appendice  à  la section 9, nous donnerons la démon-
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stra tio n  des propositions sur l'expension asymptotique de l'opérateur pseudo-différentiel.
Nous remercions Professeur S. Mizohata son encouragem ent et P rofesseur W .

Matsumoto à m 'avoir mentionné sa remarque.

§ 2. Enoncé du théorème

Nous commençons par l'explication de notre écriture. Nous considérons en vecteur
dans l'espace  euc lid ien  rée l R d ,  m ais nous l'écrivons com m e un scalaire. Pour deux
vecteurs aa--_ (a i , ••• , a d )  et •-• , bd )  nous écrivons :

a = b si a i = b ; ;  j= 1 ,  • • •  ,  d a < b si a i < b ; ., j= 1 , • ••  , d

••• , ad+bd ) ,  adbd)

••• , a c tid) a! ,  ad!)

I adl) < a > — = (/ 1 + a , ••• , -V 1+0 )
d d

a i -l- ••• ad ai p (a )-= I l  a i.1=1 1=1

v(a )-= -(a , ••• , a) pour un  sca la ire  a  e R

Pour la simplicité de l'écriture, nous abrègerons v (a ) par a et aussi p ( a )  par a avec la
confiance qu'il n'y a pas de confusion : Ainsi on écrit par exem ple :

aa=p (a ")=a71•••acjd pour ••• , a d ) et • - •  ,  ad)

a a , - p ( v ( a ) a )= a a i+ - +ad p o u r  a R  e t  a==- ( a i ,  • •  ,  ad )

De même nous écrivons :

g_--_-_.  ; D ( - - 6 (i A / -1 ) ; cf3r(x ; D .1 ,f(x  ; e ).
x iX d

Soient : 11/11=- 11/11L2(Rd) pour une fonction  f  ;  111/111-= 74 1 IIf p o u r  u n  v e c te u r  f = -- -

(f 1, • • ,  1 . ) ;  Il a(0 , M IE= a(°, c (R d )-L 2 (R d ) pour un opérateur pseudo-différentiel borné
a (x  ;  D).

D ans cette note, l'écriture représentant un objet spécifique, telle que a à  a n ( D )  et
Is à f l ( x ) ,  est réservée en principe  à  cet objet. E t  p o u r  la  q u a n t ité  n o n  s p é c if iq u e
dont seule la finitude est comptée, nous utilisons l'écriture générique telle que 3 C  , 3 P (n ) .

Mais par manque d'écritures, nous abuserons quand-même pour l'usage aux multi-indices
les écritures déjà ré sé rv é e s  :  N ous utiliserons par exem ple a réservée  à  a n ( D )  comme
une multi-indice a ,  so it a ;f+P ) (e ).

Ensuite nous expliquons les espaces fonctionnels que nous utiliserons : les classes
d e  G e v r e y .  S oien t Q  u n  d o m a in e  d e  R d  et •-• , s d )  e t  R:_-=_(R I ,  ••• , R d )  des
vecteurs. Quelques-uns des s ;  peuvent eventuellem ent être infinis :  soit, pour la simpli-
cité de l'écriture, •-• , s 1 , 0 0 , •••  , 0 0 ); 1 S s i < 0 0 ( j= 1 ,  • - •  ,  l ) .  Nous écrivons

,  a " )= -- (ai, • •• , al, a1+1, • - • , ad).

na2)=---  { f(x) Coe(Q), vK  compactcf2, v a " ;  Sup lafrr f ( x ) i/ a ' R "It < 0 0 1
x E K ,cr t
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r ( s ) (Q )  U  71(Q), 7< g > (Q) --"=". n rwQ)
R >0 R >0

HA(Q)-= { f (x)e 11°°(Q) ; a" ; SuPliaclf  II L2c12)/a/ ! " Ras <00}
cr ,

H (8 )(f2):==U HA(Q), H<s>(Q)=---- fl H ia )
R >0 R >0

où

{  f (x )E C IQ );  ilartilL2(2)< o. Y a }

Ainsi on a r(- ) (Q)=- 7<°°>(Q)=C - (.(2) et H (œ)(Q)=11<- >(Q)=11 - (Q ) .  Nous disons qu'une
fonction de ro)(Q ) ou de H( 8 ) (Q )(r '> (Q ) o u  d e  H< 3 > (Q ) respectivement) est d'indice
(s)(<s> respectivement).

Soit, pour deux espaces vectoriels topologiques E  e t  F, Crn(E, F) l'espace de fonc-
tions in-fois continuellement différentiables, définies dans E  et à valeur dans F.

Nous supposons que les coefficients soient des fonctions de la classe de Gevrey
d'indice (s - )  o u  <s-- > et nous considérons le problème de Cauchy dans la classe de
Gevrey d'indice (s) ou <s>; Sur ces indices nous supposons :

1 S s -S s  0 0  ;  s - <00

Nous expliquons ensuite le polygône de N ew ton  (4)0(i, "i) p ou r le  p o id s (p, (3)
attaché au point (I, i )  qui est introduit dans [20].

Nous considérons le poids (p, 3); • • •  , • • •  , a d )  que nous supposons :

0 S 3 <  p <00
Soient

L (t, x ; at ,ax ).ar— x ;

où
jak)(x_iTuak)a j a k (t, x)ea.a j (t, x ; e)::_=_Za j a (t,

a h

Nous faisons correspondre
s(pa— h(jak )))(jak ) le point (1+  c ( j a. k )  ,  au plan XY .

1
Nous y ajoutons un point (1, 0) exprès. Nous appelons le polygone de Newton pour le
poids (p, 0) attaché au point (t, noté par (4) 0 (i, e), le  plus petit polygône à côtés de
pente non négative contenant tous ces points.

Pour un nombre c 0 donné, soient Pc , P',4" le point de contact de la tangente au

(Polygône de Newton)
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(4 ), 8( i ,  'i. ) ,  à  p ente a, non négat iv e, tirée du point (0, c). Quand cette tangente n'a
qu'un point de contact, Pe= P * est ce point de contact : et quand ells a un côté commun
avec le (4) 0 (E, i'), I', est le sommet à l'extrémité gauche de ce côté et 1:1 est celui à
l'extrémité droite de ce côté. Q uand il n'y a pas de telle tangente, Pc e t  11 sont
convenus d'être respectivement le sommet P,,, a l'extrêm e droite d u  (4)0(i, "i) et le
point à l'infini et a, est convenu

Pour un point P du (4),,a(i, :£), soient 11-p- e t  /71-,  les côtés du (4) 0 ( i, .i)  juste à la
gauche et à la droite respectivement de P  et aï; et o. ); les pentes de  Ili;  e t  HP res-
pectivement. Ainsi ol.. .= 0 .

Pour deux sommets P  e t  Q du (4)0(i, X') donnés dont Q est à la droite de P, soit
[P, Q ] l'ensemble de tous les sommets du (4)0(i, 'X) entre ces deux sommets, P, Q tous
les deux inclus : Nous convenons [P , P ].- --_{P}; [Q, P]:==-4.

Soit, pour un sommet P-.7-_-(1-1-q, p)e(4) 0 (1, 1), le polynôme caractéristique attaché
à  P:

pif(2)(t, x ; e ; I, .f)

2m —  E ,(t— i)aua k ) - qieua k ) ajak(1, i* - 1- xa)ea 2m - )

( f«  k)Erf,

,où r it -----i(jak); ( i+   a(ia. k) (p a — h (ja k ) ) ), /1 -4  e t  x j .-----_(x v , ••• , xad): x (3.1F-_-- 0 si (3.1*

0, x 5 J E.Exi  s i  31=0(j=1, ••• , d).
Remarquons que l'on a

P(2)(t ,
 x ;

 e; 1, X̂ ) - --= Am —  E  .  e u a k ) aiak(1, X‘ ±xaa 2m - 1

(ia k)Erp

s(pa—h(jak))) 1
a l  14P,---- =-{(jak ); (1-1-  1 0 . 6

.

1 k )  

Soient enfin :

P I
a p 8E---- M a X  ,  et

j S i
b p3=-- - Mirl P j - 3 1  

j S7

Nous envisageons le problème de Cauchy homogène dont le plan initial est fixé à
t=0.

{ Lu, x ; a„ az )u(t, x)= 0
(PC)

alt- Ju(0, x)=io j (x) j= 1, ••• , m

Définition 1 .  Disons que le problème de Cauchy (PC) est (s)-soluble s'il existe un
domaine Qo et un nombre positif T o tels que les coefficients sont de C°([0, T oi 7(8 -) (Q0))
et que, pour toutes les données wi (x)eH(s)(Rd), il existe une solution u(t, x) du (PC);
u(t, x)eCm([0, T o] ,  C1S20)).

Alors on a le théorème qui sera redonné en pleine forme A la deuxième partie de
ce mémoire.

Théorème 1 .  Soit s*oo . Pour que le problème de Cauchy (PC) soit (s)-soluble, il
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faut que, pour tout IE Q 0 , la partie réelle de la racine de  p (0 , x — xa; je; 0, X')=0 soit
non positive pour tous v (x, e) R " ,  v PE[Pa p j , Pbp j ] ,  v ( p ,  5), apa-51.0, ca pa

Sur l'interprétation de ce théorèm e 1, nous en discuterons à  la deuxième partie.
Nous nous contentons ici de montrer quelques exemples qui illustrent ce théorème 1.

Exemples. ( 1 )  L i (t, at, ax).at+a(t, x)tka4x +b(t, x)tiald-c(t, x)d o ù  a(t, x), b(t, x),
c(t, x) son t ana ly tiques en  x  e t te lles qu 'on  a  a (0 ,  x)—=1, c(0, x)*O. D'après
M . M iyake [13] ou T. Sadam atsu [25], pour que le (PC) soit (00)-soluble, il faut que

p o u r  k = 2 , 3 , e t  l 2  pour k 4 .  D 'a p rè s  n o tre  th é o rè m e  c e tte  c o n d itio n  e s t
améliorée par 3l>_ k pour k  4.

( 2 )  L2(t, x; a t , ax) dt—a(t, x)x kal—b(t, x)x ta.r .

Pour que le (PC) soit (s)-soluble, il faut que l'on ait :
1) S i k e s t p a ire , a lo rs  o n  a  R e  a (0 , 0 )_ 0 , e t s i k  e s t im p a ire , a lo rs  o n  a  R e

a(0, 0)=0.

k—l-1 k—12) S i k>21, s  sk—1 k -21  'e t  s>_  alors on a 1m b(0, 0)=0.

( 3 )  L s (t, x; at, x)tka. —b(t, x)tla x .

Pour que le (PC) soit (s)-soluble, il faut que l'on ait :

k—11?
k— 1  )1) Si -_ 2/-1-1 ou que k >21+1 et , (sa u f  s= s - =

k-21-1 h -2 1 -1 ,  a l o r s  o n

a Re a(0,

k - 1  2) Si k >21+1 e t  s >

k
2/-1 ' alors on a 1m  b(0, 0)=0.

— 
A u cas où  a(x, t)-=a(t) e t  b(x, t)-=b(t) sont indépendantes de x, et que l'on a Re a(0)>0

k - 1  
et 1m b(0) O, pour que le (PC) soit (s)-soluble, il faut et il suffit que l'on ait s< k-21-1 .

(4 )  L 4 (t, x ;  at, d ) 3 —a(t, x)x 2k al—b(t, x)x l as .

Pour que le (PC) soil (s)-soluble, il faut que l'on ait :
1) a(0, 0). 0

2k — l-12 k — 1  
2) S i k>l, s  s

2k —1
et h - 1  , alors on a b(0, 0)=0.

— — 

( 5 )  1,5(t, x ; at, ax)--=a—a(t, x)t2 k6l—b(t, x)tia x .

Pour que le (PC) soit (s)-soluble, il faut que l'on ait :

1) Si o u  q u e  k>1-1-1,   (sau f s=s - -- =k -1 -1
a(0, 0) 0

2k—1
k—l-1 1' a lo r s  o n  a

2 h - 1  2) S i k>1-1-1 et alors on a b(0. 0)=0.k -1 -1  '
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§ 3 . Enoncé de la proposition fondamentale

Comme nous avons remarqué  à  l 'in tro d u c tio n , la  d ém o n stra tio n  d u  th éo rèm e  1,
ainsi que celles des théorèmes que nous énoncerons à  la deuxième partie de ce mémoire,
sont faites par la méthode améliorée d'énergie micro-locale de S. Mizohata [16]. Cette
méthode consiste de deux étapes : E ta b l i r  d'une part une estim ation  à  priori : Mener

la contradiction par montrer, à  l'aide de cette estim ation  à  priori, l'ex istence  d 'une
solution dont l'énergie micro-locale satisfait à  une estimation minorante contradictoire
l'estimation à  priori. L a diversité  des dém onstrations de ces théorèm es provient de la
première étape et la deuxième étape est commune  à  toutes ces dém onstrations. N ous
énonçons cette deuxième étape en une proposition.

Nous rendons le problème de Cauchy (PC)  à  celui pour un systèm e d 'ordre 1 en at.
Soient

U(t, x), um (t, x)); u j (t, x ): j=-1, ••• , m

0(x)E-_-_t(go1(x), , yom (x)).

Le problème de Cauchy (PC) est équivalent au suivant.

[ I—,A(t, x; ax )iu(t, x) , o
(PCS)

u (o, x )= (x )

   

o ù  Ji(t, X ; as).

 

o 0 1

   

\  a m (t, x ;  as ), • • • ,  ai (t, x ;  ax)

Nous considérons au voisinage d'un point quelconque x=ic, mais pour la simplicité
de l'écriture, nous supposons ".i=0 :

Soient Qo un  voisinage de  l'o rig ine  e t T o un nom bre positif.
Nous fixons des indices de Gevrey s- , s;1_.<s - _<s 00, s - < 0 0  que nous supposons,

pour la  simpicité :
s")=-( s i ,  •  ,  s i ,  co, ,  o o ) .

Nous écrivons de même aE-_-- (a ', a " )=- =-- (a i , •  , al, a1+1, • , ad).
Nous fixons aussi un poids (p , 3): 0 3<p <00, en sorte que l'on  a :

(H-0) 1 0 < . ,---_ap a Sh=-1, p a , 7apa_0.

Nous envisageons le polygône de N ew ton  (4)0==.(4) p 3 (0, 0), e t fixons un  som m et
p ):

(H-0) 2 P  [Pa p a, Pb,] C(4)0(0, 0) .

Soient les coefficients de C°([0, r(8- - )(Q 0)). Plus préciément o n  a:

I I l  existe un nom bre p o > 0  et, pour tout com pact K  d e  Qo ,  il existe  une con-
(H-1) stante C  telle qu'on l'on  a :

la's aj a k (t, x)I 3 Ci.' v(t, x) [0 , T O xK , v j, a ,  k ,v
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Considérons la condition :

' Pour tout nombre A>0 et pour toute suite des données initiales 0E= { 0.(x )} ;
0 7,(x)E-_-(çoni (x), ••• wnd(x)) OÙ çon i eH<'>(Rd), satisfaisant

Ila(!vw7011 3C0aNe0(n)(c0n)P " ( v .i, n, a)

(H-2) avec une certaine constante co  et une certaine fonction en n (90(n), il existe
un polynôme en n CA 0(n) et au moins une suite de solutions u g (t, x) du (PCS),

données initiales 072(x ), ayant l'estimation à  priori :

Sup I Ug i (t, x) I C A0(n)( 0(n) exp(A na) v n 1 .
1=1 xES20, te[o, To]

où C0 a . signifie que c'est une constante ne dépendante que de a" et que n»1 veut
dire "pour n  suffisamment grand".

Voici la proposition fondamentale :

Proposition fondamentale. Sous les hypothèses (H-0) 1 , (H-0) 2 , (H -1) et (H-2), la
partile réelle de la racine de pP;(2)(0, x ; iv); 0, 0)=0 est non négative pour tous v(x, 77) ;

(x3, n ) es20xRd.

Démonstration. Nous la démontrons par absurde.
Par nier le résultat on peut bien supposer :

I Il existe des x°(x3ef70), C°E---iif(n°*0), 5 0(0<a o) et 7n0(1 7n 0) tels que les racines

(H-3) 21(x° ; CO) de pPi,(2)(0, X° ; C° ; 0, 0)=0 satisfont
Re 2./(x° ; C°) 11(30 j= 1 , ,

\ Re /1/x0 ; C°) 0 i=m04-1, 

Par (H-0) 1 on a :

(H-4) aSb

Par (H-0) 1 et (H-0) 2 , on peut bien supposer qu'il existe des nombres non négatifs
Ti, 72 tels qu'en posant, pour la simplicité de l'écriture,

l'on a :

(H-5) 05_pi —r,(aip—r,(q+1))

(H-6) crit._ 72<r, < crp-

(H-7) pi—ri<ba-- min

(H -8 ) a p—n(q+1)

Nous fixons, une fois choisi, de tels po, x
°, C 'a ie , Bo, mo, ri et n.

§ 4. Micro-localisaton et deux systèmes

Nous localisons l'opérateur : aj—,J1(t, x ; iD) A la direction de (x°, C0)•
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Choix de s*.
Soit 1<s* un vecteur quelconque tel que  s s i

 s i  s i> 1.
Choix de p o e t  fio.

Soit p o celui défini à  (H -1 ). Soit fio arbitrairement fixé.
S o ie n t  0<2r<r 0, 0<2P<P0, 0<p7ç<p0, 0 < 5 ô < 3 o  d e s  n o m b re s  te ls  q u 'o n  a

{ x  ;  x--x31.___64v(ro )}cQ 0 ,  qui seront déterminés ultérieurement mais qui sont d'ailleurs
arbitraires pour le moment.

Définition de X (x ) . Soient Xk (x )(k=1, •, d )  des fonctions d 'une variable de la
classe de Gevrey d'indice (sn  satisfaisant

!agr(x)— x2)1_<5ro a !st=p7,-a (va, vx)

Xk  ( X )= -- X k 4r0,r ( x ) = x 2 I x —41 57-0

e t X.(x) --_-E(n-  5i xi( n aix o ,n - a d x d ( n 5 d x d ) ) .

k (77) =  k 7) —  ni' 5.4P0, Sk(n)=722 77-7721_5Po

e t 17, 7,(n) ,-----(nP'S"(n -P1 721), edgd(n-Pdnd)).
Micro-localisé de l'opérateur.

Le micro-localisé de l'opérateur différentiel a (x ,  D) à  sy m b o le  a(x , n )  est, par
définition, l'opérateur anio.(x ; D) à  symbole

ani ..( x; 72)-7-1a(X7i ( x ) ;  En( v))

Proposition 1 . Supposons que • l'on ait:

(4-1) 5rop-o-A(/+1)4(P3.)15_1;5Pofil-g(/-1-1)8:(167--, (k=1, •, d)
po po

S i a(x, )i) satisfait avec une constante C (a ) et un vecteur m*

a (digx , 77)1=_.5C(a)p ! y!'" fit4pVn>m* -1 -1

alors ani..(x ; satisfait

loc (diqx, C(a)p !8*.' (v x, 77)
et donc

Ilaniocie(° ; D)11 3 C C(a)p!"v!** fitpto'nP(m" ) +6 ' (v ;  " n »1 )

Preuv e . Les variables étants séparées, il suffit de motrer la proposition suivante
pour une variable:

S o i t :  p -os<p o : 5r0pZ:t(/-1-1)$*(-6 -Y
Po

S o i t  (x ) une fonction d'une variable telle que l'on a:

Définition de E n (7)). Soient E k (,7 )(k =  , • , d) des fonctions d'une variable de la
classe de Gevrey d'indice (st) satisfaisant A

I a(E k (n)--)72)1 —5. 5P0a !al iee (v a , v n)(
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1(40(x) —  x ° )(1 ) I ___5ro1!s*p7, 1( Y  x, 1).

Alors pour toute fonction f ( x )  d'une variable telle que l'on a:

f (')(x) I -5- C1(f)1 !s*pô ( x ; x—  x° I __<5r 0 ,  v1)

avec des constantes Ci /( f  ) :  Ci(i)_--5:Ci+1(f), o n  a:

AW(x)) (1 ) 1 _-- C1(f)1!",oô (Y x, 1).

O r, com pte tenu de f(w(x))' = f '((p(x))yo'(x), celle-ci se démontre aisément par récur-
rence par rapport  à  1.

Par l'application de l'inégalité de GArding, on a l'estimation sur la norme d'opérateur.
C. Q. F. D.

Choix de p7,- e t  (5;'.
Compte tenu de cette proposition, pour po, fio, ro, f o données, nous choisissons p'sj,

e t  fiz,' en  sorte  que  l'on  a  (4-1) à  la proposition 1.
Rem arquons que l'on a, pour a(x  ; 72)=xP aix y

(4-2)I  n - Pa+ 6 1 9 an1o.(x ; 77)— x°A a(n-a x0)720. ---> 0 (r o --> 0)

A  cette  ana lyse , ce  qu i est fondam enta l, c 'est la  microlocalisation de l'opérateur,
mais pour la faire fonctionner il faut micro-localiser la solution.

Nous utiliserons la proposition suivante :

Proposition 2. [18] Il existe une constante absolue C o e R  telle que, pour tous nombres
s*(1<s*), p o , r  et N  donnés, il existe une fonction (p(x) d'une variable x  telle que l'on a:

w(x) , 1 (Ix1.5 a), w (x )=0 (I x l_k  a- r), 05w(x).51

la rP ço(x )I .5:
3 C(NC o r - 1 )Pp!s*p 1t, vti)

Définition dep o : : : : : ,  3(P).o( 0). po(ro)a---(po(ro)i, •, po(ro)d) et 30(f0)ER soient :

( 2 p si s7>1

Max{2p0, r si s7=1.i1}
(j=1 , •, d)

30 (P0 )----- 1--Max{250, fT) 1 }.

Choix de N7i,
Soient, pour r o,  "to, r, T e t  K>1 suppoés donner qui seront détérminés ultérieurement ;

Nna-- (Rofio(fo)Ke) in(P - ') e t  Lçr.----=-(PoPo(ro)ice)-1/s-n (P -6 )1 8 -

où 1e 0 =-_-Co r '  e t  .fi 0 ==-00 P- i  avec la constante Co à  la proposition 2.

Définition de ot,i(n). Soient a (n )(k=1 , d )  des fonc tions d 'une  variab le  de  la
classe de Gevrey d'indice (sr) telles que

0_5=a1
7',(77). 1, a ( n ) = 1  s u r  in ; 172-721.14 .-

suppacf n ;

\ aVP " ) (77)1-52C(NnkPOP P  filô ( I P6.Nnk, vp)
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e t  an(n)=-----ani(7))-- and()7); afl k(n)F---- ( ( n k k ), (k=1, • , d).

Définition de Pn (x ) .  Soient fei (x )(k ---, ----1, • , d ) des fonc tions d 'une  variab le  de  la
classe de Gevrey d'indice (se) telles que

1
P ( x ) , ---- 1 s u r  -{x;

Supp/31
7e,c {x ;

\ P14(q +)(x)1 --5 3 C(NnkRo)v ! p v u )

e t  pn(x)==-Pni(x)••• p n d ( x ) ; k(x)==--- 13 (n a k xk), (k=1, • , d).

Définition de 7 n (x ; D ) .  Nous envisageons le localiseur 77„(x; D)-- ---a n (D)P n (x).

A lors on a  d 'une part:

717,,g ) (x , D )-- - ,-- an( P) ( D)13. ( 0(x).
e t d 'au tre  part:

7 7 fq++ (x , 72)1 3 Cv(NnPO) P (NnRo)p Is*v !" fi 14 P (P +te)  (q + ' )

vq Nn, Yj,

Nous opérons 7;M,) (x ; D) de la gauche

[3 I x  ;  i D ) ] U 7 (t, x)=0.

Définition de O ( x ) .  Soient Ok ( x ) (k = 1 , d) d es  fo n c tio n s  d 'u n e  v a riab le  d e  la
classe de Gevrey d'indice (st) telles que

Ok ( x ) = - 1 s u r  {x; Ix—x21.<r},

SuppOkc{x ; x— x21 2r} ,

10,,,) (x)1_ 3 Cv!st pto'

e t  On(x)F----Oni(x)••• Ond(x); On k (x)= -_-_,- Ok (n 5 kx k ), (k=1, d).

Alors on a
pn(x),J1(t, x ; iD)-=P n (x ),4 (t, x; iD )O n (x )

E t on a

x ; (x ; D)On(x)U 71(t, x)=971 '(t, x ; D)O n (x )U (t ,  x )

0 1

LAniocct, X  ; 1

amnioc(t, x  ; D), ••• , ainioc(t, x ; D)

a x ; „ (x ); .(i7))

0
X ;

A ( t ,  x  ;  D), ••• , x  ; D)

f7 (t, x  ; ; D )a f (t, x ; iD)— x ; D)Tlid,)(x ; D)

[0]
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Revenons au (A )o. D'après (H-6) on a

s(pa—ilv(jak))—cr(jak)r i 5_p,j (V, a, k).
Donc

a)(t, x, ; x; 72)

=E ns (pa -iiv (jak ))-jp ita (ia k )(xo lo (ia k ) ajak(t, x3)C"
-  a k

+n -8 (pa -h (fak )){(X v (1ak ) a ja k (t, X )(iE n i X  n (x ).E =S  n ( * )

( n -8 x 0)iqj a k) a  a  k(t. x 3 ) (n  p Cor

satisfont

aMi(t, x, )9; n )1 :_< ._3 C p lv !'',61pLo'n-PP+av (Vp,

Ci te [Of B i n- n])

(4-3) (vx ; t x —x° I 4ro, v 77 ; I ' —'7° I 540)

 

I ajfIV(t, x, y); n)1.- __' Cp!"1 )!" -(31 plIn - PP+''' (vp, vv, vx, v77)

( t [0, B1n- 1 1 3)

où B i sera précisée ultérieurement.
Nous posons

Ugt, •, 72- P1 ( m- 1 ) ]0 (x )U g (t, x )

Alors on a le premier système:

atTect)(x; D)U (t, x )=nPi[ull(t, x; D ; n)7;ilft) (x; D )U (t , x )

P "(7 ;4)..) ; UAXt, x)] t [0, 131n- ri]

0 1 0

[ I ] LA x; D ;o 1

a (t ,  x ;  D ; n), ••• , al(t, x; D ; n) I

0
F 1 (7 ) ; 7 1 t ) )U X)

n - P l m Pg (t, x ; D), •, n - Plf- Piv(t, x; D)

D'après (H-6), nous avons, pour tout rE[r t , Ti],

s(pa— h(jak))-7 (a(jak)—qj)5_pj ( v j ,  a, k)

avec l'égalité pour ( ja k )e r l ;  au cas où r=r t =git et pour ( j a k ) e t p  aux autres cas.
Donc

ainioc(t, ; 72)aXt, x; 77;
= E t a  Lia k)-qj n s(pa-53r(ja kn-pf( x ovcia k) a  j a k a  x mo.
-  a k

72-8 (Pa -av(iak )){(Xuclak ) a j a k (t ,  X ) ( i n ) a I X 7,(x),..5%.5 7, 07)

(n -  X ° )  Cia k aj a  k(0 , x$)(eCTI)
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satisfont

• n )=x , xovuak)ajak(0, x ,,gg ° "+ 0 , ,; 0 ,BI ,B2 ,n(1 ). n E
(fa  k )E ibip

( Y t e Boi-121)

I aPtigt, x ,  Y); n)1S3Cia!v!8-131,M,'n-P,"+" (Vp,

Cite [Bin - rl, B2n - 7 . 2 ])

(v  x ; I x—x ° 1_4r0, 'V ;  177- 7 4f0)

I ai t,̀)) (t, x, n) IC p  !"I.) Is*fifilpn - Pp+45,
( Yp ,  Y 1 ,  , x , , n)

( v t E [B in - rl, B 2n - 7 2 ])

(4-4)

O Ù O r 0,0,131.B2. n (1) est la quantité tendant vers zéro quand on fait tendre
vers zéro et B , e t n vers 00•

Soit H  une matrice telle que l'on a

0 1 0

H O0 1 H-1

 )

am ai

ro, f 0  et B ,

21(x° ; CO) 0
;i1 f • •  R. (x o c o ) avec 11015_ 60

2m

x m o«ox . , cia k ) aja k (0,où Q I =  E
(fa k )E ■  p

Posons

(  U4(t, x)--z-_-1/diag[1, (n P t9 -1 , ..., (nPr) - ( m- i ) ]On(x )Ug(t, x)

----- Hdiag[1, ( n i t ) ,  ••• , (nP - Pqq) - 0 7 1 - 1 ) ]U ( t ,  x ) .

Alors, l'influence d'irrégularité en t  de la transformation

diag[1, (nPtq)-1, ,, ( n pr )- ( ..--1)]

étant estimée, pour tE [B i n- ri, 132 n - 7 2], par

3 Cn P t g (ii -  ( P - 7 1 ( q + 1 ) ) B7 ( q . " ) ) ,

compte tenu de (FI-5), en choisissant B , convenablement grand, elle peut être minimisée
autant qu'on veut.
Choix de ro, fo, B 1 e t  B2.

Nous choisissons ro, fo, B 1 et B 2  en sorte que l'on a:

{ x ; I x — x° I 5_6r0} Cf20, r0_Minfp -61, to Minfini, B2 T 0 ,

120(t, x  ;  77; n)! - --
m

v te [1 3 0 2 r- 71, B 2 n - r3 x ,  v 7 ) ,  v n>1.

Alors on le deuxième système:
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/ atT lidd)(D)U4(t, x)=nPtqL1I 2 (t, x ; D ;  n)T11 )0(x ; D)U4(t, x )+P(5W ) ; U71)(t, x )]
21 ( x o ; co )

,112(t, x; D; O • +(215(t; x ; D ; n))

   

2 .(x ° ; CO )  I

ao3 1 3 1 ,  ' B 2 ; v t [B i n - Ti, B 2 n - 1 2]
avec ; ; n)i_<

vn>1

120 (41)) (t, x ;  I); --- 9 Cp!s*v!":6 14pr,n - P12 +'

0
F 2 (77;,P( ') )

; U 4)(t , x) H (
n - Pm r unfP4(t , x; D), • , n - Pt - gf tiv (t, x ; D ) )

x f -1 - 1 U4(t, x ).

§ 5 .  Estimation d'énergie

Nous estimons d'abord

111F i (T it  ;  U.71)(t, (i=1, 2).

L e s  é lé m e n ts  d e  17 (71 ) ; x) so n t d es  co m b in a iso n s  lin éa ire s  d es
f r ( t ,  x ; D )U lz(t, x )(i=1, 2).

Or on a:

fYiv(t, x; -1)>=714).)(x, D )a(t, x  ; iD ) - 4.10c(t, x  ; D) 7411().,)(x ; D)

où a)(t, x ; x ; iD )  e t  a (t , x ; iD ) -=n - Piro a j (t, x ; iD ).
Ces opérateurs sont de la forme:

f(x ; ; D)a(x; D)— anioc(x; D)V ,/ ) ( x ; D)

=W P(V x; D)(a(x ; D)— anioc(x ; D)) - -F- CT,Pc)0 ( x ; D), anioc(x ; p)]

Nous avons besoin de l'expension asymptotique délicate de f (x  ; D ) et donc du
commutateur [TiPc)v)(x ; D), an ioc (x ; D )]: La voici due  à  S . Mizohata [17], [18] dont
la démonstration est envoyée à  l'appendice pour que la démonstration actuelle de la
proposition fondamentale ne soit pas dérangée par elle.

Soient a k (n ) (k=1, •, d) des fonctions d'une variable telles que

( 11.<ak - (7))5___1, e ( n ) - ---, 1 sur

\. Suppa k - C177; 1 77-77215.2fol

cez(n)-=:azi(n) • • •  a z d ( n ) ;  aZik(n)=-=- a k ( n - P k i)k ), (k=1, •, d).
Soient /3 k ( x )  (k= 1, -, d) des fonctions d'une variable telles que

(

0 ._ < p k (x )1 , pk - ( x ) = 1  s u r  ix ; I x—x215_. - . r0},

SuppP k - C { x ; I  x — x21<2ro},

[ H]

; I 77-- 7721_ -y
3 f o } ,
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et AZ(x)::----73,1- 1(x) /37id(x); Az k ( x)=-: k  (na k x k ) , (k=1, • , d).

Proposition 3  (c f . §  5  d e  [1 7 ]. Pour un opérateur pseudo-différentiel a(x ; D), on a,
pour tous •, N d ) et •, Rd),

ET:Pc).), anioc](x ; D)
( -1 )q7 a (qp).10c(x ; D)7MP(1) (x  ; D )+ (x • D)

29 ,.‘—p,ON-1 ,: g ! NN
p+q*0

où

RP;R (x; E)-_-_---_a;;(e)13Z(x) E JN-v-q(aMnio., TitaXx ;
p6N—p,q6N—v p  : g

+a)197;(x)i -p(7 n (41)) ,  aniocXx ; e)
(--1)q - 1

+ (l— a ()1 9 7 ; (x ) ) , , a ( q )( x  ;  e)
p

P+q*0

1- (1 — a()AZ(x))C7W ), anioci(x ; e ).
Ici

1
N(c1; b)(x; e) -=  E  1SN  l( N ;  k ) !0 ( 1 — t ) N k d t

X0S l e - i " 2 a ( i ( N + " ' ) ) (x  ; - )b(i(N-Fi: k))Cx + y(t ; k); e)dydn

où l (N , •, 1k _1 , N k , 0, 0) pour Id) et •, N d) e t y ( t  ;  k)-=-(0, •,
tY k , Y k+i, Y d )  pour y  ( y  1, • , y )  e t  tE [0, 1 ].

Définition de MI1
71)(K). Soit, pour tc>1 donné que nous déterminerons ultérieurement :

œ 1) PC o(P 0)KY(p 0 (r 0 )1c)P 72- P v + 3 P

Définition de C ( s ) .  Soit :

\11s7
Min

j;bpd= (P ) - 5 j)1 8 7 (  Coffi;o(ro)ike

au cas où il n'y a pas de j  tel que b p 3 = p i - 3j

Min -I Min
.7; bp a---(pi -ap183- (Copo(ro)ike C 0 13 0(it 0 )K e

au cas où  il y  a  au m oins un j  tel que b o = p i - 3;

où C o est la constante  à  la proposition 1.

Grâce à  la proposition 3, on a la proposition suivante due  à  S. Mizohata dont la
démonstration est aussi envoyée à. l'appendice.

Proposition 4  [1 7 ] , [1 8 ] . Supposons que les coefficients satisfassent:

lat:r ai a k (t, x)1 3 C i< vls vu, v (t, x ) [0 , T ]x K , v  j, a, K compactCpo.

Il existe une constante C 2  et un polynôme absolu P (n ) tels que l'on a:
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M (4111F ( WIC+) ; °
115Nn.1, 5 N n

C4
2/( 1 „  E MP(K)117M(° ; D )U (t, 0)11: •

p sNnev SI v  n

+ 3 P (n) exp( —  C(r) nb)11 U .)11 (i=1; 2) (1) , - ----:bpa )

Ayant préparé ces propositions, nous estimons U gt, x) . au système :
On a:

aelim t(. ; D)U nP 1 CC D )U  ,

+IIIF 1 (7 kV.) ; 1
1 )(t °

Or grâce à (H-1) et la proposition 4, on a:

A(K)11IFT7M ;  U7i.)(t, 0)111

C 2  lc- , E M 41117  AV ° ;  D )U  , °

P (n) exp( —  C(r)n b )lUgt,
Soit :

E i (U )(t)=-=:- M i r ( x ) 1 1 1 7 M ( °  ;  D)Ugt,
11 1 v n ,P 5 N n

Alora on a:

a t Ei(u71)(t) nPl(C1-1-Cgc')E1(U)(t)+3P(n)exp(—C(sinb)111U4(t,

Nous estimons ensuite U (t, x ) du système DI] :
On a, compte tenu de (H-3):

atEzm° 1174v .  ; Dwgi(t, 0)11— mugict,
i=m0÷,

„  m o
_ nPtq(230 E IIT/a)(o ;  D)U720 (t, 0)11 — II 7W)(0 ; D)U711(t, .)11)

1=7.0+1

+a0limed,)(0 ; D )U (t °)lll - 11IF 2 (T it) ; 4)(t

Soit
MO

E2W4)(t)=7--M I N K )  [ liTtig)(° D)U45(t, * )11
P S N n .P S N n .J=1

MAW° ;  MUL(t, ° )Ill
i=m0+1

Alors on a, grâce à la  propsition 4:

a, E2 (U4)(t)a nP [26 0 E2 (U 4)(t)

+ (ö 0— C ') ,E /144"(K)1117Wii)(c. ; D )U ( t ,  0)110
P s N n . . s N n

P (n) exp( — C(s - )nb )IllUi(t,

Choix de x.
Nous choisissons ici ic en sorte que l'on a:
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(30—Coc- 1 0, 1SK.

Alors par les intégrer on a,

E(U4)(B 1 n- r0 exp( 3 CnP1- n)[El(W)(0)

+ 3 P(n)exp(— C(r)nb) Sup o g ]

et tant que E2(U4)(B i n- n)>O,

E2(U4)(B02 - 7 2) exp( 2 3 °  U3g2+1 nP- 7 2(g+1 ) —Bg 1 nP- ri(q+1)])q+1
X(E 2(U 71)(B 1 n- n ) - 3P(n)exp(—C(sin b) Sup

tE[B1n - - 71,B2n - T2]

Remarquons que pour la solution Wn (t, x ) de l'équation microlocalisée:

a t w n(t, x ; D : n)W.(t, x),

on a avec unec certaine constante C:

(5-2) °)Ill exp(_tCnP1t)111W.(0,

Remarquons encore que l'on a:

(5-3) El(U 4)(t) 3P(n)illUgt, 0)111.

En effet on a:

E'(U4)(0-5- Ne--1)/Vo(to)KAP0(r°)x)0 n- P" P
p S N n .v 5 N  n

X P (n)(RnPoY 72 -  P P(NnR oYnallIU .)111

S_3P (n ) E  (N7r P 0 po (r 0 )xn - (P- ' ) P E (NnRoPo(f.)xn - u - 5 ) )111Ugt, .)111
n n

5_3 P(n)Ze - PZe - PIIIU4(t, .)111_ 3 P(n)111Ugt, 0)111.

§ 6. Construction de la solution et son estimation majorante

Choix de A , r  et t.
Soient r et t  des nombres quelconque tels que l'on a:

{x ;  I x—xg1-:52r}CQ0, 0<2r<r 0 , 0<2 f< f0 •

Nous choissons A  te l que l'on  a  A<MinfC(si, 
 a °
q +1  B r} .

Soient 'Çak(e)(k=1, •, d) des fonctions d'une variable de la classe de Gevrey d'indice
(se) telles que

' Ok(77). 1, (p k( ) =  1  sur

(6-1)
SuppOk (n)C17); I 72-72:15_-1

2A ,
Ifok(a) (v)1 _aCa Np?)( v a )

e t  on(n)=-Oni(n)••• ondW; Onk(77)==cok(n -
Pk no, (k= 1 , d).

(5-1)

i n ;  177- 7 7/11. - 1 - f } ,
4
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Et soit

(6-2) çon (x ) --7- ( 2 7
1

) , es i ( s- -7 1 -6 x° ) 1 0.(77)dn

Soit Wn (t, x ) la solution du problème de Cauchy

(a,147(t, x )=nP iLA V , x ; D ; n)W n (t, x)
(6-3)

Wn(Bin - ", x )=11 - "(çon(x), 0, ••• , 0)

Soit
, nPi(m- o]1'V(0, x)

Soient rk (e )(k=1 , •, d ) des fonctions d'une variable de la classe de Gevrey d'indice
( s t)  telles que

0 7 -k (7)).-_-1 ,  rk(n)=1 s u r  i n ;  n—ng1=5-_-T3 fo } ,

supprk(n)cin; In-72,115_2N,
Irk(a)(72) IC a  ! 8 ctr, (va )

et rn(n)=----1.1(n)•••Tna(n); 7.k(n)=- --T k (n - Pk•rik), (k=1. •, d).
O n rem arque a lors que  î (D )W (x ) est en tière , de  11< 1 > (R d )  e t te lle  que  l'on  a

pour tout a :

(6-4) IlaD-n(D)Wg.i(*)115-__ 3 C( 3 cn)Pa exp( 3 CnPl - Ti).

En effect, TV,i (t, x ) étant la  solution du (6-3) dont la valeur initiale est estim ée par

111Wn(B1ir n , °)111 _ 3 Cliçon11-5- 3 C e o ,

on a, grâce à  l'inégalité  d 'énergie (5-2) pour Wn(t, x),

111Wg(*)111-5,  3 C nP i ( m - 1 ) Illign(0, ° )1il
3 CnPion- ' ) exp( 3 CnP 1 - 7 1 )111Wn(B1n - T1 ,

< 3 CnPi(m- ' ) +s(P) oexp( 3 CnP1- r1).
E t on  a :

IlaIrn(D)wg1(0)11=  iln'Tn(n) -1477./(77)11

3 C 1111 (( 77/11 1- 2P0)7/P k)k111Wg(*)111.

Donc on a finalement:

IlaeIrn(D)W1(*)11—_ 3 C( 3 cn)Paexp( 3 CnPi - r1).

Ce qu'il fallait démontrer.
Soit U g(t, x ) la solution du problème de Cauchy (PCS):

x  ; ax>y»(t, x)=-o
(6-5)

Ug(0, x ) = ( D ) W ( x )

C'est cette solution-ci qui nous mène  à  la contradiction.
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Nous alons faire son estimation majorante:
Souvenons-nous que l'on a défini x ) , U gt, x )  par

(6-6)
U g t, x)=diag[1, 72-Pl(m-')]On(x)U;),(t, x)

U4(t, x)=Hdiag[1, ••• , (nP - Pitg) - (m- ' ) ]U g t ,  x )

où u g ( t ,  x ) est la  solution du (6-5).
A lors, com pte tenu de (6-4), grâce aux hypothèses (H -2) et (H -6), on a:

E Sup IUW, 41-5 3 C(n)exp( 3 CnP1- 7 1-1-Ana) v n >1
J=1 inax-,01,2r

t E[O, B2n - 12]

et par suite

(6-7) Sup 0)111,<3C(n)exp(3CnPi-ri+Ana).tec o,B2n -723

Alors, grâce  à  (5-3) e t  (6-6), on a l'estim ation m ajorante:

(6-8) E2(U72,)(B2n-r2)_<3C(n)exp(2CnP1-n-I-Ana) (Yn>>1)

§ 7 .  Estimation minorante de la solution

N ous vou lons, au  p rem ier lieu , a ssu re r la  positiv ité  de  l'énerg ie  E 2 (U4)(t) à  t =
B o r n .  Celle-ci étant assurée pour HIV n ( t , x ) , il faut estimer U,',(t, x )-147 ( t ,  x ) .  Com-
mençons par ceci.

O n a d 'une part

(

(ad— nPiLA i(t, x ; D ; n ) )7 0 M x  ; D )U g t , x )=0 , P(TIV id); U ;A t, x)

U g O , x )=0 (x )7 n (D)141 (0, x )

et d 'autre  part

(a tr— nP lA i(t, x  ; D ; 72))V / ) (x  ; D)W  n (t, x )

=nPiG(Ted, ) ;  W„)(t, x)

o ù  G(70 ),,), WnXt, x) --- =-CTiP(M x ;  D), A i(t, x  ; D ; n)1W , i (t, x ). Donc

nPiA i (t, x ;  D ; n ))7/ )(x , D)(UW, x)—Wn,(t, x))

=n P IEF I ( 7n4).); UÂXt, x) — G(77(1 ); W.Xt, x )] •

Pareillement à la proposition 4 on a:

Proposition 5 .  Il ex iste des constantes C o (ce lle  de  la proposition  1 )  e t  C 9 e t  u n
polynôme absolu P(n )  tels que l'on a:

- E Milg011F"(77Y1d,); M i)(t, .)) — G(T4 )0 ; W.)(t,
P S N n . .5 N n

E MI(K)11Tit)(. ; D )(U (t, o ) — W n(t,psN n .vsNn
- 1- '/3 (n)[exp( — C(s)n b )(11Un(t, .)11+11Wn(t, .)11)
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Ainsi pareillement à (5-1) on a:

EI(U4—W.)(Bin - r9 expeCnPi - r9CE1 (U4—Wn)(0)

1- 3 P(n)exp(— C(sie)[S u p IllU gt, °AI+S u p IIIWn(t, °)11U.tECO,B1n - r13 tECO,B1n-113

Compte tenu de (5-2), (6-3), (6-7) et (H-7), on a:

E 1 (U4 — Wn)(B i n - 7 . ')  exp( 3  C n 2 I- T1 )CE1 (U4— W.)(0)
pi-ri)]+ 3 P(n)exp(—C(e)nb-l-Ana+ 3 cn

Grâce au choix de A  et A l'hypothèse (H-4), on a:

El(W—Wn)(Bin - r1 )5_expeCnP' - rOCE1 (U4—Wn)(0)

+ 3 P(n)exp( - C(s - )e ) ]

Or on a:

E1(U71—Wn )(0)= ,.. E MP,r(K)111Wite. ; DX0 n(*)T n(D) — 1)W n(O , °)iii .
PsNn ..si Y n

Remarquons que l'on a:

7 , ( x  :  D)(0 n (x)r n (D)-1)= ea )  (D) P n ( p) (x)(r n (D)--1) ,

On a la proposition suivante dont la démonstration est envoyée à l'appendice.

Proposition 6 .  Il existe une constante c est un polynôme P(n) tels que

-. E M PAU)11 a ( Pn) (D) P n (v)( e Xr n( D) — 1 )IIPsNno, SNn

S 3 P(n)exp(- 3 c e )

Grâce à cette proposition 6, on a:

Ei(U4—Wn)(0). 3 P(n)exp(- 3 cn b )

Et on a, compte tenus de (H-7):

.E2 (11 —W )(B 1 n - ").. 3 CE'(U4—Wn)(B1n - T1 ) 3 P(n)exp (- 3 cn b )

o ù  Tr(t, x)=Hdiag[1, (72P - PItg)- 1 , — , (nP - Pitg) - ( 7 n- 1 ) ]Wn(t, x ) .  D'autre part on a, pour
tout N:

E2 (I V Z)( B i n-  r 1)  IR n(. , D)ço n(*)ii'-- - - -- Ii a n(D) P n0* n(e )11

- ilie n(°) a n( D)ço n(*)ii — LI N(a n , 8 ) ( o  ; D)Ç 0 n(e )11

Or on a la proposition dont la démonstration est aussi envoyée à l'appendice:

Proposition 7 .  Par choisir NF-_--- N 7* convenablement, on a avec une constante c  et
un polynôme absolu P(n):

liN(an, Pn)II53P(n)exp(-3cn")

o ù  b*= min
j SI •
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Grâce à  cette proposition 7, on a:

E2 (147 ,)(B 1n- r0= =  II P 4 ). II — 3 C exP(—  3 Cnb* )11WnII •
Or ayant:

Wn(n- 6 X° )I = 1 d  1.çO (72)C177 3C(2r) n nt'

e t  la:Wn(x)I (27r)d1 e
t( x-n-ax0) •  a "

1) (17)) çon(n)d7)1_ 3
 Cn 2 P (. (a )= 1 )

on a, avec un 3 C>0 suffisamment petit:

Iwn(x)1_ 3 CnP (vx ; lx— n - ax°1S 2 Cn - P).

On a par conséquent:

11/34),z11_(.ç

Ainsi on a:
E 2(147Z)(B1n - r 1 ) CnPI 2

et donc

(7-1) E2(//72,)(B1n-70 3CnP12— 3 C(n)exp( - 3 Cn b) 3 CnPo>0 (vn>1 ).

Grâce à  l'estimation d'énergie (5-1), on a:

0E2W4)(B2n-r2)exp(  23
q - 1 - 1  

BqPnP - r2(q+i) 2 6 °  Bgti n P-r1(q+1))
. q+1

X [E2(U,)(B 1n 3C(n)exp(- C (sinb ) Sup IllU(t, 0)1I1].
te[B1n - T1.B2n - T2]

Et grâce aux (6-6) et (6-7), on a:

111U7
2,(t, 0)111 _3 C(n)exp( 3 CnP1- r1i-Ana).

Donc grâce à  (7-1), compte tenu des hypothèses (H-2), (H-4), (H -7) et le choix de A,
on a finalement:

(7-2) E2(U)(Bez-r2)3C(n)exp(  q+1 BlinP-72(q÷1)).

Cette estimation-ci est, grâce à  (H-6), (H-8) et le choix de A , contradictoire à  (6-8) et
la proposition fondamentale est démontrée. C. Q. F. D.

§8. Démonstrations du théorème 1

Nous supposons que le (PC) soit (s)-soluble. Fixons un R-=-. ( R i , , R d ) arbitraire-
ment choisi une fois.

Soit

x); u(t, x)ec-c[o, T o , coe(s20)); L(t, x ; at, ax)u(t, x),o ,

aft-iu(o, x).o i= 1, •, m}

11 étant un sous-espace férmé d'un espace de Frechet Cm([O, To], C V 2 0 )),  l'espace

ix -n - asOls 3 Cn -  P

1/2
ISOn(X)I 2dX) 3C7IP/2
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quotient Cm([0, To], Coe(Q0))/g2 est aussi un espace de Frechet. Or d -après l'hypothèse
que le (PC) soit (s)-soluble, pour toutes les données w ) (x )E M 8 ) (R d ) ,  il existe  un et un
seulement élément de Cm([0, Coe(Q0)1:11 d o n t l'im ag e  est la  so lu tio n  d u  (P C ). E t
g râce  au  th éo rèm e  du  g raph e  fe rm é  d e  Banach, l'application qui donne aux données
initiales de HI P ) (Rd)nL un et un seule élément de  C ([0 , T o ], Cœ (20 ))/T  est continue de
Hi l"(Rd)rn à C 1 ([0, T o], C - (Q0))/.71. D 'où  on  a  la  proposition  su ivante .

Proposition 8. [1 2 ]  S oit sE.-- (s', s")==-(s i , ,  SI , ° ° , 00); s <00, j=1, ••• , 1 .
Supposons que le (PC) soit (s)-so lub le . A lors, pour tous R >0 , N  et com pact K CQ0

donnés, il ex iste des constantes C  et A I telles que pour toutes les données fçoi (x ); ço i (x)
f i r( R d ) j=1 , in}  telles que

E S u p  jjafwi ll/ce R '  * 0 ,
j=1 g ( a ) s m

il ex iste une solution u (t, x )  du  (PC) ayant l'estim ation suivante:

m -1

E Sup la/lagu(t, x)I E Sup lia `P P ill/ a ' !si
k=08(a) N j=i s(a•osM

XEK

Par l'application de cette proposition 8, on a l'estimation pour la solution du (PCS):
Pour tous R >0 , N  et com pact KcQ 0 donnés, il existe des constantes C et A/ telles

que pour toutes les données { 0 ( x ) ;  (D
; (x )G H ( 8 ) ( R d ) j= 1 , •, m} telles que

in
E S u p  lià 107“11/a'I s ' R'a' * 0
.1=18(a")SM,a ,

il existe une solution ug(t, x ) d u  (PCS) ayant l'estimation :

Sup larv Ug i (t, x)15_C E  S u p  liagCo llia' R 1

k=is(a)sN j=--1 8(a Os.lf
sEK

Or pour les données telles que l'on  a:

ilac!voniti_3c,e0(n)(coPs-

avec une constante Ca ,' d é p e n d a n te  d e  a "  e t  u n e  fo n c tio n  6 0 ( n )  e n  n ,  le  deuxiéme
membre de cette inégalité-ci estimée par

c l , ' 1/s'

3P(n)00(n)exp(es'(
)  

n." 18 ) 3 P(n )0 0 (n)ex p(A na)

avec un polynôme P(n ) e n  n  e t  A =M ax{es i (cli//? i )i/ si, j=1, ••• , / } . Ainsi, R  pouvant
être choisi arbitraire, (H-2) de la proposition foundamentale est satisfaite et l'applica-
tion de la proposition fondamentale donne le théorème 1. C. Q. F. D.

§ 9. Appendice

[ 1 ]  Preuve de la proposition 3. N ous com m ençons par rem arquer quelques
formules d'expension asymptotique.

L 'on  a  une  expension de Taylor d'une fonction  f :
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f i x + Y ) -=  E 1, a f.ir f (X )Y 12

PZN _11

1E  
l ( N ;  k ) !  0

(1 - 0N k a r + 1 ; k ) f(x+Y (t, k )).) , i ( N +" ) dtk=11sN

Par son application  à  b (x+  y ; e) à la formule de symbole du produit a(x; D)b(x ; D):

$ +ri)b (x+y ; )d yd r),

on a:
L'expension en produits des symboles.

(1) a(x ; D)b(x ; D)= E  1 , ao ) ob(p )(x ; D )+, N(a, b)(x; D)
p sN  p  !

01:1 J N(a, b)(x ; 1 
l ( N ;  k ) ! 0

(1— 0 1 V  k dt
16Nk=1,., cl

X o s —
ao(N +i; k ) ) ( x  ; )v (i(N +i: k ))(x + y (t ; k), )dycl77

e t  aob(x; e)b(x; $).
Et d'après cette expension (1), on a:

a(P ) (x; D )b ( p ) (x ;  D ) -=  E   ao +1 ') .b (p +„)(x ; D)
vsN-p

+ J N _F (a(P ) , b( p ) ) (x ;  D)

Donc on a :
L'expension en produits des opérateurs.

(2) a o b ( x ;  D ) =  a o ) ( x ;  D ) b ( p ) ( x ;  D )p‘117 p !

+ , JN _ p (a(P) , b ( ) ) (x ; e)p s N  p :

E t d 'après (1) on a

a (x ; D )b (x ; D )=  E  1 ,
P !

ao).1()(x ; D)-1-f p- (a , b )(x ; D)

Grâce à  (2) o n  a , com pte tenu de a(P ) ob( p ) =b ( p ) .a(P ) :

(- 1 ) 'a(P)ob ( p ) (x ;  D)= , bPdp),(x ; D)a W (x  ; D)
, , sN V !

.5N v !  N  ( b ) (p) \

-1) (p) )

Donc on a :
L'expension du com m utateur en produits des opérateurs.
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[a(x; D), b(x ; D)]= E N
(
17:h121'

1 b (
(vp),(x ; D)a (

( ,P(x ; D)ps141

p-4*0

t i , E N f i h ) ! a g ? X x  ;  D ) + J R ( a ,  b ) ( x  ;  D)

A yant ainsi préparé les form ules de l'expension asymptotique, démontrons la
proposition 3.

On a pour un opérateur pseudo-différentiel a(x ; D),

(4,- (e)1372,- (x)a3)).10c%P(C--a(x ; e)
1

= a (e )p (x )  E  — aP))nloc(7 ) .7W4P-d+r)(x ; e)
N q

1-aZ()P(x)JN_L- q(aMnioc; 7141-4)(x ; e)

7 5 10
p

= aZ.(e)(13 .71(X) E ; e)

-1-aZ(e)Pgx JN _„_(a (qp))nloc ; VitirvF4P-g X  ; e)
Donc

(-1 )q
a ( E)j9(x) E (p )n l o c  n (v+q) (x  ;( g ) 7 ( P+ P)

p 2 -P .gsN -v p !q ! a

1 1 ô !  
(=aZ.(e)PZ,(x) E - 7 -, E 44 ,3  Ir ,

p , R _p  p  os1V-v q T q  • •
nloc(8p)) ° T i fiCtif  V3)( X  ;  e)

p( 7:q
!   JN q (a 3 ;n io c  ; T )(x ;iP( 4; 

= a ( E)P (x ) E 74V ) °anIOC(P)(X ; *  E)
p a - p  F

( - 1 )q

a Z t(n 9 ;;:( X ) E JN--p-q(al,))n ioc; 1̀04,--4  x ; e)
p —, p . q , N - .  p ,:q ,:

= a(E )P(x)V ) anioc(x ; e)— a()P z (x )Jp - F (Tzl!,) anioc)(x ; e)
( -1 )q  

+az(e)Pz.(x) E , J N -y -q (a M n io c  ; 74,7Z)(x ; e)
p 2— p .q ,N -p  p :q :

Donc on a:

ET,, aniocyx ; e)=a7,-(e)/3;- (x)cv), an,oci(x; e)

+(1—a(e)px»Ewt, anioax; e)
(-1r ---az()p -;.(x) E

l gN- p !q ! an
))niocTIVZ(x ; e)pssri A . 

-FaZ(e)A7(x) „ 1N M-.- q(a nloc ;  V W U-11- X ; e)
P S iv - f i s q ‘ N - 3 ,  p :

-FaV)13;;(x).1 -pM1g); aniocXx ; e)

-E(1—a;;()13;17(x))71WL,), anioax ; e)
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— E ( -1 )q  a ( g ) v ( p +p )
p !(/ (p)nloc n (y + q ) k X  g )

P+q*o

+a (E)P ( x)

+a Z(E)P7-1(x)J ,9-p(7411) ;

 

J N a (V) n1 oc ; Te( q)) X X ; $)

 

aniocXx ; E)

+(1—a(e)xxx» E 
p a - p , 0 N-..,p+q*o

a M n iocT A M (x ; E )

-K 1— a7(e)/37-z(x))Mift), anioci(x; e) C. Q. F. D.

[ 2 ]  Preuve de la proposition 4 .  N ous notons par a (x ;  D ) un des opérateurs:
aj(t, x; x ;  ID ) dans Dl B o r r i ]  ou a3(t, x; D)==n - Plt - gia i (t , x ; ID) dans

B o - r2].

Lemme 1 .  On a

( - 1 ) q
Mi4v a(4)) n 1 oc( ° D ) M - N )  °  ;  D )U (. )ps*n.vsNn pan-p.gsNn-L, p:9:P+q#o

3 Ce 1E 1411Wed,)( ; D )U(° )11
- n.vsNn

Preuve.

,
p shR N n

it'ud p a n _ i o N n _ „  p  ! q.!  a (p))nioc(° ; D)7 4 7 :)(°  ;. D) -I( .)1
P+q*o

3 C E me E Ns--1)pPopqon"-"1177filf;Vg. ; D)U(.)11
P a n p v 5 N n P Sftn-p .O N n-1,P+q*o

3 CK - 1
 A Z MT 117  ) °  ;  D )U ( ° )11
Psivn.YsNn

Lemme 2 .  On a

mlinPllaz()/37-;(x)
PSPin0, 5Nn PsNn-p.qSArn-v p! q !

X J N ,- q (a)n loc ; V i )  )(x ; e)
d

P ( n )  exd(— N )
.1=1

Preuve. Soient cx**(n)(k-=1, •, d) des fonctions d'une variable telles que

0 ak*(n) 1, ak*(n)=1 s u r  in; S u p p a k * c { n ; In15_2P01,

e t  a:(72)==a:1(7))•••c4d(7)); ek(n):------a k *(n - Pkrik ), (k = 1 , • ,  d).
Remarquons que l'on a

os q e - i v '2(1 — a V e a n io a x ;  e+77)7n(x+ y :  e)dycin

C. Q. F. D.
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=
1

os— e-iY 72(1 -407))an10(1 )(x  ; e )V n(1 )(x +y : $ )dy d)7
isN

1
1 N  l ( N ;  D O —  t)N i

d t 1 1 ( 1 — a : ( 7 ) ) )

X
 aniocci(N-FiLiwx e- H7(t; j))7 .(i(N -Fi:;))(x+Y ; $)dych7

On a donc

N ( a n io c ; 7 ) ( x  ; e ) =  E
1 (1-01v idt o s — e - il/ 12a:(77)

l( N ; j) !  jolsN

X an i.. ( " N + 1 ;i ) ) (x  ; .7.))7n (i(N +1:;))(x +y ; e )dy dri

- 1-- os l e - i " 7(1 — a:(0 )an ic )c (x ; e - i-0 7 n (x +y  : e )d ric h 7

— E os — e - i " 7(1 — a:(0 )an ioc ( t ) (x  ; ERn(/)(x+Y: e)dych7
1sN

1=  E  '1(1— t)Nidt os — e a ( y )
1 NS l( N ,  j ) !  J o

j=1,. ,

X anioc ( " - '( x ; e +7 ) ( t  ; j ) ) 7 n u c N +1 :;» ( x +y ; e ) d y c h 7

d+ o s — e - i " 2(1— a: ; (7))) 2 1i402')a n i o c (x  ; -1--77)17I n (x +y : e )d y c h 2
i=1

l a
- a itk O e r li(O a n lo c (1 )(X  ; e ) 7  n ( 1 ) (X +  : e)d ydy)

= 1 N  u  3 .) ! :(1— t)N idt os— e - iYva,*(77)
i=1_d

X a nioc ( " N  + " ) ) (X Ê - 1- 1)(t : 7))7, n(1(141+1: j))(X+ ; e)dych7

d

E  OS J e ( 1 ---- at()? j)) 3 CW ; N  anloc(X ; H 7 )7  n (N i )(x  -  y  : )d  y d177j=1

l a- E  „ E os l e - il")(1— at(77 i ))61,02')77 -i(N - 1 )ja n i o c (1 ) (x ; $ )16N t: .1=1

X 7.(1+(N-1)-1) (x +3 1 ; e)dY dY )

o ù  N iE --_-- (0 , • , 0 , N 5 , 0 , • ,  0) et etc.
Donc on a:

1 
j5

3))nloc ; ,ÇiV+P
q

)))(x  E )

1 1 
= aZ($)19Z(X) (1-t)(N-)"-q)i dt

M g ! 1s141--v-q 1(N— v — q ; j) !  0

x o s — g e a(ri)ed,) ,n l o c ( "N - P- q+" j ” (x  ; e-1-)7(t, j))

i»(x  + y  ; e)d y d
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1 d
aZi(e)/3;,- ( x )E ;o s — e - i ")(1—cr it(77))Bergyy)77 -

3:(N - P- (2 ):7
P!q! j=1

x ; e --1- 72)7 1WV4+(N-v-o 3 )(x - 1-  y  : e)d yd

a'72-,(e) AZ( x) 0 s —  e - t
" (

1— ett( 72)Aili(r/I )
1 a

P I s N 1 ! j= 1 J

xyr., - l 'ia qp))nioc" ) (x  ; e)V N -4P4+1+(N-=,- q -n i) (x + $)d yd

Remarquons que l'on peut bien supposer:

a;;()/3Zz.(x)at.(0a iV)nloc ( 1 )  -5_ 3 C(n)(q+1
) r f i g g- I PPon - P ( q + 1 ) + "

Par l'estim ation on a:

11 p aZ(e)AZ(X).1 N Pp)) nioc ; 7 Y i(M ))(x  e )

__ 3 C111 11
71'. E p r - - 1 (2,,e3o )(q+/(N - 1— q+1;i»pPoPv - 5 1'

x  (N n  Ror q+1(N - v - q -" , i )(A-TnP oy i+ P n - (P - ')(P + P 4 - 4- q+ , ( N - - q + , ;

d

+  C M P ! s - - 1  PPofiq oPV N - 3 — q ) i (Xrnho) P + P (NnRoY / ÷ q + ( N - ' - q) ij=1
X n -  (P-6)(p+p+v-i-q÷(N -v_q)j) nP - 3 1 2

+  3 CM Pit E  PV.'.-1PPOfigtifiVN-'-q-1)i(N'nP0)P+P
d

X(Nn R  o ) q + 1 + ( N  - v - q - 1 ) f  71-  ( I )  - 3 ) ( P " + " q 4 - ( N i ) i  n P v - 3 P

C om pte tenu du fa it: i30 (f-0 )/A-0 _1 e t  1:<K, on a

1111'71d !q ! aZ(E)13Z(x)J N -v-q( a ((qp)) nioc ; T,,Pc x  e )p  

-5-'P(n)(IST‘4,-  Popo(ro)Kn - ( P- 3 ) )11 ÷P

x(( N n R o f i o ( P 0 ) / c n - ( P - 3 ) y + q + / ( N - p - q :  
j )

16N-v-q
j=1,. d

d

+ E CAT.R0,60(P0)Kn - (P - ') r q 4- (N- - - - q) i

+  E  (N„Rofio(Po)!Cn (P-3)),+q+1+(N

Com pte tenu du choix d e  N„, o n  a

1 
q  a )  ( x  N  - v -q (  O p ) ) n lo c  ;  T IV A )) ) ( s t  e )

!

3 P(n)e - ( P+ P )  '4 1

Lj=1 N -v -q

± e - - (v + q + (N e_ ( ,+ q + 1 + (N -„ ,... .q _ i) j) )

1



1 
E
1 5 N  l(N; j)! 30

1= 1 ,., d

X  a n lo c ( 1 ( » + 1 :  i» ( X +  Y ( t  ;  i ) ) d  Y d

(1—Og idt osl e - iln7(1—/3:(y))77;,"+"."(x; E-H)
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On a la même estimation pour

I/ 1
!q !

M I I Ce(e)19-7;( 4 1  N  -ja  qp))nio. ; TIPCM;)(x, $))p  

pour tous a, $ ; .(a), s(9)s2 [- 1--+ 1 ].  Donc on a:

1
M P ,  ca(e)13Z(0).I N - v - q ( a W ) n lo c  7,1-„ta )(0  e)

3 P(n)e - (P+P)
f= 1 (1 s N -1 , -q

e -(v - i-q + (N  -v -0 1 ) E e . • ( v + q + l+ (N  -u -q -  oh)
15 N - 1 - q

Et par conséquent on a:

1  
M 1 j4jE aZ(e) (e)

r
PS." n. 1 , 5N n 012

6
5,, n - P .q 5 N n " p !q !

X j N n -v -q ( a (V)nloc ; TIP(M)( ° ,  e

3P(n) e
-cp+p)( E e -0.4q+I(N n ,q ;  1))

p 4-735N v +q
n

5N IS N n -v -q

E
e

-(,i- q+1+(Nn -y- q -0.1))
1 5 N n - i-g

d
3 P ( n )  exp(—N )

C. Q. F. D.

Lemme 3 . On a

MPA'llaZ(E)19;gx)./N-p(Ti(p) ;  anioc)(x ; E)IE-Dli
11 5 ,  • n.I'SNn

d

.3.1) (n) E exP(—N 1)
J=1

Preuve. Soient 13k*(y)(k=--- 1, • , d) des fonctions d'une variable telles que

OSp k *(y) 1, P k *(y)--=- 1 s u r  { y ;  ly15_7- 0} , SuPPP k *c{Y; 1.Y1_2r0 } ,

e t  P:(Y) -----=:P:i(Y) . . .  P:d(Y), Pik(Y)=-- Pk*(na k k), (k=1, d).
De même qu'au précédent on remarque

osj e - ' 1")(1--13:(Y))7n(x; E-1--77)antoc(x+y : $)dych7

e+Oa n i ., ( 1 ) (x: E)dyclyi
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On a donc

JR(7 . ; aniocXx ; $)=
j—e i d

D!5:(1--Ogiclt

X os l e - i "PVYM ( 1 9 + " ." ) (x; e-l-n)anioccio9+1..i»Cx - i- Y (t; i))dy chi

d - o s — e - i "(1— Pi(Y ))7.(x ; -1--77)anioc(x +y : $)dychi

1
— IN—fros l e - i "(1-137tY)Mqx ; E-H7)anioc(1)(x: $)dycly)

1
-=   1(1-0*icit os le'Yvp,*(y)71;1( 19.-";." ) (x ;  e+n )

.frze d  l ( SI; j ) !  
0

xan iocuo+i:J»(x+y(t; i))dydn

+ jt i o s — e - - 1")(1—P7*,/y)) 3 g R -1-itcy' . (x , 77)anio n. ( x + y :  e)dx d

1 a
—  E —  E os l e - iv'1(1-19,t(Y))/34(Y' M i l ) (x  ; $+ 72)aniocco(x : )dydn

1,* I !  J-1

=  E
1 

Ç a— t)gid t o s— e - ilivi3,*(yM " . ÷1 ;1”(x  ; e+ n)
tsk 1(1'!; j ) !

ci

X an lO C C 1 (1 4 1 : i» (x + y ( t ;  i))dYd n
ci

+  o s q e - ' " ( 1—  PUY »NO/ ')Y7/Y70 i ) (x ; $-1- 72)anio(x -1- y: $)dydn

1 d
OS le - i" ) (1 -1 3 7 t A y )* (y )y - i(g -  l) j

XT11 + ( ' 9 - 1 ) j ) (X ; e + n ) a n lo c ( 1 ) ( X  e)dy dn

E t On a

az,($),S;z(x)JP--,(M ) ;  aniocX x;

1 (1 -0 (k -P)id t
= j) ! Jo

-p + ';  '(x  ; $± 77)

X anloc(1(*--p+1:1))(X + y( t
 ;  i))dydn

ci r i '

A o s — e - 1 1 "lozz($)137,-(x)(1—gi(y))Ni(y)y ( R - P ) i

x7;,P(V g - P) i ) (x ; e+n)anioc(x - i-  y : $)dych7

— osle-i"dgE)137,"(xXl—PUYAMY')Y7f(g-P-1)1
La -p  •

x 714 331 - P- 1 ) i ) (x; e+n)anioc(i)(x : e)dydn
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Par l'estimation on a

M IlaZ i(e)18(x V g -p\7 M  ;  a niocXx ; E)

_< 3 P (n ) (  E (AT'irPoPon - (P- 5 )) 1 (R - P ;i)"

d+ >2 ( S i r  po(ro)roK ) - ( 1 1 - 1 ' ) Vir POPOfro)K n - ( 9 - a ) )( * - P ) - 1 "
j= 1

(.7Si' r - l pofro)ro/c) - ( g - P- 1 ) V71, - Poo(ro)Kn - ( P-m) ( g - P- I ) i +P+1)
J=1,., d

x(AT„RofiQ (Po)Krr(P ')Y

Ainsi compte teun du fait : IST',/,- - 1 po(ro)ro-1 et 1._<K, pareillement à  la précédente, on
a le résultat voulu. C. Q. F. D.

Lemme 4 . On a

E
P5gnO'S-Nn

(-1)"
 a

(
q

)
7

(
P + P

)
( t •  e ) le= D(1— a(E)PZ(x)) E , , (p)nioc n(D+q) -p :p+q*0

d

.. 3 P(n) E exp(—Srni )-i-exp(—N„)

E M P a l — a;7(e)P;',.(x))CTIf ),,,, an iocl(x ; e)IE=DII
p_5fin..) Nn

3 P(n )2 , exp(—/ST‘ n i )-Fexp(—Nn i )
J=1

Pre u v e . Remarquons qu'on a

(1— a;i()19;1(xDanioc7n(x ; e) e t  (1— aZ(e)/37i(x)O n , an ioci(x  ; $ )

sont des combinaisons linéaires de ceux de la forme :

os j e s ( 1 — a z o (e)) 3 t-gx, e)a n i o c (x  ; e+n)P„(x+y)a n (e-I- )dydy)

PZ;($)) 3 tgx, e)anioc(x ; $--1-72)Pn(x+y)an(e-i-Odyd77

aZi(e)rtex e)an(e+7))18n(x+ y)a n ioc(x+ y ; e)dych7

osj e - i 1" 7(1— po ($)) 9 tgx, e)a n (e+72)p n (x+ y)a n i o c (x+  y ; e)dydri

Remarquons que P„(x y)anioc(x ±  y ;  e)= 13n(x+ y)a(x-1- y ; E n (e)) et que sa dériva-
tion par rapport à  y  a l'estim ation pareille it celle de a(x ; e). On peut procéder
pareillement aux précédents. C .  Q. F. D.

Lemme 5 . On a

E ,rtiq1171 ,t(0  ; D)(a(e ; D ) —a 10 (° ; D))11
N71
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cl
3  P(n) E exp( — k i )l-exP(— N )

Preuv e . On a

a(x ; a nioc(x e )= a(x  ; e ) —  agn(x ); n(e))

= a(x ; a(X n(x); e)± a(X „(x); e)—  a(X n(x);s(e))

et on a donc

77Pd,)(x ; D)(a(x  ; D)—  a nioc(x ; D))

= (4,P) (D)p,i ( p ) (x)[a(x ; D)— a(7 n (x); D)- a(X ,i (x); D)— a(X n (x);21,", (D))]

=a;!"(D) 151, ( , ) (x)1a(% n (x); D)— a(X 7,(x); „(D))]

On a ainsi

(77n(a —  anioc)Xx ; e)

= os alle)(e - 77) 13 7, ( , ) (x y)[a(X „(x+ y); e)—  a(X „(x + y); E, „())]cl yd

A lors le  raisonnem ent est pareil au précédent. E t on a le  résultat voulu. C . Q. F. D.

Ces lemmes étant préparés les démonstrations de la proposition 4 est déja claire.

[3] La démonstration de la proposition 5 est toute pareille à celle de la proposition 4.

[4] Preuve de la proposition 6 .  On a

e l ) /3.())(rn - 1)(x ; e)

=os l e - i" 7 aV ) (e - 'OP n ( )(x + y )(r n($)-1)d yc 172

d= lE
1

os l e - 1 "aW -1 ) ($4- 0Pnco(x+Y )(rni($)-1) 3 t,;(e')dyd77

E t on a

a;itop.())(7.-1) (x ; C)

=o s — e c n i 1 ) (e+ n)P.(,),-(Nn -)i)(x+y)

X(rni(e) - 1) 3 tit(V)77; ( N 'id y d r i

Par l'estim ation on a

16411 ) P.(i)(rn - 1)(x ; e)I
cl
E (NrRopo(ro)Kn - ( P - 3 ) )P(NnRofio(f0)/cn - ( P- 5 ) r ( N n' i (MP7) - 1

j=1
Donc on a

,E MIllahP ) (D)/3n()(o)(rn(D)-1)11
Ii N n . P S N n
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3 P ( n )  exp(— N i )
p.1

Preuve de la  proposition 7 .  On a

1 
1J N ( a n  P .) (x  ;  e )=k=1,.,d1 N  1(N . k ) !(1 — t r r h c it

x o s — e - iy 724 ( N + 1; k ) )
w -r- 111, y ( t  ;  k ) ) d y d

Par l'estimation on a

[5]

C. Q. F. D.

I .1" N(an; fin )(x ; e)I 6. a P ( n )  E  1(N; k)12..-1(P0P0)1(N; 
k ) n - ( p - a ) 1 ( N ;  k )

Iz t N
, .  , d

.. . .3 P ( n ) (N28*-1,00Pon-
( p - 5 ) ) 1 ( N ;  k )

L N 
■  i  N

k =1,.,d

Nous choisissons ATE-7-(N1,  • , N d )  en sorte que l'on  a:

N"* - 1 po po n - (1- 6 )=e - 1

Alors on a
I JN(a. ; P.)(x ; e) I 5_ 3 P(n) e x P ( —  NJ)

Par la remarque usuelle, on a le résultat voulu. C. Q. F. D.
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