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Über elliptische Spitzenformen vom Gewicht g>2

Von

Ulrich CHRISTIAN

0. Einleitung

Im ersten Paragraphen leiten wir einige grundlegende Eigenschaften ü b e r  Spit-
zenformen zur Hauptkongruenzgruppe q-ter Stufe a(q) der elliptischen Modulgruppe
ab. Insbesondere betrachten wir Spitzenformen vom Gewicht g , wobei qg=12 gilt.
Is t 72*(z) die Dedekindsche 72-Funktion, so ist 77*z g(z) eine Spitzenform zu -91(g) ohne
Multiplikatoren. Schließlich werden Weierstraßpunkte elliptischer Spitzenformen
untersucht.

Der zweite Paragraph dient der Bereitstellung zweier Hilfssätze über Fouriersche
Reihen.

Im  dritten Paragraphen gehen w ir von Christian [2], [3] aus. M ittels eines
Heckeschen Summationsverfahrens setzen wir gewisse Poincaresche Reihen meromorph
in die komplexe Ebene fort. Es stellt sich heraus,  d a ß  diese Reihen bei s=0 hob-
morph und die Werte Spitzenformen sind. Wir werden weiter die oben genannten
Poincareschen Reihen in Fourierreihen entwickeln.

Im vierten Paragraphen gehen wir kurz auf die Peterssonsche Metrisierungs-theorie
ein.

1 . Grundlagen

Es sei 3(1)= { z =x +iy  y > 0}  d ie  in  C  gelegene obere H albebene. Für N=
( a  b)

SL(2, R) setze man
c d

N<z>=
a z ± b  

--=xN-FiYN; Nizl=cz+d,cz+d

wobei X IV , Y N  Real- und Imaginärteil von N<z> bezeichnen. Durch die Zuordnung z---+
N<z> wird 3(1) bijektiv auf sich abgebildet. Das unter SL(2, R) invariante Volumene-
lement in 3(1) ist

dxdy dwz= y 2  •

Für eine Funktion f(z ) auf 3(1) und gE N  werde

Communicated by Prof. Ueno, March 8, 1990

(1)

(2)



1072 Ulrich Christian

(f 1EN, g1)(z)=(N{z}) - g f(N <z>) (N S L (2 , R)) (3)
gesetzt.

1 0
Es seien qEN und ..91(q) { N ES L (2, Z), ) mod q}=- d ie  "Hauptkongruenz-

0 1
gruppe q-ter Stufe" zur elliptischen Modulgruppe a( 1 ) - =s 1 ,( 2 ,  z ) .  E s se i WO ein
Fundamentalbereich von .51(q) in 3 (1 ) . Nach Christian [4], (8) hat WO

p(q)= s(q) - 'q2 H  ( 1 - p * - 2) (4)

mod a (q ) inäquivalente Spitzen ei.-=C°, e2 r  •  •  •  y  e p (q ) .  In (4) ist das Produkt über alle in
q steckenden Primzahlen p* zu bilden. Es gilt

(q=1, 2)1. .

E(9)=
2 (q > 2 ) j

Bekanntlich gibt es Matrizen R 1 =- 1-, R 2 r  •  •  •  y  R p ( q ) E c N ( 1 )  m i t

R T i < e e > , . ( c = 1 ,  • • •  ,

Nach Christian [4], (11) gilt für den Gruppenindex

[,32(1)/ : .5J1(q)/ (± nn5t(q )]= 9P(9) •

Aus Christan [4 ], (16) folgt

1210(4) (q,- 3) . (8)

(* *
Die Untergruppe ,912,,,( q )  besteht aus den Matrizen N = E n (q ) .  Man setze U=

0 *
(1 q

Für q=1, 2 wird dann .31.,(q) durch + + f ü r  q > 2  d u rc h  Ug=LP=
\01J (0 1

1 1
erzeugt.T'Aus Christian [2], H ilfssatz 1 folgt leicht

H ilfssa tz  1 . Es gilt

,_91(q )R ,L1P na(q)R =0 (9)

((i, tg)0(c, 1)); t, K =1, ••• p( q ) ;t t  =0, q -1 ) .

Hieraus folgt, daß
P q.-1

W O= U (R ,P )< (1 )> (10)

ein Fundamentalbereich von ,51(q) its. D a b e i  i s t  (1) ein Fundamentalbereich von 32(1).

Definition 1 .  Eine Modulform f (z ) zu n (q ) vom Gewicht g  ist eine Funktion mit
folgenden Eigenschaften :

a) f(z ) is t holomorph in (1);
b) Es gilt

(f 1[N, g])(2)= f(z) (NE.512(q)) ; (11)

(5)

(6)

(7)

CO 11)
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c )  Für jedes RE.32(1) besteht eine Fourierentwicklung

( f  [R, g1)(z )= 0 a(f I [R , g], v )e'"Ig (12)

Der Vektorraum aller Modulformen zu 812(g) vom Gewicht g  werde m it 911(g, g)
bezeichnet. f ( z )  heiße "Spitzenform", wenn a(f  I[R , g], 0)=0 (R E n(1)) gilt. D e r
Vektorraum der Spitzenformen sei 01(q, g). Man setze

72(q, g)==dim 91(g, g). (13)

Da ,91(q) Normalteiler von ,511(1) ist, ist mit f (z )E9R (q, g) bzw. f (z )ER (q, g) auch
I I[R, g]E9J1(q, g )  bzw. f 1[R, g]E91(q, g)(R Ea(1)).

Verabredung. Für q 3 ist das Gewicht g E Z . Ferner gilt

gw o mod2 (q=1, 2) . (14)

Satz 1. Es ist
fp(q)-1 (g=2)t

dim 911(g, g)=7)(q, g)+ (15)
Ip(q) (g 3)1

Ferner gilt
72(q, 2)=0 (g=1, 2, 3, 4, 5) (16)

2) ,  q P ( q ) P (q )
n (q, +1 (17)(q>2),12 2

0 (g=2)

72(1, g) , 1 (8.,- .2mod 12,[ g 14)f 2 ] 0 mod 2) (18)

12)[ ig2 i( g 2  mod

n (q , qP(q) 1)
P (4 )

(19)g).=
1 2

( g 2

72(q, (o.>.6). (20)

B ew eis. Die Aussagen (15) folgen aus Schoeneberg [24], Chapter 7 und das erste
auch aus Hecke [10], Seite 472, Satz 6. Der Rest folgt aus Christian [4 ], Satz 4  und
Formeln (253), (254) oder aus Christian [5], § 6.

Satz 2 .  Es se ien  q , gE N . D ann  g ilt

n(q, g)=0 (qg <12), (21)

72(q, g)-=1 (qg=12). (22)

n (q, g)>1 (q, g 2 ;  qg>12). (23)
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B ew eis. (21), (22) fo lg e n  fü r  g = 1  aus C hristian [6], (13), (16). D abei ist zu
beachten, daß laut unserer Verabredung für g = 1  im m er q 3  se in  m u ß . F ü r  g
folgen (21), (22), (23) aus Satz 1. Für g 1  mod 2 muß laut Verabredung q3 sein.

Satz 3 .  Es seien 72*(z) die Dedekindsche 7)-Funktion, q, g , - N und

qg=12. (24)
Dann ist

27*2g(z)Ei(q, g), (25)

72*2 g spannt den V ektorraum 31(q, g) auf, und es gilt

a(q* 2 gI [R , g], 1)#0 (REa(i)). (26)

B ew eis. Nach Lint [1 3 ] , insbesondere theorem 3 oder Petersson [17], Seite 32,
(8.6) is t  72*(z) eine Modulform zu  a(1) vom Gewicht 1/2 mit dem Multiplikatorensystem

 

f ( d  *  
- - )  e

___
n  ( (

a
+

d )c -b d (c 2 -1 )-3 C )

C
(c-__- 1 mod 2)

—C) e  212i ( C = 0  mod 2)((a+ d )c -b d (c 2 -1 )+ 3 (d -1 )-3 cd )
d  *

 

v(M )= (27)

   

a b\
 ) E  n(1))
c d

und

t _d\*2= t
c )* (28)

Hieraus folgt sofort
v2 g (M)= 1 (M ,92(q)) ,

sofern (24) gilt. Also )2*2 g(z)e9N(q, g).

(29)

Es gilt
0 0

.7 2 * ( 2 ) _ e 7riz/ i2 H  ( 1 — e 2ninz) ( z E 3 ( 1 ) ) .
n=1

(30)

Also wegen (24)
CO

n*2 g ( z ) - = e 2 ' i q g  H  (1 — e
2 ,

ri " ) 2 g.
n=1

(31)

Daraus folgt
a(72 ,4, 2g, c) =o, a ( n *2g, (32)

F ür RE.2(1) ist
(

7*2gI [R, g])(z)=v(R)rt"g(z). (33)
Vermöge (32), (33) also

a(n* 2 g I [R, g], 0)=0,a ( e 2 g [R, g], 1)--#0 (R E  ,50.)). (34)

Damit hat man (25), (26). Wegen (22) spannt )2* 2 g  den Vektorraum 91(q, g ) auf. S a tz
3  ist bewiesen.
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Definition 2 .  Es sei f E9,R(q, g ) und nicht identisch 0. F ür z0E3(1) hat man eine
Potenzreihenentwicklung

00

f ( z ) = 1 1  b(f, , zo, v)(z — zo)' • (35)

Ist dann
b(f, z o , v)=0 (v=0, 1 , ••• , z --1 ), b(f, z o , r )* 0 , (36)

so hat f (z ) bei zo e ine  "Nullstelle der Ordnung r= v (f , z o )" . Ist R. eine der M atrizen
(6) und gilt in der Fourierentwicklung (12)

ja (f  I [R„ g ] ,  v)=0 (v=0, 1, • • • ,

ta(f ER„ g], r)*  0

so hat f (z )  bei e , eine "Nullstelle der Ordnung r= r ( f ,  e,)" ••• , p(q)). F ü r  ql>_2
heißt

p(Q)
r(f) ..= T U ,  2 0 +  i r ( f ,  E,)

zoE3(1)
zo inkongruent m od 31 (q )

1d ie  "Nullstellenanzahl v o n  f " .  F ü r  q = 1  h a t  m a n  r (f , , z o ) durch —
2

r (f ,  z o ) bzw.

2—

3
r (f  z o ) zu ersetzen, sofern zo z u  i  b z w . p , ---E z  unter n(1 ) äquivalent ist.

2 

Satz 4 .  Es sei fE a ll(q , g ), f nicht identisch 0. Dann ist

gqi)(4) r(f)= 12 • (39)

Beweis. (7), (8) und Rankin [211  Seite 98, theorem 4.1 .4  oder Schoeneberg [24 ],
Seite 114, theorem 8.

H i l f s s a t z  2 .  A uf einem  Gebiet O c C  sei e in  S y stem  2  holomorpher Funktionen
gegeben . 2  bilde einen k-dimensionalen Vektorraum über C. E s  s e i  z0 E(13. Jede
Funktion f (z )E L  besitz t dann bei zo e ine Potenzreihenentwicklung

03

f (z )=  E  b(f, , z o , 74(z— zo )' . (40),=0
k ganze Zahlen

0 -L--•n1<n2< ••• <nk (41)

heißen ein "Hauptsystem" z um  Vektorraum 2  und zum  Punkt zo ,  w enn es k  Funktionen
f i ,  • • •  f  k E 2  gibt, so daß

(37)

(38)

Det
lb(f 1, zo, n1) — b(f k ,  zo, n1))

\b(f 1, ZO , nk) ••• b(f k y  zo, nk)
* 0 (42)

ist. Solche Hauptsysteme g ib t  e s . I s t  n1, •-• , n k e in  Hauptsystem z u  2  und zo , so  gilt
(42) genau dann, wenn die f i , ••• , fk eine B asis von 2  bilden. E in  Hauptsystem n 1, ••• ,
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n kh e i ß t "größer" als das Hauptsystem nf, ••• , nt, wenn die von Null verschiedene
D if f erenz  n„— e m it kleinstem  Index K=1, , k  positiv ist. D as kleinste Hauptsystem
zu 2 und z o heiße "Grundsystem". Es werde mit

0.1<m1<m2< ••• <in, (43)

bezeichnet. 2 besitz t eine Basis G1 , ••• , G,, w elche bei z o die Entwicklung

G,(z )= b(G„ z o , v )(z—z 0 ) ( c = 1 , , k), (44)
V=111.

b(G„ z o , m 1)=1 (c=1, ••• , k)
hat.

(45)

Beweis. Christian [6], Hilfssatz 1 oder Petersson [16], § 1.

Hilfssatz 3. M it einer Basis f i , ••• , f k v on  2 und

dk f k -1 ) (46)k;(c=1, , x =0 , ••• ,

dzk

bilde man die " W ronskische Determinante"
If O) f

W (fi, ••• f  k)-- =D et (47)

Diese ist nicht identisch Null und durch 2 bis au f  einen von N ull verschiedenen Faktor
eindeutig bestim m t. Man bezeichnet daher

z )=W (f i, ••• , f ;k (48)

als "W ronskische Determinante von 2".
Ihre N ullstellen und deren Ordnungen sind durch 2 allein bestim m t. Ist z 0 E 6  und

m k das z u  z o gehörende Grundsysteni, so hat V(2, z ) bei z o genau eine Nullstelle
der Ordnung

k k(k —1)
e=1

m

 2

F ü r alle Punk te z 0 E03, in denen V(2, z 0 ) 0 ist, gilt also

n7,-=c-1 (c=1, ••• , k). (50)

B ew eis. Christian [6], Hilfssatz 2 oder Petersson [16], §1.

Satz 5. E s se i 77(q, g)>0. D ie  W ronskische Determ inante W (q, z )=V (91(q, g), z )
ist eine Spitzenform  z u .31(1), welche sich nach dem Gesetz

W (4, R<z>)=v(R)(R{z})n 2 ( q ' g ) + ( g - 1 ) '2 ( q ' g ) W(q, z) (R E 311(1)) (51)

transform iert. Die M ultiplikatoren v (R ) sind Charak tere der Faktorgruppe 32(1)/,511(q).
Sie sind also (qp(q))-te Einheitswurzeln, und es g i l t

(49)
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v(M )=1 (ME n(q)). (52)

M an f asse  W (q , z ) als  S pitz enform  vom Gewicht 772(q, g)+(g-1)72(q, g) z u ,911(q) auf.
Es sei z o E3(1) und m i , ••• , das zu z o gehörende Grunudsy stem . Dann hat W(q, z)
bei z=-z o e ine N ullstelle der Ordnung

g )ß( q , g, 20)---=:21 m ,  g ) ( 7 ) ( 9 ,  g )-1 )
•=1 2 •

Es sei $EQ U oo und R e,52(1) so gewählt, daß  R - 1 <e>= C O  ist. D ie  Z ahlen

1 n1 <n 2 < ••• <n v cq , g )

bilden ein "Hauptsystem " z um  V ek torraw n Di(q, g) und z um  Punk t e ,  wenn es
Funktionen f i , • • •  , f ,“,, g ) EDi(q, g) gibt, so daß

a(f i l[R , g], n1) ••• a(f v(q, g )ICR, g], n 1)
Det 0 (55)

a(f g], n v ( , , , ) )••• a(f ( q , g ) 1[12, g], n,7 ( o . g ) )

ist . Dabei sind die a(•••)durch(12)erk lärt. Solche Hauptsysteme gib t es. Ist 7 2 j ,  • • •  ,  n g

e in  Hauptsystem  z u C q , g )  und e ,  so gilt (55) genau dann, wenn die f i , ••• , f ,i ( ,, g )  eine
Basis von 01(q, g) bilden. Ein Hauptsystem n i , ••• , n,, ( q . g )  h e iß t "größer" als das Haupt-
system  nt, ••• , nt ( ,, g ) ,  w enn die von N ull verschiedene Differenz  n,— n ' m it kleinstem
Index r=1, ••• , 72(q, g) positiv  is t. D as  kleinste Hauptsystem z u  ai(q, g) und $  heiße
"Grundsy stem ". Es werde mit

1-77/1<m2< ••• <m„ ( )( 5 6 )

bezeichnet. R (q, g) besitz t eine Basis G1 , ••• , mit

(G, [R, gl)(z ) , a ( G ,I E R ,  g ],  v ) e " i " ( 1, • • • , 7)(q, g)), (57)
V=772

a(G,1 [R , g], m ,)=1 (e=1, ••• , n(q, g)). (58)

Für eine B asis f ,, ••• , f  7 ) ( q , g )  von ai(q, g) gilt

W ( f  1[R , g ], f  ) 7 ( g ,  0 1[ 1? , g]; z ) , v(R)W( f „ • • • , f g ) ; (R E 5 t (1 ) )  (59)

9N(f i[R g], • • • , f q , I [R, g ]; z )=
g ) (  ) ( q . g)+1)/2

d ( q ,  R ,  v ) e ' x i " i g ( 6 0 )

(R E3t(1)),

d(q, R , v )=v(R)d(q, I, v) (RE.5J1(1); vEN). (61)

Die Funktion W (q, z ) hat bei $  eine N ullstelle der Ordnung

v(q.g)
m ,=/3 (q , g , e)+77(4, g)(72(q, g )+1 )

2

(53)

(54)

7)(9, g )

(62)

wobei 13(q, g, $) durch die Gleichung (62) def iniert ist.
Es seien R E n ( i )  und  z o e 3 (1 )U Q U 0 0 . D ann gehört z u  z o u n d  R<zo> dasselbe
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Grundsystem m l , ••• , Ferner gilt

3(q, g, R<z>)=13(q, g, z) (2E3(1)UQU 00 ; RE7,92(1)) (63)

Für e E Q u c o  gehören z u e und R<> sogar dieselben Hauptsysteme. Es bezeichne 0(1)
einen Bereich:in 3(1), der keinen der Punkte R<i> und R<p> (RE 31(1)), p=1/2-FiV /2
enthält ; zu jedem anderen Punk t aus 3 (1 ) liege in  0(1 ) j e  e in  Repräsentant jeder
Restklasse mod 3 1 (4  Man setze

B (q , g )=  > 2 ß(q, g ,  z )+ -
1

,  0ß(q, g + -
1

3  
ß(q, g, p )±  -

1

13(q, g, co). (64)zEgo o) 2

Für ze7-3(1)UQU00 heißt 13(q, g, z) die " Weierstraßordnung" von z. I s t  p(q, g, z)>0,
so heißt z ein "Weierstraßpunkt" von g).

E s  s e i  fi(q, g, z0)=0. F ü r  z0 E 3 (1 ) i s t  d a s  Grundsystem z u  zo d a n n  durch
0, 1, ••. , 72(q, g)-1 gegeben. Ist zo EQUeo, so lautet das Grundsystem 1, , 72(q, g).

Die Zahl B(q, g) heißt die " Weierstraßordnung von gt(q, g )". E s  g ilt

1 / 1 1 \ 21  g -11  \
13(q ' g ) = . 2 - -q (q ' g ) ±  2 6 q ) )7(q ' g ) , (65)

also

B ( q ,  2 ) . =  q 2 2 (q) ( 1 1 V+  3qp(q)  ( 1 1  V+ ( +1 + 1 ) ( q  2 , g = 2 ), (6 6 )8 6 q ) 4 6 q 6 q

B (q , g )= ( g -
6

1) 2 {  q 2 P 2

8

( q )  ( 1qq
(q)

g > . 3 ) . (67)

Beweis. W ie im  Beweis von Christian [6 ] , Satz 6. Die Formel Christian [6], (56)
muß durch

f (R < z > )= a,2(z)fe(z) -k(RizI) 2' +' f jP(z) (I, EOUN). (68)
2 = 0

erse tz t w erden . S ta tt C hristian  [6], (40) bekommt man dann (51). Die Gleichung (65)
bew eist m an  genauso , w ie  C hristian  [6], (68). A u s  (17), (19), (65) fo lgen  (66), (67).
M an siehe auch Petersson [16], § 1.

Satz 6. Es seien q,
qg=12. (69)

Dann ist 72(q, g)=1 und
B(q, g)=0 (70)

d. h ., 31(q, g) besitz t keine Weierstraßpunkte.

B ew eis. A us (22), (69) fo lg t )2(q, g)=1, w egen (65) also (70). Satz 6  ist bewiesen.

Satz 7 .  Es seien q, gEN,
(71)

(72)
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Dann ist
72(q, g ).1 (73)

und
B(q, g)=0 (2_ q 5 ; q=6, g=2), (74)

d. h ., 91(q, g) hat keine Weierstraßpunkte, sowie

B(q, g)>0 (q 7; q=6, (75)

d. h ., R(q, g) besitz t Weierstraßpunkte.

B ew eis. A us (22), (23) fo lg t (73). Für und q = 6 , g 3  fo lg t (75) aus (65) und
(73). F ü r q=6, g=2 erhält m an (74) aus Satz 6 .  Aus

(76)
und (72) folgt

Die Formeln (19), (65) liefern

B (q, g )=  1 ) ( q  g )  ( 
 g - 1

1 ) C ( 4 )2 6 q

mit

C (q ) , ( q1 q P q )   +1.

Die Aussage (74) ist dann gleichbedeutend mit

C(q)=0

und dieses ist äquivalent zu

12

(q=2, 3, 4, 5),

 (q=2, 3, 4, 5).P(q)= 6—q

W egen (4) is t d ie se s  r ich tig . S a tz  7 ist bewiesen.

2. Fourierreihen

Die folgenden Hilfssätze w urden in  C hristian [6], Hilfssätze 3 und 4 ohne Beweis
hingeschrieben. D aher w ollen w ir sie hier bew eisen.

Hilfssatz 4 .  E s  s e i F (s , x ) eine Funk tion der komplexen V ariablen s  und der
reellen V ariablen x. B ezüglich  x  sei F(s, x) in  R definiert und differenzierbar, und es
gebe ein rG R , r> 0  mit

F(s, x+r)=F (s, x ). (82)

Bezüglich s sei F(s, x) in  6—{b,} holomorph. Dabei sei e ine  offene M enge in  C ;
die b, seien isoliert liegende Punk te in O .  B ei den isolierten Punkten 6,, kann F(s, x)
Pole aber auch wesentliche Singularitäten haben.

Für sE63—{b,,} läßt sich dann F(s, x) in eine Fourierreihe

(77)

(78)

(79)

(80)

(81)



1080 Ulrich Christian

CO

F(s, x)= f( s , m)e 2 mxir (83)

en tw ick e ln . Die f(s , m ) (m E Z ) sind in 6— {b,} h o lom o rp h . B ei den bv  liegen isolierte
S in gu la r ite iten . Es seien

F(s, x).= p 2 . C(p, x)(s—b„)P , (84)

f ( s ,  m )=  E  c(p, m)(s—b v )P (m E Z) (85)
p=-0

die L aurententw ick lungen von F(s, x ) und f( s , m ) in einem  der Punkte b y . D an n  g ilt

C(p, x)= i n E c o c ( a , m )erintxir (pE Z ). (86)

G enau dann ist F (s, x ) in einem  Punkt s 0 E 6 ho lom orph , wenn es a lle f(s , m ) (m E Z )
sind.

H at F(s, x) bei 5 o G63 einen Pol genau 1-ter Ordnung, so haben die f ( s ,  in) (m E Z )
b e i so Pole höchstens 1-ter Ordnung ; es gibt a b er  ein m o ,  so  d a ß  f( s ,  m o )  bei s o einen
Pol genau 1-ter Ordnung besitz t. Far die k-ten A bleitungen nach s  gilt

ah
x ) , (  

 d s k
dk  f ( s 7 m ) ) e r i m x i r :

ask  

B ew eis. Es genügt, die Aussagen des Hilfssatzes vom Anfang bis (86) zu beweisen.
Der Rest ist dann klar. Aus den Voraussetzungen über F(s, x) folgt, d a ß  d ie  Fourie-
rentwicklung (83) existiert und die Funktion darstellt. Es gilt

f ( s ,  m ) = -1 .Y. F(s, x )e - 2 7 inixirclx (m E Z ). (88)r

Also sind die f ( s ,  m )  in  6— {b,} holomorph. Bei den b„ liegen isolierte Singularitäten.
Man kann also die Laurentreihen (84), (85) b ild e n . E s  se i K  ein positiv orientierter
K reis m it dem  M ittelpunkt bv . Die Kreislinie K  und das Innere des Kreises mögen
in  65— fbi , ••• , b2-1, 14+1, •••1 enthalten sein. Dann ist

F (s , x ) C(p, 2
1

i (pEZ ), (89)7r JK
ds

 (s—b0P - H

1  c f ( s ,  i n )   d s (p , m E Z ). (90)c ( P ' m ) =  2ri (s—b ) °

Wegen (89) is t  C (p, x ) eine in R  definierte differenzierbare Funktion in x mit der
Periode r. Es besteht also eine Fourierentwicklung

CO

C ( t t  x)= niE_C*(t t ni)e2 rint X I  r (rt z ) . (91)

(87)

Dabei ist



Elliptische Spitzenformen 1081

c*(p , m )= -
1  

C (p , x )e 'z '"Ird x (p ,m E Z ). (92)
r jo

Aus (88), (90), (92) folgt

1  1  
 f ( 1 7 1 ,

 s )  d s =  1( 1F ( S '  x )  e 'm x 1rdx)dsc ( P' )4 =  27ri (s—b.)"' 27ri r o (s— b0 ) '

1 r  1 F ( s ,  x )  ds)e
- 2 r z i M x 1 r d r

= r Jo\ 2rci K (s—b„)11+̀

= —  r C(p, x)e -27z-tmsIrdx=c*(p, in).7.
1

 o  

Also c*(p, m)= c(p, m) (p, mEZ). Hieraus und aus (91) folgt (86). Die beiden Integrale
durften vertauscht werden, da beide Male stetige Funktionen über kompakte Strecken
integriert w urden. Hilfssatz 4 ist bewiesen.

H ilfssa tz  5 . Die Funktionen f ( x )  (DEN) seien auf R differenzierbar. Für rE R,
r>0 gelte

f,(x+ r)=  f,(x ) (vEN ). (93)
Die Reihe

f (x )= f ( x ) (94)

sei absolut gleichmäßig konvergent und f(x) differenzierbar. Offenbar hat f (x ) auch die
Periode r. Es sei

f ( x )=  E  c (m )e ' x l r ( 9 5 )

f 0 (x )= c ( , m)e' x I r (vEN ). (96)
77t= - co

Dann gilt

c(m)= c(v, m) (m E Z). (97)

Die Reihe (97) ist absolut konvergent.

Beweis. A us den V oraussetzungen folgt, d a ß  d ie  Fourierreihen (95), (96) die
jeweiligen Funktionen darstellen. Es ist

1
c(ni)= —  f (x )e ' x i r d x ,T

C(V , M )=
- 1  

f  y (X )e - 2 n i m x / r  dX  .
T o

Aus (99) folgt

(98)

(99)

lc( ) , in)l .(x)Idx , (100)r
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1 cr -
E  I c(i), ?n) I f ,(x )Ir (101)

Also konvergiert die Reihe auf der rechten Seite von (97) absolut. S e tz t  m a n  in  (98)
für f (x )  die Reihe (94) ein, vertauscht Integration und Summation und benutzt (99),
so folgt (97). Hilfssatz 5 ist bewiesen.

3 . Poincar6reihen

Satz 8 .  Es seien s*, s komplexe V ariable, w, zE3(1) und gEIV, D ie  Poin-
carereihe

K(q, g, w, z, s*, s)= 2„ 1.971i ( , ) ( - 0 - FN<z>) - g (N iz}) - g l— i-e + N < z > l'IN Iz il - s  (102)

konvergiert fü r  Res*>1—g, Res>2—g absolut und stellt eine holomorphe Funktion in
s*, s dar. S ie  lä ß t  sich meromorph auf den s*, s-Raum fortsetzen. Für Re s*>1—g ist
sie bei s=0 holomorph.

Für nEN  setze man

P(q, g, n, z, s)= E (N{z})-g1N{z}l'e(2"no'N(=>.
N EZ,110 ‘,( 0 0 1 (q )

Dann ist

K(q, g, w, z, 0, s)= ( )g
1 

\ q (g -1 )! 71=
g P(q, g, n, z, s)e - 2 . 4 ü'ig , (104)

P(q, g, n, z, s)= ( — 2 7 t i )  (g -1 ) !n 1 - g -1  5q K(q, g, w, z, 0, s)e'r i " o d u  (105)q 0

(n E N )
m it w=u+iv.

Die Reihen P(q, g, n , z, s ) (nEN ) sind in der Halbebene Res>2—g absolut konver-
gen t und  holomorph. S ie  lassen sich meromorPh auf  die s-Ebene fortsetzen; bei s=0
sind sie holomorph. Es gilt

P(q, g, n, z,0)E91(q, g) (n E N ) (106)
W eiter ist

K(q, g, w, z, 0, 0)=(-1)gK(q, g, z, w , 0, 0).

B ew eis. Christian [3].
Für TESL(2, R) setze man

PT(q, g, n, z, s)=(T {z}) - g IT {z} 1 - 8 P(4, g , n, T<z>, s) (n E N ), (108)

PR(q, g , n, N<z>, s)=- (N iz}) - g 1N{z}l - s PR(q, g, n, z , s) (109)

(nEN; RE.5l(1); M 5/(q)).

Für NE a (q )  also

(103)

(107)

PR (q, g , n , z+q , s )=P R (q, g, n, z, s) (n E N ). (110)



- 92(q)Rn,3i00(1)=0.

0 0 i nh(q, g, R, n,m, y, s)= .-e - " 7 1 q ""• { c-g-sf (g, 2 „  y, s)S(q, R, c,
n

qc qc . r c =
3 rnod q

+  ( - 1 ) g c - g -
qc

sf(g , n
2 , m  ,  y,  )S(q,c=i 

c . - r 3  m od q
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A lso existiert eine Fourierentwicklung

0.4
P (4 , g , n , z , s )=  E  h(q, g, R, n, in , y, s)e - 2 'ri " 'q d x (n E N ), (111)

h(q, g, R, n, in , y , s)= 1
q PR (q, g, n, z, s)e - 2 0 "ladxq (m E Z ; nE N ).

(112)

Satz 9 .  D ie  Fourierkoeffizienten h(q, g, R, n, m, y, s) s in d  in  d e r s-Ebene mero-
m o rp h . Polstellen lie g e n  n u r d o rt, w o  PR (q, g, n, z, s) Po le  hat. G ib t e s  e in  mo E Z ,
so daß h(q, R, n, m o , y, s) bei s o einen Pol hat, so besitz t auch PR (q, g, n, z, s) einen Pol
bei s o . D i e  Polordnung von PR (q, g, n, z, s) bei so is t g le ich  der maximalen Polordnung
aller h(q, g, R, n, m, y, s) (mEZ) bei s o .

In der Halbebene Re s>2—g sind die PR (q, g, n, z, s) und h(q, R, n, 772, y, s)holomorph.
Ferner sind diese Funk tionen bei s=0 holomorph (nEN; mEZ). Schließlich gilt

h(q, g, R, n, in, y, 0)=0 (nz<0). (113)

B ew eis . Hilfssätze 4, 5, Satz 8. S c h lie ß lic h  fo lg t (113) au s (106), da d ie  Fourier-
koeffizienten einer Spitzenform für in 0 verschwinden.

(7.-4 r2 )
3S atz 10 . Es seien Res>2—g, nEN, F_- 01) und

r3 r4
1 2,,i(na+cind)

S(q, R, c, n, m)=--
e g 

q  d mod qc
(d, c>=

00=r4 mod ei

die  Kloostermannsche Summe. Dabei läuft d über alle  Restklassen mod qc m it <d, c>=1
u n d  d=r, mod q. a mod q c  i s t  d ie  dein P aar (cd ) v erm öge Christian [6 ] ,  Hifssatz 5
eindeutig zugeordnete Restklass e.

Für a , 13> 0 sei weiter

(114)

f (g ,  a, ß, y , s)= . . (x-Fiy) - g  x ± iy 1 - ° 0 - 2

D ann gilt für

(115)

f (g , a, ß, y, 0)=27r( Te 2  2- g  jg  _ 1 (4 7 r  V aP ). (116)

Dabei is t j g - 1 ( • • • )  die bekannte Besselsche Funktion.
Es sei
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h(q, g, R, n, m, y,0)=e - ( 2 7 1 q) "•27ri - g( m
)

! 2 1  . (119)

—I 2";1
g_1(47 Vmn)S(q, R, c, n, m)

c=rC3Mod q
qc

—+ (-1)g E  c - 1 ,1 g
1

_i (47 Vmn)S(q, —R, c, n, m)}.
9cC .- 7 c-;rn o d  q

Nun sei
aa(q)Rn.(1 )*Ø . (120)

W ie in Christian [6], (130) folgt

R=6
(1  r)

(3 = ±1 , rE Z )• (121)
0 1

Dann bekommt man
PR (q, g, n, z, s)=PP(q, g, n, z+r, s) (122)

h(q, g, R, n, m, y, s)=Ph(q, g, I , n, m , y, s)e""ria. (123)
Dann ist

h(q, g, I ,  n, m, y, s)=e - 2 ' " ( m'a)11

1 1 +  2  c - g- sf(g ,  n 2, —
n

9c
, y, s)(S(q, I , c, n, n)+(-1)gS(q, I , c, n, n)) (m=n)c=1. 9c=0 m odq

2 c— g—,sf ( — n . , .31i n , ,--=c=i 9c- 9
s)(S(q, I , c, n, m )+ (-1) 9S(q, /, c, n, m)) (m n )

c=- 0 m o d  q 

(124)

h(q, g, R, n, m, y,0)=e - ( 2 " " ) " •2;ri - g( m  g) 2

\co
1 +  2  c ' , I .

 g _1 (47-1 2 —)(S(q, I , c, n, n)+(-1)gS(q, I , c, n, n))( i n = n )qc
C O  m od q

1
.

2 ,  c - V g _,(47
-V m n

)(S(q, I . c, n, m)+(-1)gS(q, I , c, n, m)) (m#n)c=i qc
c .0  m o d  q

(125)

Beweis. Wie Christian [6 ], §  3 . Die Formel (116) folgt aus Rankin [21], Seite 156,
(5.3.5).

4. Peterssonsche Metrisierungstheorie

Satz 1 1 .  Jede Spitzenform F(z)E91(q, g) genügt der lntegralgleichung

J.

F (z )= 2 ." (  i ) g  (g K(q, g, z, w, 0, 0)vgF(w)d(o. (126)2r a(q)
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W eiter gilt
1 a(F, n)=(47cn)g - lq - g P(4 g n z  0)Y gF(z )d(o z .

(g-2)1 5a(q)

B ew eis. (126) fo lg t au s C h ristian  [3], (24), (25). A u s  (12), (104), (126) bekommt
man (127).

Hilfssatz 6. E s  s e i n e N  Genau dann ist P(q, g, n, z , 0) nicht identisch 0 in z ,
w enn es ein FEgt(q, g) m it a(F, n)#0 gibt.

B ew eis. A ngenom m en, es gibt ein F g )  m it  a(F, n ) # 0 .  W egen  (127) ist
dann  P(q, g, n, z , 0 )  nicht identisch 0. Nun sei a(F, n)=0 fü r a lle  FE R (q , g ) . Dann
ist auch a(P(q, g, n, z , 0), n)=0, vermöge (127) also

g(5) I P(4, g, n, z, 0)1 2 ygdw z =0. (128)

Also verschwindet P(q, g, n, z , 0) identisch.

Satz 12 . Es seien q, gE /V , g2

qg=12. (129)

Dann ist P(q, g, 1, z , 0) nicht identisch 0  und spannt den Raum 91(q, g) auf.

B ew eis. Sätze 2, 3 und Hilfssatz 6.
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