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Uber elliptische Spitzenformen vom Gewicht g>2

Von

Ulrich CHRISTIAN

0. Einleitung

Im ersten Paragraphen leiten wir einige grundlegende Eigenschaften {iber Spit-
zenformen zur Hauptkongruenzgruppe g-ter Stufe H(q) der elliptischen Modulgruppe
ab. Insbesondere betrachten wir Spitzenformen vom Gewicht g, wobei ¢g=12 gilt.
Ist 9*(z) die Dedekindsche %-Funktion, so ist 7*?4(z) eine Spitzenform zu H(g) ohne
Multiplikatoren.  SchlieBlich werden WeierstraBpunkte elliptischer Spitzenformen
untersucht.

Der zweite Paragraph dient der Bereitstellung zweier Hilfssitze {iber Fouriersche
Reihen.

Im dritten Paragraphen gehen wir von Christian [2], [3] aus. Mittels eines
Heckeschen Summationsverfahrens setzen wir gewisse Poincarésche Reihen meromorph
in die komplexe Ebene fort. Es stellt sich heraus, daB diese Reihen bei s=0 holo-
morph und die Werte Spitzenformen sind. Wir werden weiter die oben genannten
Poincaréschen Reihen in Fourierreihen entwickeln.

Im vierten Paragraphen gehen wir kurz auf die Peterssonsche Metrisierungs-theorie
ein.

1. Grundlagen
Es sei 3(1)={z=x+iy|y>0} die in C gelegene obere Halbebene. Fiir N=
ab
( d)ESL(Z, R) setze man
¢

az+b
cz+d

N¢z>= =xny+iyn; N{z}=cz+d, 1)
wobei xy, yy Real- und Imaginirteil von N<{z) bezeichnen. Durch die Zuordnung z—
N<{z)> wird 3(1) bijektiv auf sich abgebildet. Das unter SL(2, R) invariante Volumene-
lement in 3(1) ist

_dxdy

do,=—=3>-. @

Fiir eine Funktion f(z) auf 3(1) und g€ N werde

Communicated by Prof. Ueno, March 8, 1990



1072 Ulrich Christian

(fIIN, g(@=(N{z})"¢f(N<(z>) (NeSL(2, R)) 3
gesetzt.

10
Es seien g= NV und H(q)= {N eSL2, Z), N=I= (0 1) mod q} die “Hauptkongruenz-

gruppe g-ter Stufe” zur elliptischen Modulgruppe M(1)=SL(2, Z). Es sei (q) ein
Fundamentalbereich von H(g) in 3(1). Nach Christian [4], (8) hat %(g)

pg)= S(q)"qul:llq(l —p*7) )

mod HM(¢g) indquivalente Spitzen &,=o0, &,, -+, &pce>- In (4) ist das Produkt tiber alle in
g steckenden Primzahlen p* zu bilden. Es gilt

1 (g=1, 2)
S(q)={ } ®)
2 (g>2)
Bekanntlich gibt es Matrizen R,=I, Ry, -, RpyE HM(1) mit
RiKED=00 (=1, -, p(g)). ©)
Nach Christian [4], (11) gilt fiir den Gruppenindex
LML)/ x>t M@/ 2 R3] =9P(Q) - )
Aus Christan [4], (16) folgt
12gp(q)  (¢23). ®

k¥
Die Untergruppe #.(¢q) besteht aus den Matrizen N:( € HM(g). Man setze U=
*

11 1gq 1gq
( ) Fiir ¢=1, 2 wird dann #.(q) durch —L—U‘1=i(0 1) fiir ¢>2 durch qu(o 1)
01

erzeugt.®FAus Christian [2], Hilfssatz 1 folgt leicht

Hilfssatz 1. FEs gilt
MPRU*NHM@)R, U*=0 9)
((’Cx #)#‘-((! ”); ¢ "":1: Ty P(4)§ v, fvt:O: Tty f]—l)
Hieraus folgt, daB
p( g-1
Fg)= v U R US> (10)
ein Fundamentalbereich von H(g) its. Dabei ist (1) ein Fundamentalbereich von H(L).

Definition 1. Eine Modulform f(z) zu H(g) vom Gewicht g ist eine Funktion mit
folgenden Eigenschaften:
a) f(z) ist holomorph in F(1);
b) Es gilt
(fIIN, g]2)=f(z) - (NeM(g); 1)
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¢) Fiir jedes ReH(1) besteht eine Fourierentwicklung

(fILR, g])(2)=§% of LR, g], v)e*=t2/1. (12)

Der Vektorraum aller Modulformen zu #(q) vom Gewicht g werde mit (g, g)
bezeichnet. f(z) heiBe “Spitzenform”, wenn a(f|[R, g], 0)=0 (ReM(1)) gilt. Der
Vektorraum der Spitzenformen sei %(g, g). Man setze

7(q, g)=dim R(q, g). (13)

Da H(g) Normalteiler von H(1) ist, ist mit f(z2)=M(g, g) bzw. f(2)=R(q, g) auch
FIIR, g]€M(g, g) bzw. [I[R, gl&R(q, g)(ReM)).

Verabredung. Fir ¢=3 ist das Gewicht g&Z. Ferner gilt
g=0mod2 (¢g=1, 2). (14)
Satz 1. Es ist

-1 (g=2

dim Mg, £)=7(¢ g)+{ﬁ§qi (g>3; } (15)

q g2

Ferner gilt

7(g, 2)=0 (¢=1, 2, 3,4,5) (16)
7o =00 YD 41 (=), an

I 0 (g=2) 1

g
—— -1 = >

(1, g)= [ 12 ] (g=2modl2, g=2IV{ o 042, (18)

l[%] (g£2mod 12) J
10 =L (g 1)- LD (422, g23) 19)
(g, 2)21  (¢=6). (20)

Beweis. Die Aussagen (15) folgen aus Schoeneberg [24], Chapter 7 und das erste
auch aus Hecke [10], Seite 472, Satz 6. Der Rest folgt aus Christian [4], Satz 4 und
Formeln (253), (254) oder aus Christian [5], §6.

Satz 2. FEs seien q, g=N. Dann gilt
7(g, 8)=0  (gg<12), (21)
n(g, 8)=1  (qg=12). (22)
- n(g, )>1 (g, 822; 9g>12). (23)
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Beweis. (21), (22) folgen fiir g=1 aus Christian [6], (13), (16). Dabei ist zu
beachten, daB laut unserer Verabredung fiir g=1 immer ¢>3 sein muB. Fiir g=2
folgen (21), (22), (23) aus Satz 1. Fiir g=1mod2 muB laut Verabredung ¢=3 sein.

Satz 3. Es seien 9*(z) die Dedekindsche y-Funktion, q, g= N und

gg=12. (24)
Dann ist

P**e(2)ER(g, ), (25)
9**8 spannt den Vektorraum %R(q, g) auf, und es gilt

a(n**#|[R, g1, D#0  (ReMQ)). (26)

Beweis. Nach Lint [13], insbesondere theorem 3 oder Petersson [17], Seite 32,
(8.6) ist 7*(z) eine Modulform zu #(1) vom Gewicht 1/2 mit dem Multiplikatorensystem

[(%>*e%((a+d)c—bd(cz—l)—ac) (c_=_1mod2)1
v(M)= 27
l(%) e’{—;((a+d)c—bd(cz—l)+3(d—1)-acdl (CEOmOdZ)J
%
ab
(M=( )EJM(I))
cd
und
d \*2 c\?
(5) =(),=1- 28)
Hieraus folgt sofort
vE(M)=1 (MeMuy)), (29)
sofern (24) gilt. Also 5**4(z)eM(g, g).
Es gilt
pH@)=emier 11 (1—e=™)  (z€B(). (30)
Also wegen (24)
77>|<2g(z):_.e27n‘z/q ﬁ (1_e2zinz)2g_ (31)
Daraus folgt
a(n*%, 0)=0, a(n*®8, 1)=#0. (32)
Fiir Re () ist
(9**2|[R, g)(2)=v(R)n**¢(2). (33)
Vermoge (32), (33) also
a(p**¢|[R, g], 0)=0,  a(x**?|[R, g], D¥+0 (Reu(l)). (34)

Damit hat man (25), (26). Wegen (22) spannt 7**# den Vektorraum (g, g) auf. Satz
3 ist bewiesen.
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Definition 2. Es sei f€9(g, g) und nicht identisch 0. Fiir z,=3(1) hat man eine
Potenzreihenentwicklung

f@)= S (S, 20, vNz—20)" (35)

Ist dann
b(f, zy, v)=0 (v=0,1, -, —1), b(f, 2, 7)#0, (36)

so hat f(z) bei z, eine “Nullstelle der Ordnung r=7(f, z,)”. Ist R, eine der Matrizen
(6) und gilt in der Fourierentwicklung (12)

{a(f”:Ru g]’ l‘J):O (V:_O» 1: ) T_]-):}
afI[R,, g1, %0 ’

so hat f(z) bei & eine “Nullstelle der Ordnung z=7(f, £,)" (¢=1, ---, p(g)). Fir ¢g=2
heiBt

37

Q)
()= >y of, 2o+ 3 7(f, &) (38)
29EB (1) =1
zg inkongruent mod f(q)

die “Nullstellenanzahl von f”. Fir ¢=1 hat man (f, z,) durch ér(f, z,) bzw.

1 . .
§T( f, z0) zu ersetzen, sofern z, zu 7 bzw. p=%+ii2é unter H(1) dquivalent ist.

Satz 4. Es sei feW(q, g), f nicht identisch 0. Dann ist

o(=-220 @)

Beweis. (7), (8) und Rankin [21], Seite 98, theorem 4.1.4 oder Schoeneberg [24],
Seite 114, theorem 8.

Hilfssatz 2. Auf einem Gebiet 8CC sei ein System L holomorpher Funktionen
gegeben. R bilde einen k-dimensionalen Vektorraum iiber C. Es sei z,€®. Jede
Funktion f(z)e L besitzt dann bei z, eine Potenzreihenentwicklung e

f(z)= % b(f, zo, V)(z—20) . (40)
k ganze Zahlen
02 m<ne< - <my (41)

heiBen ein “Hauptsystem” zum Vektorraum £ und zum Punkt z,, wenn es k Funktionen
S, 0, o8 gibt, so daB

b(f1, zo, m1) ==+ B(f 1k, 20, 11)
Det : : +0 (42)

b(fl) 'ZO) nk) A b(fk: ‘.20} nk)

ist. Solche Hauptsysteme gibt es. Ist ny, --+, n, ein Hauptsystem zu & und z,, so gilt
(42) genau dann, wenn die f,, ---, fr eine Basis von { bilden. Ein Hauptsystem ny, -+,
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n. heiBt “griBer” als das Hauptsystem n¥, -, nf, wenn die von Null verschiedene
Differenz n,—n¥ mit kleinstem Index =1, ---, k positiv ist. Das kleinste Hauptsystem
zu € und z, heiBe “Grundsystem”. Es werde mit

0§m1<m2< e <My (43)

bezeichnet. R besitzt eine Basis G, -, G, welche bei z, die Entwicklung
G()= 3 0G., 2 Wz—z) (=1, -, k), (44)
b(G,, 2o, m)=1 (=1, -, k) (45)

hat.
Beweis. Christian [6], Hilfssatz 1 oder Petersson [16], §1.

Hilfssatz 3. Mit einer Basis fi, -, fr von & und

=T =1, k=0, k) (46)

bilde man die “Wronskische Determinante”

fO Lo
: (47

W(fy, -+, fr)=Det : : .
fiEon e fhon
Diese ist nicht identisch Null und durch L bis auf einen von Null verschiedenen Faktor
eindeutig bestimmt. Man bezeichnet daher

V&, 2)=W(fy, =+, fx; 2) (48)

als “Wronskische Determinante von 7.
Ihre Nullstellen und deren Ordnungen sind durch L allein bestimmt. Ist z,&® und
[

my, -, my das zu z, gehirende Grundsystem, so hat V(R, z) bei z, genau eine Nullstelle
der Ordnung

é m(—k—(%_—l) . (49)

Fiir alle Punkte z,&®, in denen V(R, z,)#0 ist, gilt also
m,=c—1 (e=1, -+, k). (50)

Bewerss. Christian [6], Hilfssatz 2 oder Petersson [16], § 1.

Satz 5. Es sei n(g, g)>0. Die Wronskische Determinante W(q, z2)=V(R(q, g), 2)
ist eine Spiizenform zu M(1), welche sich nach dem Gesetz

W(g, R$2)=v(R)(R{z})1*@ O+ 8010 OW (g, z)  (Re (1)) (1)

transformiert. Die Multiplikatoren v(R) sind Charaktere der Faktorgruppe M(1)/HM(q).
Sie sind also (qp(q))-te Einheitswurzeln, und es gilt
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v(M)=1 (Me M) (52)

Man fasse W(q, z) als Spitzenform vom Gewicht 3*(q, g)+(g—1)n(q, g) zu M(g) auf.
Es sei z0&3(1) und my, -, Mycq, 4> das zu 2z, gehdrende Grunudsystem. Dann hat W(g, z)
bei z=z, eine Nullstelle der Ordnung

84, g, 20="35 m ~ LEEXNLED, 63)

. 8)
2 m 2

Es sei £€Q\Uco und Re M(1) so gewdhlt, daB R '(§>=co ist. Die Zahlen
1§n1<n2< A <n”(q,g) (54)

bilden ein “Hauptsystem” zum Vektorraum R(q, g) und zum Punkt &, wenn es 7(q, g)
Funktionen fi, -+, fyw@.o>ER(g, g) gibt, so daB

a(fllI:R) g]’ nl) “'a(fﬂ(q.g)H:R’ g]’ nl)
Det : : +0 (55)

«(f11TR, 87, My eo) - & va s | LRy €1, Toca.0)

ist.FDabei sind die a(---) durch (12) erklirt. Solche Hauptsysteme gibt es. Ist ny, -+, Ny g
ein Hauptsystem zu R(q, g) und &, so gilt (55) genau dann, wenn die fi, -, fyeq. 4> eine
Basis von R(q, g) bilden. Ein Hauptsystem ny, -+, Nycq. > heiBit “griBer” als das Haupt-
system nf, -, Nyq g, wenn die von Null verschiedene Differenz n.—n¥ mit kleinstem
Index k=1, ---, 0(q, g) positiv ist. Das kleinste Hauptsystem zu R(q, g) und & heiBe
“Grundsystem”. Es werde mit

1§m1<m2< <m77(q,g) (56)

bezeichnet. R(q, g) besitzt eine Basis Gi, -+, Gyq. 5y mit
(GITR, gD(D= 3} a(G.I[R, g], et (=1, -, 1(q, &), (57)
a(Gz | [R’ g]r mz):]- ((:1’ ) 77((]’ g))° (58)

Fiir eine Basis fi1, -, [y ¢ von R(g, g) gilt
W(AIIR, g1, - Fra ol (R, 81 =v(RW(fu, -, fraeri2) (REMD) (59)
M(fLLR, g1, -+, fral [R, g1; 2)= 5 d(g, R, v)e**11  (60)

v=7(q, 8)(7(q 8)+1)/2

(Re (1)),
d((], R; V):U(R)d((], ], V) (Re‘_m(l); UEN). (61)
Die Funktion W(q, z) hat bei & eine Nulistelle der Ordnung
@ ’ ’ .

wobei B(q, g, &) durch die Gleichung (62) definiert ist.
Es seien Re M(1) und z,=3(1)\UQUcc. Dann gehirt zu z, und R<{z,) dasselbe
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Grundsystem my, -+, Myeq.q>. Ferner gilt
B(g. g, R<2>)=B(g, g, 2) (2€3(1)UQ U ; R H(1)). (63)

Fiir £eQ\Uco gehiven zu & und R<(E) sogar dieselben Hauptsysteme. Es bezeichne $o(1)
einen Bereich’in 3(1), der keinen der Punkte R{> und R{p) (REM()), p=1/2+i/3 /2
enthilt; zu jedem anderen Punkt aus 3(1) liege in F(l) je ein Reprisentant jeder
Restklasse mod H(1). Man setze

1 1
B(q, g)=ze§m/9(q, g +45pG. g, N+584 8 .o)+%,8(q, g, ). (64)

Fiir ze3(1)\UQ\Uc heiBBt B(q, g, z) die “WeierstraBordnung” von z. Ist B(q, g, z2)>0,
so heilt z ein “WeierstraBpunkt” von R(q, g).
Es sei B(g, g, 2)=0. Fiir z<3(1) ist das Grundsystem zu 2z, dann durch
0,1, -, 9(g, g)—1 gegeben. Ist z,e@Q\Uco, so lautet das Grundsystem 1, -, 7(q, g).
Die Zahl B(q, g) heiBBt die “WeierstraBordnung von %(q, g)’. Es gilt
1

B(g, g)=%(%—;)772(q, g)+%(gT—l—%)n(q, 2), (65)

also

Bo =T (G4 D (L Iy (L L) Gz =), o)

Ba 9=(Lg-— VRO (G- 1)+ B2} wz2ezy. @D

Beweis. Wie im Beweis von Christian [6], Satz 6. Die Formel Christian [6], (56)
muB durch

FORKz)= :%‘: R @+R{z)*fP(z)  (WEOUN). (68)

ersetzt werden. Statt Christian [6], (40) bekommt man dann (51). Die Gleichung (65)
beweist man genauso, wie Christian [6], (68). Aus (17), (19), (65) folgen (66), (67).
Man siehe auch Petersson [16], § 1.

Satz 6. Es seien q, g= N,
0g=12. (69)
Dann ist n(q, g)=1 und
B(q, 2)=0, (70)

d.h., R(q, g) besitzt keine WeierstraBpunkte.

Beweis. Aus (22), (69) folgt 5(g, g)=1, wegen (65) also (70). Satz 6 ist bewiesen.

Satz 7. Es seien g, g€ N,
q,822, (71)

gg=12. (72)
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Dann ist

7(q, g)=1 (73)
und

B(g, &)=0  (2=¢=5;¢=6,g=2), (74)
d.h., R(g, g) hat keine WeierstraBpunkte, sowie
Blg, g)>0  (9=7;¢=6, g23), (75)
d.h., R(g, g) besitzt WeierstraBpunkte.

Beweis. Aus (22), (23) folgt (73). Fiir ¢=7 und ¢=6, g=3 folgt (75) aus (65) und
(73). Fir ¢=6, g=2 erhilt man (74) aus Satz 6. Aus

2=<¢<5 (76)
und (72) folgt
g=3. 77
Die Formeln (19), (65) liefern
-1 1
Bq. )= LG E(£2— )0 78)
mit
(1 1\4gp(@
Co=(g—75) g+ (79)

Die Aussage (74) ist dann gleichbedeutend mit

Clp=0 (¢4=2,3,4,5), (80)

und dieses ist dquivalent zu
12
p(Q)—‘qu_ (¢=2,3,4,5). (81)

Wegen (4) ist dieses richtig. Satz 7 ist bewiesen.

2. Fourierreihen

Die folgenden Hilfssdtze wurden in Christian [6], Hilfssdtze 3 und 4 ohne Beweis
hingeschrieben. Daher wollen wir sie hier beweisen.

Hilfssatz 4. Es sei F(s, x) eine Funktion der komplexen Variablen s und der
reellen Variablen x. Beziiglich x sei F(s, x) in R definiert und differenzierbar, und es
gebe ein re R, r>0 mit

F(s, x+r)=F(s, x). (82)

Beziiglich s sei F(s, x) in ®—{b,} holomorph. Dabei sei & eine offene Menge in C;
die b, seien isoliert liegende Punkte in &. Bei den isolierten Punkten b, kann F(s, x)
Pole aber auch wesentliche Singularitdten haben.

Fiir s€@®—{b,} ldBt sich dann F(s, x) in eine Fourierreihe
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F(s, 9= 3 f(s, mpetsineir (83)

entwickeln. Die f(s, m) (meZ) sind in 8—{b,} holomorph. Bei den b, liegen isolierte
Singularitdten. Es seien

F(s, )= 3 Clp, 2s—b.)", (84)

fls, m= 3 clp, mXs—b)*  (meZ) ()
die Laurententwicklungen von F(s, x) und f(s, m) in einem der Punkte b,. Dann gilt
C(y, x)=m§‘,_mc(;1, m)e=imET  (ue Z). (86)

Genau dann ist F(s, x) in einem Punkt s,€® holomorph, wenn es alle f(s, m) (mcZ)
sind.

Hat F(s, x) bei so=® einen Pol genau [-ter Ordnung, so haben die f(s, m) (in€Z)
bei s, Pole hichstens I-ter Ordnung; es gibt aber ein m,, so daB f(s, m,) bei s, einen
Pol genau l-ter Ordnung besitzt. Fiir die k-ten Ableitungen nach s gilt

ak — - dk 2ximz/T A
S F(s, = 3 (Jfls, m)erminarr ®7)

Beweis. Es geniigt, die Aussagen des Hilfssatzes vom Anfang bis (86) zu beweisen.
Der Rest ist dann klar. Aus den Voraussetzungen {iber F(s, x) folgt, daB die Fourie-
rentwicklung (83) existiert und die Funktion darstellt. Es gilt

1, m)=%S:F(s, e instdy  (meZ). 88)
Also sind die f(s, m) in &—{b,} holomorph. Bei den b, liegen isolierte Singularitiiten.

Man kann also die Laurentreihen (84), (85) bilden. Es sei K ein positiv orientierter
Kreis mit dem Mittelpunkt b,. Die Kreislinie K und das Innere des Kreises mdgen

in 8—{b,, --+, bu_y, byy1, ---} enthalten sein. Dann ist
_L F(s, x)
Clet, )= SK——(S_ pyerds (w2, (89)
_ ¢ _fls,m _
o, my=o5 SK opyrds  (mmeZ). (90)

Wegen (89) ist C(g, x) eine in R definierte differenzierbare Funktion in x mit der
Periode ». Es besteht also eine Fourierentwicklung

Cl, x)=_31 X, mein=ir (peZ). 1)

Dabei ist
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g, m)=HZC(,u, Rt gy (g, meZ). 92)

Aus (88), (90), (92) folgt

L _fms) o (AT FS ) i
e, m)= 2ni SK (s—by)*! ds= 2xi Sx<r So (s—byy+ ¢ dx)ds

:lsr< 1 S _Fs, x) ds)e'z’”’"”’dr

7 Jo\ 27 )k (s—b,)**+!
—l T -2ximzx/r — a3k
= So C(p, x)e dx=c*(y, m).

Also c¢*(p, m)y=c(y, m) (¢, me Z). Hieraus und aus (91) folgt (86). Die beiden Integrale
durften vertauscht werden, da beide Male stetige Funktionen {iber kompakte Strecken
integriert wurden. Hilfssatz 4 ist bewiesen.

Hilfssatz 5. Die Funktionen f.(x) (WEN) seien auf R differenzierbar. Fiir reR,
r>0 gelte
Fulx+r)=fx) (veN). (93)
Die Reihe

f0)= 2 fux) (94)

sei absolut gleichmdBig konvergent und f(x) differenzierbar. Offenbar hat f(x) auch die
Periode v. Es sei

fR)=_5 emer=inair, (95)
f,(x):mgj_ ey, m)e=imelT  (ye N). (96)

Dann gilt
c(m)= il v, m)  (meZ). 97)

Die Reihe (97) ist absolut konvergent.

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt, daB die Fourierreihen (95), (96) die
jeweiligen Funktionen darstellen. Es ist

c<m)=%g‘: F(x)etmimairgy 98)

W, m):lg’ Fux)etmimeirdy (99)
v Jo
Aus (99) folgt

e, mIS—{ £l dx, (100)
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él ey, m)lééggglfv(x)ldx@o. (101)

Also konvergiert die Reihe auf der rechten Seite von (97) absolut. Setzt man in (98)
fir f(x) die Reihe (94) ein, vertauscht Integration und Summation und benutzt (99),
so folgt (97). Hilfssatz 5 ist bewiesen.

3. Poincaréreihen

Satz 8. FEs seien s*, s komplexe Variable, w, z£3(1) und g€ N, g=2. Die Poin-
caréreihe
K, g, w, z, s*, s):Ne%“i,(q)(—z’u'-I-N<z>)“’(N{z})'g|—w+N<Z>| “IN{z}|™* (102)
konvergiert fiir Res*>1—g, Res>2—g absolut und stellt eine holomorphe Funktion in
s*, s dar. Sie laBt sich meromorph auf den s*, s-Raum fortsetzen. Fiir Res*>1—g ist
sie bei s=0 holomorph.
Fiir ne N setze man

PG g m 2 )=, 5 (N{zh) o |N{z} | fectminione, (103)
Dann ist
K, 80,20, 9=(T20) i B 0P, gz et e, (104)
—2ri

Plg. g m 2 =) gt e ('K, g, w, 2,0, e O (105)

(neN)
mit w=u-+1v.
Die Reihen P(q, g, n, z, s) (neN) sind in der Halbebene Res>2—g absolut konver-
gent und holomorph. Sie lassen sich meromorph auf die s-Ebene fortsetzen; bei s=0
sind sie holomorph. Es gilt

P(g, g, n, 2 00€%(g, g) (neN). (106)
Weiter ist

K(g, g, w, 2.0, 0)=(—1)*K(q, g, z w, 0, 0). 107
Beweis. Christian [3].

Fir TeSL(2, R) setze man
Pr(g, g, n, 2, s)=(T{z})"¢|T{z}|°P(q, g, n, T<z), s) (nEN), (108)
Pr(q, g, n, N<2), s)=(N{z})"#|N{z}|*Pr(q, g, n, 2, 5) (109)

(neN; Re HU(1); Me ().
Fir Ne H.(q) also

Pr(q, g, n, z+q, s)=Pr(g, g, n, 2, 5) (nEN). (110)
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Also existiert eine Fourierentwicklung

Pe(g g n, 2. 8)= 3 h(g, g R, n,m, 3, s)e™="dx  (neN),  (111)

hig, g, R, n,m, v, s)=%g:PR(q, g, n,z s)e T indy (meZ;neN).
(112)

Satz 9. Die Fourierkoeffizienten h(q, g, R, n, m, y, s) sind in der s-Ebene mero-
morph. Polstellen liegen nur dort, wo Pgr(q, g, n, z, s) Pole hat. Gibt es ein myZ,
so daB3 h(g, R, n, my, 9, s) bet s, einen Pol hat, so besitzt auch Pg(q, g, n, z, s) einen Pol
bei so. Die Polordnung von Pg(qg, g, n, 2, s) bei s, ist gleich der maximalen Polordnung
aller (g, g, R, n, m, y, s) (in=Z) bei s,.

In der Halbebene Res>2—g sind die Pr(q, g, n, z, s) und h(g, R, n, m, y, s) holomor ph.
Ferner sind diese Funktionen bei s=0 holomorph meN; meZ). SchlieBlich gilt

h(g, g, R, n, m, y, 0)=0 (m=0). (113)

Bewess. Hilfssitze 4, 5, Satz 8. SchlieBlich folgt (113) aus (106), da die Fourier-
koeffizienten einer Spitzenform fiir m<0 verschwinden.

ry ¥
Satz 10. Es seien Res>2—g, neN, R:( l 2)Eﬁn(l) und

Vs ¥y
1

d mod q¢
7 e
d=r4mod q

2xi(na+md

S(g, R, ¢, n, m)= e ac (114)

die Kloostermannsche Summe. Dabei lduft d iiber alle Restklassen modgc mit {d, ¢)=1
und d=rymodq. amodqc ist die dem Paar (cd) vermige Christian [6], Hifssatz 5
eindeutig zugeordnete Restklasse.

Fiir a, $>0 sei weiter

f(g, @ B3, )=\ (i) laiy| e )y (115)
Dann gilt fiir g=2
BAES. _
flg. a. B. 9, 0)=2n(5) T ¢ ], (dzvaP). (116)
Dabei ist J,_\(--+) die bekannte Besselsche Funktion.
Es ser
M@ RN H(1)=0. (117)
—p-Qr/)my o—o\ -8-8 L _77’1
h(q: gr R; nr m’ yr S)—e 7 v {czr%n:bdqc ‘ f(g’ ch ’ q ’ yy S)S(qr Rr C, n! 771)
_ | -g-s _nom _
e 8 (e S v s)Se, —Roeom ), (L18)

cE—r{mod q
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g—1
kg, g, R, n,m, 3, Q= ¢siomy.oni-e(ZLYT (119)
5 ¢ty (47:L\/W)S(q R, ¢, n, m)
& g-1 q(: y y 1) ’

NSRS c-ljg_l(4n—qlc—v%)5(q, —R, ¢, n, m)}.

Nun sei
M@PRNHLL)F#D. (120)
Wie in Christian [6], (130) folgt
17
R:&(() 1) 0==+1,reZ). (121)
Dann bekommt man
Pr(q, g, n, z, s)=0%P(q, g, n, z+7, s) (122)
h(g, g, R, n, m, y, s)=0%h(q, g, I, n, m, y, s)e**'™7/1, (123)
Dann ist
hg, g, 1, n,m, y, s)y=e ?=nmivy,
I1+ P (R COR I ORI CR VS ATy ) <m=n>1
=0modgq

l 5 c‘g"f(g,%,—':—, ¥, 5)(S(q, 1 ¢, n, m)+(—1)SGg, T, ¢, 7, ) <m¢n>J
q

(124)

g-1
hig, g, R, n, m, v, O)Ze““"”m?’-Zm"“(—"nl)T.

Il+ 5 ¢ en(dm—)(S@, L ¢, n, M-S T e, m) (m:n)]

l Y (47:‘/ m”)<s<q,1 ¢, n, m+(—1)S(g, T, ¢, n, m) <m¢n>J

(125)

Beweis. Wie Christian [6], §3. Die Formel (116) folgt aus Rankin [21], Seite 156,
(5.3.5).

4. Peterssonsche Metrisierungstheorie

Satz 11. Jede Spitzenform F(z)e%(q, g) geniigt der Integralgleichung

Fe=2 "L K 2% 0,0, vt Flw)da,. (126)



Elliptische Spitzenformen 1085

Weiter gilt
1 -
= LAV E—— ¢F .- 127
alF, m=(mn) gt | PG g 7,2 0y F@)do (127)
Beweis. (126) folgt aus Christian [3], (24), (25). Aus (12), (104), (126) bekommt
man (127).

Hilfssatz 6. Es sei neN. Genau dann ist P(q, g, n, z, 0) nicht identisch 0 in z,
wenn es ein FER(q, g) mit a(F, n)+0 gibt.

Beweis. Angenommen, es gibt ein FER(g, g) mit a(F, n)+0. Wegen (127) ist
dann P(q, g, n, z, 0) nicht identisch 0. Nun sei a(F, n)=0 fiir alle FE*(g, g). Dann
ist auch a(P(q, g, n, z, 0), n)=0, vermige (127) also

| 1P g, 7 2 0)%dw.=0. (128)
S

Also verschwindet P(q, g, n, z, 0) identisch.

Satz 12. FEs seien q, g€N, g=2
qg=12. (129)

Dann ist P(q, g, 1, z, 0) nicht identisch 0 und spannt den Raum %(q, g) auf.
Beweis. Sidtze 2, 3 und Hilfssatz 6.
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