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Sur des conditions nécessaires pour les équations en
évolution pour que les problémes de Cauchy soient
uniformément bien posés dans les classes de fonctions C*®
[II1]

Par

Keiichiro KITAGAWA

§1. Introduction

1l s’agit des problémes de Cauchy homogénes (PCH),(0 < 1 < T):

L(t,x; 0, 0)u(t, x) =0 (L, x)e[r, h1 x 2, (£, <R’
ut,x)=@)x) j=1,..,m" xeQ,

(PCH), <

a données initiales ¢;(x) (j = 1,., m°) arbitrairement données, pour une équation
différentielle linéaire aux dérivées partielles a coefficients C* (de la classe de
Gevrey) par rapport a x:

L(t, x; 0,, 0, )u(t, x) = [r"a,"” — "'2 ajt, x; ax)a;"“f] uit,x)=0 (k=>0)
j=1

Nous considerons des conditions a t=0 nécessaires pour que ces
(PCH),(0 < t < T,) soient uniformément solubles [8].

Aux mémoires précédents [7], [8], nous avons traité le probléme de Cauchy
homogéne (PCH), au cas ou k=0. Nous y avons considéré des conditions
nécéssaires pour que le (PCH), ait une solution C® (non nécessairement unique)
et cells qu’il y ait I'unicité locale de solution: Comme des conditions nécessaires
pour que le (PCH), ait une solution C®, par exemple, nous y avons énoncé
en un théoréme, a l'aide du polygéne de Newton, divers conditions énoncées
séparément: Des conditions nécéssaires au cas ou L est non kowalevskien [12],
[24]; celles d’hyperbolicité [13], [22] et de Levi [17], [19] au cas ou L est
kowalevskien. Nous y avons aussi amélioré des résultats obtenus comme les
conditions nécessaires pour que les problémes de Cauchy non homogénes
(PO,0<Tt<Ty):

L(t, x; 0,, 0, )u(t, x) = f(t,x)  (t,x)e[1, Ty] x £ (82, = RY)
o u(t, x)=@x)  j=1,.,m° x € Q,,

(PC), (

Communicated by Prof. N. Iwasaki, October 1, 1990



486 Keiichiro Kitagawa

a données f(t, x) et @;(x) (j=1,., mP) arbitrairement données, soient bien posés
(2], [3], [10], [11].

C’était grice a la méthode améliorée [16], [17], [18], [19], [27] de I’énergie
micro-locale de S. Mizohata. Mais nous y étions contraints & une restriction.
C’est a cause de la difficulté causée par le fait que nous ne disposions que du
(PCH), dont le plan initilal est fixé & t = 0 et que le deuxiéme membre est aussi
fixt 4 f=0. Or dans cette note, nous disposons des (PCH),(0 < 7 < T;,) bien
posés avec une uniformité au sens de Petrowsky. Alors cette restriction est
enlevée et nous améliorons sensiblement des conditions surtout au cas ou L est
non kowalevskien.

Faisons ici deux remarques: Premi¢érement on n’a pas besoin non plus
d’unicité de solution comme aux mémoires précédents [7], [8]; On est ainsi
amené a la notion “uniformément solubles”. Deuxiémement, grice a l'uniformite,
on n’a plus besoin de (PCH), pour analyser les conditions nécéssaires a t = 0;
Contrairement a I'analyse aux mémoires précédents [7], [8] qui considére le
point t =0 comme un point régulier, I'analyse dans cette note a l'aide de
(PCH),(0 < t < Ty) uniformément solubles, c’est celle qui considére le point t =0
comme un point singulier. Ceci nous permet a considérer aussi les opérateurs
dont les coefficients ont effectivement la singularité polaire a t = 0: cas o k > 0.

Au cas ou k =0, on considére habituellement les problémes de Cauchy non
homogénes (PC),(0 <t < Tp) [2], [3], [4], [S); V. Ya. Ivrii [11] a considéré un
seul (PC), avec une unicité forte mais naturelle comme l'unicité de solution de
I’équation en évolution [9]. (voire la section 4) Au cas ot k >0, on considére
un seul (PC), & m® — k données initiales [26] ou le (PC), plat [10] avec cette
unicité forte. Or si le (PC), est bien posé avec cette unicité forte, alors les
(PC),(0 <t < T,) sont aussi bien posés. On voit [9] que si les (PC),(0 <1< Tp)
sont bien posés, alors les (PCH),(0 < t < T) sont uniformément solubles.

Ainsi par considérer les conditions nécessaires 4 t =0 pour que les
(PCH),(0 < t < T,) soient uniformément solubles, nous obtenons en méme temps
les conditions nécessaires a t = 0 pour que les (PC),(0 <t < T;) soient bien posés
ou que le (PC), soit bien posé avec cette unicité forte.

A la section 2, nous expliquons le polygdne de Newton qui joue le role clef
dans cette note. A la section 3, nous traitons les (PCH),(0 <t < T) et nous
énongons nos théorémes principaux: Nous énongons, au théoréme 1, des
conditions nécessaires pour que les (PCH),(0 <t < T;) soient uniformément
solubles, et, au théoréme 2, celles nécéssaires pour que les (PCH). (0 <1 < Tp)
uniformément (oo )-solubles aient “I'unicité locale a jauge”. Nous donnons des
corollaires du théoréme 1 aux théorémes 3 et 4. Et comme un corollaire des
théorémes 1 et 2, nous énongons, au théoréme 5, une condition nécéssaire pour
que les (PCH),(0 < t < T) uniformément (oo )-solubles aient 'unicité locale, soit
par exemple, la propagation a vitesse finie. A la section 4, nous considérons le
(PC),. Aux résultats a la section 3, on remplace “les (PCH).(0 <t < T;,) uni-
formément solubles” par “le (PC), bien pos¢”. A la section 5 nous énongons
et démontrons, par la méthode de Iénergie micro-locale de S. Mizohata, la
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proposition fondamentale qui est le noyau de la démonstration des théorémes 1
et 2. Nous démontrons les théorémes a la section 6.

La démonstration de ces théorémes est faite tout pareillement qu’'aux mém-
oires précédents [7], [8]: Le raisonnement est, grice a I'uniformité, plus simple
et aisé qu'aux mémoires précédents. Il n’y faut pas, en effet, la méthode améliorée
de I’énérgie micro-locale, mais la méthode de 1'’énérgie micro-locale de S. Mizohata
[13], [20], [21] y suffit. Nous prions aux lecteurs de consulter aux mémoires
précédents sur les calculs détaillés.

§2. Notations et Polygone de Newton

Reprenons les écritures aux mémoires précédents [7], [8]: Nous considérons
en vecteur dans RY mais nous I'écrivons comme un scalaire. Pour deux vecteurs
a=(a;, ,ay), b=(by, -, b,;), nous écrivons:

a=>b sigi=b; (j=1,,d); a<b sigj<b; (j=1,-,4d)

a<b siagi<b; (j=1,-,4); a+b=(a; +by,""",a,+by)

bE(albl7“'vadbd); abE(all,ls.”’agd); a!E(aIL'“’ad!)
d
lal = (la,l,-~,lad);  s@=a;,+ - +a= Z
=
d
pa)=a;ra,=[] a5 vl@=(a,-,a) pour un scalaire ae R.
j=i

Pour la simplicité de I’écriture, nous abrégerons «(a) et 4(a) par a avec la
confiance qu'il n’'y ait pas de confusion grave: Ainsi on écrit par exemple:

a*= pa*) = aj'...az pour a =(a,, ', ay) et a = (o, , 0g)
a* = pl(@f) = an* % pour aeR et a=(x;, ,a,).

De méme nous écrivons:

. aa,+. . 1 a . ]
R R aaa; Dx=<——\max>; S0 &) = 8EDLS(x: 8)

mo
Soient: || f|l = || f |l 2re) pour une fonction f; || fll = Z I fill pour un vecteur

=
=1, fw)  llale, D) = lla(o, D)l 2ray»r2rey POUr un opérateur pseudo-

différentiel borné a(x; D).

Expliquons les espaces fonctionnels que nous utiliserons: les classes de Gevrey.
Soient 2 < R? un domaine, s=(s;,",s;) (1<s<o) et R=(R,, ", Ry
(0 < R < ); Soit, pour fixer les idées, s =(s',s") =(sy, ", S;, 0, ', ©); 1 <§; <
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o (j=1,-,¢). Ecrivons a = (a, ") = (0ty, *, Uy, Uppq, *» Ug).
13(2) = {f(x) € C*(Q); 'K compact < , Ya”; sup |82f(x)|/o'!*R"™ < oo}
xekK,a'

W@ = U k@, 0@ =) @

R>0 R>0
Ha(@2) = {f (x) € H2(@); "'s sup 021 ll12(@/a R < oo}

HOQ) = |) Hix(Q), H®@Q) = () Hx(Q)
R>0 R>0

oi H®(Q) = {f(x) € C°(Q); 02f ll L2y < 0"}, Ainsi on a y(Q) =y(Q) =
C®(Q) et HO(Q) = H™(Q) = H*(Q).

Soit, pour deux espaces vectoriels topologiques E et F, C™(E, F) 'espace de
fonctions, définies dans E, a valeur dans F et m-fois continuellement différentiables.

Considérons le polygone de Newton (A)p,,(f, X) attaché au point (t, %) pour
le poids (p, 6) qui est introduit dans [16]: Prenons un poids (p, 9); p = (py, *, pa)s
6=(4,, ", 4;) que nous supposons:

0<d<p<o.

Soient
mo
tTL(t, x; 6, 0,) = O — ¥ t™*ayt, x; 6,)0
j=

ou ait, x; &) = Y. aylt, x)&*

a:fini

(2-1) tha,(t, x)E5 = Y (¢ — 07U (x — R)Uhg (2, x)E°
h:fini
avec —k < o(jah) < +oc, 0 < v(jah) < +oc, a;,(t, x) régulicres.

Remarque. Il vaudrait mieux de supposer aja(f, X) # 0 pour que le polygbne
de Newton soit bien déterminé par L. Mais nous ne le faisons pas malgrés que
le polygone de Newton dépende de Iexpression (2-1): Nous considérons
I'expression (2-1) fixée une fois donnée.

Nous faisons correspondre a (joh) le point

(1 L oUah) olpa — dv(joh))
j J

> au XY-plan.

Nous appelons le polygéne de Newton attaché au point (t, %) pour le poids (p, ),
noté par (A)p,,(f, X), le plus petit polygbne a cOtés de pente non négative ayant
tous ces points a son bas. On abrége par (4),,(%) le (4),5(0, %).
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Pour un sommet P sur le coté
du (A),,,,(f, X), soient respectivement Y
Iy, I les cdtés du (4),4(t %) A
juste 4 la gauche et a la droite / ’
de P, et op, op leurs pentes.
Pour des nombres ¢>0, 0 >0 f 7 /
donnés, soit A° lensemble des % Jealts %)
sommets P du (A)p,,(f, X) tels qu’il —1 / / /
existe au moins une ligne passant (1 -k 0 / /(Pol/y géﬁ . é Né wt(ﬁ] ) /o
par P, tenant le (d4),4(t, X) & son
bas, dont la pente est inférieure a
op et supérieure ou égale a o, et telle que I'abcisse de son point d’intersection
avec I'axe Y soit supérieur ou égale 4 c. Soient A°* = U At et A7, = U A°.

>0 a>c
Soient A%= | IF, A" = \J I}, 4%, = \J IIy.
Pe A7 Pe A°* Pe iz,
Pour un sommet P =(1+ q,p)e(4),(t %), nous disons le polynéme
caractéristique attaché a P le polyndme:

e / (07)

PR x; &6 D) = A — Y Ul U, R 4 xg)EtA

(jah)e Iy
j — 6v(joh
ou Iy = {(jah); (1 + a(];xh)’ o(pa jv(]oz ))> € H,,*} et que x; = (X51, *» X5q) €St

défini pour x = (x,, *, X;) par;
XJjEO Si(s"#o, ijExj Si61=0(j=1,',d).

Nous abrégeons par pf2(A)(t, x; & £) le pf2(A)(¢t, x; &; O, X).
Remarquons que le polyndme caractéristique attach¢é & P contient non
seulement des renseignements sur P mais aussi ceux sur des points sur IT;.

§3. Les problémes de Cauchy homogénes

Considérons les problémes de Cauchy homogeénes (PCH),(0 <1< T;) au
voisinage de [lorigine [0, To] x 2,. Nous fixons T, >0 et 0eQ,<R’
Remarquons que cette expression “voisinage de l'origine” ne nous empéche pas
de considérer le cas ou £, =R% Nous fixons aussi des s= (s, ,5;), s~ =
(s7,,87) (1 <58~ <s< +0).

Pour un poids (p.6):p = (py,", ps) 6 =(0y, ", 8s) (0<6 <p < +00) donne,
soient:
et 4,5 = Min p—’:;?i .

J

Sj

Dj
@, = max —

i Sj

Les coefficients de L soient de C°([0.T,], y*(£,)); Puisque nous faisons

I'analyse locale, nous supposons pour la simplicitt qu’ils soient de
C[0. To1, yY*(RY)).
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Définissons la notion “uniformément solubles” [8]. Puisque nous ne
considérons que les conditions nécessaires pour que les problémes de Cauchy
soient solubles, nous la définissons plus faiblement qu’a [9].

Soit N° = ordre L.

Ox

Définition 1 (uniformément (s)-solubles). Les (PCH),(0 <1 < T;) sont dits
localement uniformément (s)-solubles, s'il existe un nombre M° (M° > 0) tel que,
pour tout R > 0 donné, il existe un voisinage de l'origine 2 = Q, et un nombre
T (0<T<T,) tels que, pour toutes ¢;(x)e Hx(RY) (j =1, -, m°, il existe une
solution u(t, x; 1) € C™([t, T], C¥°(R)) de (PCH),(0 < t < T) satisfaisant pour tout
compact K< Q, a

mo°
Y Sup [tM°9jotu(t, x; 1) <
=0 xeo;,(a?;)ssﬁvo

Nous disons que les (PCH),(0 <t < Ty) sont t-localement uniformément (s)-
solubles, si Q est indépendant du choix de R, soit 2 =,. Nous disons qu’ils
sont uniformément (s)-solubles, si, en plus, T est indépendant de R, soit T = T;.
Nous disons qu’ils sont uniformément {s)-solubles par remplacer (s) par {s); A
ce dernier, nous y supposons que les coefficients soient de C°([0.Ty], Y ’(R?))
au cas ou s < o0.

Dans la suite nous entendons par Q;, T; ceux a cette définition-ci.

Nous envisageons les conditions suivantes pour un sommet P du polygdne
de Newton (4),5(%) attaché au point (0, X) pour un poids (p.6): p = (py, *, pa)s
0=(0,,",6;) 0<d<p< +0)

(3-1) La partie rélle de la racine de pg’(d)(t, x; i&; X) = 0 est non positive
pour tous 0<t, (x,&)e R* (£ + x;€Q,); Pour le sommet P dont 67 =0, on
remplace 0 <t par 0 <t < T;.

(3-2) La partie rélle de la racine de ppi(A)(t, x; i¢; 0) =0 est non positive
pour tous 0 < t, (x, &) € R? (x; = 0); Pour le sommet P dont 67 =0, on remplace
O0<tpar 0<t<T,.

(3-3) La partie rélle de la racine de pg’(4)(0, x; i€; %) = 0 est non positive
pour tous (x, &) e R? (% + x; € Q).

(3-4) La partie rélle de la racine de pg’(4)(0, x; i&; 0) = 0 est non positive
pour tous (x, &) e R¥ (x; = 0).

(3-5) @, =£4,5 = p;— 0; avec un j.

Nous avons le théoréme principal.

Théoréme 1. On a les énoncés suivants pour tout (p,d) (0<d < p < oo,
dp‘; S ﬂp&)'

[1] Soit s # co. Pour que les (PCH),(0 <t < T,) soient uniformément (s)-
solubles, il faut que I'on ait (3-1) pour tous P e Agp& < (4),5(%) et € Q.

[2] Soit s# oo. Pour que les (PCH),(0 <t < T;,) soient t-localement uni-
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formément (s)-solubles, il faut que I’on ait (3-1) pour tous P € /ig; < (4),5(%) (o5 > 0)
et R€Q, et (3-3) pour Pe A%, < (4),5(%) (o =0) et tout %€ Q.

[3] Soit s+# . Pour que les (PCH),(0 <1 < Ty) soient localement uni-
formément (s)-solubles, il faut, a I'exception du cas (3-5), que l'on ait (3-2) pour
tout P e A%, < (4),5(0) (05 > 0) et (3-4) pour P e A%, < (4),50) (o} = 0).

[4] Supposons que les coefficients soient de C°([0, Ty, y< *(R?)) au cas ou
s< +00. Pour que les (PCH),(0 <t < Ty) soient uniformément {s)-solubles, il
faut, a Pexception du cas (3-5), que 'on ait (3-1) pour tous P e /igw < (4),5(%) et
X € €.

Considérons les conditions pour l'unicité locale de solution. En envisageant
les problémes de Cauchy uniformément (oo )-solubles, nous introduisons la notion
de lunicité a jauge pour les (PCH),:

Définition 2. Nous disons le jauge a % la fonction vectorielle g(t, x) =
(9.(t, x), -, ga(t, x)) définie & un voisinage [0, °T] x Q de (0, %) telle que g,(t, x)
y sont continues et croissantes en t et g;(0, x) =0 (j = 1, -, d): Nous écrivons, pour
des fonctions vectorielles non négatives g(t, x), h(t, x) définies a un voisinage de
(0, %), g(t, x) = o(h(t, x)) (g(t, x) = O(h(t, x)) resp.), s’il existe un jauge k(t,x) a X
(une constante positive C resp.) tel que lon a: g(t, x) < h(t, x)k(t, x)
(g(t, x) < Ch(t, x) resp.).

Définition 3. Nous disons, pour un § (0<S<T;) fixés, que les
(PCH),(S < t < T,) ont l'unicité a jauge g(t,x) a %, s’il existe un T (S< T < Tp)
et un voisinage Q de X (Xe R < Q,) tels quau point (t,x)e[S, T] x Q fixé
arbitrairement, la valeur u(t, x) de toute la solution de C™([t, T,], C"°(2,)) du
(PCH),(S < t < t) s’annule quand les données initiales s’annulent dans I'ensemble
{y:ly — x| <g(t — S, x)}.

Nous disons que les (PCH),(S < t < Tp) ont l'unicité a jauge o(1) (O(t") resp.)

\

s'ils ont, pour tout %€ £2,, l'unicité a un jauge o(1) (O(t") resp.) & %.
Nous considérons la condition pour un sommet P € (4),,(X):

Il existe au moins un ( jah) tel que

(3-6) ( | oLk o(px — 6v(jah))>
i’ J

= P, a;,(0, %) # 0.

Soit, pour un 6 >0 donné, Py =(l + gy, ps) le sommet de (4),;(%) tel que
lon ait of, <6 <op. Soient, pour des vecteurs v/ (j=1,-,d) et 6>0
(ps — 6(1 + q4) > 0) donnés,

k%= (pj — a(vi8) — Min {py — O(1 + q4), £,5})/0 (Gj=1,-,4d).
On a le théoréme suivant parallelement au théoreme 2 a [8].

Théoréme 2. Supposons que les (PCH),(0 < t < T) soient uniformément {0 )-
solubles. Alors, pour tous (p,8) (0<d<p), % (XeQ,), v=04H v, 6
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(0>0,pg—0(14+q4) >0 ou Py=(1+ qqg py) satisfait (3-6)), et x = (x,, , k)
(; = k%:j=1,-,d) donnés, les (PCH),(0 <t <T,) n'ont pas lunicité a jauge
o(t(x — %)*) a X.

Envisageons des corollaries de ces théorémes.

Définition 4 [1], [25]. Considérons les conditions sur L: Soient 0 < T < Ty;

0 € Q c Qo.
(1) ordreat,x;¢) <j ((t,x)e[0,T] x ). Soit d;(t,x;&) la partie

¢

homogene d’ordre j de ajt, x; &).
() at, x; &) = Fmminkdlgr (1, x; €) ((t,x)e [0, T] x Q).
(3) ordrea;(0,x;8) <0 (j=1,-,k) ((t, x) e [0, T] x Q).
¢
(4 (e, x; &) = ka1, x5 €) ((t, x) € [0, T] x ) avec un pu (0 < p).
(5) Soit a(t, x; 4, &) = A™ — i d;(t, x; £)A™ 4. La racine A = A(t, x; &) de
=

2(t, x5 4, i) = 0 est imaginaire pour tous (¢, x; &) e [0, T] x 2 x R4,

L’opérateur L satisfaisant (1) est dit kowalevskien dans [0, T] x Q:
L’opérateur L satisfaisant (1), (2), (3) est dit fuchsien dans [0, T] x Q: L’opérateur
L satisfaisant (1), (2), (3), (4), (5) est dit fuchsien hyperbolique dans [0, T] x Q.

Remarque. Remarquons que nous adoptons la définition plus faible que
celle définie par H. Tahara au [26].

Nous considérons la condition pour un P € (d4),5(%):

I'ensemble {( joch): <1 + "(’J ah) o(px = fv(’“h))> = P, a,,(0, %) # o}

(3-7)

soit composé uniquement des (joh) tels que |o| = j .
Parallélement au théoréme 5 a [8], on a:

Théoréme 3. Soit L kowalevskien et que L(t, x; d,,0) soit fuchsien pour tout
x fixé. On a les énoncés suivants pour tout (p,d) (0 <06 < p < 00, a,5 < £,5).

[1]1 Soit s # co. Pour que les (PCH),(0 <t < Ty) soient uniformément (s)-
solubles, il faut que I'on ait (3-7) pour tous P e Agp, < (4),5(X) et X Q.

[2] Soit s # co. Pour que les (PCH),(0 <t < Tg) soient t-localement uni-
formément (s)-solubles, il faut que I'on ait (3-7) pour tous Pe A2, < (4),(%) et
X e Q.

[3] Soit s# oo. Pour que les (PCH),(0 <1 < Tg) soient localement uni-
formément (s)-solubles, il faut, a I'exception du cas (3-5), que l'on ait (3-7) avec
% =0 pour tout Pe A3, = (d4),,0).

[4] Supposons que les coefficients sont de C°([0, To], y<*(R%) au cas ou
§ < +00. Pour que les (PCH).(0 <t < T) soient uniformément {s>-solubles, il
Sfaut, a Pexception du cas (3-5), que I'on ait (3-7) pour tous P e Agp‘, < (4),5(%) et
Xe Q.
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Ce théoréme 3 pour k=0, s> 1 scalaire et s~ =1 donne un équivalent
d’un cas (r = m®) du théoréme 1 de V. Ya. Ivrii [3]:

Expliquons les conditions (N;) et (N;) de V. Ya. Ivrii [3] que nous étendons
au cas fuchsien.

Soit L fuchsien. Soient

Lt x; 4,8 =" — ¥ au(t, )™ = Y Lt x; 4, £)
j £=0

sa)<j
ji=1,-,m
ol Lyolt, x; 4, &) = t*A™ — ¥ alt, x)E2Am I
e
L,t,x;4, &)= — a(t, x)E°Am™ Z=0,-,m°—1)
saa)=j—mO+/¢
j=1,~,m°

Soient, suivant V. Ya Ivrii,
pi; 0<p<l1 (j=0,1-,4d).
Nous écrivons:
B=(po,P)=(po, (P Pa)); R=(tX)=(x0,%) E=(LE=(.9).
Soient
X=0,%; &=(00-01).

Alors la condition (N;) qui correspond, au cas ou k =0, a la condition (N;) de
V. Ya Ivrii au cas ou r = m® est la suivante:

L% 5% &) = 0 pour §, § tels que o(} + (5 — F)p) < m® — po(m® — k)

entraine L'}

(N.) it (x°, &% = 0 pour 7, & tels que

o + (6 = NP <m0 —po(m® — k) = < (m® —j)  j =1, m® 1.

Et la condition (N;) est la suivante
L% 5,20, &) = 0 pour 7, § tels que o(f + (5 — F)p) < m® — po(m® — k)

) entraine L;}},(io, &% = 0 pour 7, & tels que

s

o + (8 — )F) < m® — po(m® — k)—%(m‘) —j)  j=1,m -1

Sur ces conditions (N,) et (N;), on a la proposition suivante analogue a la
proposition 15 au mémoire précédent [8]:
Souvenons nous que nous avons au cas ou t = 0;

t_kaja(t, x)é“‘ = h; . ta(jah)(x _ 2)v(jah)ajah(t’ X)f“ .
(fina
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1
Proposition 1. Soient pjz-s-—_—1+pj (j=1,,d —1), psz% 0; = p;

TR
(j=1,-,4d).

Alors on a

1
s—1=a”"<£"“ pour d =1 et —s_—1=am,=dm, pour d > 1 et

la condition (N,) est équivalente a

fd(poc — Ov(jah)) <p (l + a(jcxh)) + 1
. = FO0 .
J s—1

("o j; (@) = )

(M) entraine

a(pa — ov( jah))
J

< p0<1 + 6(]';}')) + < 1 T C(wjio(@ <))

-

Et la condition (N.) est équivalente a
[(a(pa — 6v(joh) o(joh) 1 . .
T L R SR LY ECRY)

(M) entraine

a(pa — Ov(jah)) < (1 + o(jah)> + 1
| j = Po ARES

Gréce a cette proposition 1 on a le théoréme suivant.

(et j; o(@) < ).

Théoréme 4. Soit L kowalevskien et que L(t, x; 0,, 0) soit fuchsien pour tout
x fixé. Soient s> 1 scalaire et s~ = 1.

[1] Soit s# oo. Pour que les (PCH),(0 <t < T,) soient uniformément (s)-
solubles, il faut qu'on ait (N;) pour tous p; (0 <p;<1) (j=0,1,-,d) et £€Q,.

[2] Soit s# oo. Pour que les (PCH),(0 <t < Ty) soient uniformément t-
localement (s)-solubles, il faut qu’on ait (N;) au cas po >0 et (N;) au cas p, =0
pour tous p; (0<p;<1) (j=0,1,-,d) et Xe,.

[3] Supposons que les coefficients sont de C°([0, To], 7 *(R?)) au cas ou
s < +00. Pour que les (PCH),(0 < t < T,) soient uniformément {s)-solubles, il faut
qu’on ait (Ng) pour tous p; (0<p;<1) (j=0,1,-,d) et Xe€Q,.

Passons au corollaire du théoréme 2. Remarquons alors que nous avons
montré au mémoire précédent [8], le théoréme suivant qui est un raffinement
du résultat de S. Mizohata [15] et de K. Kajitani [5]:

Théoréme. Soit k =0. L'opérateur L dont les coefficients sont analytiques
en (t, x), et pour lequel le (PCH), est &-bien posé est kowalevskien.

Or nous avons:

Théoréme 5. [1] Supposons:
(1) Les coefficients de L soient analytiques en (t, x).
(2) L(t, x:;0,,0) soit fuchsien pour tout x fixé:



Sur des conditions nécessaires 495

(3) Les (PCH),(0 < 1 < Tg) soient uniformément (oo )-solubles:

(4) Les (PCH),(0 <1 < Ty) aient l'unicité au jauge o(1).

Alors L est fuchsien hyperbolique dans [0, Ty] x £2,.

[2] Supposons:

(1) L(t, x; d,,0) soit fuchsien pour tout x fixé:

(2) Les (PCH),(0 < t < Ty) soient uniformément {oo)-solubles:

(3) Les (PCH),(0 < 1t < T,) aient 'unicité au jauge O(t*) avec un p positif.

(4) Pour tout S (0 < S < Ty), les (PCH).(S <t < Ty) aient 'unicité au jauge
o).

Alors L est fuchsien hyperbolique dans [0, Ty] x £,.

§4. Problémes de Cauchy non homogénes

Considérons le probléme de Cauchy non homogeéne (PC),. Au cas ou k <
m°, on considére le (PC), a m® — k données initiales [26]. On considére aussi
le (PC), plat.

Nous fixons des m* (0 <m! < o), N' (N° < N' < o0). Supposons que les
coefficients de L soient de C™ ([0, T,], y*(RY)).

Nous disons f{(t, x) e C™((0, T, ], C¥(£2,)) est plate a t = 0 (dans Q < Q, resp.)
s'il existe un T tel que f(t, x) € C*((0, T], C*(£,)) et que tout 4;f(t, x) (n=>0)
tend vers zéro dans C*(£2,) (C*(R2) resp.) quand ¢ tend vers zéro. Nous entendons
par le (PC), plat le probléme qui cherche la solution plate a t =0 du (PC),
pour la donnée plate & ¢t =0.

Nous en considérons les deux parallélement. Quand nous considérons le
(PC), plat, nous convenons de dire, par abus de language, la solution & données
initiales nulles, la solution plate du (PC), ou du (PCH),.

Differemment de la section précédente, dans cette section, nous avons besoin
de l'unicité de solution du (PC),.

Au mémoire précédent [9], nous avons envisagé deux sortes de l'unicité ()
et (xx):

Soit, pour 0 < T~ <T et 0eRcQ",

La solution u(t, x) e C™*™([0, T], C¥'(R2)) du (PCH), &
(UgoY) données initiales nulles dans Q est nécessairement nulle
dans C™*™'([0, T~], C¥'(Q~)).

(*)  Imposer un seul (UJLY).
(*#+) Imposer (USS,-) pour tout S 0<S < T").
Dans cette note, nous considérons, comme I'unicit¢é au (PC),, la deuxiéme

unicité (x*) qui est citée comme I'unicité forte a l'introduction. Nous précisions
la notion “bien posé” du (PC),.

Définition 5. Le (PC), est dit localement (s)-bien posé, si, pour tout R >0
donné, il existe un T >0, un 2 (0 € 2 = Q,) tels que, pour toute donnée f(t, x) €
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c™ ([0, T,], Hx(R?) (plate au (PC), plat), il existe une solution u(t, x)e
C™*™'([0, T], CV'(R2)) du (PC), a données initiales nulles, et qu’il existe des T~
O<T~<T),R (0~ Q) tels que I'on a (U3},.) pour tout S(0<S < T~).
Nous disons que le (PC), est t-localement (s)-bien posé si £ et 2~ sont
indépendants du choix de R, soit 2 = Q,;, 2~ = Q2,. Nous disons qu’il est (s)-bien
posé si, en plus, T, T~ sont indépendants de R, soit T=T,, T~ =T,. Nous
disons qu’il est {s)-bien posé par remplacer (s) par {s); A ce dernier, nous y
supposons que les coefficients soient de C™([0.Ty], y*°(R?)) au cas ol s < 0.

Dans la suite nous entendons par Q,, Q,, T;, T, ceux a cette définitions-ci.
Nous avons la proposition suivante [9].

Proposition 2. Si le (PC), est localement (s)-bien posé (t-localement (s)-bien
posé, (s)-bien posé, {s)-bien posé resp.), alors les (PCH),(0 < 7 < T;) sont localement
uniformément (s)-solubles (t-localement uniformément (s)-solubles, uniformément (s)-
solubles, uniformément {s)-solubles resp.).

Précisons les notions sur l'unicité locale. Quant a l'unicit¢é au jauge au
(PC),, nous choisissons une plutét globale [26].

Définition 6. (1) Soit g(t, x) la jauge définie dans [0, ;] x ©,. Le (PC),
{oo)-bien posé est dit avoir ['unicité a jauge g(t,x), si, au point (to, Xo)€
[0, T,] x 2, fixé arbitrairement, la valeur u(ty, x,) de toute la solution de
([0, T,], CV'(22,)) du (PC), s'annule tant que les données initiales sont
nulles dans {(x;|x — xo| < g(to, Xo)} et que le deuxiéme membre s’annule dans
{(t, x);0 < t < to, |x — Xo| < glto, Xo) — g(t, Xo)}-

(2) Le (PC), (oo)-bien posé est dit &-bien posé, si 'on a l'unicité locale:

Pour tous % € 2, et ¢ > 0, il existe un # > 0 tel que toute la
(UL) | solution de C™*™([0, T,], CV'(22,)) du (PCH), & données

initiales nulles dans B(%, ¢) s’annule dans [0, #] x B(X, n).
On voit aisément la suivante.

Proposition 3. Si le (PC), a l'unicité a jauge O(t*) pour un p (0 < u), alors
les (PCH),(0 < t < T) ont l'unicité a jauge O(t*) et pour tout S (0 < S < T;) fixé,
les (PCH),(S < t < T;) ont lunicité a jauge O(t). Et si le (PC), est &-bien posé,
alors les (PCH),(0 < t < T;) ont lunicité a jauge o(1).

On a le théoréme.

Théoréme 6. Au théoréme 1, 2, 3 et 4, on peut remplacer “les
(PCH),(0 < t < T) uniformément solubles” par “le (PC), bien posé”.

Remarque. Quand on n’impose que l'unicité (x) au lieu de (x*), on considére
les (PC),(0 < t < Ty) au lieu du (PC),: Alors on peut raisonner tout pareillement.

(%]
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Comme un correspondant au théoréme 5, nous énongons le suivant.

Théoréme 7. [1] Supposons:

(1) Les coefficients de L soient analytiques en (t, x);

(2) L(t, x; 0,,0) soi fuchsien pout tout x fixé;

(3) Le (PC), soit &-bien posé.

Alors L est fuchsian hyperbolique dans [0, Ty] x .

[2] Supposons:

(1) L(t, x; 0,,0) soit fuchsien pout tout x fixé;

(2) Le (PC), soit (oo)-bien posé;

(3) Le (PC), ait l'unicité a jauge O(t*) avec un p positif.
Alors L est fuchsian hyperbolique dans un [0, °T] x Q.

Exemple. Prenons un exemple de H. Tahara [26]. Supposons, outre les
hypothéses au [2] au théoréme 7, que

(4)  a(t, x) = kHH IR (g, x) |a| =j avec un K=K, ", Kk5) >0

(5) Les racines 4;(t, x)(j = 1, -, m°) de I'équation

mo

AmC— %Y ak(t, x)EA™ T =0

=1 =)
satisfassent

1At x5 &) — Alt, x; &) > [&] (j#k).

Alors par T'application du théoréme 6 (version correspondante au théoréme 1
avec (p,0) = (u + k, 0)) et du théoréme 7, on voit

(6) alt, x) = tk*wii*tmagx(e x) o] <,
et par conséquent L est fuchsien hyperbolique de la classe (1, u) au sens de
Tahara [26].

§5. Proposition fondamentale

Dans cette section nous énongons et démontrons la proposition fondamentale,
noyau de la démonstration des théorémes 1 et 2 principaux. Nous rendons le
(PCH), a celui pour un systéme d’ordre 1 par rapport a d,.

Les (PCH),(0 < 7 < Ty) sont équivalents aux suivants.

[6,] — A(t, x; 8,)]U(t,x) =0
(PCHS), (U(r, x) = ®(x)
0... 1. 0
ol A(t, x;0,) = 0 R TR |
Apo(t, x5 0,), <+, a,(t, x; 0,)

Nous envisageons, avec un ¢° e R? que nous fixons une fois choisi et un
paramétre n de localisation:

[0,] — A(t, x; n?E° + 0,)]U2(t, x) = 0

(PCHS), 0, <U,?(T, x) = @D, (x).
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Les (PCHS),0, sont liés aux (PCHS), par UQ(t, x) = exp (—n?&°x)U(t, x).

Nous énongons les hypothéses & supposer.

Nous fixons un X que nous supposons X = 0, un poids (p, 6); 0 < J; < p; < ©
(j=1,-,d), et des indices de Gevrey s, s7; 1 < s~ < s < 00, que nous supposons
s=(s,s")=(s;, ", 8,00, ,00). Nous écriverons de méme a=(a,a")=
(o, *, %, 04y, *» &g). Nous considérons donnés, les nombres 2 >0, ¢°>0, 0 <
6! <4, y=>0, et un point P = (1 + g, p) sur le polygobne de Newton (4),4(0).

(11 existe un nombre p, > 0 et pour tout compact K de Q,, il
(H-1) existe une constante C telle qu'on ait:

L103ault, )| < CONpy Mt x) € [0, To] x K, %, "o, k.

[ Pour tout p, > 0 et tout compact K de £,, il existe une

(H-1) constante C telle qu’on ait:

L|a;ajak(t7 x)l S 3C(V!)fp(‘,) V(ta x) € [07 ’IE)] X K’ Yi’ Va, Vk-

Remarque. Au cas ou s; = oo, on convient que (v;!)% pg est une constante
dépendante de v;.

1<s™ < +00;a<t, P=(1+4q p)e(d),0)0; <y<o0p;

-2 (asp—v(q+l),0<p—v(q+l)-

1 <5~ < +00;a <8, P=(144q,p) e(d),0); 05 <y <0p;
a <p—17y(q+1); a <4, au cas exceptionnel (5-1).

<H-2) <

(5-1) 6,5 = pj — 0; avec un j.
Nous considérons la condition E(A) suivante:

(A étant donné, il existe un voisinage de l'origine 2, c Q, tel

que, pour toute suite des données initiales @ = {@,(x)};

D,(X) = (@1 (%), - s Pumo(x)) OU @, € HS(RY), satisfaisant, pour tous
j,o, a

(|05 @njll < 3C pyr(con)f™ (", o)
E(A . .
(4) avec de certaines constantes C g, Co €t pour tout ¢ (6° < o), il

existe, 7, étant 7, = 3Cn~ un polyndme P, 4(n) et au moins une
solution UY(t, x; 7,) du (PCHS), ., ayant une estimation & priori:

3
°©

sup  |UN(t, x:7,)| < Pye(n) exp (An©) n>1
Jj=1 xen"lﬂ,.o
\ telt,, Ton 7]

(H-3) Pour tout A > 0 donné on a E(A). Au cas exceptionnel
i (5-2), 2, peut étre choisi Q, = Q, < Q, indépendamment de A.
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(5-2) a =8,; = p; — 0; avec un j.
(H-3) (11 existe un A' > 0 tel qu'on ait E(4%).

Nous envisageons, pour un sommet P = (1 + ¢, p) du polygébne de Newton
(4),5(%) et un o (65 <0 <op) donnés, le polyndme:

PRI x; & R) =A™ — Y e Uehg (0, £ + x,)E0AT T
(jah)e I'y

ou Iy = {(]ah) (1 + a(joh) o(po — dv(jah))
b j 'y T

; ) soit sur la ligne passant par P a

pente o ;. Remarquons que l'on a:

<p$2(/1)(t, X &%) = X &%) (0 =0F)
P, x; & 2) = pPA)(O0, x; & R) (0 # a}).

Alors la proposition fondamentale s’énonce:

(5-3)

Proposition fondamentale. [1] Sous les hypothéses (H-1), (H-2) et (H-3), la
partie réelle de la racine de ppi(A)(t, x; £° + in; 0) = O est non positive pour tous

% 0<t (t<T au cas y=0) et (x, 1) (x,,_,, € ﬂ QA>.
A>0

[2] Sous les hypothéses {H-1), (H-2) et {H-3), la partie réelle de la racine
de pg(A)(t, x; E° + in; 0) = 0 est non positive pour tous "t; 0 <t (t < T, au cas
Y= 0) et V(x’ '7) (xé—a' € QA‘)'

DEMONSTRATION. [1] Nous démontrons [1] par absurde. Nous nions le
résultat: Nous pouvons alors supposer:

p

Il existe des t°(0 < t° < Ty), x° <x§_al e ) 9A>, (=& +in°
A>0

(7° # 0), 54(0 < 8,), m? (1 <m? < mP) tels que les racines

Ai(t° x5 £°) de pg2(A)(t°, x°; (% 0) = O satisfassent:

Re 4,(t% x% (%) =46, j=1,", m?

(H-4)

 Re 4, x% () <0  j=m*+1,-, m°
(H-4) (H-4) ol on remplace xJ_,.€ (| 2, par xj_, € Q.
A>0
CHoix DE [t2,t!].
=", th=t'n7

avec un paramétre n de localisation. t! (t° < t') sera déterminé ultérieurement.
Nous considérons dans te[t% t!]. Nous localisons I'opérateur: 4,1 —
A(t, x; n?E® + iD) a la direction de (x°, {°).
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CHoOIX DE s*. Soit 1 < s* un vecteur quelconque tel que s¥ = s;7 si 57 > 1.

CHOIX DE p, ET po. Soit p, celui défini a (H-1). Soit p, arbitrairement
fixé.

Soient 0 < 2r <ry, 0<2f<fy, 0<pf <pg 0<py <p, des nombres tels
quon ait {x;|x — xy_,| < 60(re)} = 2y, qui seront déterminés ultérieurement
mais qui sont d’ailleurs arbitraires pour le moment.

DEFINITION DE x,(x). Soient yi(x) (j =1, -,d) des fonctions d’une variable
de la classe de Gevrey d'indice (s}) satisfaisant a

102/ (x) — x))| < SroalTp5® (o, Yx)
Px)=x Ix—xP<dr,, Px)=x} |x — x| > 5ry
et 2a(¥) = (0701 (n%1x,), o+, n7%yd(ndx,)) .

DEFINITION DE Z,(17). Soient Zi(n) (j =1, -, d) des fonctions d’une variable
de classe de Gevrey d’indice (s}) satisfaisant a

(Iaz‘(E"(n) — )| < S5poatpy® (Y, )
Eim=n, In—nd <4y, Em=n) |n—njl=5%
et 5"(,1) — (n”‘El(n_"‘nl), e nPdEd(n_Pdnd)) .

MICRO-LOCALISE DE L'OPERATEUR. Le micro-localisé de I'opérateur différentiel
a(x; D) a4 symbole a(x, n) est, par définition, l'opérateur a,,(x; D) & symbole

an Ioc(X; 7]) = a(X"(X); En(n))
Remarquons que l'on a, pour a(x;n) = xPa~(x)n*
In~e**%q,, (x; 1) — x%a~(nx"M*| >0 (rg—0).

A cette analyse, ce qui est fondamental, cest la microlocalisation de
I'operateur, mais pour la faire fonctionner il faut micro-localiser la solution.
DEFINITION DE pg(ro), Polfo)-

Po(ro) = (Po(ro)1s *» Po(ro)a) et Po(fo) € R soient:

2p, si 57> 1 .
L= =1,
Polrol; <Max 2o sty sisg=1 =L
Polfo) = Max {2p,, Fol}.

Cuoix Dk N,, N,. Soient, pour ro, fo, r, f et k> 1 supposés donner qui
seront déterminés ultérieurement;

N, = (Ropo(Po)ce)'n™? et N, = (Ropo(ro)xe) " nto =90
ol Ry = Cyr! et Ry = Cof™' avec la constante absolue C, a la proposition 2
au mémoire précédent [7].

DEFINITION DE a,(). Soient ai(n) (j=1,-,d) des fonctions d’une variable
de la classe de Gevrey d’indice (s}) telles que
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0<ojim<1, i) =1 sur {n; |n — nf| < 5}
Supp o) < {n; |n — n| < £}
ladP+¥(n)| < 3(3(1\7,,,Iio)"#!’}'ﬁs (p < 1\7,,,, ")
et ®,(n) = oy (n™P1ny) - ad(n™0em,)

DEFINITION DE f,(x). Soient BJ(x) (j =1, -, d) des fonctions d’une variable
de la classe de Gevrey d’indice (s}) telles que

0<Bix)<1, Bix)=1 sur {x;|x — x| < ir}
Supp B = {x;|x — x}| <r}

|Big+n(¥)| < 3C(N, ReYW!Tps  ("g < N,,, ™)

et Ba(x) = B’}(n":xl). v B:(nadxd) .

DEFINITION DU MICRO-LOCALISEUR DE SOLUTION: F,(x; D). Nous envisageons
le localiseur V,(x; D) = a,(D)B,(x). Alors on a d’une part:

&), D) = a)(D) By () -
et d’autre part:
752590 ml < 3Co(N,Ro P (NuRo) Ul I phpyn=et® iy toia
(P<N,"g<N,, ")
Nous opérons F%)(x; D) de la gauche a
[0, — A(t, x; n?E® + iD)JUR(t, x) = 0.

DEFINITION DE 6,(x). Soient 6’(x) (j =1, -, d) des fonctions d’une variable
de la classe de Gevrey d'indice (s}) telles que

0<@ix)<1, #ix) =1 sur {x; |x — x| <r}
Supp &/ < {x; |x — x?| < 2r}
16,01 < Cvlpy (W)
et 0,(x) = 0'(n’x,)- - 04n’xy,).
Alors, A(t, x; 0,) étant un opérateur differentiel, on a
Bu(x)A(t, x; n?£° + iD) = B,(x)A(t, x; n?€° + iD)8,(x)
Et I'équation:

[6,1 — A(t, x; n?E° + iD)JUC(t, x) = 0
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s’écrit:
([0 — Apioelt, x; D)IV,E(x: D)6, (x)US(L, x) = F**(t, x; D)6,(x)Up(t, x)
0. 1. 0
Apoclt, ;1) = | 0 0 T
Ao Ioc(t’ X3 D)v Tty Ayp loc(t’ X D)
(0]

ajn Ioc(t7 X5 D) = aj([’ Xn(x)s npéo + isn(r’))lq=D
0
f"‘:(;'(t, x; D)a ”.a l‘w(t’ x; D)
LS, x; D) = P (x; D)ay(t, x; n°E° + iD) — @, 100(t, X; D)V, ¢)(x; D).

&"(t, x; D) = [

Revenons au (4),5(0). D’aprés le choix de y, nous avons:
a(pa — ov(jah)) — y(a(joah) — qj) <pj (Y, o h)

\

avec [légalité a (1

4 o) olpa — dv(joh))
j J
(1 + G(j;(h)’ a(px — ?v(jah))) P

)e]}* pour y=o0y, sinon &

Donc
al (t, x; 5 n) = (nP19) 7 ay, (8, x; 1)

= Zh ol —aiy ’(”“_"V(j"h”_"j(xo"(j"')ajah((), xg)COG
a

+ n~Aprmoveh) { (XV(jah)ajah(t’ X)(n?E° + IZ))|x =xn(x), E= E(n)
— (n72x0)U™Mq,,, (0, x3) (n?L°)*})
satisfont a

r

aj(t, x; n; n) = (Mé [ T a0, 3% + 0y pona (D) (el 6n])
P
lal(t, x, n; m)| < 3CuvISphpsn™ ¥ () (e [td 1)

("x; [x — x°| < 4rg, 3 In — n°| < 4f,)

1@}, x, ;) < 3Cpt v phpgn ™™ (v, ) (e (10, 62])

ou o, ; an(1) est la quantité tendant vers zéro quand on fait tendre r,, £, vers
zéro, n vers o et t! vers t°.
Soit H une matrice telle que 'on ait

01 0
H|O Y0 1 | HT!
dmo dl
ll(t(), xO; CO) 0 ° 60
= o . . < —
[ j‘ij }'mo(toa xO; CO) avec Il”l a 2m0
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. s — 0o (jah)—qj,.Ov(jah 0) £0
ou d; = Z ot o(jah)=qj 5 Ov(ja )ajah(O, xa)c a
(jah)e I'p

Posons
Uk, x) = H diag [1, (nPt9) ™%, -+, (nPt%) " D]6,(x) UR(t, x)
Alors, leffet de Pirrégularité 4 ¢t = 0 de la transformation
diag [1, (nt9)7Y, -, (nPt9)~m° 1]
est estimée, pour te [t2,t}], par

Bcnptq(n—(p-v(q +1))t0—(q+1)) .

Or compte tenu de (H-2), n~?~r@*0-@*D peyt gtre minimisée autant qu’on
veut par faire tendre n vers oo.
CHOIX DE 1y, Fo, t'. Nous choisissons rq, £, t! en sorte que I'on ait

{x;|x = xJ_,| < 6bro} = Qy, ro<Min{pg’ 1}, Fo <Min{pg' 1}, t'<T,,

et que, le system [0] s’écrivant:

(0,7 8)(x; D)UL(t, x) = nPti[A (L, x; D; n)F,)(x; D)U, (¢, x)
+ F'(78; U)(e, x)]

Ay (e% x% %) 0
A'(t, x; D; n) =< ! 0 (0, X% ) + (4i5(t, x; D5 m))
[1] * * +4
|48, x5 13 m)] < FCulSvIS phpgn=or o
0
F (“)s [a = H 0 0
(P23 Un)te ) <W7”fmﬁ£mxﬂn-nf%7ﬁ%an)
i x H™'UMG, x) .
5 : 50 A7 0 41 V. v, v
Pon ait: |A,(t, x; n; n)| < - te[t%t}], , I, 'n>1.

Nous estimons d’abord
IF (78 Ub(E, o))

DEFINITION DE M* (k). Soit, pour k¥ > 1 donné que nous déterminerons
ultérieurement:

M) = RS~ D(po(Fo) )" (po(ro)in*+
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DErFINITION DE C(s™). Soit:

r f 1/57
Min .
Jitp=t0;-8i5; \Copolro)ike

au cas ou il n’y a pas de j tel que £,; = p; — J;

Loin, (emime) (crare)!
Min Min s X
Jibos=(p;j—8))Is; CoPo("o)jKe Copolfo)ke

_au cas ou il y a au moins un j tel que £,; = p; — 0;

C(s™) =

ou C, est la constante & la proposition 2 a [7].
On a la proposition suivante diie a S. Mizohata [17], [18] dont on trouve
la démonstration a [7].

Proposition 4. Supposons que les coefficients satisfassent:
|02 au(t, X)| < 3Cgv!* pg ", Yt,x)e[0, T] x K, %, a, K compact = Q, .

Alors il existe une constante absolue C, et un polynéme absolu P(n) tels que I’on
ait:
Y MEPEIF R U, o)l

u<N,,v<N,

<SGk Y MPWIFE(e DU, (o)

us<N,v<N,
+ P(n) exp (= C( ) Ut o)l (6=16,).

Nous estimons U}(t, x) du systéme [I]:
On a, compte tenu de (H-4) et I'inégalit¢ de Garding:

m2 mo
5:[2 17,85 DYULi(t, o)l — Z 17,8 (0; DYU,i(t, o)
j=1 j=mZ+1

mo

> nft? (25o< Y. 178 e DYUy(t, o)l — Z 7.8 (e; D)U,t, °)||>
j=1 j=mé+1

+ Boll 78 (e; DYUL (8, o)l — INF* (78} U, °))|||)>

Soit:

E'UN® = ) M#"(K)[illﬂ‘(%i(o; D)U,jt, o)l
=

u<N,,v<N,

mo

- 2 ) 17,805 DY Ut °)II] :
j=mé+
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Alors on a, grice a la proposition 4:

0. EN (U0

= n"t"l:250E’(U,,‘)(t) + (00— Cox™l) ¥ MP)IFE DU °)|Il]

u<N,,v<N,
— P exp (—C(sTN)Ust. o)l (6=4,4).

Croix DE k. Nous choisissons ici k en sorte que l'on ait: §, — C,k™! >0,
1 < k. Alors par les intégrer on a, tant que EY(U})(t°n"?) > 0,
P g q n
-
(tl‘f” _ tO"“)np-v(qH))

26
E'UN)() > =0
( ,,)(")_exp(q+1

X (EI(U..‘)(IZ’) — *P(n) exp (— C(s™)n")

X S['lgp” U, °)III> (@#-1) (=4,
(5-4) "

EYUN)(t}) > exp <2éon" log <§—;)>
X <E’(U,})(t,?) — *P(n) exp (— C(s™)n’)

x Sup [|U,(c, °)|||> (g=-1) (=4,)

te[18,t})

n

-

Soient ¢’(£) (j =1, -, d) des fonctions d’une variable de la classe de Gevrey
d’indice (s}) telles que

0<¢'m<1, @im=1 sur{n;ln—ndl<if},
Supp ¢/(n) = {n; In — n?| < 3},
|7 < 3Cat5pg (V)

et Gu(n) = @ (n7P1my) - @4 (n"Pan,) .

Et soit

1 i(x —n-8x0
) = f =g (n)d

Soit U?2(t, x) la solution du probléme de Cauchy

[0, — A(t, x; n?E° + 0)]UR(t, x) = 0
U2(t2, x) = H'{(¢,(x), 0, ..., 0)
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Clest cette solution-ci qui nous méne a la contradiction. En effet on a d’une
part:
10:URe3. o)l = In*TRim)|l < *CCeny=.
Donc grice a (H-3), pour tout 4 > 0, tant que |n°x — x°| < 2r entraine n”'x € Q,,
on a, avec un polynéme P (n) en n:
mo
Y Sup Ut x)| < Pyn)exp(An®)  "n>»1

j=1 |n®x—x0|<2r
tetd,1})

et, compte tenu de la définition de U, (t, x), on a avec un polyndme absolu P(n)

EYUN(t2) < PM1U, (tg, o)l < P(n) Sup [|U, (¢, o)l
(5-5) retrl)

< P(n)P,(n) exp (An*) "n>»>1).
D’autre part on a, pour tout N:

EYU)(t) = [7,(o, D), (c)

= [|0,(D)B(0) @)
2 || Bu()an (D)@, )l — [|In(@ns B)(o; D), ()l
1
ou In(, B (x5 &) = P (x: 8) — | |Z<~ ﬁaﬁ.”(é)ﬂ..(y)(X)

Or on a la proposition dont on trouve la démonstration a [6], [7].

Proposition 5. Par choisir N} convenablement, on a avec une constante c et
un polynéme absolu P(n).

* \ . i 5
1 ys(@ Bl < *P(n) exp (—%en®)  oi 6* = Min ”J—S*—J .
i j

Gréce a cette proposition 5, on a:
E'UN)() = [1B,¢ll = *Cexp (=cn”) @, -

Or ayant:

1
l@n(n™x%)| = ony j(b"(")d"’ > Cn®

et 107 @a(X)]

= ayf Je“"""a"""’(i'l)“@..(n)dn| <Cn®  (s(@)=1)

on a, avec un ’C > 0 suffisamment petit:

lo,(x) = 3Cn?  ("x;|x —nx° < 3Cn?).
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On a par conséquent:

1/2
Il Bupull = (j I<p,.(x)|2dx> > 3Cn*? .
|x —n~9x0|<3Cn—r

Ainsi on a:
(5-6) EY(UN)(t?) = 3Cn*P? (‘m>»1).
CHOIX DE A, r et 7. Au cas ol @ < £, nous choisissons A4 tel que

25,

A< gt — g0 -1
. ¢ ) @# -1

(5-7) .
< 25, log (i—(,) q=—1).

Soient r et # des nombres quelconques tel que I'on ait:
(X1x —=x)_ 1 <2r}cQ,, 0<2r<r,, O0<2f<fy.

Au cas ou a ={4,; a l'exception du cas (5-2), nous choisissons 7 en sorte
que l'on ait 0 < 2f < #,, et nous choisissons 4 tel que I'on ait (5-7) et

(5-8) A< C(s7)

Soit r un nombre quelconque tel que l'on ait: {x; |x — x§_.| <2r} = 2,,0<2r <
ro. Ce qui est faisable car xj_,. € () £, et que C(s™) est alors indépendant de r.
A>0

Au cas exceptionnel (5-2), nous choisissons r et £ arbitraires mais tels que
Pon ait: {x;|x — x§_,:1| <2r} = Q,,0<2r <ry, 0 <2f, <f. Et nous choisissons
A en sorte que I'on ait (5-7) et (5-8). Ce qui est faisable d’aprés ’hypothése sur
Q, au cas exceptionnel (5-2).

Remarquons que, pour tout A fixé, x; |n®x — x°| < 2r entraine x; n®xe Q,
pour tout n suffisdamment grand. Alors grace a I'estimation d’énergie (5-4), (5-5),
(5-6), (H-2) et le choix de A4, on a:

25 +1 +1 —
EI(U"I)(t:) > exp <q—+01(t” _ to«: )n” y(q+1)> (q # _1)

1
> exp <250 log (i_()) n”> q=—1).

C’est contradictoire a (5-5) encore griace au (H-2) et le choix de A. Ainsi
[1] de la proposition fondamentale est démontrée.

[2] Nous montrons [2]: Au cas ou s~ < +00, 4 = A! étant fixé cette fois,
nous choisissons, excepté le cas exceptionnel (5-1), p, en sorte que l'on ait

(5-9)

(5-8) A < C(s7).

Le reste est tout pareil au précédent.
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Au cas ol un des s; = o, 4,5 étant alors nulle, « = 0 d’aprés (H-2). Alors
considérant tous les s;” = oo, on modifie et simplifie alors ce raisonnement comme
le suit:

Il ne faut pas I'estimation de Gevrey. On n’a donc pas besoin de quantités:
s*, po> Po» Polro) Polfo), N,, N,, C(s~). Au choix de r et #, il suffit de choisir
r=rqy et F="F, Aux définitions des y,(x), =,(n), o, (1), B.(x), 6,(x), ¢.(n), il suffit
de les choisir en fonctions C* sans estimation de Gevrey. La définition de M**(k)
est remplacée par la suivante.

DEFINITION DE M**(x). Soit, pour k > 1 donné,

M™ (k) = kF oV +on

La proposition 4 est remplacée par la suivante qui est démontrée pareillement
ou méme plus aisément qu’a la proposition 4.
DEFINITION DE e.

= Mln {(pj—éj);j= 1» "d} .

Proposition 4 bis (cas ou s; =00 (j=1,+,d)). On a, avec une constante
absolue N? pour tout N;

Y MEw)IFYFE; U, o))l

u,v<N

<Gyt Y M) IFEe DU o)l + *Cn NN UL (R, o)

u,v<N

La proposition 5 est remplacée par la suivante qui est démontrée pareillement
ou méme plus aisément que la proposition S.

Proposition 5 bis (cas ou s; =00 (j=1,,d)). On a pour tout N
[ 3o B < FCn™ NN
Au lieux de choisir N,, nous choisissions ici N en sorte que I'on ait: N2 +

M! < ¢cN ou M! = ordre P, 4(n).

Compte tenu de ces modifications, il suffit alors de suivre le raisonnement
ci-haut. C.Q.F.D.

§6. Démonstration des théorémes

(1) Démonstration du théoréme 1. [1] Quant a l'estimation a priori, grice
au théoréme du graphe fermé de Banach, on a la proposition suivante [8], [9].

Proposition 6. Soit s=(s,s")=(s;,, 5,00, ,00); s<o (j=1,-7)
Supposons que les (PCH).(0 < 7 < T,) soient uniformément (s)-solubles. Alors on
a Pestimation suivante:
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Il existe, pour tous R > 0 et compact K = Q, donnés, des constantes C et M
tels que pour toutes les données @;(x) € Hx(R?) (j =1, -, m°) telles que

mO
Y Sup [0igll/R™ #£0,
Jj=1 s(@’)<M,a’

il existe une solution u(t, x; 1) € C™([r, T,], C°(2,)) du (PCH), ayant I'estimation
suivante uniforme par rapport a 1€ [0, T})

mO0 mo
Y Sup [tM°4j8fu(t, x; )| < C Y. Sup [0%gll/a"R*  te[r, T;]
ji=0 J(a)sII(VO J=1 s’y <M, a’

X€

Par I'application de la proposition 6, on a I'estimation a priori de la solution
du (PCHS),(0 < 1)

Il existe, pour tous R >0 et compact K = 2, donnés, un polyndme P(n)
en n tel que pour la donnée @(x) = (@, , @umo) telle que I'on ait:

102@nsll < *Cope(con)”™

avec des constantes Cg, €t Co, il existe une solution U2(t, x; t) du (PCHS),(0 < 1)
ayant l'estimation:

mo
y sup |tM°02U(t, x; 1)| < *P(n) exp (An®)
j=1 J(@) <NO

xeK,0<t<t<T,

ou a=a, e  A=Max{s(cy/R)" 1j=1,-¢}.

Etant s# 400, «,;>0. Etant «,,<4, s~ <+o0. On a [1] par
lapplication de [1] & la proposition fondamentale avec ¢° =0, @ = a,;, 6° =0,
o' =0, A= Max {s;j(c%/R)";j=1,-,¢} ou R; peuvent étre choisis arbitraires
et y = Max {¢°, o} }.

[2] ([3] resp.) Par l'application du homologue de la proposition 6, on
peut raisonner tout pareillement au précédent. Mais il faudrait remarquer quand
méme que T, (T, et 2, resp.) dépend du choix de R. Donc a l'application de
la proposition fondamentale, on choisit ¢° >0 convenablement. On y rend
compte de (5-3).

[4] On peut aussi raisonner come au [1]. La seule difference a remarquer
est que R n’est plus arbitrairement choisi mais qu’il est fixé. L’application de
[2] a la proposition fondamentale avec £° = 0, @ = a,; €t 0y = o' = 0 montre [4].

C.Q.F.D.

(2) Démonstration du théoréme 2. Pareillement a la proposition 12 a [8],
on a la suivante:

Proposition 8 (S. Mizohata). Supposons que les (PCH),(0 <t < T;) soient
uniformément {oo)-solubles et que les (PCH),(0 <t < Ty) aient la propriété de
Punicité a jauge ¢(t, x)t*x"* a lorigine.
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Pour un compact K = Q,, il existe des nombres positif M, N, C et un polynéme
P(n) en n tels que la solution UJ(t, x;1) du (PCHS),c, satisfait

mo
Y 1TMU(E, x; 1)] < *P(n) exp (3CnPg(t, x)t*x*) Y. (0%l telr, Tp]
j=1 j;(c{{.s,b’:o VX eK

Nous montrons le théoréme 2 par absurde. Nous supposons d’une part
que les (PCH),(0 <t < T,) soient uniformément {oco)-solubles et que les
(PCH),(0 < t < T,) aient la propriété de l'unicité a jauge o(t*(x — X)*) a %, soit

g(t’ x)tx(x - )e)v = (gl(t’ x)txl(x - )e)vl’ T gd(t7 x)txd(x - )e)v")

avec lim g(t, x) = 0 pour un X (X €£,), un v=(v!, --, v¥) et un (p, ) (0 < d < p)
t—0

et un k = (k,, -, K5) = (%, -, k%) pour un 0 tel que 8 >0, p, — 6(1 + g,) > 0 ou
Py = (1 + g4, pg) satisfait (3-6).

Alors grice a I'’hypothése (3-6), on peut bien supposer d’autre part qu’il
existe un (%= ¢% 4+ in® (#° #0) et un x° tels qu’il existe au moins une racine
A0, x% £°) de pp2(4)(0, x°; % %) = 0 dont la partie réelle soit positive. Supposons
pour la simplicité d’écriture que £ =0. Alors on a:

0<0; op, <0 <o0p ; 0 < py— 0(1 + qp) ou Py=(1+q4.p4);
p; — a(v8) — Ok; < Min {p, — 0(1 + qy), £,5} (j=1,-,4).

Par l'application de la proposition 8, on a l'estimation a priori:

Y Sup [tMUY, x; 1)
1 |x]<Bn~®
0<t<t<Tgn™?

moO
j:

d .
< *P(n) exp <3C 2. Sup gt X)>n”’”‘""3"""” Y ol

j=1 |x|<Bn~¢ sa) <M
te[0,Ton™?) j=1,-,m°
<3P(n) exp <3C ( Sup gjlt, x)) n “> Y 0%l
x| <Bn~? s(a) <M
1e[0,Ton %], j=1,-,d j=t,-,m°
ol a = Max {0, p; — o(v/0) — k3 j =1, -, d} .

Au cas ou s~ < 400, on peut appliquer [1] de la proposition fondamentale
avec £ =Re(’ ¢°=06, ¢' =6, a =Max {0,p; — as(v¥6) — Ok;;j=1,-,d}, y=10
et 2, ={x;|x| < B} =, avec un B > 0 choisi pour tout 4 >0 donné:

Sup {gi(t, x); t € [0, Tyn™°], |x| < Bn"% k=1,-,d} < A ("n>1).

Et au cas ou un des s; = +00, s étant s = +00, on peut appliquer [2] de
la proposition fondamentale avec ¢°=Re(’ 6°=0, d'=6, «a=0, Q,=
{x;|x| < B} = Q, pour un 4 = A" fixé, et y = 6. C.Q.E.D.
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(3) Démonstration du théoréme 3. Considérons un P en question. On sait,
grice au théoréme 1, que la partie réelle de la racine de I'équation
pE(A)(t, x; &; %) = 0 est non positive. Souvenons-nous:

PR x; § %) = A — T el -aix g, (0, £ 4 x;)E%Am

(jah)e 17
ou I} = {( joh); <1 + ”(J;‘h), alpa — ;Sv(’“h))> e 17,:}.

Soit r = Min {s(a)/j; (jah) € Iy, a;0(0, £) # 0}. Remarquons qu’au cas ou
s#0,0naa,>0 Onal<r<1 Car, grice au choix du P et a 'hypothese,
Iy N{(X,Y); X >0,Y =0} =¢ Dautre part, on sait que la partie réelle de la
racine de I’équation:

/1'"0 _ z la(jah)—qjxv(jah)ajah(o’ R+ x‘;)ﬁalmo-j =0 ,

(jah)e Iy
aa)=r

la racine étant homogéne d’ordre r en &, est encore non positive pour tout (¢, x)
en question et tout £ e R4 Si r < 1, clest une contradiction. C.Q.F.D.

(4) Démonstration du théoréme 4.
Démonstration de la proposition 1. Envisageons la condition, pour ¢ fixé

(£=1,-,m)
(1) LYx°, ) =0 pour 7, & tels que
o0 + (6 = DB < m® = polm® =)= ——(m®—j)  j=1, - m° 1

Remarquons que l'on a:

. ! (m® — j)!
LO, (0, &% = — A (%°) L i éu—um"-h—vq.:.
“® ()Z MO = — = o)t i
= =o'l " Ghy(0)
TR

h=ml—y,, W=v, p=¢—y—90)2

Fixons j, « en sorte que I'on ait 4(x) =j — m® + /. Compte tenu de cette
remarque et a(a) =j — m°® + £, on voit alors que (1) est équivalente a
(2)  aj3(0) = 0 tant que

s(BB) < j(1 — po) — s(&'(1 — p')) +

@ =) +kpo (o) = —m® + ).

Grice a lexpension de Taylor, on voit que (2) est équivalente &

3) oljah)po + o(v(jahp) = —j (# + po) + o(a' (# + p))

s—1 s—1

N
+
N

— % (ol@) =j — m® + ¢£).
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Soient p’ ! +p S
oien = R =
p s—1 P, Pa s—1

supposés analytiques, on a:

; 0 =p. Pour ce (p.d), les coefficients étant

1 1
s_——lza”6<g"'s pourd=lets_]=am,=5p‘, pour d > 1
et (3) est équivalente a
o — ov(jah joh 1
@ “(p—jv(f_)l < po(l + o )> ot @ =j—m+0)
La proposition est alors claire. C.Q.F.D.

Démonstration du théoréme 4. Grace au théoréme 3 pour le poids (p.d)
défini 4 la proposition 1 pour p; (0 < j < d) données, on voit la nécessité de la (M)
et (M;) au cas [2] pour p, =0. Quant a la nécessité de la (M) au cas [3], le
théoréme 3 pour ce poids ne peut pas étre appliqué directement a cause du fait

1

@ps = 7 Mais si on nie la (M;), le théoréme 3 pour le poids (p~, 6~), poids

, L s .
un peu perturbé de celui-la en sorte que ap~¢,~<——1, donne la contradic-
5 —
tion. Le théoréme 4 est alors clair grace a la proposition 1.

(5) Démonstration du théoréme 5. [1] Considérons le poids (p, 6) = (1, 0).
Montrons

DR cG={(X,Y;X>0,Y<1}—{(01)}.

Remarquons que £,, = 1. Nions le résultat. Il existerait alors un 6 > 0 tel que
Py = (1 + gy, py) satisfait & (3-6) et que py — (1 +go) > 1 de sorte que k§ = 0.
C’est une contradiction grice au théoréme 2.

Or compte tenu du théoreme 1, on a
DX cG={X,Y)rX>20Y<1}-{0,Y;0<Y<1}.

Le reste est claire encore grice au théoréme 1.
[2] Considérons le poids (p, ) = (1,0). Montrons

DX cG={(X,Y;X>0,Y<u'X}.

Nous remarquons que #,; = 0. Nions le résultat. Il existerait alors un 6 > ™!
tel que Py, = (1 + g4, py) satisfait a (3-6) et que p, — (1 + g4) = 0 de sorte que
k§ < u. Clest une contradiction grice au théoréme 2.

Montrons que L est kowalevskien. Nions le résultat. Alors il existerait un
(j, o) tel que |a| > j, a;(t, x) # 0 & tout voisinage de l'origine. Alors il existerait
un ¢ sufiisamment petit tel que aja(f, x) £ 0. Considérons les (PCH),(f <1< Ty).
Alors la considération de la premiére étape avec u = 1 nous méne a la contradic-

tion. C.Q.F.D.
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(6) Démonstration des théorémes 6, 7.

Démonstration de la proposition 2. La démonstration se fait tout pareillement
a [9]. Nous nous contentons d’esquisser la démonstration. Nous envoyons les
lecteurs a [9] sur le détail.

Considérons les (PCH),(0 <7 < Ty) & données initiales communes @;(x)€
H%R% (j =1, -,m®). Formons la fonction u°(t, x; 1) € C"*"°([0, T,], H}(R%)) qui
est la solution formelle 4 t =t du (PCH), & données initiales {¢;(x)}'S;. Soit
o, x; 1) = L(t, x; 8,, 0,)u’(t, x; r). Nous la prolongeons par 0 dans [0, t] x R%
La fonction f(z, x; 1) ainsi prolongée est de C™' ([0, T,], Hy(R?)) et plate a ¢t = 0.
Soit (t, x; 7) la solution du (PC), pour la donnée f(t, x;1). Alors u(t, x;1) =
u®(t, x; 1) — v(t, x; 1) est la solution du (PCH),. Nous préparons I'estimation
canonique pour la solution du (PC), a l'aide du théoréme du graphe fermé de
Banach. Nous obtenons ainsi I'estimation de v(t, x;t) par f(t, x; 7). Nous
estimons u°(t, x; 1) et fO(t, x; t) par les ix) (j=1, -,m®). Par les réunissant,
nous obtenons I’estimation uniforme par rapport & t (0 <t < T,) de solutions
u(t, x;t) de (PCH), par les données initiales {(pj(x)}}"fl communes aux
(PCH),(0 < 7 < Tp). C.Q.F.D.

Démonstration de la remarque juste aprés la définition 6. Remarquons que
la solution construite ci-haut est la solution unique. Supposons que le (PC),
ait l'unicité a juage O(t*). Fixons un S (0<S < T,). Fixons un (¢ x°)
§<t°<T,). Ayant t* —S*<3C(t—S) (§S<t<T,), si les données initiales
{o;x)}r, aux (PCH)(S <t <1°) sannullent dans {x;|x—x° <Cl[t°— S|},
u°(t, x; 1), f°(t,x;t) sannullent dans {(¢ x);|x — x°| < C|t — t°,t <1t < t°}.
Donc f(t,x) sannule dans {(t, x);|x — x°| < [t* — *,0 <t <t°}. Grice a
Ihyporthése, o(t°, x°) et a posteriori u(t° x°) sannulent. Ainsi les
(PCH)(S <t < T;) ont l'unicité¢ a jauge O(t).

Supposons que le (PC), soit &-bien posé. Remarquons qu’a (UL), pour tous
X € Q, et voisinage Q2 de X relativement compact, on peut choisir # uniformément
pour tout xe Q. Soit 5, celui choisi pour ¢ = 1/n. Nous pouvons supposer
M > ey ('), lim 7, =0. Soit g (t,x)=1/n si f,4, <t <y, Soit g(t,x) la

jauge telle que g (¢, x) < g(t, x). Alors les (PCH),(0 < T < T,) ont l'unicité a jauge
g(t,x) a % C.Q.F.D.

La démonstration des théorémes 6, 7 est alors claire.
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