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Sur des conditions nécessaires pour les équations en
évolution pour que les problèmes de Cauchy soient

uniformément bien posés dans les classes de fonctions C '
[III]

Par

Keiichiro KITAGAWA

§ 1. Introduction

Il s'agit des problèmes de Cauchy homogènes (PCH),(0 < T < TO):

(P C H ),
L(t, x; a„ ax )u(t, x) = 0 (t, x) e [r, 7'0 ] x Q 0

lu(r, X ) =  p(x) j = 1, .., x E Q0 ,
(Q , c Rd )

données initiales pi (x) (j = 1, ., m
°
) arbitrairement données, pour une équation

différentielle linéaire aux dérivées partielles  à  coefficients C  (de la classe de
Gevrey) par rapport à  x:

L(t, x; è 1 , ax )u(t, x).[tk - E aj (t, x; ax ) e r - i] u(t, x) = O (k 0)
i=1

N ous considérons des cond itions ti t  =  0  nécessaires p o u r q u e  c e s
(PCH),(0 < t  < 7"0 )  soient uniformément solubles [8].

Aux mémoires précédents [7 ], [8 ], nous avons traité le problème de Cauchy
homogène (PCH)0  a u  c a s  o ù  k = O. Nous y avons considéré des conditions
nécéssaires pour que le (PCH)0  ait une solution C ' (non nécessairement unique)
et cells qu'il y ait l'unicité locale de solution: Comme des conditions nécessaires
pour que le (PCH) 0  ait une solution  C ,  par exemple, nous y avons énoncé
en un théorème, à  l 'a id e  d u  polygône de Newton, divers conditions énoncées
séparément: Des conditions nécéssaires au cas où L  est non kowalevskien [12],
[24]; celles d'hyperbolicité [13], [22] et de  L evi [1 7 ], [1 9 ] au  ca s  o ù  L  est
kowalevskien. Nous y avons aussi amélioré des résultats obtenus comme les
conditions nécessaires pour que les problèm es de Cauchy  non hom ogènes
(PC),(0 T  T0):

(PC)., ( L ( t ,  x; 0„ ax )u(t, x) = f(t, x) (t, x) e [r, T0 ]  x  0 0

x) = pi (x) j  = 1, ,  m
°
x  G 0 0 ,

(e2o Rd)
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données f (t, x) e t 9 ; (x) (j = 1, ., m
°
)  arbitrairement données, soient bien posés

[2], [3], [10], [11].
C'était grâce à  la méthode améliorée [16], [17], [18], [19], [27] de l'énergie

m icro-locale de S. M izohata. M ais nous y étions contraints  à  une restriction.
C'est à  cause de la difficulté causée par le fait que nous ne disposions que du
(PCH) 0 dont le plan initilal est fixé  à  t = 0  et que le deuxième membre est aussi
fixé à  f  = 0. Or dans cette note, nous disposons des (PCH),(0 < r < T o ) bien
posés avec une uniform ité au sens de Petrow sky. A lors cette restriction est
enlevée et nous améliorons sensiblement des conditions surtout au cas où L  est
non kowalevskien.

Faisons ic i deux rem arques: P rem ièrem ent on n 'a  pas besoin  non plus
d'unicité de solution com m e aux m ém oires précédents [7], [8]; O n est ainsi
amené à  la notion "uniformément solubles". Deuxièmement, grâce  à  l'uniformité,
on n'a plus besoin de (PCH) 0 pour analyser les conditions nécessaires  à  t = 0;
Contrairement à  l'analyse aux m ém oires précédents [7], [8] qui considère le
p o in t t =  0  com m e un  poin t régulier, l'analyse  dans ce tte  no te  à  l 'a id e  d e
(PCH),(0 < t  G  T0 ) uniformément solubles, c'est celle qui considère le point t = 0
comme un point singulier. Ceci nous permet  à  considérer aussi les opérateurs
dont les coefficients ont effectivement la singularité polaire  à  t =- 0: cas où k  > 0.

A u cas où k = 0, on considère habituellement les problèmes de Cauchy non
homogènes (PC),(0 <  To ) [2], [3], [4], [5]; V . Y a. Ivrii [11] a considéré un
seul (PC) 0 avec une unicité forte mais naturelle comme l'unicité de solution de
l'équation en évolution [9]. (voire la section 4) A u cas où k  > 0, on considère
un seul (PC) 0 -  k  données initiales [26] ou le (PC) 0 p la t  [10] avec cette
un ic ité  fo rte . O r si le  (P C ) 0 est b ien  posé avec cette  unicité  forte , a lors les
(PC),(0 <  T0 ) sont aussi bien posés. On voit [9] que si les (PC),(0  G  To )
sont bien posés, alors les (PCH),(0 <  t  <  To )  sont uniformément solubles.

A insi par considérer les conditions nécessaires  à  t =  0  p o u r  q u e  le s
(PCH),(0 < r <  To )  soient uniformément solubles, nous obtenons en même temps
les conditions nécessaires  à  t = 0 pour que les (PC),(0 <  To ) soient bien posés
ou que le (PC) c, soit bien posé avec cette unicité forte.

A la section 2, nous expliquons le polygône de Newton qui joue le rôle clef
dans cette  note. A  la  section 3, nous traitons les (PC H ),(0 <  t  G  To ) e t nous
énonçons nos théorèm es p rinc ipaux : N ous énonçons, au  théorèm e 1 , des
conditions nécessaires pour que les (PCH ),(0 <  t  <  To ) soient uniformément
solubles, et, au théorème 2, celles nécessaires pour que les (PCH),(0 < T < T0 )
uniformément < oo »solubles aient "l'unicité locale  à  jauge". N ous donnons des
corollaires du théorèm e 1 aux théorèm es 3 et 4. Et com m e un corollaire des
théorèmes 1 et 2, nous énonçons, au théorème 5, une condition nécessaire pour
que les (PCH),(0 < t  G  To ) uniformément <GO-solubles aient l'unicité locale, soit
par exemple, la propagation à  vitesse finie. A la section 4, nous considérons le
(PC)0 . A ux  résu lta ts  à  la section 3, on remplace "les (PCH).,(0 <  t  <  To )  uni-
formément solubles" par "le (PC) 0 b ien  posé". A  la  sec tion  5  nous énonçons
et dém ontrons, par la  m éthode de l'énergie m icro-locale de S . M izohata, la
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proposition fondamentale qui est le noyau de la démonstration des théorèmes 1
e t 2. Nous démontrons les théorèmes  à  la section 6.

La démonstration de ces théorèmes est faite tout pareillement qu'aux mém-
oires précédents [7 ], [8 ]: Le raisonnement est, grâce à  l'uniformité, plus simple
et aisé qu'aux mémoires précédents. Il n'y faut pas, en effet, la méthode améliorée
de l'énérgie micro-locale, mais la méthode de l'énérgie micro-locale de S. Mizohata
[13], [20], [21] y suffit. N ous prions aux lecteurs de consulter aux m ém oires
précédents sur les calculs détaillés.

§ 2 .  Notations et Polygône de Newton

Reprenons les écritures aux mémoires précédents [7 ], [8 ]: Nous considérons
en vecteur dans Rd , mais nous l'écrivons comme un scalaire. Pour deux vecteurs
a (a 1 , • • • , ad ), b ( b 1 , • •  ,  bd ), nous écrivons:

a = b  s i  a;  =  I);  ( j  = 1, •, d); a < b si ai  < b i  ( j  = 1 , •  ,  d)

a < b si a ( j = 1 , •  , d); a + b (a i
 + 6 1 , • • • , ad  +  bd )

ab (a i b i , • • • , ad b a ) ; ab (a i , ;  a d ) a! ==-_ (a l !, • • • , ad !)

lal (lad, •••, lad );
d

d(a) a i + • • • + ad E  a•
j  =1

d
h(a) a i  • • • ad a ;  ; v ( a ) .  (a, • • • , a) pour un scalaire a e  R .

=1

Pour la simplicité de l'écriture, nous abrégerons v ( a)  e t  /1 (a) par a avec la
confiance qu'il n'y ait pas de confusion grave: Ainsi on écrit par exemple:

a ' = h (a" ) a7' a : ' pour a a (a 1 , • , ad )  e t a  = (Œi, • , Œd )

a ' = h(v(a)Œ) = aa■ + Id pour a e R  et a  (a 1 , • , ad) •

De même nous écrivons:

aa i -1-•••-Fcca

X i
a a d

Xd

D a =  1 a ) 2  

9

E / 3 1 ) ( x ;  ) =  a`Dff(x; •
x x  

Soient: f  II II f  II v ( Rd)
 pour une fonction f ;  111f111 E 11411 pour un vecteur

=1
f ( fi , • , fm . ); Il a(0, -= 111D, .,i,2(Rd)-4}(Rd) p o u r  u n  o p é r a t e u r  pseudo-
différentiel borné a(x ; D).

Expliquons les espaces fonctionnels que nous utiliserons: les classes de Gevrey.
S o ie n t  Q  c Rd u n  d o m a i n e ,  s ( s 1 , • , s d ) ( 1 s c o )  et R (R 1 , • , R d )
(0 < R  < co); Soit, pour fixer les idées, s (s', s") (s 1 , • , s,, co, • , cc); 1 <
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(j = 1, • , e). Ecrivons a (a', a") = (a 1 , cce, cce+i, • ced).

y (Q )  { f (x )  e C(S2); v1( compact c Q, va " ;  su p  10:f(x)Vals'R'' < (x)}
xe

Y(s) (Q ) U0 Y 11(1 2 ) 9 Y(s)(e2) yl(Q)R  

H (Q)I f ( x )  e 1-P(Q ); va"; sup II à,(cf II v ( 0)10c1s <  oo l
a'

H0) ( Q )  u  H (Q) , H o v , H (Q)o  

o ù  FI(.Q) { f(x) E  C (e2 ); 11a:cf IIL2( Q) < oo A in s i o n  a  y°(Q) = y<'>(Q) =
C (Q ) et H ( Q )  = H<'>(Q) = H (Q ) .

Soit, pour deux espaces vectoriels topologiques E e t F, Cm(E, F) l'espace de
fonctions, définies dans E, à valeur dans F et m-fois continuellement différentiables.

Considérons le polygône de Newton (A)06 (i, je) attaché au point (i, 5c) pour
le poids (p, 6) qui est introduit dans [16]: Prenons un poids (p, 6); p (p i , • ,  Pd),

(6,, • , .5d )  que nous supposons:

0 < < p < co .

Soient

t'L (t, x ; a„ ax ) . — E t- k ai (t, x; ax )a r - i
i=1

o ù  aj (t, x; E X g 2
a :f in i

(2-1)
— k

a  • (t x) —  i
r ( ja h ) ( x xAruŒh)a

j a h
(t

,  
x )

œ .
'

h: f ini

avec — k a(jah) <  +  cc, 0 v(jah) < +cc, aidh (t, x) régulières.
Remarque. Il vaudrait mieux de supposer a (î,  )2) 0 0 pour que le polygône

de Newton soit bien déterminé par L .  Mais nous ne le faisons pas malgrès que
l e  polygône d e  N e w to n  d é p e n d e  d e  l'e x p re ss io n  (2-1): Nous considérons
l'expression (2-1) fixée une fois donnée.

Nous faisons correspondre à  (jah ) le point

(
1  +  

o- ( jah)
, 

(pŒ — .5v(jah)))
a u  X Y-plan .

Nous appelons le polygone de Newton attaché au point (i, )2) pour le poids (P, 6 ),
noté  par (.4)0 (i, )2), le  p lus petit polygône à  cô tés de  pen te  non négative ayant
tous ces points à  son  bas. O n  ab rège  par (A ),,,3 ( Z) le  (4)0 (0,
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Pour un sommet P  sur le côté
du (.61)p d (i, )2), soient respectivement
H i ,  H ;  le s  c ô té s  d u  (4)pd (i,
juste à  la gauche et à  la droite
d e  P ,  e t  ap- , cr-pk le u rs  p e n te s .
P ou r des  nom bres e > 0, o- >
d o n n é s , so it At,' l'ensemble des
sommets P  du  (A)0 (i, )Z) tels qu'il
existe au moins une ligne passant  (1 - k, 0)

(Polygone de Newton)
par P , tenant le  (4)0 (i, )2) à  son
bas, dont la pente est inférieure
op-  et supérieure ou égale à. a, et telle que l'abcisse de son point d'intersection

■._) A.avec l'axe Y soit supérieur ou égale He. Soient A7+ H A ," e t  ;F:, 
T>cr a > e

Soient A °  a  U  11 /1°' U H , U  H; .
Pe Pe ;1°' PeA

P o u r  u n  s o m m e t  P  ( 1  +  q, p) e (A)0 (t, n o u s d iso n s  le  p o ly n ô m e
caractéristique attaché  à  P  le polynôme:

EpP(A)(t, x; - ta(jah)— q jx v(jah) a i.h ( t,x a ) c  c  Am° — JAm° 
(jah) e

o ù  .r,,+(  jo c h ) ; (1  +

a lfa h )

,

o ( p r x  -  b v ( j a h ) ) )

 e H ;  e t q u e  x6 ( x 6 „ •, x bd )  est

défini pour x  (x „ •  , x d )  par;

Xgi 0 s i (5i 0 0 , Xgj -== S i bi =  0  ( j = 1, • , d) .

Nous abrégeons par p(2)(t, x ; )2) le  p(2 )(t, x; 0, )2).
Remarquons que le polynôme caractéristique attaché  à  P  contient non

seulement des renseignements sur P  mais aussi ceux sur des points sur

§ 3 .  Les problèmes de Cauchy homogènes

Considérons les problèm es de Cauchy hom ogènes (PCH)T (0 < T T o )  au
v o is in a g e  d e  l 'o r ig in e  [0, 7.

0 ] x Q 0 . N o u s  f ix o n s  T0  >  0  e t  0 e 00 c  Rd .
Remarquons que cette expression "voisinage de l'origine" ne nous empêche pas
de  considé re r le  cas  où  Q0  R d . N ous fixons aussi des s (s i , • , se ), s -

(si , • , sei) (1 s - s +oc).
Pour un poids (p .6): p (p i , • , pa ), (ô1, • , (5) (0 <p  <  +co) donné,

soient:

Pia max - et e Min .

Les coefficients de L  so ien t de  C° ([0. T0 ], f )(520 )); Puisque nous faisons
l'analyse lo c a le ,  n o u s  s u p p o s o n s  p o u r  la  s im p l ic i t é  q u 'i l s  s o ie n t  d e
C° ([0. To ], y('"(Rd)).
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D éfinissons la  notion "uniform ém ent solubles" [8 ] .  P uisque  nous ne
considérons que les conditions nécessaires pour que les problèmes de Cauchy
soient solubles, nous la définissons plus faiblement qu'A. [9].

Soit N° o r d r e  L.
a„

Définition 1  (uniformément (s)-solubles). L es (PCH),(0 < T 7'0 )  sont dits
localement uniformément (s) -solubles, s'il existe un nom bre M° (M ° > 0) tel que,
pour tout R  > 0 donné, il existe un voisinage de l'origine 52 c Q, et un nombre
T  (0 < T  < T0 )  tels que, pour toutes  q (x ) e M (R ')  ( j = 1, • , m° ), il existe une
solution u(t, x; r) e Cm° ar, T ], CN°(Q)) de (PCH),(0 < r < T ) satisfaisant pour tout
compact K  c  Q,

m.E Sup Irm ° 0/ u(t, x; r)1 <
j = 0  0 < s s t s T

xe K, LOI°

N ous disons que les (PCH),(0 < T  <  7'0 ) son t t-localement uniformément (s) -
solubles, si Q  est indépendant du choix de R , soit Q Q 1 . Nous disons qu'ils
sont uniformément (s)-solubles, si, en plus, T  est indépendant de R , so it T  T 1 .
N ous disons qu'ils sont uniform ém ent (*solubles par remplacer (s) p a r  <s>; A
ce dernier, nous y supposons que les coefficients soient de  C

°
([0 . 7-

0 ], y<f )(R"))
au  cas o it s < cc.

D ans la suite nous entendons par 0 1 , T , ceux à. cette définition-ci.
Nous envisageons les conditions suivantes pour un sommet P  d u  polygône

de N ew ton (4),6 (52) attaché au  point (0, .)2) pour un  po ids (p • 6): P  ( P i ,  • Pd),
6  ( 6 1, • , (5d) (0  6  <  p  <  G o ) .

(3-1) L a partie  rélle de  la  rac ine  de  p (A )(t, x; .)2) = 0 est non positive
pour tous 0 < t, (x, e  R ' + x h e n i ); P o u r le  so m m et P  dont cr; = 0, on
remplace 0 < t  p a r 0  t <

(3-2) L a partie  rélle de  la  rac ine  de  pf,6(A)(t, x; 0) = 0 est non positive
pour tous 0 < t, (x, e R ' d (x 6 = 0); Pour le sommet P dont a  =  0 , on remplace
0 t  par 0 < t <

(3-3) L a partie  rélle de la  racine de je /1)(0 , x; )2) = 0 est non positive
pour tous (x, e  R 2" + x, e 0 1 ).

(3-4) L a partie  re lie  de la  racine de pf, (1)(0, x; 0) = 0 est non positive
pour tous (x, e  R " (x , =  0 ).

(3-5) ep, = p;  — 6;  avec un j.

Nous avons le théorème principal.

Théorème 1. O n a les énoncés suiv ants pour tout (p , 6) (0 6 < p < co,
a ö,,,,).

[1] Soit s c c .  P o u r q u e  le s  (PCH),(0 < T G  To ) soient uniformément (s)-
solubles, il faut que l'on ait (3- 1) pour tous P e ;C o  ( 4 ) 0 ( 2) et )2 e Qi .

[2] Soit sc c .  P o u r q u e  le s  (PCH),(0 < r < 7'0 )  soient t-localement uni-
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formément (s)-solubles, il faut que l'on ait (3- 1) pour tous P e A !: (z ) ( 0 - ;  >  0)
e t X e Q , e t (3- 3) pour P e ;1!p, ( z )pd ( i )  (a; = 0) et tout )2 e 0 1 .

[3] S oit s o  o  .  P o u r q u e  le s  (PCH),(0 < T  <  T0 ) soient localem ent uni-
formément (s)-solubles, il faut, à  l'ex ception du cas (3- 5), que  l'on  ait (3- 2) pour
tout P e ;1 °„:, c (41)0 (0) (a; > 0) e t (3- 4) pour P e b .  ( A )  ( 0 ) =  0).

[4] Supposons que les coefficients soient de C ° ([0, To ], y<s"- >(Rd)) au cas où
s < +D o . Pour que  le s  (PCH),(0 < T <  To ) soient uniformément <s>-solubles, il
faut, à l'ex ception du cas (3- 5), que l'on ait (3- 1) pour tous P e ;C o ,  c  (A)0 ( 2) et

E 00 .

Considérons les conditions pour l'unicité locale de solution. En envisageant
les problèmes de Cauchy uniformément  <cc)' -solubles, nous introduisons la notion
d e  l'unicité à jauge pour les (PCH) t :

Définition 2. N ous d isons le jauge à )2 la fonction vectorielle g(t, x)
(g 1 (t, x), • , gd (t, x)) définie à  un  voisinage [0, 1T ] x 10  d e  (0, X) telle que gi (t, x)
y  sont continues et croissantes en t et g ( 0 ,  x) 0  (j = 1, • , d): Nous écrivons, pour
des fonctions vectorielles non négatives g(t, x), h(t, x) définies à  un voisinage de
(0, X), g(t, x) o(h(t, x)) (g(t, x) 0(h(t, x)) resp.), s'il existe un jauge k(t, x) à X
(u n e  c o n s ta n te  p o s it iv e  C  re s p .) tel q u e  l ' o n  a :  g(t, x) h(t, x)k(t, x)
(g(t, x) Ch(t, x) resp.).

Définition 3. N o u s  d i s o n s ,  p o u r  u n  S  (0  S  <  T1 ) fixés, q u e  l e s
(P C H )(S  <  <  7'0 ) on t l'unicité à jauge g(t, x) à )2, s'il existe un T  ( S  <  T  T o )
et un voisinage  Q  d e  X  (X  e  Q  0 1 )  te ls  q u 'au  p o in t (t, x )e [ S, T ] x  Q  fixé
arbitrairement, la valeur u(t, x) de toute  la  solution de Cm° ([-r, T1 ], CnS2 1 )) du
(PCH)(S < T t) s'annule quand les données initiales s'annulent dans l'ensemble
{y; ly — g(t — S, x)}.

Nous disons que les (PCH)(S < T <  To ) ont l'unicité à jauge o(1) (0(t h ) resp.)
s'ils ont, pour tout X e 01 , l'unicité à  un  jauge  o(1) (0(t' ) resp.) à  .

Nous considérons la condition pour un sommet P e (z1)p d ()2):

Il existe au moins un (jah) tel que

(
1  +  

a(jah) , a(pa — Sv( jah )))
= P, ai „0 (0, 0  O.

S oit, pour un  0 > 0 donné, Po _= (1 + q o , po )  le  som m et de (A)0 (X) tel que
l 'o n  a i t  4 0 < O < a .  S o ie n t ,  p o u r  d e s  v e c te u r s  y i  (j = 1, • , d) e t  0 > 0
(p, — 0(1 + q 0 ) > 0) donnés,

(pi  — J(vi(5) — Min {po — 0(1 + q 0 ), p d })/0 (j = 1, • , d) .

On a le théorème suivant parallèlement au théorème 2 à  P l

Théorème 2. Supposons que les (PCH),(0 < T  <  To ) soient uniformément <cc> -

so lub les . A lo rs , pour tous (p , (0 < p), e Q1 ), y (y', •, yd),

(3-6)



492 Keiichiro Kitagawa

(0 > 0, po -0 (1  + go ) > 0 o ù  P o a (1 +  go , po ) s at is f a it  (3- 6 )) , e t  K ( K i ,  • Kd)
(Ki  =  1 ,  •  ,  d) donnés, les (PCH),(0 < T To )  n'ont pas l'unicité à  jauge
o(t'((x - )0") à a.

Envisageons des corollaries de ces théorèmes.

Définition 4 [1], [ 2 5 ] .  Considérons les conditions sur L: Soient 0 < T  < To ;
E Q  0 0 .

(1) ordre ap, x ; j  ( ( t , x )  e [0, T ] x  0). Soit ai (t, x; la partie

homogène d'ordre j  de  ajt, x;
(2) ai (t, x; = t k  - m i n x ; ((t, x) e [0, T ] x Q).
(3) ordre al-  (0, x; 0  (j = 1, • , k) ((t, E [0, T ] x (2).

(4) x; = t k + /Li - .1 ( t ,  x; ((t, x) e [0, T ] x  Q) avec un u  (0 < 12).
,n0

(5) Soit h(t, x; A, 2."° -  E ei;  ( t, x ; L a  r a c i n e  2 2(t, x; de
1=1

h(t, x; 2, =  0 est imaginaire pour tous (t, x; e  [0, T ] x  Q  x  Rd .

L 'opérateur L  satisfaisant (1) e s t  d i t  kowalevskien d a n s  [0, T ] x Q:
L'opérateur L  satisfaisant (1), (2), (3) est dit fuchsien dans [0, T ] x  Q: L'opérateur
L  satisfaisant (1), (2), (3), (4), (5) est d it fuchsien hyperbolique dans [0, T] x Q.

Remarque. Rem arquons que nous adoptons la définition plus faible que
celle définie par H . Tahara a u  [26].

Nous considérons la condition pour un P e (.61)p ()2):

cr( ja h)p a
l'ensemble { (jah); (1 + -  6v( jah)))

= P, am (0, 0}
(3-7)

soit composé uniquement des (jah) tels que I = j .

Parallèlement au théorème 5 à  [8 ] , on a:

Théorème 3 . S oit L kowalevskien et que L(t, x; at , 0) soit fuchsien pour tout
x  f ix é. On a les énoncés suiv ants pour tout (p, 6) (0 6 < p < oo, .ap h e  0 ).

[1] S o i t  S 0  O .  Pour que les (PCH),(0 < r  <  T0 )  soient uniformément (s)-
solubles, il faut que l'on ait (3 - 7) pour tous P e c  (4)p6 ( 2) et E 0 1 .

[2] S oit s cc. P o u r q u e  le s  (PCH),(0 < T  <  To )  soient t-localement uni-
formément (s)-solubles, il f au t q u e  l'o n  ait (3 - 7 ) pour tous P e c (A)0 ( 2) et

E 0 1 .
[3] S o it s Go. P o u r q u e  le s  (PC H ),(0  <  <  To )  soient localement uni-

formément (s)-solubles, il faut, à  l'ex ception du cas (3 - 5), que l'on  ait (3- 7 ) avec
= 0  pour tout P e A 6 c  (A)p ,(0).

[4] Supposons que les coeff icients sont de  C
°
([0, T0 ], ) (1e)) au cas où

s  < +c o . Pour que  les (PCH),(0 < T  <  To )  soient uniformément <s>-solubles, il
faut, à  l'ex ception du cas (3- 5), que l'on ait (3- 7) pour tous P e (4)0()Z) et

E 01.
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Ce théorèm e 3  p o u r  k  = 0, s >  1  scalaire  et s -  =  1  donne un équivalent
d 'un cas (r = m

°
)  du théorèm e 1 de V . Ya. Ivrii [3]:

Expliquons les conditions (N ,) et (N5) de V. Ya. Ivrii [3] que nous étendons
au cas fuchsien.

Soit L  fuchsien. Soient
mo

L(t, x; A, tkam° — E  a ( t , E L e (t, x;
o(co i (=0

J =1,•,mo
•où  4,04, x ; t'Am° — E  a ( t ,

J(a)=
j =1 , • , m°

L i (t, x; —  E a• '(t xg"Am
o( '  =  0, • , m

°
 — 1)

Soient, suivant V. Ya Ivrii,

; 0 pi  < 1 = 0, 1, • , d) .

Nous écrivons:

13( P o ; P ) (Po; (P'; Pd)); (t, (xo, x) 4 (a; 0 ( o;

Soient

jz 0 =_ (0;  )  ; 0 = 
( 0, (0, • , 0, 1)) .

Alors la condition (N5)  qui correspond, au cas où k  = 0, à  la condition (N5)  de
V. Ya Ivrii au  cas  où  r = m

°
 est la suivante:

Pn i140 ) (go, 40) = 0 pour )5, 3 tels que J(13 + (3 — DO) < m
°
 — po (m° — k)

entraine Law ), 40) = 0 pour )3, 3 tels que

o 0 0

413 + (
3
 — m° — Po(m

°
 — k) s l (nl ° l )

Et la condition (N )  est la suivante

- Lmokse ,  40) = 0 pour )3, 3 tels que 403 + (3 — DO) < m
°
 — po (m° — k)

(N Dw entraine La , 40) = 0 pour )3, 3 tels que

+ (3 — DP) < m° — Po(m° — k) s
s

 1 (m° — j  =  1, • , — 1.

  

Sur ces conditions (N5)  e t (N ),  on a la proposition suivante analogue  à  la
proposition 15 au mémoire précédent [8]:

Souvenons nous que nous avons au cas où  I  = 0;

t "  a • (t x) " E  c uah) (x _ i y (J2h)
ai „h (t, x)°` .Jal

h : f in i

o(a)= m° +1
j  = 1  ,  m°

(N,)

j =  1, •, _  1.
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Proposition 1. Soient

( j = 1, •, d).

1
s —  1

+ P i  ( l  = 1,• ,d 10 ,  Pd
s —  1

; j Pi

1 1
s — 1

= I  p  <  1, 6  pour d = 1 e t  s  1 — ‘ t p 6  =  e p 6  pour d > 1 etA lors on a 

la condition (NO est équivalente

Aga — bv(joch)) (
+ 

a( joch)) 1 
po 1 + s _ i J(/) = j)

( va,f; J(Œ) < j).

( vot,./; J(Œ) =

(va, i; i(a)

entraine

J(pcx — by( jœh)) 
Po

a(jah) 1 )
< 1 + + 

s  —  1

Aga — bv(joch)) o'(loth))
 P o  1 + s — 1

1

entraine

J(pix — Sv( jah)) o-(jah)) 1 <  po 1 + +
s — 1

(M3)

(M)

Et la condition (N3) est équivalente

Grâce a  cette proposition 1 on a le théorème suivant.

Théorème 4. S o i t  L  kow alevsk ien et que L (t, x ; „ 0) soit fuchsien pour tout
x  f ix é . S o ien t s  > 1 scalaire et s -  =  1.

[1] Soit s co. Pour que les (PCH),(0 < To) soient uniformément (s) -
solubles, il faut qu'on ait (N ,) pour tous p ;  (0 < 1) ( j = 0, 1, • , d) et )Z e S21 .

[2] S oit s c o .  P o u r  q u e  l e s  (PCH),(0 < T To ) soient uniform ém ent t-
localem ent (s)-solubles, il faut qu'on ait (NO au cas p o > 0  et (N 3) au cas p o = 0
pour tous p; (0 < 1) ( j = 0, 1, • , d) et X ' e Q1 .

[ 3 ]  Supposons que les coef f icients sont de C ° ([0, To ], 7<s' ) (R d )) au  cas où
s < + oo. Pour que les (PCH),(0 < T  <  To ) soient uniformément <s>-solubles, il faut
qu'on ait (N i) pour tous p ; (0 <  1 )  ( j = 0, 1, • , d) et X ' e Q1 .

Passons au corollaire du théorèm e 2. Remarquons alors que nous avons
montré au mémoire précédent [8], le théorème suivant qui est un raffinement
du résultat de S . Mizohata [15] e t d e  K . Kajitani [5]:

Théorème. S oit k  = 0. L 'opérateur L  dont les coef f icients sont analy tiques
en (t, x ), et pour lequel le (PCH) 0 est e-bien posé est kowalevsk ien.

Or nous avons:

Théorème 5. [ 1 ]  Supposons:
(1) Les coefficients de L  soient analytiques en (t, x).
(2) L(t, x; 0,, 0) soit fuchsien pour tout x fixé:
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(3) L es (PCH),(0 < <  To )  soient uniformément (cc> -solubles:
(4) L es (PCH),(0 < T 70) aient l'unicité au jauge o(1).
A lors L  est fuchsien hyperbolique dans [0, 7.

0 ] x Q0 .
[ 2 ]  Supposons:
(1) L(t, x; a„ 0) soit fuchsien pour tout x fixé:
(2) L es (PCH),(0 < T < T0 )  soient uniformément <00-solubles:
(3) L es (PCH),(0 < T < T0 ) aient l'unicité au jauge 0 (0 ) avec un z  positif .
(4) Pour tout S (0 < S T0 ), les (PCH),(S < t  T 0 )  aient l'unicité au jauge

0 (4
A lors L  est fuchsien hyperbolique dans [0, T0 ] x 0 0 .

§ 4 .  Problèmes de Cauchy non homogènes

Considérons le problème de Cauchy non homogène (PC)0 . A u cas où k
m° , on considère le (PC)0—  k données initiales [26 ]. On considère aussi
le  (PC)0 plat.

Nous fixons des m' < m l < c o ) ,  N I (N O  <  N I <  cc , .) Supposons que les
coefficients de L  soient de Cm1([0, T0 ], y( '  ) (Rd )).

Nous disons f(t, x) e Cm((0, T0 ], C"(00 )) est plate à  t = 0 (dans 0  c 0 0 resp.)
s'il existe  un T  te l que  f(t, x) e C ((0, T ], C (0 0 )) e t  q u e  to u t  atilf(t, x) (n 0)
tend vers zéro dans C°(Q 0 ) (C '(0 ) resp.) quand t tend vers zéro. Nous entendons
p a r  le  (PC)0 plat le problèm e qui cherche la solution plate  à  t = 0 d u  (PC)0

pour la donnée plate  à  t = O.
Nous en considérons les deux parallèlem ent. Quand nous considérons le

(PC)0 plat, nous convenons de dire, par abus de language, la solution  à  données
initiales nulles, la solution plate du (PC)0 o u  d u  (PCH)0 .

Différemment de la section précédente, dans cette section, nous avons besoin
de l'unicité de solution du (PC)0 .

Au mémoire précédent [9], nous avons envisagé deux sortes de l'unicité (*)
e t (**):

Soit, pour 0 < T -  <  T  e t 0 e Q c

La solution u(t, x) e Cm"-ml ([0, T ],  0 1(Q)) du (PCH)0

données initiales nulles dans 0 est nécessairement nulle

dans Cm° ' 1([0, C11(Q - )).

(*) Im poser un seul (U n:).
( * * )  Imposer (Uo

s s
o ...) pour tou t S (0 < S T - ).

Dans cette note, nous considérons, comme l'unicité au (PC) ° ,  la deuxième
unicité (**) qui est citée comme l'unicité forte  à  l'introduction. Nous précisions
la notion "bien posé" du (PC)0 .

(u Tf  )

Définition 5. Le (PC)0 e s t  d i t  localement (s)-bien posé, si, pour tou t R >
donné, il existe un T >  0, un Q  (0 e Q c 0 0 ) tels que, pour toute donnée f(t, x) e
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Cml ([0, To ], 1-1(12d )) ( p la te  a u  ( P C ) , p la t ) ,  i l  e x is te  u n e  s o lu t io n  u(t, x) e
Cm° + & ([0, T], C l (Q)) du (PC), à  données initiales nulles, et qu'il existe des T -

(0 < T -  T ) ,  Q  (0 e 52 -  Q )  tels que l'on a (Uo
s s

a ..) pour tout S (0 < S T
N ous d isons que  le  (P C ), est t-localement (s)-bien posé  si Q  e t  Q -  so n t

indépendants du choix de R, soit Q  Q 1 , Q -  Q 2 . N ous disons qu'il est (s)-bien
posé si, en  p lus, T , T  - sont indépendants de R , so it T  T 1 , T -  T 2 .  N o u s
disons qu 'il est <s>-bien posé par remplacer (s) p a r  <s>; A ce dernier, nous y
supposons que les coefficients soient de Cmi ([0 . To ], 7<g - ) (IV)) au cas où s < cc.

Dans la suite nous entendons par 521 , 0 2  T1 , T2 ceux à cette définitions-ci.
Nous avons la proposition suivante [9].

Proposition 2. S i le  (PC ), est localement (s)-bien posé (t-localement (s)-bien
posé, (s)-bien posé, <s>-bien posé resp.), alors les (PCH),(0 < t  T o ) sont localement
uniformément (s)-solubles (t-localement uniformément (s)-solubles, uniformément (s)-
solubles, uniformément <s>-solubles resp.).

Précisons les notions sur l'unicité locale. Q uant  à  l'un ic ité  au  jauge  au
(PC),, nous choisissons une plutôt globale [26].

Définition 6. (1) Soit g(t, x) la jauge définie dans [0, TI ]  x Q 1 . Le (PC),
<cc>-b ie n  p o sé  e s t  d it  a v o ir  l'unicité à  jau g e  g(t, x ), s i ,  a u  p o in t  (t0 , x0 ) e
[0, T2 ]  X  0 2  fixé arbitra irem ent, la  valeur u(t0 , x0 ) d e  to u te  la  so lu tio n  d e
Cm° ' 1([0, T2 ], 0 1( 22 ) )  du (PC ), s 'annule tant que les données initiales sont
nulles dans {(x; x — x 0 < g(t 0 , x0 ) }  et que le deuxième membre s'annule dans
{(t, x); t t0 , x  — x0 1 g(to , x 0 ) — g(t, x0 )}.

(2) L e (PC ), <00-bien posé est dit g-bien posé, si l'on a l'unicité locale:

Pour tous )2 e 0 1 e t E > 0, il existe un I/ > 0 tel que toute la

(UL) solution de C e + m l ([0, T2], C i (Q2)) du (PCH), à. données

initiales nulles dans e) s'annule dans [0, q] x B()2,

On voit aisément la suivante.

Proposition 3. S i le  (PC)0 a l'unicité  à  jauge 0 (0 )  pour un y  (0 < ii), alors
les (PCH),(0 < T  <  T2 ) ont l'unicité d jauge 0(t") et pour tout S  (0 < S T 2 ) fixé,
les (PCH)(S < T <  T2 ) ont l'unicité à  jauge 0 ( 4  Et si le  (PC) 0 est g-bien posé,
alors les (PCH),(0 < T  <  T2 )  ont l'unicité à  jauge o(1).

On a le théorème.

Théorème 6. A u  th é o rè m e  1, 2 ,  3  e t  4, o n  p e u t re m p la c e r  " le s
(PCH ),(0 < <  To )  uniformément solubles" par "le (PC), bien posé".

R em arque. Quand on n'impose que l'unicité (*) au lieu de (**), on considère
les (PC)T(0 < T T0 ) au lieu du (PC),: Alors on peut raisonner tout pareillement.
[9]
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Comme un correspondant au théorème 5, nous énonçons le suivant.

Théorème 7 . [1 ] Supposons:
(1) Les coefficients de L  soient analytiques en (t, x);
(2) L(t, x; ô , 0) soi fuchsien pout tout x  f ix é;
(3) Le (PC) 0  soit e-bien posé.
A lors L  est fuchsian hyperbolique dans [0, T0 ]  x  0 0 .
[ 2 ]  Supposons:
(1) L(t, x; a „ 0) soit fuchsien pout tout x  fixé;
(2) L e (PC ), soit <00-bien posé;
(3) Le (PC) 0  ait l'unicité à  jauge 0(t") av ec un p positif .
A lors L  est fuchsian hyperbolique dans un [0, 'T ]  x

Exem ple. Prenons un exem ple de H . T ahara  [26 ]. Supposons, outre les
hypothèses au [2] au théorèm e 7, que

(4) ap ,(t, x) = tk ." - i - j " " )ce,((, x) la I = j  avec un K = (K1 , • , Kd ) 0;
(5) Les racines 'Mt, x)( j = 1, • , m

°
) de l'équation

mo
— E E a'fœ(t, x)c œ a'n ° - ' = 0

j= 1 121=j
satisfassent

121 (t,  x; - Ak( t, x; ( j k).

A lors par l'application du théorèm e 6  (version correspondante au théorème 1
avec (p, 6) ( p  +  K, 0)) et du théorèm e 7, on voit

(6) ap ,(t, x) = t k + "- f r i " " l ajt(t, x) IOEI <
et par conséquent L  e s t  fuchsien hyperbolique de la classe (1, g )  au sens de
Tahara [26].

§5. Proposition fondamentale

Dans cette section nous énonçons et démontrons la proposition fondamentale,
noyau de la démonstration des théorèmes 1 e t  2  principaux. Nous rendons le
(PCH), à  celui pour un systèm e d'ordre 1 par rapport à Or

Les (PCH),(0 < t  <  T0 )  sont équivalents aux suivants.

(P C H S )  ( [ I  —  A (t, x; ax )]U(t, x) = 0,
U(T, x) = 0(x)

O... . 0
où  A(t, x; (3,c ) = 0 * .  '  •  0  • •  •  •  •  1

am o(t, x; ax ), • • a i (t, x; ax )

Nous envisageons, avec un e  e Rd que nous fixons une fo is choisi e t un
paramètre n  de localisation:

aa t i — A(t, x; + ex )]U,?(t, x) = 0
(PCHS),40. (T, x ) =
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Les (PCHS),0 ,  sont liés aux (PCHS), p a r  U,?(t, x) = exp (— nPex)U(t, x).

Nous énonçons les hypothèses à  supposer.
Nous fixons un YZ que nous supposons X ' 0, un poids (p, (5); 0 Si  < pi  < oo

(j = 1, • , d), et des indices de Gevrey s, s - ; 1 s -  < s  < co, que nous supposons
s (s ',  s " )  ( s 1 , • , st , co, • , cc). N o u s  écriverons de m ê m e  a (a ',  a " )
(a i , • , ±i, • , ad ). Nous considérons donnés, les nombres a  > 0, > 0, 0 <

.5, y 0 , e t un  po in t P a (1 + q, p) sur le  polygône de Newton (4)0 (0).

Il existe un nombre p o > 0 et pour tout compact K de Q0 , il

(H-1) existe une constante C telle qu'on ait:

‘_1(3.,̀,'aj c,k (t, x)1 3 C ( v r  v ( t ,  x )  e  [0 ,  T o ] x  K , vj, va, vk.

Pour tout p o > 0 et tout compact K de Q0 , il existe une

<H-1> c o n s t a n t e  C telle qu'on ait:

1 0:a; „„(t, x)I 3C ( v rp ; v(t, x) e [0, To ]  x K, vj, va, v k.

Remarque. A u cas où s i:-  =  oc, on convient que (vsi !)sip ; est une constante
dépendante de vi .

(1  .- s -  <  1- c0; a  eo ; P a (1 + q, p) e (A) 0 (0); 0-4,; y < e ;;
a p — y(q + 1), 0 < p — y(q + 1).

(

1 s- + o o ;  a 4'0 ; P (1 + q, p) E (A)0(0); (T'i l, y < o - ;
a <p  — y(q + 1); a < e 0  au cas exceptionnel (5-1).

(5-1) ep6 = pi  — bi  avec un j.

Nous considérons la condition E(A) suivante:

- A étant donné, il existe un voisinage de l'origine Q A  0 0  tel
que, pour toute suite des données initiales 0  a  {0„(x)};
0„(x) a (cp„,(x), . , (p„„,o(x)) où (po  E  H< 1 >(Rd ), satisfaisant, pour tous
j,

110 :(Pnill 'C o d ,(c o n)P.Œ. ( vn, a')

avec de certaines constantes C o „,,, c o  et pour tout cr (c•° <0.), il
existe, ..r„ étant t„ a . 'C r i ',  un polynôme  P A ( f l )

 et au moins une
solution U,?(t, x; Tn ) du (PCHS)T n e n  ayant une estimation à priori:

m .

E sup i u(t, x : t )  _-  PA 0 (n) exp (An - ) 'ri » 1
i = 1  x e r r °  Q A „

, te[T„,Ton-°-1

(

Pour tout A > 0 donné on a E (A ). Au cas exceptionnel
(5-2), QA  peut être choisi QA  -- 0 2  C  00 indépendamment de A.

(H-2)

<H-2>

E(A)

(H-3)



pente a} . Remarquons que l'on a:

(5-3) Pg(A)(t, x ; ; .3 ) PV(A)(t, x; )t) (a =
x; —= 1)°,3(A)(0 , x; (a 0  4 ).

(5-2)

<F1-3>
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a  = = p — bi  avec un j.

(Il existe un /11 >  0 tel qu'on ait E(A 1).
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Nous envisageons, pour un sommet P (1  + q , p )  d u  polygône de Newton
(4)0 ( 2) e t un  a  (a ; a  < a",;) donnés, le polynôme:

Pg(2)(t, -x; Am° — E  ta(jœh)-gif(jah)asiŒh(0, Xhgœ Am °

( ja h ) r ;

o-( jah) ( po a — bv(joch )  ) )

où r ;  { (jah); (1 + . , soit sur la ligne passant par P

Alors la proposition fondamentale s'énonce:

Proposition fondamentale. [1 ] Sous les hypothèses (H-1),
partie réelle de la racine de pg(A )(t, x; + 0) = 0 est non
vt; t (t T, au cas y = O) e t  v(x, n) e  n Q

A )
.

A >0
[ 2 ]  Sous les hypothèses <H-1>, <H-2> et <H-3>, la partie

(H-2) e t (H-3), la
positive pour tous

réelle de la racine
t (t T1 au  casd e  4 7

6(1)(t, x; + in; 0) = 0 est non positive pour tous vt;
y = 0) e t v(x, ri) e  g o ).

D É M O N STRA TIO N . [1 ]  Nous démontrons
résultat: Nous pouvons alors supposer:

[ 1 ]  par absurde. Nous nions le

4--„, n f2
A (  0

 =  eIl existe des t° (0 < < T 1 ), x °

A>0

(g° o 0), 60(0 < 60), m2 (1 < m2 < m° ) tels que les racines

x 0; co) p pim ( t o, x 0; 0 ; U) =  0 satisfassent:
(H-4)

Re ili (t° , x ° ; (0) > 460

Re 2 (t° , x° ; C°) <

<H-4> (H-4) où on remplace

CHOIX DE [ t ,  t ] .

j = 1 ; .; m 2

j =  m 2 ± 1 ; ;  m O.

0 E  n .Q .„ par x L i 6  - -
A 1 •

A>0

tn° = , tn1 t ln -y

avec un paramètre n  de localisation. t 1 ( t °  < t 1)  sera déterminé ultérieurement.
N o u s  c o n s id é ro n s  d a n s  t E Et, tn . N ou s lo ca lisons l'opé ra teu r: 0,/ —
A (t, x; nPe + iD) à  la direction de (x° , C°).
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CHOIX DE .0'. Soit 1 < s* un vecteur quelconque tel que sr s î  si sr > 1.
CHOIX DE po  E T  00 .  Soit po  ce lu i dé fin i à  (H -1 ) . Soit P o arbitrairement

fixé.
Soient 0 < 2r < r o , 0  <  2f <  fo , 0 < p ;  < P o , 0  < 5  < 5  des nombres tels

qu'on ait {x; lx - x2_,i1 5_ 6v(r 0 )}  c  0 0 , qui seront déterminés ultérieurement
mais qui sont d'ailleurs arbitraires pour le moment.

DÉFINITION DE Zn (X). Soient xi(x) ( j = 1, -, d) des fonctions d'une variable
de la classe de Gevrey d'indice (1 )  satisfaisant à

( (va, vx )10:(xj(x) -  4 )1 5ro  cds, p;OE

Xi (x) = xi lx - xij) 1 4r
o  5 Xi (x) = x ii lx  -  41  5 r 0

et x(x) = (0,x1), • • • n 'd x d (edx ,,)).

DÉFINITION DE En (11). Soient S i(ri) (j = 1, • , d) des fonctions d'une variable
de classe de Gevrey d'indice (sr) satisfaisant

(laci(Ei (n) — 5f0cdsIijô2 ( vot, vn)
= 11 1,1 — sico=ny In — ?di 5f0

et En(q) =  (nPiE l (n - Ptri,), • • • , nPaZ7d (n- Pma )) .

MICRO-LOCALISÉ DE L'OPÉRATEUR. Le micro-localisé de l'opérateur différentiel
a(x; D) à  symbole a(x, g) est, par définition, l'opérateur an lo c (x; D) à  symbole

ani..(x; n) = a(xn(x); En ( 1))

Rem arquons que l'on a, pour a(x; ti) = xfia - (x)11"

In- P œ ± "an10.(x; ri) -  x ° 'a ln - a x
o m o . 1

 - +0( r o  .-  0) .

A  ce tte  ana lyse , ce  qu i est fondam en ta l, c 'e st la  m icro loca lisa tion  de
l'operateur, mais pour la faire fonctionner il faut micro-localiser la solution.

DÉFINITION DE p0 (r0 ), po (t0 ).

Po(ro) ..=. (P0(r0)15 •5Po(ro)d)

Po(ro)i
 ( 2 p 0s i  s j -  > 1

Max {2p o , } s i s7 = 1

Po(P0) = Max {20 0 , P0 1 } •
CHOIX DE N I , I .  S o ie n t, p o u r  r o , Po ,  r ,  P et c >  1  supposés donner qui

seront déterminés ultérieurement;

(R0130(P0)Ke) 1n( P - 6 ) et
k 
--oPo(ro)Kerls- n(P

où R o -a C o r '  e t  fi o =  C 0 P- 1  avec la constante absolue C o à. la proposition 2
au mémoire précédent [7].

DÉFINITION DE cx„(q). Soient 4(0 (j = 1, • , d) des fonctions d'une variable
de la classe de Gevrey d'indice (sr) telles que

et 0 0 (fo ) e R  soient

( j  =  1, • , d)
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0 ct (/) •  1 , o (q ) = 1 sur {17; 117 — q.71 1P}

Supp {l1; Ir/ — p}

ice (17)1 3c(R„koPeog
et Gt.(11) = cx,101 - P lqi)• • • 4(n -

s'alla)

DÉFINITION DE f i ( x ) .  Soient f3(x) ( j  = 1, • , d) des fonctions d'une variable
de la classe de Gevrey d'indice (1 )  telles que

0 [1(x) •ç 1,( x )  =  1 sur {x; lx —

Supp f3 c  fx; x  — xyl < r}

N1(.1 +0(x)1 BC (N R 0 )av!s7 pi; ( v q N  Vv)

et fl„(x) = (n 3)• • • A d
i (n 5 dxd ) .

DÉFINITION DU MICRO-LOCALISEUR DE SOLUTION: f7n (X; D ) . Nous envisageons
le localiseur V(x; D) = a n (D)fl„(x). Alors on a d'une part:

17,4(x, D) =  a (D ) )67,( , ) (x) .

et d'autre part:

v,.(41+- ;̀ ,;(x, 71)1 3 C  Ge n 1 1 0 ) P (N n Re id s* le  PPn - P ( P  P ) +  + v )

( VP \1(1 Nn, v)

Nous opérons V,;(",3(x; D) de la gauche

[ / —  A(t, x; nPe + iD)]U,Nt, x) = 0.

DÉFINITION DE O (x ) .  Soient 0i(x) ( j  = 1, • , d) des fonctions d'une variable
de la classe de Gevrey d'indice (1 )  telles que

0  0 i(x ) 1,0 i ( x )  = 1 sur {x; x  — 41 r}

Supp 0-i c  {x; x  —  41  2r }

‘ . 10 :1v)(x)1 3Cv!sl

et 0„(x) 01 (0 , x,.)• • • Od (ea x d ) .

Alors, A(t, x; Ox )  étant un opérateur differentiel, on a

)3(x)A(t, x; nPe + iD) = )3„(x)A(t, x; nPe + iD)0„(x)

Et l'équation:

— A(t, x; + iD)]U,(t, x) = 0
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s'écrit:

[0]

[ at I  — An  l o n (t, x;

An 10 4, x; 111 =

api 10 . ( t, D) = a;(t,

auv(t, x; D) = [

D)] f7; (x ; D)0(x )U(t, = a""(t,

0 . 1 . 0
0

x; D), • • • , x; D)

Xn (x); + i•=7.101„=D

0
f e ( t ,  x; D), • • • , fi (t, x; D)1

x; D)0„(x)(.11„3(t, x)

s. f tv (t, x ; D) = 1741;1(x; D)a; (t, x; nPe + iD) — a;n10c1t, x; D1i7 (x; D).

Revenons au (4)0 (0). D 'après le choix de y, nous avons:

Apoc —  Sv( jah)) — y(o(jah) — qj) pj (V
j, a, h)

avec l'égalité à (1  +  
( 7 (  j œ h )  a ( p a  —  ( 5 v (  j a h ) ) )

rp+ y = u; , sinon ae pour
/ '

o-(jah) , J(pa — Ov(jah)))
1 + P.

Donc

cti (t, x; n) (nPitgi)_ 'ai. x; ri)
E  t a(jah)—qjn ( pa—(3v(jah))—pj(x 0v(jah)ajœ h (0 ,  x ,C51)c0a

ah

+ n - J( PŒ- 6 ''uOE'w { ( x v
(

iah) a; ( t, X)(n P e  +  i9 2/1x =x „(x), a-„(,)

— (tr 'x ° )"( i ' h)ajŒ h (0, x2)(n
1
n a l)

satisfont

al (t, x; n; n) = E t°a(jah)—qjx0v(jah)a j a h  (0 , x 2 ) c oa • 0,..,,o,n,,10)
(jah) E  Fp

+
(v t e  [t , t])

la}( (4 ) (t ) x 5  t1; t1)1 < BC11 !V!s  7314PO' n— " + 6 v ( V i t ) (Vt e [t g
°

,  tni ])

( V X; IX — X13 1 4ro , vri; — ?Pl 4P0)

lalc(4) (t, x, ri; n)I < 3C tir* v !'gP ôn - P"' 02, Vv, vx, Ct e [tn
°, t ] )

OÙ o r 0 , ; ( ) , , , , , i ( 1 )  est la quantité tendant vers zéro quand on fait tendre r o , Po vers
zéro, n  vers c o  e t  t1 v e r s  t° .

Soit H  une matrice telle que l'on ait

0 1 0
H  o

141 2
6
m
oo •
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où •
E t cr(jah)—qjx 0v(j

jah)a. ah(0  X ) OŒ

(jah)e

Posons

U,1(t, x) H diag [1, (nPtq) - 1 , • • • , (nPtq) - ( m° - 1 1(9 x)

Alors, l'effet de l'irrégularité  à  t = 0 de la transformation

diag [1, (nPtq) - 1 ,  •, (nPtq) - ( m° - 1 ) ]

est estimée, pour t  e [C , t ] , par

'CnPtg(n - ( P- 7 ( q+1 ) ) t ° - ( q+ 1 ) ) .

O r com pte tenu de (H -2), ri - ( P" (q+1 ) ) 0 - ( q+ 1 )  peut être m inim isée autant qu 'on
veut par faire tendre n vers co.

CHOIX DE ro , Po ,  t 1 . Nous choisissons r o , Po ,  t l  en  sorte  que  l'on  a it

{x; lx — :5_ 6r0 } Q0 ,M i n  { p-o- ', 1} , f oM i n  { 6 1, 1} , < T0 ,

e t que, le  system [0] s'écrivant:

- 0,17„(M(x; D)U n
l (t, x) = nPtq[A l (t, x; D; n)1 4(x; D)U,;(t, x)

+ F l (f 4 ; Uni )(t,

A l  (t,
 ( 2 .  ( t o ; x o;  c o)
x; D; n) = 

0 Amo(to; x o;  c o )) J+ (2 i .(t, x; D; n))

x; ti; n)I < 3C l i r *V r * p P l —  P" .4 -6v

F 1 (f7„?;3; Un
i )(t, x) = H 

(n - Pm° t - qm7,;(t, x; D), • , n- Pt - gf,"(t, x; D)

x H - 1 ( t ,  x )  .

vt e [ t ,  tn , vx, vn, vn » 1 .

Nous estimons d'abord

Ill F' (v,V  u,1)(t, 0))111

DÉFINITION DE M ( K ) .  Soit, pour K >  1  donné que nous déterminerons
ultérieurement:

mr(K). ;;- - 1 )"( fio(POK)"(po(ro)K)in-P, +,5P

6 0l 'o n  a it:  lAi i (t, x; n)I —mo
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DÉFINITION DE C (s ) .  So it:

C(s - )

Min
,hep,=(pi -aps-; \C 0 p0 (r0 )ice

au cas où il n'y a pas de j  tel que ep6= (5.i

i ;  ph f i ( C  Po(ro);Ke) CoPo(Po)Ke)}
f  

Min {  Min

au cas où il y a au moins un j  tel que ep a  = p;  — Si

où C o est la constante  à  la proposition 2 à  [7].
On a la proposition suivante dile à. S. Mizohata [17], [18] dont on trouve

la démonstration  à  [7].

Proposition 4. Supposons que les coefficients satisfassent:

10„vap c ,(t, x)I 3Cer-14V v V(t, X) e [0, T ] x  K , vj ,  a, K  compact c  00 .

A lors il existe une constante absolue C2 et un polynôme absolu P(n) tels que l'on
ait:

E mr(K) III F '0 ( 1); U„)(t, 0)111
„. v .ç1s

C21C- 1 E mr(K) v,(4) (0; D)U,;(t, 0 )11

+ 3.1) (n) exp ( C(s - )e)11U,1 (t, 011 (e ep,5) •

Nous estimons U (t, x) du système [I]:
O n a, com pte tenu de (H- 4) et l'inégalité de Garding:

[m 2 m 0

E il Feco; MUMt, 011 — 11 17.(4))(°; Mt- „i(t, 011
=1 j m +1

m 2 m 0

nP tq (2 6 0  E v„(41(0; D)U(t, 0)11 — 11174"(°; D)U„i(t> 0 )11)
j 1j m  + 1

+ ((50 111 17,;( 4,,;(0; D)U,;(t, 0)111 — 111F (17 ; U,;)(t, 0))111))

Soit:

E l (N ) ( t )= E M fr) [ E ve;(.; D)U .i(t, 0)11
v L i '

m o
iipn (o; D)U(t, 0 )11]=m +1 
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Alors on a, grâce à la proposition 4:

at E l (U,;)(t)

nPtq[26 0 E 1 (U,
1

)(t) + (60  -  c 2 K- ') mr(c)111V,e)(0; D)U(t, 0 )111]
5N„, v SN„

— 'P(n) exp ( — 0111 (66 )  •

CHOIX DE K. Nous choisissons ici K en sorte que l'on ait: So — C2 K- 1  > 0,
1 < K. Alors par les intégrer on a, tant que E l  (LI„)(On") > 0,

(E l (Un
i  )(t„ ) exp

2 6

°
q  +  

(t" -" — t" +1 )nP - Y(q + 1 ) )
1

x (U)(t) —  'P(n) exp ( —  C(s - )e )

X  Sup Ill U,I(t, 0111)
t [t2, t

(5-4)
El (U,; )(d) exp (260 nP log ( 71))

x (E i (U„ ) ( t )  — 'P(n) exp (— C(s - )e )

X  S l i p  111 Ur, 4,°)111) (q = 1) (6 e
t E  [t2,I4]

Soient (o.l( )  ( j  = 1, • , d) des fonctions d'une variable de la classe de Gevrey
d'indice (1 ) telles que

0 COi (n) 1 , Oi(q) = 1 sur tri; i  — I7 if} ,

suPP (P./ (7i) ten — ri.71 P},

leP.l ( 1 ) (01 'cods'W (va)

et (M il)  =( n ' 1 ) . .

Et soit

49.(x) = 
(2 n )

d ex  - n  x  ) "  n (11)dll .
1 - d  0

Soit U,?(t, x) la solution du problème de Cauchy

[

[0,/ —  A (t, x; ne'e + ax )]U,(t, x) 0
U,?(t„) , x) = 1-1- 1 (̀yon (x), 0, ..., 0)

(q — 1)( 6 6 )



506 Keiichiro Kitagawa

C'est cette solution-ci qui nous mène à  la contradiction. En effet on a d'une
part:

0)11 = Ii Û,()I 1 'cecnya .

Donc grâce à (H-3), pour tout A > 0, tant que Ino x  — x° I < 2r entraine n 1x e QA ,
on a, avec un polynôm e PA (n) en  n:

E Sup 1U°
i (t, x)1 PA (n) exp (Ana)

J=1 x -x°152r
t e[ t?„ t,;]

et, compte tenu de la définition de U (t, x), on a avec un polynôme absolu P(n)

(5-5)
E l  (U„)(t) P(n)111U„(t„, 0)111 P(n) Sup Ut; (t, 0)111tE[I,q0

P(n)PA (n) exp (Ana) ( n »  1) .

 

D 'au tre  part on  a , pour tou t N:

E l  (U,;)(t) 1117,,(0 , D)49.(0 )11

Ilan(D)ft(0 )49n(0 )11

11 16„(0 ); ( 1))(P( 0 )11 — 114 ( 1 . , A,)(0 ; D)(P.(°)11

où -4/(xn, #.)(x; f7n0C; E -
1

ci(„ )(0fin( y )(x)

lYO r on  a  la  proposition  dont on  trouveraN I !monstration à  [6], [7].

Proposition 5. Par choisir N : convenablement, on a avec une constante c et
un polynôme absolu P(n):

11. N:(an, /3n)11 'P(n) exp ( —

P-
 —  

6 
o ù  e. = Min ' .

j

Grâce à  cette proposition 5, on a:

Ei (U )(C ) 11)6.(Pnll — exp ( —3vne* ) II 49„11 •

Or ayant:

149n(11-3x° )1  1= (2 7 0 d >  3C n °

  

n »  1

1
et 1049„(x)1 = ( 2 7 1 ,

e
i ( x - n - â x ° » 1  00'0 .01)&1 < 3Cn2 ° (J(Œ) = 1 )

   

on  a , avec  un  3C > 0 suffisamment petit:

149.(x)I 3Cn° ( vx; Ix — n 'x
°

1 < 3Crl-P).



Sur des conditions nécessaires 507

On a par conséquent:

Il Amn11 I >
1/2

icp„(x)I 2 dx) 'Cno2 .
lx -n - ix°1 3 Cn - P

Ainsi on a:

(5-6) El (U )(t,? ) 3C012 ( v n  »  1).

CHOIX DE A , r  et P. A u cas où  a  < , nous choisissons A tel que

A < 2 6 °  ( t l ' i — (q 0 — 1)
q + 1

(5-7)

< 2(5, log (q = —1).

Soient r  e t  P des nombres quelconques tel que l'on ait:

lx; lx — 2r1 Q ,  , 0 <  2r < r 0  ,0 <  2P < P0  .

A u cas où  a  = eo à l'exception du cas (5-2), nous choisissons P en sorte
que l'on  a it 0 < 2,1 < P ,  et nous choisissons A  tel que l'on ait (5-7) et

(5-8) A  <  C (s )

Soit r  un nombre quelconque tel que l'on ait: lx ; Ix — < 2r1 c QA , 0<  2r <
p.,. Ce qui est faisable car e f l QA et que C ( s )  est alors indépendant de r.

A>0
Au cas exceptionnel (5-2), nous choisissons r  e t  P arbitraires mais tels que

l'on ait: lx ; Ix — <  2r1 0 1 , 0 < 2r < ro , 0 < 2P0 <  P .  Et nous choisissons
A  en sorte que l'on ait (5-7) e t (5-8). Ce qui est faisable d'après l'hypothèse sur
QA au cas exceptionnel (5-2).

Remarquons que, pour tout A  fixé, x ; Inox — x° 1 < 2r entraine x; e QA
pour tout n  suffisdamment grand. Alors grâce  à  l'estimation d'énergie (5-4), (5-5),
(5-6), (H -2) et le choix de A , on a:

26o,E1 (Un
l )(41 ) e x p  (

q  +

-

1
(t

,

 — to )4,1+1) (q 0 -1 )

exp (26 0  log (--0 )  nP) (q = —1).

C'est contradictoire à  (5-5) encore grâce au (H -2) et le choix de A .  Ainsi
[1 ]  de la proposition fondamentale est démontrée.

[ 2 ]  Nous montrons [ 2 ] :  Au cas où s - < +c o , A  = étant fixé cette fois,
nous choisissons, excepté le cas exceptionnel (5-1), po en  sorte  que  l'on  a it

(5-8) < C(s - ) .

Le reste est tout pareil au précédent.

(5-9)
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Au cas où un des sT = cc, e  étant alors nulle, a = 0 d'après (H-2). Alors
considérant tous les sJ  =  cc, on modifie et simplifie alors ce raisonnement comme
le suit:

Il ne faut pas l'estimation de G evrey. On n'a donc pas besoin de quantités:
S", p o ,  Po, P0(r0), o 1 P  C ( s ) .  Au choix de r  e t  P, il suffit de choisir
r = ro  e t  r = Po . Aux définitions des xn (x), En (q), a,,(), / (x ) , (Mx), On (q), il suffit
de les choisir en fonctions C"' sans estimation de G evrey. La définition de Mr(K)
est remplacée par la suivante.

DÉFINITION DE /171,r(K). S o l t ,  pour K >  1  donné,

Ar(K) tc"+ "n- Pv+ 6 " .

La proposition 4 est remplacée par la suivante qui est démontrée pareillement
ou même plus aisément qu'à la proposition 4.

DÉFINITION DE c.

Min {(pi  — (5; );j = 1, • , d} .

Proposition 4 bis (cas où = oc (j = 1, • , d)). On a, av ec une constante
absolue N 2  pour tout N ;

E Ar(K)111F1 (ve,;; u„)(t, 0))111
c , „-, E  Air(K)1117,4(0;  D )U ( t ,  0 ) 1 1  + 'c n -  

,N +N2 mu I , .
ntt 011

g, v .ç1V

La proposition 5 est remplacée par la suivante qui est démontrée pareillement
ou même plus aisément que la proposition 5.

Proposition 5 bis (cas où s J  =  c c  (j 1 ,  •  ,  d)). O n  a p o u r to u t N

N(Œ., f3n)11 3Cn
- , N + N 2

Au lieux de choisir N „, nous choisissions ici N  en sorte que l'on ait: N 2  +
111' < N  o ù  /1/11o r d r e  PA , o (n).

Compte tenu de ces modifications, il suffit alors de suivre le raisonnement
ci-haut. C.Q.F.D.

§6 . Démonstration des théorèmes

(1 ) Démonstration du théorème 1. [1 ] Quant à  l'estimation à  priori, grâce
au théorème du graphe fermé de Banach, on a la proposition suivante [8], [9].

Proposition 6 . S o it  s (s', s") (s,, • , s e , c c , ,  co); s i < o o  (  j  = 1, • ,
Supposons que les (PCH) 1 (0 < To) soient uniformément (s)-solubles. A lors on
a l'estimation suivante:
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Il ex iste, pour tous R  > 0 et com pact K  Q ,  donnés, des constantes C e t M
tels que pour toutes les données pi (x) E H(R 4 ) ( j = 1, •, m° )  telles que

m .

E Sup II a x œ ( P i l l / a l s ' R ' ' '  0  O,
j 1 0 (a " ,

il ex iste une solution u(t, x; r) E Cm°([r, Tl ], Ce ) (S21 )) du (PCH), ayant l'estimation
suivante uniforme par rapport à r e [0, T,)

mo
E  Sup 1 T  alax tl(t, X; r)1 C E S u p  il t e Er, T i

j= 0  Aci)-çNo j = 1  J(ce " )
x e K

Par l'application de la proposition 6, on a l'estimation à priori de la solution
du  (PCHS),(0 < r):

Il existe , pour tous R  > 0 et com pact K  Q , donnés, un polynôm e P(n)
'en  n te l que pour la  donnée 0 (x )  ( (P n m ° ) telle que l'on ait:

8 2 (19n
3C ( c o n ) P '" '

avec des constantes CoOE ,, et c o , il existe une solution Un
° (t, x; r) du (PCHS),(0 < r)

ayant l'estimation:

„,0
sup

j=1 J(a).1.10
x E K ,0 < s< t< T 1

It mcra'N,,°;((, x; 3P(n) exp (An')

a  a  a p a e t  A  Max {si (4/R i ) l i2 , ; j  = 1, •, el .

Etant s + G o , a p b  > O. Etant a p b  e p b , s -  <  + c c .  O n  a  [ 1 ]  par
l'application de [1] à  la proposition fondamentale avec = 0, a  = cr° = 0,
0-1 = 0, A  = Max {si (c ieR ) 1isi;j = 1, • , e l où  R;  peuvent être choisis arbitraires
e t y = Max {e, cr;}.

[2 ] ([3 ] re sp .) Par l'application du hom ologue de la  proposition 6, on
peut raisonner tout pareillement au précédent. Mais il faudrait remarquer quand
même que T , (T , e t 0 1 resp.) dépend du choix de R . Donc à  l'application de
la proposition fondam entale, on choisit cr° >  0  convenablem ent. O n y  rend
compte de (5-3).

[ 4 ]  On peut aussi raisonner come au  [1]. La seule différence à remarquer
est que R  n'est plus arbitrairement choisi mais qu'il est fixé. L 'application de
[2] à la proposition fondamentale avec = 0, a =  c l o  et a ,  = (r1 = 0 montre [4].

C.Q.F.D.

( 2 )  Démonstration du théorème 2. Pareillement à  la proposition 12 à  [8],
on a la suivante:

Proposition 8  (S . Mizohata). S upposons que les (PCH),(0 < r <  To )  soient
uniformément <cc> -solubles et que les (PCH),(0 < r <  To )  aient la propriété de
l'unicité à jauge g(t, x)r xv à l'origine.
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Pour un com pact K  Q 1 , il existe des nombres positif M, N, C et un polynôme
P(n) en n tels que la solution U,° (t, x; t )  du (PCHS )0, satisfait

7„0
E ItmTZ(t, x; ,r)1 3P(n) exp (3CnPg(t, x)t"xv) E
;=, Acc) .)11

j =1 , • , mo

v
t E [T, To ]

vx e K

N ous m ontrons le théorèm e 2 par absurde. N ous supposons d 'une part
q u e  l e s  (PCH),(0 < t <  T0 ) soient uniformément <cc> - s o lu b le s  e t  q u e  l e s
(PCH),(0 < r  <  T0 ) aient la propriété de l'unicité  à  jauge  o(t"(x - ".i)") à 5e, soit

g(t, x)t"(x -  )2)v (g 1 (t, x )t"(x  - • • • , gd (t, x )t"(x  -

avec lim g(t, x) = 0 pour un (X' e 0 0 ), un y  = (v 1, • • , Va)  e t un  (p, 6) (0 < p)
t-oo

e t u n  iC ( K l ,  •  , K d ) >  ( K , ,
8 1 , •  , K v

e
d )  pour un 0  tel que 0 > 0, po - 0(1 + g o ) > 0 où

199( 1  +  go , po )  satisfait (3-6).
Alors grâce à  l'hypothèse (3-6), on peut b ien  supposer d 'autre  part qu 'il

_ •existe un + iq
o
 (q ° 0  0) e t  u n  x°  tels qu 'il existe au m oins une racine

4 0 ,  x 0;  c0 ,) de pe (2)(0, x'; C0 ; )2) = 0 dont la partie réelle soit positive. Supposons
pour la simplicité d'écriture que fe = 0. Alors on a:

0  <  ; (7-;, < 0 < o-4 ; 0 < p, - 0(1 + go ) où P 9 (1 +  go . po );

pi  - d(vi6) - OK i  < Min {po - 0(1 + g o ), ep d } (j = 1, • , d).

Par l'application de la proposition 8, on a l'estimation  à  priori:

TOSup 1T v n ik t, X; '01
j =1P O  3n -

0 •<•r <t <1' o n - '

d
P ( n )  exp ( 3C E S u p  g i (t, x) vis)-o.d) E

j=i J(a) Af
t e [0, T o n - e] j =1 , • ,

< 113(n) exp ( Sup g i ( t , x ))n ')  E
1x1 Bn- , 0 ( a ) _ •5,M

t e l°  , Ton - % j =1 , • , d j =I, • ,

oùa  = Max {0, pi  -  J(06) - O x i ; j = 1, • , dl .

Au cas où s -  < + cx) , on peut appliquer [1] de la proposition fondamentale
avec e  =  Re a

°
 = 0, =  6 ,  a  = Max {0, p -  (v 6 )  -  OKi ; j 1 ,  •  ,  d } , y  = 0

e t 52, lx ;  'x i  B I  c Q0 av ec  u n  B  > 0 choisi pour tout A  > 0 donné:

Sup Ig k (t, x); t E [0, To n -
° ], k = 1, • , dl < A (vn » 1) .

E t au  ca s  o ù  u n  d es  s i = +co, s étant s  = +co, on peut appliquer [2 ] de
la proposition fondam entale avec = Re C°, = 0, cr i  =  6 ,  a O, 0,
fx ; lx I BI c Q , pou r un  A  A l  f ixé , e t y = O. C.Q.F.D.
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(3) Démonstration du théorème 3. Considérons un P  en question. On sait,
g râ c e  a u  th é o rè m e  1 , q u e  la  p a r t ie  r é e l le  d e  la  r a c in e  d e  l 'é q u a t io n
pe(2)(t, x; = 0 est non  positive . Souvenons-nous:

E t e rl ic t i t ) —  x v (jŒh) (1
j a h

(0
,

b aP  ( A ) ( t ,  X ;  ; )Z) Am° — ±  X g
(jah) E  r,,*

o ù  r,,+ e l e }  .{ (jah); (1 ±  ' ( i a. h) ,
J(Pct — b v(jah)))

S o it  r Min fo(1)/j;(jah) E rp+ , aie» , X') 0  0). R em arquons qu 'au  cas où
s a), on a > 0, O n  a  0 < r 1 .  Car, grâce au choix du  P et à l'hypothèse,
/71; n {(X, Y); X  0, Y = 0} = 0. D'autre part, on sait que la partie réelle de la
racine de l'équation:

A m. _  E  t ouah)—qix v(iŒNa ja h (0 , x x . Amo—; 0 ,

(jah) e
=r

la racine étant homogène d'ordre r en est encore non positive pour tout (t, x)
e n  q u e s tio n  e t  to u t e R d . Si r < 1, c'est une contradiction. C.Q.F.D.

(4) Démonstration du théorème 4.
Démonstration de la proposition 1. Envisageons la condition, pour e  fixé

(1  =  1, • , m):
(1) P il e = 0 pour )), 3 tels que

+ (3 — )j3) rez ° — Po(m° —  — 
s  —

s
1

(m
° — • j =  1

, •  , m
° —1

Remarquons que l'on a:
(m o j

)
t4 1 (1 0, '43) = E ah„(A)(x°

° )
(

4 = 4 .
4 ( A ) = h  m°  + e — y)! (m

°
 — — 70)!h =1 , • , m°

11•1(1•1
= 0171 ah..(h)(0)

— Yd)!

h = m ° — yo = Y' , =  — y  — d(y') Yd

Fixons j ,  a  en  so rte  que  l'on  a it J(a) = j  — m° + t .  C om pte  tenu  de  ce tte
remarque et o(a) = j — m° + 1, on voit alors que (1) est équivalente

(2) a;„(4)(0) = 0 tant que

)60) < j ( —  ) —  (a' (1 — P ')) + 
s  —  1

(400  j )  + kPo Ma) = j  — m° + e) .

Grâce à  l'expension de Taylor, on voit que (2) est équivalente

(3) c(fah)(30 +  (v(fah)P) j (
s  —

1
1

+ po )  +  (0e (
s  —

1  

1  
± p ' ) )

+ 
s  —  1 

ad (J(a) = j  — m° + e).



1 1
pour d — 1 e t — a

/ A  
= e

p 6s —  1
pour d> 1a p6 ep ,s —1 <
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Soient p' 1 p', pc, 
s  

; 6 p. P o u r  c e  (p . (5), les coefficients étants — 1 s - 1

supposés analytiques, on a:

e t (3) est équivalente

(pct — (5v(jah)) (TU A ) 1 
(4) p o  1 +  + Mot) = j  — + ().j s — 1
La proposition est alors claire. C.Q.F.D.

Démonstration du théorème 4. G râce au théorèm e 3  pour le  po ids (p . (5)
défini à  la proposition 1 pour p i (0 j  d) données, on voit la nécessité de la (A15 )
e t (M's ) au  cas [2 ] pour po  = O. Q u a n t  à  la nécessité de la (M's ) au cas [3 ], le
théorème 3 pour ce poids ne peut pas être appliqué directement  à  cause du fait

p  
=  s _

1  

1 . M a is  s i o n  n ie  la  (M's ), le théorème 3 pour le poids (p - , (5 ), poids

un  peu  pe rtu rbé  de  celui-là  en  so rte  que <
s 1  

d o n n e  la  contradic-—
tio n . Le théorème 4  est alors clair grâce  à  la proposition 1.

(5) Démonstration du théorème 5. [1 ] Considérons le poids (p, (1, 0).
Montrons

(z1) ( ) c  G {(X, Y); X 0, Y 1} —  {(0, 1)} .

Remarquons que ei o = 1. N ions le  résultat. Il existerait alors un 0 > 0 tel que
Po (1 +  Re, Po) satisfait à  (3-6) e t  q u e  po — (1 + go ) 1 de sorte que K g = O.
C'est une contradiction grâce au théorème 2.

Or com pte tenu du théorèm e 1, on a

(.4 )1000 G =" {(X, Y); X  0, Y 1} — {(0, Y); 0 < Y 1} .

Le reste est claire encore grâce au théorème 1.
[ 2 ]  Considérons le poids (p, (5) ( 1 ,  0). Montrons

G —= {(X, Y); X  > 0, Y X } .

Nous remarquons que ep , = O. N ions le  résu lta t. Il ex istera it a lors un  0 > p - 1

te l q u e  Po (  1  + go , po )  satisfait à  (3-6) e t  q u e  po — ( 1 + go ) 0  de sorte que
Kg < p. C 'est une contradiction grâce au théorèm e 2.

Montrons que L  est kowalevskien. Nions le résultat. Alors il existerait un
(j, a) te l q u e  a I > j, aiOE(t, x) 0 à  tout voisinage de l'origine. Alors il existerait
un I  sufiisamment petit tel que ai a ,(i, x) O. C onsidérons les (PCH),(i < 7'0).
Alors la considération de la première étape avec p = 1 nous mène à  la contradic-
tion. C.Q.F.D.
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( 6 )  Démonstration des théorèmes 6, 7.
Démonstration de la proposition 2. La démonstration se fait tout pareillement

[ 9 ] .  Nous nous contentons d'esquisser la démonstration. Nous envoyons les
lecteurs à  [9 ]  sur le détail.

Considérons les (PCH),(0 < t  <  T0 ) à  données initiales com m unes yoi (x) e
1-1s,(Rd ) (j 1, •, m°). Formons la fonction 0(t, x; E C m  - F i n ° ( [0, T0 ], 1-1s,(Rd )) qui
est la solution formelle  à  t = t  d u  (PCH), à  données initiales {yri (x)} 1 . Soit
f  °(t, x; t) L(t, x; ô „ x )uo (t, x ; t). Nous la prolongeons par 0  dans [0 , t] x  Rd .
La fonction f(t, x; t ) ainsi prolongée est de Cm1([0, T0 ], 1-PR (Rd)) et plate à  t = O.
Soit v(t, x; -c) la  so lu tion  du  (P C ), pour la  donnée f(t, x; T). Alors u(t, x;
u°(t, x; -r) — v(t, x ; t)  e s t  la  s o lu t io n  d u  (PC H ),. Nous préparons l'estimation
canonique pour la solution du (PC),  à  l'aide du théorèm e du graphe ferm é de
Banach. N ous ob tenons a in si l'e s tim a tion  de  v(t, x; t) p a r  f(t, x; -r). Nous
estimons 0(t, x; -r) e t  f ° (t , x; t )  par les q (x )  ( j  = 1, • , m° ). Par les réunissant,
nous obtenons l'estimation uniforme par rapport <  t  <  T0 )  de solutions
u(t, x; -r) d e  (PCH)., p a r  le s  d o n n é e s  in i t ia le s  ly9; (x ) le 1 c o m m u n e s  a u x
(PCH),(0 < t  G  T0 ). C.Q.F.D.

Dém onstration de la rem arque juste après la déf inition 6. Remarquons que
la solution construite ci-haut est la solution unique. Supposons que le (PC ),
ait l'unicité  à  ju a g e  0 (0 ) .  F ix o n s  u n  S  (0 <S  <  T2 ). F ix o n s  u n  (0, x° )
(S < <  Ta ). A yan t t" — S" < 3C(t — S) (S < t < T2 ), si les données initiales
Igoi (x)}7_?, a u x  (PCH ),(S <  <  to) s 'an n u llen t d a n s  l x ;  — x° I t °  —  SI},
u°(t, x; t), f °(t, x; -r) s 'a n n u lle n t  d a n s  {(t, x); x  — x°1 < Ct — < t <
D o n c  f ( t ,  x )  s 'a n n u le  d a n s  {(t, x); x  — x

°1 <  t" — < t < 0 }. Grâce
l'hyporthèse, v(t°, x° ) età posteriori u(t°, x° ) s'annulent. Ainsi les
(PCH)T(S < t  <  T2 )  ont l'unicité à  jauge  0(t).

Supposons que le (PC), soit e-bien posé. Rem arquons qu'a (UL), pour tous
E 0 1 et voisinage Q de relativem ent com pact, on peut choisir ri uniformément

p o u r to u t x e Q. S o i t  fi„ celui choisi pour e = 1/n. Nous pouvons supposer
> Cn); lim = O. S o i t  g -  (t, x) 1/n s i  rin  +1 < t S o it g(t, x) la

n—, 00
jauge telle que g  (t, x) g ( t ,  x ) .  Alors les (PCH),(0 < t  <  T2 ) ont l'unicité à  jauge
g(t, x) C.Q.F.D.

La démonstration des théorèmes 6, 7 est alors claire.
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