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Sur le Cortex d’un groupe de Lie nilpotent

By

Imed Kédim et Megdiche Hatem

Abstract

Let G be a connected and simply connected, nilpotent Lie group. In
this paper, we show that the cortex of G is a semi-algebraic set by means
of a geometric characterization. It is also shown that the cortex is the
image under a linear projection of a countable union of a semi-algebraic
sets lying in the tensor product T (g) ⊗ g∗.

1. Introduction

Soient G un groupe localement compact et Ĝ son dual unitaire, c’est
l’ensemble des classes d’équivalence des représentations unitaires et irréduc-
tiblesde G, muni de la topologie de Jacobson. Généralement, Ĝ n’est pas un
espace de Hausdorff. Le Cortex de G est l’ensemble des classes dans Ĝ, non
séparées de la représentation unité de G, au sens de Hausdorff. Dans le cadre
des groupes nilpotents, connexes et simplement connexes, la méthode des or-
bites est un artifice très important pour étudier la topologie de Ĝ. Dans [7],
Brown avait établi que la bijection de Kirillov est un homéomorphisme entre Ĝ
et l’espace des orbites coadjointes g∗/Ad∗, muni de la topologie quotient. Avec
cette identification, trouver le cortex est équivalent a déterminer le cortex de g∗,
qui est son image réciproque par la surjection canonique de g∗ sur g∗/Ad∗, et
que l’on note Cor(g∗). Une première conséquence de la réalisation de Ĝ comme
espace quotient, est le résultat suivant, que l’on énonce comme une définition,
et que l’on trouve dans [6] :

Définition 1.1. Soit y ∈ g∗. Alors y ∈ Cor(g∗) s’ils existent deux
suites (xn)n∈N et (yn)n∈N dans G et g∗ respectivement, telles que :

lim yn = 0 et lim Ad∗xn
(yn) = y.

Il est donc facile de voir que,

Cor(g∗) ⊆ {y ∈ g∗, p(y) = p(0), ∀ p ∈ C[g∗]G}.
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Lorsque G est produit semi-direct de R par Rn, Boidol, Ludwig et Müller
[6], ont prouvé qu’il y a égalité. Ce résultat n’est pas une généralité, Bekka
et Kaniuth [3] ont donné un contre exemple. Ils ont aussi montré que sous
l’hypothèse G de pas 2, on a :

Cor(g∗) = {ad∗x(y), x ∈ g, y ∈ g∗ }.

Dans [2], Baklouti a affaiblit cette hypothèse. Il a montré que l’égalité
précédente, s’étend aux groupes dont les orbites génériques de l’action coad-
jointe, sont des variétés linéaires; ce qui est le cas des groupes de pas 2. En
étudiant les cortex des groupes de pas 3, il a donné un exemple où l’égalité est
en défaut.

Ce travail est composé de trois sections. La Section 1 est la présente intro-
dution, dans laquelle, nous exposons nos résultat. La section 2 est consacrée à
la preuve d’une formule géométrique du cortex qui généralise celle du pas deux,
à tout groupe nilpotent, connexe et simplement connexe. Plus précisément, si
G est de pas p + 1, p > 0, nous considérons les espaces

Vp = ⊕p
k=0g

⊗k ⊗ g∗ et V +
p = ⊕p

k=1g
⊗k ⊗ g∗.

Nous construisons deux applications semi-algébriques

g × g∗
exp−−→ Vp

ãd∗−−→ g∗

et nous donnons la preuve du théorème suivant,

Théorème 1.2. Soit U un supplémentaire de Kerãd∗ ∩ V +
p dans V +

p

et pU la projection de Vp sur U ⊕ g∗ parallèlement a Kerãd∗ ∩ V +
p . Alors,

Cor(g∗) = ãd∗
(
pU ◦ exp(g × g∗) ∩ V +

p

)
.

En particulier, le cortex de g∗ est semi-algebrique.

Dans la Section 3, en fixant deux bases quelconques {X1, . . . , Xr} et
{Y1, . . . , Yr} de g et g∗ respectivement, nous montrons le résultat principal
suivant, que l’on interprète comme le passage de la caractérisation discrète
(voir définition 1.1), à une caractérisation polynomiale.

Théorème 1.3. Soit f une forme linéaire sur g. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes,
1) f ∈ Cor(g∗).
2) Ils existent P1, . . . Pr ∈ R[t] et Q1, . . . , Qr ∈ R[t, t−1] tels que,

ı) Pi(0) = 0, pour i = 1, . . . , r.
ıı) Pour x(t) =

∑r
i=1 Qi(t)Xi et y(t) =

∑r
i=1 Pi(t)Yi on a,

f = lim
t→0

Ad∗ex(t)y(t).
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Comme application directe, nous donnerons dans le corollaire 3.7 une
décomposition du cortex de g∗, comme réunion dénombrable d’ensembles semi-
algébriques. Ce résultat est analogue à celui obtenu dans [4] pour le pas p = 2.

2. Preuve du théorème 1.2.

Soit g une algèbre de Lie réelle, nilpotente, de dimension r > 0 et de pas
p + 1, p > 0. Notons g∗ l’espace vectoriel dual de g et ad∗ la représentation
coadjointe de l’algèbre de Lie g, sur son dual g∗. Soit G le groupe de Lie connexe
et simplement connexe associé à g et e : g → G l’application exponentielle,
qui est un difféomorphisme. Sous ces hypothèses, l’action coadjointe Ad∗ du
groupe G sur g∗ se décompose en trois applications,

G × g∗
(Log,Id)−−−−−−→ g × g∗

exp−−−−−−→ Vp
ãd∗−−−−−−→ g∗

Ad∗x(y) = ãd∗◦exp(Logx, y), où Log est l’inverse de l’exponentielle, l’application
exp que l’on appelle aussi exponentielle est définie par,

exp(x, y) =
p∑

k=0

1
k!

x⊗k ⊗ y,

et ãd∗ est l’application linéaire définie par,

ãd∗(x1 ⊗ · · · ⊗ xk ⊗ y) =
{

ad∗x1 ◦ · · · ◦ ad∗xk(y) si k > 0
ãd∗(y) = y si k = 0.

pour tout x1, . . . xk ∈ g et y ∈ g∗.
Considérons g∗ comme sous espace de Vp via l’injection naturelle, et soit

π la projection de Vp sur g∗ paralèllement à V +
p . Comme conséquence directe

de ces considérations et la définition du cortex, nous avons les deux résultats
immédiats,

Lemme 2.1. Les propriétés suivantes sont satisfaites,
1) π ◦ exp(x, y) = y, ∀(x, y) ∈ g × g∗.
2) (ãd∗)2 = ãd∗.
3) L’application exp est linéaire par rapport à la seconde variable, en particulier
exp(g × g∗) est un cône, s’il contient v ∈ Vp, il contient la droite Rv.

Lemme 2.2. Soit f un élément de g∗. Les deux propriétés suivantes
sont équivalentes,
1) f ∈ Cor(g∗).
2) Il existe une suite (wn) dans exp(g×g∗) telle que lim ãd∗wn = f et lim π(wn)
= 0.

Pour démontrer le théorème 1.2, on a besoin du lemme suivant, que nous
démontrons plus loin.
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Lemme 2.3. Soit f un élément de g∗. Alors, f ∈ Cor(g∗) si et seule-
ment s’ils existent deux entiers 1 ≤ k < l ≤ dimVp, une famille libre v1, . . . , vl

dans Vp et l suites réelles à termes non nuls (εn,1), . . . , (εn,l) tels que :
(ı) v1, . . . , vk−1 ∈ Ker(ãd∗ ∩ V +

p ).
(ıı) Les suites (εn,1), . . . , (εn,l) convergent vers zéro.
(ııı) ãd∗(vk) = f et vk ∈ V +

p .
(ıv) La suite (wn = εn,1v1 + · · · + εn,1 · · · εn,lvl) ⊂ exp(g × g∗).

Preuve du théorème 1.2. Soit A = pU ◦ exp(g × g∗) ∩ V +
p et f une forme

linéaire sur g telle que f ∈ ãd∗(A). Soient z ∈ A tel que ãd∗(z) = f , et (zn)
une suite dans pU ◦ exp(g × g∗) qui converge vers z. Considérons une suite
(wn) dans exp(g × g∗) telle que pU (wn) = zn, pour tout n. Notons que par
définition de la projection pU , on a bien ãd∗ ◦ pU = ãd∗ et π ◦ pU = π, donc

lim
n→∞ ãd∗(wn) = lim

n→∞ ãd∗ ◦ pU (wn) = lim
n→∞ ãd∗(zn) = ãd∗(z) = f.

lim
n→∞π(wn) = lim

n→∞π ◦ pU (wn) = lim
n→∞ π(zn) = π(z) = 0.

On conclut donc, avec le lemme 2.2.
Réciproquement, supposons que f ∈ Cor(g∗) et montrons que f ∈ ãd∗(A).

D’après le lemme 2.3, ils existent v1 . . . , v� ∈ Vp, et l suites réelles (εn,1), . . . ,
(εn,l) vérifiant (ı) − (ıv). Soit αn = 1

εn,1···εn,k
, d’après le lemme 2.1, la suite

(αnwn) est contenue dans exp(g× g∗). Rappelons que KerpU = V +
p ∩Kerãd∗,

donc de (ı) et (ıı), on tire que

pU (αnwn) = pU (vk + · · · + εn,k+1 · · · εn,lvl) et lim pU (αnwn) = pU (vk).

Par conséquent, pU (vk) appartient à l’ensemble pU ◦ exp(g × g∗). Comme vk ∈
V +

p , on déduit que pU (vk) ∈ V +
p , de plus ãd∗ ◦ pU (vk) = ãd∗(vk) = f .

Pour voir que Cor(g∗) est semi algébrique, il suffit de remarquer que les
applications ãd∗ et exp sont semi-algébriques, qui est une conséquence du faite
qu’elles sont polynomiales.

Lemme 2.4. Soit E un R espace vectoriel de dimension fini et (wn) une
suite dans E qui contient une infinité de termes non nuls. Alors, ils existent
une sous suite (wϕ(n)), un entiers non nul l, une famille libre {v1, . . . , vl} dans
E et l suites réelles (εn,1), . . . , (εn,l) telles que:

1) wϕ(n) = εn,1v1 + εn,1εn,2v2 + · · · + εn,1 · · · εn,lvl.
2) Les suites (εn,2), . . . , (εn,l) convergent vers zéro.
3) Si l > 1, alors aucun terme des suites (εn,2), . . . , (εn,l) n’est nul.

Preuve. Quite à choisir une sous suite, nous supposons que wn �= 0 pour
tout n. La suite de terme général un = wn

‖wn‖ est bornée, elle contient donc
une sous suite qui converge vers un élément non nul, v1. Complétons v1 en
une base {v1, . . . , vs, }, où s = dimE . Ils existent des suites réelles, (δn,1)
qui converge vers 1 et (δn,2), . . . , (δn,s), qui convergent vers zéro telles que,
un = δn,1v1 + δn,2v2 + · · · + δn,svs.
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Si la suite de terme général zn = un − δn,1v1 contient une sous suite nulle
(zϕ(n)), alors wϕ(n) = ‖wϕ(n)‖v1. Sinon, la suite (zn) contient une infinité
de termes non nuls, et elle est contenue dans le sous espace F engendrée par
v2, . . . , vs. En utilisant une récurrence sur la dimension de E, nous pouvons
déduire l’existence d’une sous suite de (zϕ(n)) que nous notons aussi (zϕ(n)), un
entier l > 1, une famille libre v′2, . . . , v

′
l dans F et des suites (δ′n,2), . . . , (δ

′
n,l),

qui convergent vers zéro, dont les termes sont non nuls et telles que zϕ(n) =
δ′n,2v

′
2+· · ·+δ′n,2 · · · δ′n,lv

′
l, donc wϕ(n) = εn,1v1+εn,1εn,2v

′
2+· · ·+εn,1 · · · εn,lv

′
l,

avec

(1) εn,1 = ‖wϕ(n)‖δϕ(n),1,

et εn,2 = δ′
n,2

δϕ(n),1
et εn,i = δ′n,i, i = 3, . . . , l.

Preuve du Lemme 2.3. Soit f ∈ Cor(g∗). Si f = 0, nous considérons
(X, Y ) ∈ Z(g)× g∗ tel que X �= 0 et Y �= 0. Pour Xn = nX et Yn = Y

np+1 , on a

exp(Xn, Yn) =
p∑

r=0

1
np+1−rr!

X⊗r ⊗ Y

Par suite, nous prenons l = p + 1, k = 1, vr = X⊗p−r+1 ⊗ Y pour 1 ≤ r ≤ l,
εn,1 = 1

np! et εn,r = p−r+2
n , pour 2 ≤ r ≤ p + 1.

Supposons que f �= 0. D’après le Lemme 2.2, il existe une suite (wn) dans
exp(g × g∗) telle que lim ad∗(wn) = f et lim π(wn) = 0. Puisque f �= 0, on
peut supposer que les termes de la suite (wn) sont tous non nuls. En utilisant
le Lemme 2.4, on déduit qu’ils existent, un entier l ≤ dim Vp, une famille libre
v1, . . . , vl dans de Vp et l suites réelles (εn,1), . . . , (εn,l), vérifiant 1)− 3) et tels
que

wn = εn,1v1 + εn,1εn,2v2 + · · · + εn,1 · · · εn,lvl.

Comme (ãd∗wn) est convergente, donc ou bien (εn,1) converge vers une con-
stante α et f = αad∗(v1), dans ce cas, on prend k = 1; ou bien (εn,1) diverge
et dans ce cas ãd∗(v1) = 0, donc pour k minimal tel que ad∗(vk) �= 0 (k existe
car sinon f = 0), on a

lim ad∗wn = (lim εn,1 · · · εn,k)ãd∗(vk) = f.

Ce qui induit que lim εn,1 · · · εn,k est une constante non nulle α, et les suites
(εn,1), . . . , (εn,1 · · · εn,k−1) divergent. Tout en gardant les mêmes notations,
en remplaçant εn,1 par εn,1

α et vi par αvi, pour 1 ≤ i ≤ l, on obtient wn =
εn,1v1 + · · · + εn,1 · · · εn,lvl et lim ãd∗(wn) = ãd∗(vk).

Soit t minimal tel que π(vt) �= 0. Puisque

0 = lim
n→∞ π(wn) = ( lim

n→∞ εn,1 · · · εn,t)π(vt),

nous déduisons que lim εn,1 · · · εn,t = 0, par conséquent t > k, d’où v1, . . . , vk ∈
V +

p et k < l.
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Comme wn ∈ exp(g×g∗), il existe (xn, yn)g×g∗ tel que wn = exp(xn, yn).
D’après (1), les termes de la suite (εn,1) sont tous non nuls, la suite (ε′n,1) =
( 1

nεn,1
) est bien définie et la suite de terme général,

ε′n,1wn = exp(xn, ε′n,1yn) =
1
n

v1 +
1
n

εn,2v2 + · · · + 1
n

εn,2 · · · εn,lvl.

est dans exp(g × g∗). Par conséquent les suites ( 1
n ), (εn,2), . . . , (εn,l) et les

vecteurs v1, . . . , vl vérifient (ı) − (ıv).
Inversement, pour f = ãd∗(vk) verifiant (ı) − (ıv), on déduit directement

que w′
n = 1

εn,1···εn,k
wn ∈ exp(g × g∗), f = lim ãd∗(w′

n) et lim π(w′
n) = 0.

3. Caractérisation polynomiale de Cor(g∗)

Le but de cette section est de prouver le théorème 1.3 et d’en déduire le
corollaire 3.7. L’assertion (2) implique (1) du théorème est immediate, elle se
déduit directement de la définition1.1. Pour démontrer le sens inverse, nous
commençons par quelques résultats préliminaires.

Considérons deux bases {X1, . . .Xr} et {Y1, . . . , Yr} de g et g∗ respective-
ment. Lorsque les (k + 1)-uplets (i1, . . . , ik+1) décrivent l’ensemble

ar,p := {(i1, . . . , ik+1) | 1 ≤ i1, . . . , ik+1 ≤ r et 0 ≤ k ≤ p },
les tenseurs X(i1,...,ik+1) = 1

k!Xi1 ⊗ · · · ⊗ Xik
⊗ Yik+1 forment une base de Vp.

Soit R = R[xτ , τ ∈ ar,p] l’anneau des coordonnées de l’espace affine Vp. Pour
τ = (i1, . . . , ik+1) ∈ ar,p, on associe les deux ensembles Bτ = {i1, . . . , ik} et
Cτ = {ik+1}. Soit Jr,p l’idéal homogène dans R engendré par les binômes

(2) xτ1 · · ·xτs
− xτ ′

1
· · ·xτ ′

s

tels que s > 0 et τ1, . . . , τs, τ
′
1, . . . , τ

′
s ∈ ar,p, avec

(3)
⋃̇s

j=1
Bτj

=
⋃̇s

j=1
Bτ ′

j
et

⋃̇s

j=1
Cτj

=
⋃̇s

j=1
Cτ ′

j
.

Lemme 3.1. On a,

exp(g × g∗) =
{

v ∈ Vp

∣∣∣∣ Q(v) = 0, ∀Q ∈ Jr,p.
π(v) �= 0, si v �= 0

}
.

Preuve. Soit v = exp(x, y), où x =
∑r

i=1 αiXi et y =
∑r

i=1 βiYi, donc

v =
∑

(i1,...,ik+1)∈ar,p

αi1 · · ·αik
βik+1X(i1,...,ik+1).

Pour τ = (i1, . . . , ik+1), soit ατ = αi1 · · ·αik
βik+1 . Donc, pour τ1, . . . , τs ∈ ar,p,

on a

Πs
i=1ατi

= Πj∈∪̇s
i=1Bτi

αj Πj∈∪̇s
i=1Cτi

βj .
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Si τ1, . . . , τs, τ
′
1, . . . , τ

′
s vérifient (3), la dernière égalité implique directement que

Πs
i=1ατi

− Πs
i=1ατ ′

i
= 0,

ce qui induit que Q(v) = 0 pour tout Q ∈ Jr,p. Comme v = exp(x, y), alors
π(v) = y et v = exp(x, π(v)). Donc π(v) = 0 implique v = 0.

Inversement, soit v ∈ Vp tel que Q(v) = 0, pour tout Q ∈ Jr,p. Si v = 0,
alors clairement v ∈ exp(g× g∗). Supposons donc que v �= 0 et π(v) �= 0. Pour

v =
∑

τ∈ar,p

ατXτ , on a π(v) =
r∑

j=1

α(j)X(j), où X(j) = Yj .

Par conséquent, il existe un entier j tel que α(j) �= 0. Soient τi = (i, j) et
αi = ατi

α(j)
, 1 ≤ i ≤ r. Pour τ = (i1, . . . , ik+1) ∈ ar,p, d’après (3), le polynôme

xτxk
(j) − x(i1,j) · · ·x(ik,j)x(ik+1) ∈ Jr,p. Par conséquent,

αταk
(j) = α(i1,j) · · ·α(ik,j)α(ik+1).

Cela montre que, ατ = αi1 · · ·αik
α(ik+1) et donc

v =
∑

(i1,...,ik+1)∈ar,p

αi1 · · ·αik
α(ik+1)X(i1,...,ik+1) = exp

(
r∑

i=1

αiXi,
r∑

i=1

α(i)X(i)

)
.

Soit μ = dimVp. Pour tout 1 ≤ k ≤ l ≤ μ, on considère l’ensemble
semi-algébrique

Zk,l :=

⎧⎨⎩(v1, . . . , vl) ∈ V l
p

∣∣∣∣∣∣
ãd∗v1 = · · · = ãd∗vk−1 = 0
v1, . . . , vk ∈ V +

p

v1, . . . , vl famille libre.

⎫⎬⎭ .

Pour v ∈ Zk,l, on associe l’ensemble

Yk,l,v :=
{

(z1, . . . , zl) ∈ R
l

∣∣∣∣ z1v1 + · · · + z1 · · · zlvl ∈ exp(g × g∗)
z1 · · · zl �= 0

}
.

Proposition 3.2. 1) Yk,l,v est un ensemble semi-algébrique.
2) Soit f une forme linéaire sur g. Les deux propriétés suivantes sont

équivalentes,
ı) f ∈ Cor(g∗).
ıı) Ils existent deux entiers naturels non nuls k < l ≤ μ et v ∈ Zk,l tels

que, f = ãd∗vk et 0 appartient à l’adhérence Yk,l,v, pour la topologie euclidi-
enne.

Preuve. La première propriété se déduit directement du faite que
l’ensemble exp(g × g∗) est semi-algébrique. Quant à (2), c’est une reformu-
lation du Lemme 2.3.
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Lemme 3.3 ([5, p. 167](de sélection des courbes)). Soient Y ⊂ Rl un
ensemble semi-algébrique et x ∈ Y . Alors il existe une fonction analytique g
de l’intervalle ] − 1, 1[ dans Rl, telle que g(0) = x et g(]0, 1[) ⊂ Y .

Fixons f ∈ Cor(g∗). La Proposition (3.2) implique l’existence de deux
entiers naturels non nuls k ≤ l ≤ μ, v ∈ Zk,l et Yk,l,v un ensemble semi-
algébrique, tels que 0 ∈ Yk,l,v et f = ãd∗vk. Du dernier Lemme, nous déduisons
l’existence d’une fonction analytique g de l’intervalle ]− 1, 1[ dans R

l, telle que
g(]0, 1[) ⊂ Yk,l,v et g(0) = 0. Donc, pour g = (g1, . . . , gl) la fonction produit
g1 · · · gk est analytique sur ] − 1, 1[ et elle s’annule en zéro. D’après le principe
des zéros isolés, il existe ε > 0 tel que g1(t) · · · gk(t) �= 0 pour tout t ∈] − ε, ε[
excepté en zéro. Quite a composé g avec l’application t �→ εt, nous pouvons
supposer que g1(t) · · · gk(t) �= 0 sur l’ouvert ]−1, 1[\{0}. Considérons la fonction
w de ] − 1, 1[\{0} dans Vp définie par

(4) w(t) =
1

g1(t) · · · gk(t)
(
g1(t)v1 + · · · + g1(t) · · · gl(t)vl

)
,

Dans ce qui suit, nous allons construire à pratir de w, deux fonctions
vérifiant la partie (2) du théorème 1.3.

Lemme 3.4. 1) La fonction w est méromorphe au voisinage de zéro et
on a, w(]0, 1[) ⊂ exp(g × g∗) \ {0},

2) L’application t �→ π(w(t)) est prolongeable en une fonction analytique
sur ] − 1, 1[ et on a limt→0 π(w(t)) = 0.

3) limt→0ãd∗w(t) = ãd∗vk.

Preuve. D’après (4) les coordonnées de w sont des fractions de fonctions
analytiques, donc w est méromorphe. Par définition de Yk,l,v, pour tout t ∈]0, 1[
on a, g1(t) · · · gl(t) �= 0 et

(5) g1(t)v1 + · · · + g1(t) · · · gl(t)vl ∈ exp(g × g∗)

Comme exp(g×g∗) est un cône, de (4) et (5) on tire que w(t) ∈ exp(g×g∗). Pour
voir que w(t) �= 0, il suffit de remarquer que w(t) est combinaison linéaire d’une
famille libre a coefficients non nuls, ce qui montre (1). Puisque v1, . . . , vk ∈ V +

p ,
on a

π
(
w(t)

)
= π

(
l∑

i=k+1

gk+1(t) · · · gi(t)vi

)
,

qui est la composée d’une fonction analytique sur ]−1, 1[ et une projection (qui
est polynomiale), donc c’est une fonction analytique de l’intervalle ]−1, 1[ dans
g∗, qui s’annule en zéro ; ce qui prouve (2). Du fait que v1, . . . , vk−1 ∈ ker ãd∗,
on obtient

ãd∗w(t) = ãd∗
(

vk +
l∑

i=k+1

gk+1(t) · · · gi(t)vi

)
.

Comme les fonctions gi s’annules en zéro, on déduit que limt→0 ãd∗w(t) =
ãd∗vk.
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Proposition 3.5. Ils existent ε > 0, x une fonction méromorphe en
zéro à valeurs dans g, et y une fonction analytique qui s’annule en zéro à valeurs
dans g∗ tels que, w(t) = exp(x(t), y(t)) pour tout t dans l’ouvert ] − ε, ε[\{0}.

Preuve. Dans la base formée par les Xτ , τ ∈ ar,p la fonction w s’écrit,

(6) w(t) =
∑

τ∈ar,p

yτ (t)Xτ et π(w(t)) =
r∑

i=1

y(i)(t)X(i).

Du lemme 3.4, on a w(]0, 1[) ⊂ exp(g × g∗) \ {0}, donc d’après le lemme 3.1
π(w(t)) est non nul pour t ∈]0, 1[. Par conséquent, ils existent ε > 0 et un
entier non nul j ≤ r tels que y(j)(t) �= 0 pour tout t ∈] − ε, ε[, excepté en zéro.

Pour i = 1, . . . , r, soit xi : ] − ε, ε[\{0} → R, définie par xi(t) = y(i,j)(t)

y(j)(t)
.

Dans le lemme 3.4, on a montré que la fonction t �→ π(w(t)) est analytique et
qu’elle s’annule en zéro, ainsi de (6) on déduit que la fonction y(j) l’est aussi,
et donc xi est méromorphe au voisinage de zéro.

Le lemme 3.1, implique encore que Q(w(t)) = 0, pour tout Q ∈ Jp,r. En
particulier pour (i1, . . . , ik+1) ∈ ar,p, de (2) et (3), on constate que le polynôme

x(i1,...,ik+1)x
k
(j) − x(i1,j) · · ·x(ik,j)x(ik+1) ∈ Jp,r,

donc

y(i1,...,ik+1)(t)y(j)(t)k − y(i1,j)(t) · · · y(ik,j)(t)y(ik+1)(t) = 0.

Sur l’ouvert ] − ε, ε[\{0}, on a

y(i1,...,ik+1)(t) = xi1(t) · · ·xik
(t)y(ik+1)(t).

En utilisant cette dernière expression dans (6), on obtient

w(t) = exp

(
r∑

i=1

xi(t)Xi,
r∑

i=1

y(i)(t)X(i)

)
.

Pour ε assez petit, les fonctions x = (x1, . . . , xr) et y = (y1, . . . , yr) données
par la propostion 3.5, sont developpables en series. Soit m ≥ 0 tel que xi(t) =∑

j≥−m aijt
j et yi(t) =

∑
j≥1 bijt

j . Soient

x1
i (t) =

mp∑
j=−m

aijt
j , x2

i (t) = xi(t) − x1
i (t),(7)

y1
i (t) =

mp∑
j=1

bijt
j , y2

i (t) = yi(t) − y1
i (t),(8)

pour s = 1 ou 2,

(9) xs(t) =
r∑

i=1

xs
i (t)Xi et ys(t) =

r∑
i=1

ys
i (t)X(i).



170 Imed Kédim et Megdiche Hatem

Donc,

x(t) = x1(t) + x2(t) et y(t) = y1(t) + y2(t).

Lemme 3.6. Nous avons, exp(x(t), y(t)) = exp(x1(t), y1(t)) + A(t),
avec limt→0 A(t) = 0.

Preuve. Notons que

exp(x(t), y2(t)) =
∑

(i1,...,ik+1)∈ar,p

xi1(t) · · ·xik
(t)y2

ik+1
(t)X(i1,...,ik+1)

exp(x(t), y1(t)) =
∑

(i1,...,ik+1)∈ar,p

Πk
j=1

(
x1

ij
(t) + x2

ij
(t)
)
y1

ik+1
(t)X(i1,...,ik+1)

=
∑

(i1,...,ik+1)∈ar,p

ε1,...,εk∈{1,2}
ε1+···+εk>k

xε1
i1

(t) · · ·xεk
ik

(t)y1
ik+1

(t)X(i1,...,ik+1)

+
∑

(i1,...,ik+1)∈ar,p

x1
i1(t) · · ·x1

ik
(t)y1

ik+1
(t)X(i1,...,ik+1).

Donc pour

A(t) = exp(x(t), y2(t)) +
∑

(i1,...,ik+1)∈ar,p

ε1,...,εk∈{1,2}
ε1+···+εk>k

xε1
i1

(t) · · ·xεk
ik

(t)y1
ik+1

(t)X(i1,...,ik+1)

on a, exp(x(t), y(t)) = exp(x1(t), y1(t)) + A(t). Pour conclure, il suffit de voir
que pour tout (i1, . . . , ik+1) ∈ ar,p et ε1 + · · · + εk > k les coefficients

xi1(t) · · ·xik
(t)y2

ik+1
(t) et xε1

i1
(t) · · ·xεk

ik
(t)y1

ik+1
(t),

s’annules en zéro. Pour t �= 0 et εk1 = 2, on a

xi1(t) · · ·xik
(t)y2

ik+1
(t) =

(
t−mky2

ik+1
(t)
)
Πk

j=1

(
tmxij

(t)
)
,

xε1
i1

(t) · · ·xεk
ik

(t)y1
ik+1

(t) =
(
t−m(k−1)x2

ik1
(t)
)(

y1
ik+1

(t)
)
Πk

j=1
j �=k1

(
tmx

εj

ij
(t)
)

D’après les expressions (7) et (8) chaque parenthèse dans ces deux produits
admet une limite finie en zéro, en parliculier limt→0 y1

ik+1
(t) = 0 et

limt→0 t−mky2
ik+1

(t) = 0.

Preuve du théorème 1.3. Notons que l’assertion (2) implique (1) du
théorème découle de la définition 1.1 dès qu’on prend xn = ex( 1

n ) et yn =
y( 1

n ). Montrons alors l’implication inverse. Soit f ∈ Cor(g∗), d’après le
Lemme 3.4, il existe une fonction analytique w telle que limt→0 ãd∗w(t) = f .
De la Proposition 3.5, on tire l’existence d’une fonction analytique y et une
fonction méromorphe x au voisinage de zéro telles que w(t) = exp(x(t), y(t)).
Comme précédement, on a

exp(x(t), y(t)) = exp(x1(t), y1(t)) + A(t)
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Donc du Lemme 3.6, on déduit que

f = lim
t→0

ãd∗exp(x(t), y(t)) = lim
t→0

ãd∗exp(x1(t), y1(t)) = Ad∗
ex1(t)y

1(t).

Finalement, soient m et s deux entiers positifs tels que 0 ≤ s < mp et
considérons l’ensemble des multi-indices

Im,p,s =

⎧⎨⎩(i1, . . . , ik+1)

∣∣∣∣∣∣
1 ≤ i1, . . . , ik+1 ≤ mp
i1 + · · · + ik+1 = (m + 1)k − s
0 ≤ k ≤ p

⎫⎬⎭ .

Corollaire 3.7. Pour qu’une forme linéaire f sur g soit dans Cor(g∗) il
faut et il suffit qu’ils existent un entier naturel m, x1, . . . , xmp ∈ g et y1, . . . , ymp

∈ g∗ tels que ∑
(i1,...,ik+1)∈Im,p,s

1
k!

xi1 · · ·xik
yik+1 = 0, 0 < s < mp et

∑
(i1,...,ik+1)∈Im,p,0

1
k!

xi1 · · ·xik
yik+1 = f,

où xi1 · · ·xik
yik+1 = ad∗xi1

· · · ad∗xik
(yik+1).

Preuve. Soit f ∈ Cor(g∗) et considérons les deux fonctions polynomiales
x(t) et y(t) données par le Théorème 1.3. Donc,

x(t) =
mp∑
j=1

tj−m−1vj et y(t) =
mp∑
j=1

tjuj ,

où v1, . . . , vmp ∈ g et u1, . . . , ump ∈ g∗. Par conséquent,

exp(x(t), y(t)) =
mp(p+1)∑

s=−mp+1

ts
p∑

k=0

∑
1≤i1,...,ik+1≤mp

i1+···+ik+1−(m+1)k=s

1
k!

vi1 ⊗ · · · ⊗ vik
⊗ uik+1 .

Donc la limite en zéro de ãd∗exp(x1(t), y1(t)) existe si et seulement si

ãd∗

⎛⎜⎜⎝ p∑
k=0

∑
1≤i1,...,ik+1≤mp

i1+···+ik+1−(m+1)k=s

1
k!

vi1 ⊗ · · · ⊗ vik
⊗ uik+1

⎞⎟⎟⎠ = 0, si s < 0

et

f = ãd∗

⎛⎜⎜⎝ p∑
k=0

∑
1≤i1,...,ik+1≤mp

i1+···+ik+1−(m+1)k=0

1
k!

vi1 ⊗ · · · ⊗ vik
⊗ uik+1

⎞⎟⎟⎠ .
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Département des Mathématiques

Faculté des Sciences De Bizerte, Tunisie

e-mail: kedim.Imed@fsg.rnu.tn
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