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Einleitung

Die Untergruppe M der Gruppe G heilt modular in G, wennM mit jeder Un-
tergruppe von G ein modubres Par yon Untergruppen yon G bildet (s. [8],
S.7), d.h. wenn gilt"

(UoM) nV Uo(MnV) ftiralle U, V_ G mit U V

und

(UoM)V (UoV) oM fiiralle U, V G mit M_ V.

Bekanntlich (s. [8], Th. 5, S. 5) ist ein Quasinormalteiler, also eine Un-
tergruppe, die mit jeder Untergruppe yon G vertauschbar ist, modular in G.
Dal die Umkehrung nicht gilt, zeigt etwa das Beispiel der nichtabelschen
Gruppe der Ordnung 6, in der die 2-Sylowgruppen zwr modular, aber nicht
quasinormul sind. Die modulren Untergruppen sind also eine echte Verall-
gemeinerung der Quasinormalteiler, die ihrerseits eine Verallgemeinerung der
Normalteiler darstellen.

Ziel unserer Arbeit ist es, zu zeigen, dal in endlichen Gruppen die modularen
Untergruppen ziemlich nahe daran sind, Normalteiler zu sein. Genauer" wir
wollen zeigen, dall die Struktur der Faktorgruppe des minimalen M enthul-
tenden Normalteilers M e von G nach dem maximalen in M enthaltenen Nor-
malteiler Me von G und die Struktur der yon G in Me/Me induzierten Auto-
morphismengruppe recht stark eingeschriinkt sind, wenn M modular in G
ist. Wir erhalten die folgenden Ergebnisse"

Sei M modular in der endlichen Gruppe G. Dann gilt"
(a) M/Me ist nilpotent (5, Satz 2),
(b) Me/Ma ist iberauflSsbar (5, Satz 4) und
(c) G/Ce(Me/Ma), d.h. die yon G in Me/Me induzierte Automorphsi-

mengruppe, ist auflSsbar der Nilpotenzlginge _-< 3 (6, Satz 5).

Die Aussage (a) ist eine Verallgemeinerung eines Satzes yon Ito und Sz6p
fiber Quasinormalteiler (s. [6], Satz 1, S. 168). Die Aussge (b) kann im
Falle, dal M quasinormal in Gist, verschtrft werden zu" Me/Me ist nil-
potent (5, Satz 3). Eine unmittelbare Folge yon (a) und (c) ist, dl eine
modulare Untergruppe einer perfekteu Gruppe sowie eine perfekte modulure
Untergruppe einer beliebigen endlichen Gruppe Normalteiler sind (6,
Korollar zu Satz 5). Dieses Ergebnis ist eine Verallgemeinerung eines Satzes
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yon Kegel fiber Quasinormalteiler (s. [7], Satz 3, S. 211). Es ist ein Beispiel
daffir, dali aus der Modularitiit einer Untergruppe unter geeigneten Zusatz-
voraussetzungen ihre Normalitiit folgen kann.

Haupthilfsmittel beim Beweis dieser Siitze sind Ergebnisse fiber modulare
Untergruppen M endlicher Gruppen G mit Primzahlpotenzindex bzw. mit
Ketten als Faktorverband [G/M], die vielleicht auch yon unabhiingigem
Interesse sind"

(d) Ist [G’M] p’ (p Primzahl), so ist G/Mo entweder eine p-Gruppe
oder eine P-Gruppe (s. 1 der Ordnung p’q, q Primzahl, p > q (4, Satz 1 ).

(e) Ist [G/M] eine Kette (d.h. dutch Inklusion geordnet), so ist entweder
G/Me eine p-Gruppe oder M maximal in G und o(G/M) pq, p, q Prim-
zahlen 4, Lemma 3).

Die Bedeutung der modularen Untergruppen liegt darin, dalt ihre Bilder
unter Verbandsisomorphismen wieder modulare Untergruppen sind (wihrend
Normalteiler und Quasinormalteiler i. allg. nicht wieder auf Normalteiler
bzw. Quasinormalteiler abgebildet werden). Insbesondere sind also die Bilder
yon Normalteilern unter Verbandsisomorphismen modulare Untergruppen der
Bildgruppe. Unter Benutzung dieser Tatsache lassen sich mit Hilfe unserer
Ergebnisse fiber die modularen Untergruppen endlicher Gruppen eine Reihe
der bekannten Siitze fiber nicht normale Verbandsisomorphismen beweisen
z. B. [8], II, Prop. 2.11., 2.12., Th. 13, Th. 14, (1) und (3); insbesondere
folgt aus (e) sofort, dag Bilder auflSsbarer bzw. perfekter endlicher Gruppen
unter Verbandsisomorphismen wieder uuflSsbar bzw. perfekt sind (s. [8], II,
Th. 9 und 10).
Der erste Tell dieser Arbeit entstand whrend eines sechswSchigen Stu-

dienaufenthaltes bei Herrn Prof. Dr. G. Zacher in Padua. Ihm und Herrn
Prof. Dr. R. Baer, der die Arbeit anregte, mSchte ich ffir ihre wertvolleu
Ratschltge und Hinweise sehr herzlich danken.

1. Bezeichnungen und Vorbemerkungen
Wir betrachten nur endliche Gruppen; "Gruppe" bedeutet also immer

endliche Gruppe.
Wit werden die folgenden mehr oder weniger fiblichen Bezeichnungen stets

benfitzen und stellen sie hier deshMb zum Nachschlagen zusammen.
Sei G eine Gruppe, U and V Untergruppen yon G (U, V G), W ein

Normalteiler yon V, g ein Element yon G (g e G) und p eine Primzahl. Dann
bezeichnen wir mit

o(G) die Ordnung von G,
die Frattiniuntergruppe yon G (=Durchschnitt aller maxi-
malen Untergruppen von G),
den Untergruppenverband yon G,
den minimalen Normalteiler mit p-Faktorgruppe yon G,
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[G: U]
[G/U]
UuV
UV
UV
U
U

No(U)
V/W)

den Index von U in G,
den Verbnd ller X e 2 (G) mit U X G,
die minimMe U und V enthltende Untergruppe yon G,
den Durchschnitt yon U und V,
die Menge aller uv mit u e U und v e V,
die Menge Mler g-ug mit u e U,

Vdie normle Hiille yon U in G [3, ), d.h. den minimlen
U enthltenden Normlteiler yon G,
das Herz von U in G (= fx, U), d.h. den mximlen in U
enthltenen Normalteiler von G,
den Normlistor yon U in G,
den Zentrlistor yon V/W in U,
die yon g erzeugte Untergruppe yon G.

Weiter bedeutet
U<3G" U ist normal in G,
U <:lq G" U ist quasinormal in G, d.h. UX XU ftir alle X G,
H --- K" H ist isomorph zu K, wenn H und K zwei Gruppen oder VerbSmde

sind.

G ist eine P-Gruppe (s. [8], S. 11), wenn G entweder eine elementrabelsche
p-Gruppe ist oder von Elementen al, ..-, a und b erzeugt wird mit

bq aimitrq 1 (p),r 1 (p),pundqa 1, a,i a a ai ba b-1

Primzahlen, p q. [Der Untergruppenverband einer nichtabelschen
P-Gruppe der Ordnung p’q ist isomorph zu dem einer elementurabelschen
p-Gruppe der Ordnung p+l. Damit ist auch jeder Faktorverband [G/U]
nach einer Untergruppe U einer P-Gruppe G isomorph zum Untergruppen-
verband einer elementarabelschen p-Gruppe.]

2. Definition und einfache Eigenschaften der
modularen Untergruppen

DEFINITION. (a) Sei ein Verband. Das Element M aus heiiit
modular in (kurz" Mm), wenn gilt"

(i) (UuM) nV= Uu(MnV) ftiralleU, VemitUVund
(ii) (UuM) n V (Un V) uM ftiralleU, Ve mitM V.
(b) Sei G eine Gruppe. Die Untergruppe M von G heilt modular in

G (kurz" MmG), wenn M modular in X)(G) ist.

M ist also modular in G, wenn Min der Terminologie von Suzuki (s.
[8], S. 7)mit jeder Untergruppe U von G ein modulares Paar von Unter-
gruppen yon G bildet.
Wir geben nun einige Eigenschaften der modularen Untergruppen, die

nicht nur fiir Gruppen, sondern sogar ftir modulare Elemente beliebiger
Verbitnde gelten und deren Beweise man in [9], S. 72-76, finden kann, wo
diese modularen Elemente "Dedekind elements" genannt werden.
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(2.1) Genau dann ist M modular in der Gruppe G, wenn fir jede Untergruppe
U von G die Abbildung

[U o M/M] e V-- V U e [U/U c M]

ein Isomorphismus yon [U o M/M] auf [U/U o M] ist (s. [9], S. 72).

(2.2) Ist M modular in G und U eine Untergruppe on G, so ist M o U
modular in U (s. [9], Eigenschaft III, 8.74).

(2.3) Ist M modular in G und die Untergruppe N yon G modular in [G/M],
so ist N modular in G (s. [9], Eigenschaft IV, S. 75).

(2.4) Ist M modular in G und N ein in M enthaltener Normalleiler yon G,
so ist M/N modular in G/N (s. [9], Eigenschft IV, S. 75).

(2.5) SindM undM modular in G, so ist auch M o M. modular in G (s. [9],
Eigenschaft V, S. 75).

Schliellich noeh eine Eigenschaft, die zwar trivial ist, die abet sp/iter
dauernd benutzt wird:

(2.6) Ist M modular in G und r ein Verbandsisomorphismus yon G auf eine
andere Gruppe H, dann ist M(r modular in H.

Beweis. Erffillen M, U, V e (G) eine der Gleichungen (i) oder (ii)
der Definition der modulren Untergruppen, so auch M(r, Ua, V(r, da a ein
Verbandsisomorphismus ist. D die Bilder der Elemente von %)(G) unter a

gunz 73(H) aussch6pfen, ist lso MamH, falls MmG ist.

(2.7) Ist M modular in G und ist N zu M konjugiert, so sind auch N und
M o N modular in G.

Beweis. Nach (2.6) ist N und nach (2.5) dann auch M o N mitM modular
in G.

3. Maximale modulare Untergruppen
Die maximalen modularen Untergruppen einer endlichen Gruppe charak-

terisiert das folgende

LEMMA 1. Die Untergruppe M der Gruppe G ist dann und nur dann eine
maximale modulare Untergruppe yon G, wenn entweder M ein maximaler
Normalteiler yon G oder G/Ma nichtabelsch der Ordnung pq ist, p und q zwei
Primzahlen.

Beweis. Wir beweisen zun/chst die folgende Aussage, aus der die restlichen
Behauptungen des Lemmas sofort folgen:

(.) Sei M eine maximale modulare Untergruppe der Gruppe G. Dann ist
entweder M <3 G oder G/Me nichtabelsch der Ordnung pq, p und q zwei Prim-
zahlen.
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Sei also G ein Gegenbeispiel minimaler Ordnung zu (,) und sei M eine
maximale modulare Untergruppe yon G, ftir die (,) falsch ist.
Angenommen: M 1. Nach (2.3) und (2.4) ist M/M( eine maximale

modulare Untergruppe yon G/M. Wegen der Minimalitt yon G wiire
daher entweder M/M <3 G/M(, also M <:1 G, was nicht der Fall ist, oder es
wiire (G/M)/(M/M)(/ nichtabelsch der Ordnung pq, p und q zwei
Primzahlen. Da aber (M/M)/M M/M 1 ist, wtre also G/M
nichtabelsch der Ordnung pq, was auch nicht geht. --Es ist also

(i) M 1.

Sei nun eine M enthaltende maximale Untergruppe von G. Wgre

M ] ilr, dann existierte ein x e il mit M -# M. Nach (2.7) wgre M u M
modular in G, ferner, wegen x e 3, M M ilr, also M c M u M c G.
Das widerspricht der Maximalittt yon M. Es ist also M <3 /1. An-
dererseits ist M 4 G, d.h. il die einzige maximale Untergruppe yon G, die
M enthiilt. Nach (2.1) ist ZIm[G/M]; nach (2.3) ist 21rmG und somit
schliellich M /lr, wegen der Maximalitgt yon M. Damit ist gezeigt"

(ii) Mist eine maximale Untergruppe yon G.

Sei nun U eine beliebige Untergruppe von G. Sei x e G. Nach (2.6) ist
MmG, erner natfirlich eine maximale Untergruppe yon G. Nach (2.1) ist
also entweder U M oder M U maximal in U; in jedem Fall ist (U)
M a U. Das gilt ffir jedes x e G; es ist also

(U) N(MnU) UnN,M UnM 1,

d.h. q(U) 1. Damit haben wir insbesondere"

(iii) Die Sylowgruppen yon G sind elementarabelsch.

Seien nun M und M. zu M konjugiert, M # M2, und sei X ein Normal-
teiler yon M mit z-Faktorgruppe (z eine Primzuhlmenge), der in M ent-
halten ist. Sei R der minimale Normlteiler von M1 mit -Faktorgruppe.
Dann ist R die yon den ’-Elementen yon M erzeugte Untergruppe von M.
Da X <] M und M1/X eine z-Gruppe ist, ist R X, also R M: d.h. alle
d-Elemente yon M liegen in M2. D M1 und M isomorph sind, kann M
nicht mehr ’-Elemente haben als M; R ist also auch die von den z’-Ele-
menten yon M. erzeugte Untergruppe und somit normal in M.. Es folgt
R <3 G, also R 1, wegen (i). Es ist also M, und daher auch M, eine
z-Gruppe. Damit haben wir gezeigt"

(iv) Sind M und M. zwei verschiedene Konjugierte zu M und existiert ein
Normalteiler X yonM mitX M. undM/X r-Gruppe, so istM eine --Gruppe.

Sei nun N zu M konjugiert und sei Q M n N.
Fiille zu betrchten.

Dann hben wir drei

1. Fall. Q<:lMundQ<3N, alsoQ<3 G. Nach (i) folgtQ 1. DaN
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maximal und modular [nach (2.6)] in G ist, ist Q maximal in M [nach (2.1)],
also o(M) p, p eine Primzahl. Da M maximal und nieht normal in G ist,
ist M eine p-Sylowgruppe yon G und No(M) M. Naeh einem Satz von
Burnside (s. [1], Th. II, S. 327) besitzt M ein normales Komplement L in G.
Da 1 M n L naeh (2.1) maximal in L ist, hat L die Ordnung q, q eine
Primzahl, p q. Damit hat sehlieNieh G G/Mo die Ordnung pq, was
nieht m6glieh ist. Der erste Fall kann also nieht auftreten.

2. Fall. Q <1 M, abet Q gl N (oder Q <:1 Nund Q 4 M; der Beweis
1/iuft hier analog). Da Q maximal in M ist, hat Q Primzahlindex p in M.
Naeh (iv) ist M eine p-Gruppe. Da N zu M isomorph ist, ist aueh N eine
p-Gruppe und somit Q <:1 N, als maximale Untergruppe einer p-Gruppe. Das
ist ein Widersprueh, da ja Q 4 N sein sollte. Dieser Fall kann also aueh
nieht auftreten.
Es bleibt der

3. Fall. Q M und Q 4 N. Da Q maximalundmodular [naeh (2.1)
und (2.2)], abet nieht normal in M und in N ist, ist M/Qu wegen der Mini-
malit/tt yon G niehtabelseh der Ordnung pq, p und q Primzahlen, p q
sei p > q; dann ist [M’Q] p, da Q M istund N/Qr niehtabelseh der
Ordnung pr, r eine yon p versehiedene Primzahl [es ist ja IN" Q] [M’Q] p,
also [N’Q] pr und p > r, da Q N ist].
Wir unterseheiden erneut zwei Flle"
Fall 3a. Qu Q. Sei dann D Q n Q. Da Qu <:1 M mit

[M’Q] pq und Qu N ist, ist M nach (iv) eine (p, q)-Gruppe. Da
M -- N ist, ist auch N eine (p, q)-Gruppe, d.h. r q. Sei nun U U(Q)
der minimale Normaiteiler yon Q mit q-Faktorgruppe. Da Qu <l Q mit Q/QM
q-Gruppe ist, ist U Uq(Q). Damit ist U <I M. Genauso zeigt matt (da
r q ist), dali U Uq(Q) < N, also schliel31ich U <:1 Gist. Es folgt
U 1, also"

(v) Q ist eine q-Gruppe und o(M) pq, p > q, n >-_ 1.

Nach (iii) ist Q abelsch, und wegen Q 4 M ist Q N(Q) nach Burnside
ist also die p-Sylowgruppe von M normal in M und somit M tiberauflSsbar.
Damit hat jede maximale Untergruppe yon M Primzahlindex in M (s. [4],
Cor. 10.5.1., S. 161), und jede Untergruppe vom Index q in Mist normal in M.

Sei nun M eine beliebige zu M konjugierte Untergruppe yon G. Dann ist
M n M maximal, also yon Primzahlindex in M. Wiire [M’M n M] q,
so wiire also M n M1 <:1 M und M n M < M, d.h. M n M < G. Nach (i)
folgte M n M1 1, also o(M) q, was (v) widerspricht. Es ist also
[M’M n M] p, d.h. M n M eine q-Sylowgruppe yon 21I. Da Q ein
q-Normalteiler von Mist, gil Q

___
M n M

___
M. Da das fiir alle

Konjugierten Mt von M gilt, liegt Q also im Durchschnitt der Koujugierten
yon M. Nach (i) folgt Q 1, was sicher nicht der Fall ist, da D Q.
ist. Das ist ein Widerspruch; Fall 3a kann also nicht auftreten. --Es
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bleibt fibrig:
Fall 3b. Q QN. Dann ist QM Qv <3 M t N G, also QM Q 1,

nach (i), und damit

(vi) o(M) pq.

Wir nehmen einmal an, Q ware keine q-Sylowuntergruppe yon G. Sei dann
S eine Q enthaltende q-Sylowgruppe yon G und T der Normalisator yon S in
G. Wre T G, also S <3 G, dann ware Q S n M <:l M, was nicht der
Fallist. --EsistalsoT G. DsomitM Tist, istQ =MTnach
(2.1) maximale Untergruppe yon T, d.h. T S. D S nach (iii) abelsch
ist, liegt also die q-Sylowgruppe S yon G im Zentrum ihres Normalisators;
nach Burnside existiert ein normales Komplement K yon S in G. Da M
keinen Normalteiler 1 von G enthalt, ist K M. Damit ist M n K maxi-
mal und modular in K; wegen der Minimalitat on G hat also M n K Prim-
zahlindex in K. [Es ist ja entweder M a K <3 K oder o(K/(M K):)
das Produkt zweier Primzahlen, also in beiden Fallen [K:M n K] eine Prim-
zahl.] Da K <3 G ist, ist [G:M] [K:K M], also [G:M] eine Primzahl.
Da mindestens q2 die Ordnung yon G teilt und o(M) pq ist, ist somit
[G:M] q. Damit folgt aber o(G) pq2, also o(K) p, womit K doch in
M enthalten ist. Das ist ein Widerspruch. --Es folgt also"

(vii) Q is eine q-Sylowgruppe von G.

Sei nun P die p-Sylowgruppe von M [nach (vi) existiert wegen p > q
nur eine]. Ist dann P1 eine p-Sylowgruppe yon G, die P enthalt, so folgt
P <3 P1, da P nach (iii) abelsch ist, also P <3 P1 u M. Da nach (i) P G
ist, ist P u M c G, also P1 t M M, d.h. P M und damit schliellich
P P. Es folgt also

(viii) P ist eine p-Sylowgruppe von G.

Wir wollen nun zeigen, daft G q’-abgeschlossen ist, dal also Q ein normales
Komplement L in G besitzt. Sei R der Normalisator yon Q in G. Da
Q M ist, ist R M und R G. Ist R Q, so existiert nach Burnside
ein normales Komplement zu Q. Ist R Q, so ist M n R Q maximal in
R, also [R:Q] s, s Primzahl, q s, und damit o(R) qs. Angenommen:
s p. Nach (2.1) ist M1 R maximal inR ffir ede zu M konjugierte
Untergruppe M yon G. Da s nicht die Ordnung yon M teilt, hat M R
also die Ordnung q, d.h. es ist M R Q, da Q <:l R ist. Dmit ware Q in
eder zu M koniugierten Untergruppe yon G enthalten, was wegen (i)
unmSglich ist. Es ist also s p, d.h. R eine Gruppe der Ordnung pq. Da
p > q und die q-Sylowgruppe Q yon R normal in R ist, ist R zyklisch. Dmit
liegt auch in diesem Fall Q im Zentrum seines Normalisators, worus erneut
die q’-Abgeschlossenheit von G folgt. Dmit ist gezeigt"

(ix) Q besitzt ein normales Komplement L in G.
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List nicht in M enthalten; damit ist M n L P maximal und modular in
L, hat also wegen der Minimalitat yon G Primzahlindex in L. Es ist also
o(L) pt, Primzahl, und somit

(x) o(G) pqt.

Nach (vii) und (viii) ist M eine Hallsche Untergruppe yon G, also
p q p. Damit sind alle Sylowgruppen yon G zyklisch, also G
metazyklisch (s. [9], Th. 11, S. 175), d.h. G’ und GIG’ zyklisch (G’ die Kom-
mutatorgruppe yon G). Da G/L abelsch ist, ist G’

_
L. Da P 4 G ist,

ist L nicht zyklisch, also G’ die t-Sylowgruppe von L. Da GIG’ zyklisch ist,
gibt es einen Normalteiler W der Ordnung qt yon G. W enthiilt alle q-Sylow-
gruppen von G, also ganz M und N, da M und N Vereinigung ihrer q-Sylow-
gruppen sind. Damit liegt ganz G in W, was nattirlich nicht der Fall ist.

Dieser Widerspruch zeigt, dal3 auch Fall 3b und damit Fall 3 nicht auftreten
kann, womit ein endgiiltiger Widerspruch erreicht ist. Damit ist (,) be-
wiesen.
Nun zum Beweis des Lemmas. Sei M eine maximale modulare Unter-

gruppe von G. Nach (,) ist dann entweder G/M nichtabelsch der Ordnung
pq, p und q zwei Primzahlen, oder M <:1 G. Da jeder M enthaltende Normal-
teiler yon G modular in Gist, ist im letzteren Fall M ein maximaler Normal-
teiler yon G.

Sei umgekehrt M G mit o(G/Mo) pq, p und q zwei Primzahlen.
Da [G/Mo] --- O(G/Mo) ein modularer Verband ist, ist Mm[G/Mo], also
MmG, wegen (2.3). Da aul3erdem M eine maximale Untergruppe yon Gist,
ist M dann sicherlich eine maximale modulare Untergruppe yon G. Sei
schlielllich M ein maximaler Normalteiler yon G. Dann ist MmG und G/M
einfach. Ist also M1 eine M enthaltende maximale modulare Untergruppe
yon G, so ist M1 <:1 G, da sonst wegen (,) die einfache Gruppe G/M ein
epimorphes Bild der Ordnung pq, p und q Primzahlen, besitzen mtifite.
Wegen der Maximalitit yon M folgt M Mx;M ist also eiue maximale
modulare Untergruppe von G.
Damit ist Lemma 1 bewiesen.

KOROLLAR. Ist M eine maximale Untergruppe der Gruppe G, die modular
in Gist, dann hat M Primzahlindex in G.

4. Modulare Untergruppen von Primzahlpotenzindex
In diesem Abschnitt wollen wir uns mit modularen Untergruppen M yon

Gruppen G beschitftigen, ftir die [G/M] oder [G’M] besonders "einfach"
sind.

]EMMA 2. SeiM modular in der Gruppe G und [G/M] eine Kette der L(inge n.
Dann ist [G" M] p, p eine Primzahl.

Beweis. Wir machen Induktion nach der L/tnge n der Kette [G/M].
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Nch dem Korollr zu Lemm 1 ist Lemm 2 richtig fiir n 1. Sei lso
n => 2 und Lemm 2 richtig ffir Ketten der L/nge <n.

Sei MmG mit [G/M] Kette der Lnge n. Sei

M MoM M, G

die M mit G verbindende Kette yon Untergruppen yon G, und sei zur Abktir-
zung M_ H. D [G/M] eine Kette ist, ist [G/M] ein modulrer Verbnd,
Mso sicherlich Hm[G/M]. Nch (2.3) ist HmG, und nch dem Korollr
zu Lemm 1 folgt

[G" H] p, p eine Primzahl.

DMmH und [H/M] eine Kette der Lnge n 1 ist, folgt nch Induktions-
nnhme

(ii) [H" M] q-, q eine Primzahl.

Angenommen" q - p.
Sei dnn P eine p-Sylowgruppe yon _/]4 und sei P eine P enthltende

p-Sylowgruppe yon G. D [G’H] p ist, knn H keine p-Sylowgruppe yon

G enthMten;esist also HoP= G. WreMoP G, sowreMo Pin
einer maximMen Untergruppe yon G enthalten, also in H, da H die einzige M
enthMtende maximale Untergruppe von G ist. H enthlt aber P nicht.

Wir haben also

(iii) HuP G M uP.

Ferner ist M n P eine P1 enthaltende p-Untergruppe yon M. Da P1 eine
p-Sylowgruppe yon M ist, folgt also M n P P. Da nach (ii) der Index
yon M in H teilerfremd zu p ist, ist P auch eine p-Sylowgruppe von H.
Nach demselben Argument wie ffir M ist also auch H P P1, d.h. wir
haben

(iv) HnP P MnP.

Da M und H modular in G sind, erhalten wir nach (2.1) mit Hilfe yon

(iii) und (iv) die folgenden Gleichungen und Isomorphien:

[G/M] [M u P/M] --- [PIP n M] [PIP n HI --- [H u P/HI [G/HI,

lso [G/M] --- [G/M,_x], was wegen n & 2 offenbar ein Widerspruch ist.
Es ist also q p. Nach (i) und (ii) folgt [G:M] p, was zu zeigen war.

Damit ist Lemma 2 bewiesen.

SAz 1. Sei M modular in der Gruppe G und [G’M] p’, p eine Primzahl.
Dann ist G/M, entweder eine p-Gruppe oder eine P-Gruppe der Ordnung
p’q, p > q, q eine Primzahl.

Beweis. Sei G ein Gegenbeispiel minimaler Ordnung zu Satz 1 und sei M
maximal unter den Untergruppen yon G, ftir die der Satz fMsch ist.
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Da G/Me und M/Mo ebenfalls ein Gegenbeispiel zum Satz darstellen, ist

(i) M, 1,

wegen der Minimalit/it yon G.
W/ire M eine maximale Untergruppe yon G, so w/ire nach Lemma I entweder

M <1 G, also G/Ma G/M eine p-Gruppe, oder G/Mo niehtabelseh der Ord-
nung pq, p und q Primzahlen, also G/Ma eine P-Gruppe der Ordnung pq,
p > q. Das widersprieht der Wahl yon G. --Es ist also M nieht maximal
in G, d.h.

(ii) n => 2.

Sei nun P eine p-Sylowgruppe yon G.
also naeh (2.1)

Da[G’M] pnist, istPuM G,

(iii) [G/M] --- [P/P n M ].

Die maximalen Untergruppen yon P, die P n M enthalten, sind normal, also
modular in P und damit auch modular in [PIP n M]. Ist also S eine maxi-
male Untergruppe yon G mit S

___
M, so ist nach (2.6) SIn[G/M], also StaG,

wegen (2.3). Damit ist gezeigt"

(iv) Ist S maximal in G mit M S, so ist StaG.

Sei nun L der Durchschnitt der M enthaltenden maximalen Untergruppen
von G. Wit unterscheiden dann zwei F/ille-

1. Fall. L <1 G. Da [G’L] eine p-Potenz ist, ist G/L eine p-Gruppe mit
((G/L) 1, d.h. eine elementarabelsche p-Gruppe. Insbesondere ist also
jede maximale Untergruppe S yon G, die M enth/ilt, normal in G. Ferner ist
MmS mit [S’M] p,--1. Wegen der Minimalit/it yon G ist also S/Mz ent-
weder eine p-Gruppe oder eine P-Gruppe der Ordnung n--1p q,p > q, qPrim-
zahl. W/ire S/Ms eine p-Gruppe, dann w/ire der minimale Normalteiler von
S mit p-Faktorgruppe U(S) in Ms enthalten. Da aber S <1 G ist, ist
U(S) <3 G; nach (i) folgte also U(S) 1, oder S p-Gruppe. Da aber
[G:S] p ist, w/ire dann ganz G eine p-Gruppe, was nicht der Fall ist. Es
ist also S/Ms keine p-Gruppe. Damit ist gezeigt"

(v) Ist Seine M enthaltende maximale Untergruppe yon G, so ist S <3 G und
S/Ms eine P-Gruppe der Ordnung ,-1

p q, q eine Primzahl, p > q.

Wir nehmen einmal an, es g/ibe zwei maximale Untergruppen S und T yon

G, die M enthalten. Da S/Ms nach (v) eine P-Gruppe ist, ist [S/M] iso-
morph zum Untergruppenverband einer elementarabelschen p-Gruppe der
Ordnung pn-. S n T ist eine maximale Untergruppe yon S. Es gibt also
Untergruppen Ui yon S mit U

_
T, M maximal in Ui und U U S. Da

M maximal in U und U T ist, ist T n U M. Da nach (v) T <3 G ist,
ist also M normal in jedem U, d.h. M <3 U Ui S. Das widerspricht (v).
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--Es gibt also keine zwei M enthaltenden maximalen Untergruppen yon G,
d.h.

(vi) List die einzige M enthaltende maximale Untergruppe yon G.

Da L/ML nach (v) eine P-Gruppe ist, ist [L/M] ein modularer Verband
Da L die einzige maximale Untergruppe yon G ist, die M enthitlt, ist auch
[G/M] ein modularer Verband. Jede M enthaltende Untergruppe von Gist
also modular in [G/M] und damit auch in G.
Angenommen: [L’M] p2. Da [L/M] nach (v) isomorph zum Unter-

gruppenverband einer elementarabelschen p-Gruppe ist, existieren dann Un-
tergruppenUundVvonGmitMc U,VLundUnV= M. DaUund
V modular in G sind, sind G/Ua und G/Va p-Gruppen oder P-Gruppen, wegen
der Maximalititt von M. Da aber L die einzige U enthaltende maximale
Untergruppe yon Gist, kann G/Ua keine P-Gruppe sein; dasselbe gilt fiir V.
Es sind also G/Ua und G/V( p-Gruppen. Damit ist auch G/(Uan Va)
G/( U V) G/M eine p-Gruppe, was nicht der Fall ist. --Es ist also
[L’M] p, d.h.

(vii) [G/M] ist eine Kette der Lginge 2.

Sei nun U eine yon L verschiedene maximale Untergruppe von G. Sei x e G.
Dann ist M L, da L < G ist, und List die einzige M enthaltende maximale
Untergruppe yon G. Es ist also UoM G und damit [U/M*o U]
[G/M] [G/M] eine Kette der L/inge 2. Nach Lemma 2 ist [U" M U] r2,
r Primzahl. Du r [U" U n L] [G: L] p ist, ist also [U: M n U] p
wegen der Minimalit/it yon G (und da [U/Mo U] nicht isomorph zum Fak-
torverband einer P-Gruppe ist) ist also U/(M*o U) eine p-Gruppe. Das
gilt i’tir jedes x e G; es ist also auch U/xa (M*o U) eine p-Gruppe. Da
[3x, (Mo U)z f’l,a M 1 ist, ist also U eine p-Gruppe. Wit haben
damit gezeigt-

(viii) Ist U eine yon L verschiedene maximale Untergruppe yon G, dann ist
U eine p-Gruppe.

Mit L verfahren wir ganz entsprechend. Sei x G. Dann ist MmL mit
[L’M] p; wegen der Minimalit/it yon Gist also L/(M) eine p- oder eine
P-Gruppe, in jedem Fall aber tiberauflSsbar. Damit ist auch L/f’l,o (M*)z.,
also L iiberauflSsbar. Es ist also jede echte Untergruppe yon G tiberauflSsbar
und damit G entweder tiberauflSsbar oder minimal nicht iiberaufl6sbar. In
beiden F/illen existiert eine Sylowgruppe von G, die normal in Gist (s. [4],
Th. 10.5.3., S. 159 und [2], Hilfssatz C, S. 199). Da [G’M] p’ und Mo 1
ist, ist das die p-Sylowgruppe yon G. Da nach (viii) jede yon L verschiedene
maximale Untergruppe von G eine p-Gruppe und L nicht die einzige maximale
Untergruppe yon G ist, da sonst G zyklisch und M <:1 G sein wiirde, ist also die
p-Sylowgruppe P yon G maximale Untergruppe yon G, und G besitzt nur P
und L als maximale Untergruppen. Sei nun q ein Primteiler yon o(G) mit
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q p und Q eine q-Sylowgruppe yon G. Wegen L <3 G und [G:L] p gilt
Q L, und nach dem Frattinischlul ist G o(Q)L. Damit ist No(Q) = L.
Da No(Q) auch nicht in der p-Gruppe P enthalten sein kann und P und L die
einzigen maximalen Untergruppen yon G sind, ist No(Q) G, also Q <3 G.
Das ist wegen [G:M] p und Mo 1 unmSglich.
Der Widerspruch zeigt, dab Fall 1 nicht auftreten kann. Es bleibt der

2. Fall. L G. Angenommen, es gibt eine M enthaltende Untergruppe
R yon G mit R <3 G. Sei S eine R enthaltende maximale Untergruppe yon G.
Dann folgt S <:l G, da SIR maximale Untergruppe der p-Gruppe G/R ist.
Nach (i i) ist [G/L] [P/D], wo Dder Durchschnitt der P n M enthaltenden
maximalen Untergruppen yon P ist. Da P eine p-Gruppe ist, ist D < P und
P/D elementarabelsch. Es ist also [G/L] isomorph zum Untergruppenver-
band einer elementarabelschen p-Gruppe, d.h. es gibt Untergruppen Us yon

G mit Us n S L und [J Us G. Da S <:l G ist, folgt L <3 U ffir alle i, also
L <:1 G. Das widerspricht der Voraussetzung im 2. Fall. Damit ist gezeigt:

(ix) Es ist R G fir jedes R G mit M R.

Sei nun Seine M enthaltende maximale Untergruppe yon G. Nach (iv)
und (ix) ist StaG, aber S ,/ G. Nach Lemma 1 ist also G/So eine nichtabelsche
Gruppe der Ordnung pq, q Primzahl; da [G" S] p und S G ist, ist p > q.
Sei N/So der Normalteiler vom Index q in G/So. Da M N ist, ist
MN=G. EsistalsoMaNmNmit[N’MN] [G’M] p. Wegen
der Minimalitt yon Gist N/(M N) entweder eine p-Gruppe oder eine
P-Gruppe der Ordnung p’r, r Primzahl, r < p. Im ersten Fall folgt, dal N
eine p-Gruppe ist, da hier U(N) in M enthalten und normal in G, also gleich
1 ist. Wir wollen zeigen, daft der zweite Fall nicht auftreten kann, dal also
gilt"

(x) N ist eine p-Gruppe, d.h. o(G) p’q, m >-_ n.

Wir nehmen daher an, N/(M N)v wre eine P-Gruppe der Ordnung pr,
p > r. Dann wire [N/M n N], wegen (2.1) also auch [G/M], isomorph zum
Untergruppenverband einer elementarabelschen p-Gruppe der Ordnung p.
Damit ist [G/M] ein modularer Verband; jedeM enthaltende Untergruppe yon
Gist wegen (2.3) also modular in G. Sei nun U eine Untergruppe von G, in
der M als maximale Untergruppe enthalten ist. Dann ist UmG mit
[G" U] pn-; wegen der Maximalitt yon Mist also G/U entweder eine
p-Gruppe oder eine P-Gruppe der Ordnung pn-8, p > s, s Primzahl. Wiire
G/Uo eine p-Gruppe, so folgte U <3 G, da UUo Durchschnitt maximaler Un-
tergruppen yon G/U wire. Das widerspriche (ix). Es ist also for jedes
U

_
G, in demM maximal ist, G/Uo eine nichtabelsche P-Gruppe. Ferner ist

U maximal in U, also U M eine maximale Untergruppe yon M. Sei V
eine weitere Untergruppe yon G, in der M maximal ist. Dann ist U n V M.
Wire UoM VoM, dannwre UoM

___
UonV Mz 1, also

U a M 1 und damit o(G) p"s. Das ist unmSglich, da [G" (M a N)]
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qpnr ist. Es ist also V o M U n M. Es gibt daher mindestens so
viele maximale Untergruppen yon M, wie es Untergruppen yon G gibt, in
denen M maximal ist. Da [G/M] isomorph zum Untergruppenverband einer
elementarabelschen p-Gruppe ist, existiert eine Untergruppe U von G, in der
Mmaximalist, mitUS. DannistSn U M, alsoSooU M 1.
D [G’S] pqist, folgt also (mito(G/U) pn--S)" o(Uo) [U’Sn U]
teilt [G’S] pq. Damit ist o(G) ein Teiler von pqs; da aber
[G" (M N)N] pnqr ist, folgt o(G) p’qr, also o(M) qr. Damit hat M
hSchstens + 1 maximMe Untergruppen, wenn die gr61ere der beiden Prim-
zahlen q und rist; es gibt also auch h6chstens + 1 Untergruppen yon G, in
denen M maximal ist. ])a aber [G/M] isomorph zum Untergruppenverband
einer elementarabelschen p-Gruppe der Ordnung p(n >= 2) ist, existieren
mindestens p + 1 solche Untergruppen. Das ist ein Widerspruch, da q und r
kleiner als p sind, also auch < p gilt. Damit ist (x) gezeigt.

Sei nun V die Vereinigung aller q-Sylowgruppen von G. Dann ist V <3 G
mit G/V p-Gruppe, also jede V enthaltende maximale Untergruppe von G
normal inG. Wegen (ix) ist daher VoM G, d.h. G U (MoQ) (Q
q-Sylowgruppe yon G). I)a o(Q) q ist, ist M nach (2.1) maximal in M o Q
(oder M M o Q) fr jede q-Sylowgruppe Q von G, also G die Vereinigung
yon Untergruppen, in denen M maximal ist. Wegen [N/M N] [G/M]
ist lso N die Vereinigung yon Untergruppen, in denen M N maximal, also
normal ist. Es ist daher M N <3 N, ferner natrlich M N <:l M, also
schlie.filich M N <:I G. Nach (i) folgt M N 1 und daher

(xi) o(N) pn, also o(G) pq.
Damit ist M eine q-Sylowgruppe von G; die q-Sylowgruppen yon G sind

also modular in G. Ferner ist G M u V M u [Jx M [J (M u M).
Da nach (2.7) alle diese M M modular in G sind, ist G Vereinigung yon

Untergruppen M mit MmG und M maximal in M. Da (N) [G/M] ist,
wird N yon minimMen Untergruppen N erzeugt, die modular in N sind. D
N, N mN sind, erzcugen N. und N.(i j) eine elementarabelsche Gruppe
der Ordnung p die N zentralisieren sich also gegenseitig. Damit ist N ele-
mentrabelsch. Sei nun X eine Untergruppe von N, o(X) p". Dann ist
X (XM)N <3 XM. Da N abelsch ist, ist auch X <3 N, also
schlieNich X <:l G. Es ist daher jede p-Untergruppe von G normal in G,
erner jede q-Untergruppe modular in G und damit jede Untergruppe von G
modular in G, d.h. (G) ein modulrer Verband. Nach einem Satz von
Iwasawa (s. [8], Th. 13, S. 13) ist ( eine P-Gruppe. Das widerspricht der
Wahl yon G.
Damit ist gezeigt, dal aueh der 2. Fall nieht auftreten kann, womit ein end-

giiltiger Widersprueh erreieht und Satz 1 bewiesen ist.
Eine einfaehe Folgerung aus Lemma 2 und Satz 1 ist das folgende

LEMMA 3. Sei M modular in G und [G/M] eine Kette.
Dann ist entweder G/Ma eine p-Gruppe oder M maximal in G und G/Mo
nichtabelsch der Ordnung pq, p, q Primzahlen.
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Beweis. Sei MmG und [G/M] eine Kette. Nach Lemma 2 ist dann
[G’M] p" ffir eine geeignete Primzahl p. Nach Satz 1 ist somit G/Me,
entweder eine p-Gruppe oder eine P-Gruppe der Ordnung pq, p > q, q Prim-
zahl. Im letzteren Fall ist [G/M] isomorph zum Untergruppenverband einer
elementarabelschen p-Gruppe der Ordnung pn. Da aber [G/M] eine Kette
ist, folgt n 1, also M maximal in G und o(G/Mo) pq. Damit ist Lemma 3
bewiesen.

5. Die Struktur yon M/M
Wir wollen in diesem Abschnitt die Struktur yon MO/Me, fiir modulare

Untergruppen M yon G untersuchen und dabei zeigen, daft M/Me, tiberauflSs-
bar ist.

Fiir M/M( gilt eine sch/irfere Aussage, die eine VerMlgemeinerung eines
Satzes von Ito und Sz6p ftir Quasinormalteiler darstellt (s. [6], Satz 1, S. 168)"

SATz 2. Ist M modular in der Gruppe G, dann ist M/Ma nilpotent.

Beweis. Sei G ein minimMes Gegenbeispiel zu Satz 2 und sei M maximal
unter den Untergruppen von G, fiir die der Satz falsch ist.
Da G/Mc und M/Me, ebenfalls ein Gegenbeispiel zum Satz darstellen, ist

(i) Me. 1,

wegen der Minimalitgt yon G.
Sei nun e G mitM # M und sei H M u {x} eine echte Untergruppe yon

G. Da G ein minimales Gegenbeispiel ist, ist M/Mu nilpotent. Wegen x e H
ist Mu (MnM)u, also M/(M n M) als epimorphes Bild der nil-
potenten Gruppe M/Mu nilpotent.
Wgre also M

alle x e G, also auch M/,e, (M n M) M. Das widersprgche der Wahl
yon M. Damit ist gezeigt-

(ii) EsgibteinxeGmitMu{x} G.

Sei zur Abkiirzung {x} X.
O(X/MnX), d.h. [G/M] ist isomorph zum Untergruppenverband einer
zyklischen Gruppe und damit distributiv (s. [8], Th. 2, S. 4), also erst recht
modular. Damit ist jede M enthMtende Untergruppe R yon G modular in
[G/M], also auch in G. Wegen der Maximalit/it yon M gilt"

(iii) R/Re, ist fiir jedes R G mit M R nilpotent.

Existierten zwei verschiedene Untergruppen R und S von G, in denen M
maximal ist, dann ware RnS M und wegen (iii) M/MnRa sowie
M/M nSe, nilpotent. Damit wre auch M/(M n RanSo) M/Ro nSa
M/Mo nilpotent, was nicht der Fall ist. Es existiert also nur eine Un-
tergruppe von G, in der M maximal ist. Da 2(X/M n X) zu [G/M] isomorph
ist, ist daher X/M n X eine zyklische Gruppe, die nur eine minimale Unter-
gruppe besitzt, d.h. zyklisch yon Primzahlpotenzordnung. Es ist also
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X(X/M r X) und damit auch [G/M] eine Kette. Nch Lemma 3 ist dann
aber M/M eine Primtrgruppe. Das ist ein Widerspruch, womit Satz 2 be-
wiesen ist.
Wir betrachten nun zuniichst den quasinormalea :Fall. Hier kSnnen wir

zeigen"

SATZ 3. Ist Q quasinormal in der Gruppe G, dann ist Qa/Q nilpotent.

Beweis. Sei Q < G. Da sich alle Betrachtungen in G/Qa abspielen, kSn-
nen wir Q 1 annehmen. Nach Satz 2 (oder nch [6], Satz 1, S. 168) ist
dann Q nilpotent, also Q II Q, Q die p-Sylowgruppe yon Q. Nach [6,
Korollar 1, S. 170] ist Q <l G, also (Q) a (J (Q) eine p-Gruppe, d die
Vereinigung von p-Quasinormalteilern wieder eine p-Untergruppe ist. Damit
ist Q U (Q) ]-I (Q), also Qa nilpotent. Damit ist Satz 3
bewiesen.
Um den allgemeinen Fall einer beliebigen modularen Untergruppe behandeln

zu kSnnen, beweisen wit zuntchst ein Reduktionslemma, das das Problem
weitgehend auf den quasinormalen Fall reduziert.

LEMMA 4. Sei M modular in G, sei N No(M) und D D M
a\ (M t M) (dabei sei D(M) G, falls M < G).

Ist M eine echte Untergruppe yon D, dann ist entweder Ma/Ma eine nicht-
abelsche Gruppe der Ordnung pq, p, q Primzahlen, oder M <q G und M/Ma eine
p-Gruppe.

Beweis. Sei G ein Gegenbeispiel minimaler Ordnung zu Lemmu 4 und sei
MmG, so daft das Lemma falsch wird. Dann ist M , G. Da D(M/Ma)
D(M)/Mo ist, ist mit G, M auch G/Ma, M/Ma ein Gegenbeispiel zu Lemma
4. Wegen der Minimalitt yon G folgt also

(i) Mo- 1.

Da M Gist, existiert ein z e G von Primzahlpotenzordnung mit M" # M.
Dann ist M u M" M u Z (mit Z {z} ), also [M u M’/M] eine Kette, da
[M u Z/M] [Z/M n Z] eine Kette ist. Da z G\N ist, ist D M u M".
Damit haben wir"

(ii) [D/M] ist eine Kette.

Sei F die zwischen D und M liegende Untergruppe yon G, in der M maximal
ist. Nach dem Korollar zu Lemma 1 ist IF" M] eine Primzahl; sei [F" M] p.
Wir unterscheiden nun zwei Fiille"

1. Fall. M < F. Wir zeigen hier zuntchst, dal M <:lq Gist. Sei dazu
x G\N mit o(x) q’, q Primzahl, und sei (zur Abktirzung) X {x}. Dann
ist M u X M u M

_
D

_
F, also F

_
M u X. Da [M u X/M] eine Kette

ist, ist [M u X"M] nach Lemma 2 eine Primzahlpotenz; da M F M u X
und IF"M] p ist, ist also [M u X"M] p*, wobei s die Lnge der M u X
mit M verbindenden Kette ist. Da [M u X/M] [X/M n X] ist, ist die
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Lnge der X mit M o X verbindenden Kette auch s, also [X’M n X] qS.
Sei nun Y XnF. Da M <l F ist, ist M mit Y vertauschbar, also
q [Y’MnY] [YoM’M] [F’M] punddamit[MoX:M] p’
[X’M X]. Nach [8, S. 7] ist daher schliellich M mit X vertauschbar.
Damit ist gezeigt"

(iii) Ist x e G\N und o(x) qn, q Primzahl, so ist q p und M mit
vertauschbar.

Ist aber x e N, so wird M yon x normalisiert; in diesem Fall ist somit M erst
recht mit {x} vertauschbar. Damit ist M mit allen zyklischen Untergruppen
yon Primzahlpotenzordnung, und daher mit allen Untergruppen von G ver-
tauschbar, d.h.

(iv) M <:l G.

Nach Satz 2 ist M nilpotent. Angenommen, M wilre keine p-Gruppe. Sei
also Q # 1 eine q-Sylowgruppe yon M, q # p. Dann ist Q <q G (s. [6], Ko-
rollar 1, S. 170), und jedes Element yon G mit zu q primer Ordnung normalisiert
Q (s. [6], Bemerkung 2, S. 169). Ist aber y e G mit o(y) q’, so ist y wegen
q p nach (iii) in N enthulten; M wird also yon y normalisiert. Da M nil-
potent ist, wird Q ebenfalls vony normalisiert. Damit wird Q von allen Elemen-
ten von G normalisiert, ist also normal in G. Es folgt Q

___
Ma 1, was nicht

geht. Es ist also M eine p-Gruppe. Da die Vereinigung yon p-Quasinor-
malteilern wieder ein p-Quasinormalteiler ist, ist schliellich auch Me

(Jxo M eine p-Gruppe. Dus widerspricht der Wahl von G und M. Fall 1
kann also nicht auftreten.
Es bleibt der

2. Fall. M F. Wir zeigen hier zuniichst, dal F Ma ist. Da M 4 F
ist, existiert ein ueF mit ueN. Dann ist MuM F, also
D MuM F. Damithabenwir

(v) D F.

Sei nun x e N. Dann ist

D N. \,, (M u Mu) ) Nuo \, (M u Mv) N,o \, (M u M) D,

da M M ist und z yx wegen x N mit y smtliche Elemente yon G\N
durchluft. Es wird also F yon x normalisiert, d.h. wir haben

(vi) N No(F).

Sei nun x e G\N und o(x) q, q Primzahl. Dann istM M F. Ange-
nommen" MM F. Sei zur Abkiirzung {x} X undMuM H.
Dann ist [H/M] --- [X/X M], also eine Kette. Da M F H ist, ist M
nicht maximal in H. Nach Lemma 3 ist daher HIM, eine Prinrgruppe, also
eine p-Gruppe, da [F’M] p ist. Da F

___
H ist, ist M, M, also auch
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F/M. eine p-Gruppe und damit M/M, <:1 F/M-v, als maximale Untergruppe
einer p-Gruppe. Des widerspricht der Voraussetzung im 2. Fall. --Es ist
alsoMuM F.

Dies gilt ftir ]edes x G\N mit Primzahlpotenzordnung, also auch ffir x2,
falls x G\N. Damit ergibt sich

F (MuM) MuM MuM F, falls xN,
und

F MxuMx2 F, falls xeG\N,
da dann M und M2 in F enthalten sind. Wir haben damit gezeigt, daft alle
x e G\N mit Primzahlpotenzordnung in No(F) liegen; wegen (vi) ist also
F <:1 G. Da M maximal in F ist, haben wir

(vii) F M.
Sei nun x e G\N. Dann sind M und M maximal in F, also F M o M.

Sei K M n M. Dann ist [M/K] --- [F/M], also K maximal in M; genauso
zeigt man, dal K maximal in M ist. Nach Satz 2 sind M und M nilpotent,
also K <:l M und K <:l M, als maximale Untergruppe nilpotenter Gruppen.
Damit ist schliellich K <:1F. Ist nunMu eine weitere zu M konjugierte Unter-
gruppe yon G, so ist M n Mu K, da sonst M (M n M) u (M n My) <3 F
wiire, was der Voraussetzung im 2. Fall widerspriiche. Es ist also K in ]eder
zu M konjugierten Untergruppe von G enthalten, d.h. K

_
Me 1. D K

maximal in M ist, ist o(M) q, q eine Primzahl, und damit Me wegen (vii)
eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung pq. Der 2. Fall ftihrt also auch zu
einem Widerspruch, womit ein endgtiltiger Widerspruch erreicht ist. Damit
ist des Reduktionslemma bewiesen.
Wir sind nun in der Lage, des Hauptergebnis dieses Abschnittes zu be-

weisen.
SATZ 4. Ist M modular in der Gruppe G, dann ist Me/Me i5eraufi6sbar.
Beweis. Sei G ein Gegenbeispiel minimaler Ordnung zu Satz 4 und sei M

maximal unter den Untergruppen yon G, flit die der Satz falsch ist.
SeiN No(M) undxeG\N, d.h. xeGmitM M. Nach (2.7) ist

(M M) raG. Da _/] Mist, ist M M M; wegen der Maximalitt yon
M ist also (M o M) /(M o M)e tiberaufl6sbar. Da M M o M M
ist, ist (M o M) a Ma, also Ma/(M o M)e iiberaufl6sbar. Das gilt ftir
jedes x G\N. Es ist also auch M/fl,\ (M o M)e Me/Do fiberaufl6s-
bar, wenn D e\ (M o Mx) ist. Da M/Me nicht tiberaufl6sbar ist, ist
MD.
Damit ist die Voraussetzung yon Lemma 4 erffillt; es ist also entweder

M <:lq G oder o(Ma/M) pq, p und q zwei Primzahlen. Im letzteren Fall
ist M/Me sicherlich tiberaufl6sbar, was der Wahl yon M widerspricht; im
ersteren Fall ist M/M nach Satz 3 sogr nilpotent, was erst recht nicht geht.
Mit diesem Widerspruch ist Stz 4 bewiesen.
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Bemerkung. Daft M/Ma im Mlgemeinen nicht nilpotent zu sein braucht,
wenn MmG ist, zeigt das Beispiel der nichtabelschen Gruppe der Ordnung 6,,
in der die 2-Sylowgruppen modular sind.

6. Die Struktur der von G in Me induzierten
Automorphismengruppe

Zum Schlul der Arbeit beschSftigen wir uns noch mit der van G inMe
induzierten Automorphismengruppe. Wir kSnnen zeigen, dal diese Gruppe
auflSsbar ist. Es gilt sogar der folgende
SATZ 5. Sei M modular in der Gruppe G.

Dann existieren Normalteiler H und K van G mit

Ca(Me/Me) C H K G,

so dal G/K nilpotent, K/H abelsch undH/C wieder nilpotent ist. G/Ca(Me/Ma)
ist also aufl6sbar der Nilpotenzldnge <-_ 3.

Beweis. Sei Gein Gegenbeispiel minimMer Ordnung zu Satz 5 und sei M
maximal unter den Untergruppen van G, ffir die der Satz falsch wird.
Mit G, Mist auch G/M, M/Ma ein Gegenbeispiel zu Satz 5. Wegen der

MinimalitSt van G folgt also
(i) M 1.
Sei nun N Ne(M) und x e N. Dann ist M u MmG; wegen der Maxi-

malitt van M existieren also NormMteiler H, K van G mit

Ca( (M u M) e/(M u M)a) Ca(M/(M u M)o) C H K G

und G/K, H/C nilpotent sowie K/H abelsch. Sei Ha Na\H,
K1 f’lxa \ Kx und C1 Na\ C Dann ist

CI N.a\ Ca(.Me/(M o M)a)

Co(M/Nq\ (M u M’)) eo(M/D).
Ferner ist G/K nilpotent, da G/K ffir alle x e G\N nilpotent war, K/H
abelsch, da K/H K --- H, o K /Hx K/Hx, also abelsch ffir jades
x e G\N ist, und schliellich H/C wieder nilpotent, d genauso H/HI C, ffir
jades x G\N nilpotent ist. Es hat also G/Ca(Me/De) die im Satz ffir
G/Ca(M/Ma) verlangte Struktur; wegen der Wahl van M ist daher

(ii) M D.

Nach Lemm 4 ist also entweder Ma nichtabelsch der Ordnung pq, p und q
Primzahlen, oder M <]q G und Ma eine p-Gruppe. Im ersteren Fall ist Mv

fiberauflSsbar in G eingebettet, woraus folgt, dal G/Ca(M a) G/C fiberauflSs-
bar ist (s. [5], Satz 12, S. 420). Es ist also H/C nilpotent, wenn H/C die
Kommutatorgruppe van G/C ist. Mit K H htte daher G/C alle im Satz
geforderten Eigenschaften, was nicht geht. --Es folgt Mso

(iii) M <3q G, und M a ist eine p-Gruppe, p Primzahl.
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Sei nun V die Vereinigung aller p’-Untergruppen yon G. Da ein p-Quasi-
normalteiler yon jedem p’-Element normalisiert wird (s. [6], Bemerkung 2,
S. 169), normMisiert V Mle zu M kon]ugierten Untergruppen von G. Ist also
U VC, so gilt"

(iv) U Na(Mx) fi$r alle x G.

Seien nun M Mo, M1,..., Mr die Konjugierten yon M und sei
D- [’1=0 M (0 < j < r), sowie Dr+. =0Mi(0_-<j_-< r). Dnnist

1 Do .."

_
Dr M ... _

D2r M.
Da alleM von U normalisiert werden, werden auch alle D. von U normMisiert.
Seinun0__<j < r. Dann

D. r--(a’+i)=o M n Mr_- D.+I n Mr_..

Sei Mr-. Mx. Da M yon allen pr-Elementen normalisiert wird, k6nnen
wit x als p-Element annehmen. Da j < rist, ist (mit X {x/)
D;+I M

_
X o M_. Da Mr_ <lq Gist, folgt

[D+/D] [D]+/D+I n Mr_.] --- [D.+ u

und dieser Verband ist wegen D.+
_
X n Mr_. ein Intervall in

[X u Mr_/Mr_] [X/X u

Dieser letzte Verband ist ein Intervall in O(X), also eine Kette. Damit ist
[D+I/D] eine Kette. Da D- und D.+ unter U invariant bleiben, sind auch
alle zwischen D und D.+ liegenden Untergruppen yon G unter U invarint.

Eine ithnliche Betrachtung machen wir ftir Dr+-. Es ist

Dr+.+ U=oMu Ms+I Dr+ o Ms+
Wie fiir Mr_. existiert ein y e G von p-Potenzordnung mit M.+ MY; sei
Y {y}. Da M Dr

___
Dr+. ist, ist Dr+ tJ Y

_
M u Y M.+, also

Dr+. u M.+ Dr+-u Y. Da alle M <lq G sind, ist auch Dr+. <lq G. Damit
ist [D,++/D,+] [Dr+.u M+/Dr+] ein Intervall in [Dr+.u Y/Dr+]
[Y/Y n D+.], und dieser Verband ist eine Kette. Damit ist auch
eine Kette; da Dr+- und Dr+.+ unter U invariant sind, sind es also auch alle
Zwischengruppen.
Indem wir nun aus der ursprtinglichen Kette der D- die tiberfltissigen

weglassen [die D. mit D. D.+] und ftir die tibrigen/c e (0, 2r 1) die
zwischen D und D+I liegenden Gruppen einftigen, erhulten wir eine Kette
yon Untergruppen E. mit

1 E0E E- M

und [E.+’E.] p, sowie U Na(E) (j 0,... n 1).
Sei nun Ui Cv(Ei+/E) ftir 0 =< j < n. Da E. <l E.+ ist und alle E yon

U normalisiert werden, ist U- <l U und U/Us die yon U in E+/E induzierte
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Automorphismengruppe. Da Ej+I/Ej zyklisch der Ordnung p ist, ist die volle
Automorphismengruppe yon Ej+I/Ei zyklisch der Ordnung p 1. Damit ist
U/Us zyklisch, j 0, n 1. Sei nun S [’12V Uj. Dann ist S <:l U
und U/S abelsch. Ferner zentralisiert S alle Ei+I/Ej;S/C ist also eine
Gruppe yon Automorphismen yon M, die die Kette der E stabilisiert (s. [3],
S. 779). Da M eine p-Gruppe ist, ist nach [3, Lemma 8.1, S. 795] auch SIC
eine p-Gruppe. Damit ist insbesoudere SIC ein Hallscher Normalteiler yon
U/C, also S <:1 G. Setzen wir nun S H und U K, so hat, da G/U wegen
U D_ V ebenfalls eine p-Gruppe ist, G/C smtliche im Satz geforderten Eigen-
schaften. Das ist ein endgfiltiger Widerspruch, womit Satz 5 bewiesen ist.

Eine Verallgemeinerung eines Satzes von Kegel ffir Quasinormalteiler (s.
[7], Satz 3, S. 211) ist das folgende
KOOLLAg. Ist M modular in G und entweder M oder G perfekt, so ist

M <a.
Beweis. Sei MmG. Dann ist M/Mo nach Satz 2 nilpotent. Ist also
M perfekt, so folgt M Mo, also M <3 G. Ferner ist G/Co(M/Mo)
auflSsbar. Ist also G perfekt, so folgt G Co(M/Mo), d.h. M <l G. Damit
ist das Korollar bewiesen.
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