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Introduction

X et Y tant deux ensembles finis ou dnombrables, munis de la topologie
discrete, soient r et s des mesures de probabilit sur X et Y, c’est--dire des
mesures de Radon positives de masse 1. On se propose ici de repr!senter
l’ensemble (r, s) des mesures p de probabilit sur le prodUit cartsien
Z X Y dont les projections sur X et Y sont r et s, c’est-i-dire sont telles
que

yr p(x, y) r(x), xx p(x, y) s(y).

Par exemple on suit [1] .que les matrices bistochastiques sont barycentres des
matrices de permutation. Plus gnralement, ici, (r, s) ayant une structure
d’ensemble convexe, compact, mtrisable, lorsqu’il est muni de la topologie
faible des mesures, le Thorme de Choquet [3] permet de representer (r, s)
comme l’ensemble des barycentres des extrmales de !ff(r, s) (thorme 1).
Nous porterons notre attention essentiellement sur ces extrmales, dont une

caractrisation abstraite a (!ti donnie duns [4]. Appelons ensemble d’uniciti
route partie non vide de Z qui ne puisse porter deux mesures de probabiliti
diffirentes et de mmes marges, x(z) et y(z) tant les projections de z e Z sur
X et Y, E itant une partie de Z, appelons arc duns E une suite Zl, zn de
points de E telle .que l’on air"

x(z.k) x(z2k_l) et y(z2+l) y(z) pour tout ]

ou bien
y(z) y(z_l) et x(zk+) x(z2) pour tout ],

z et z (!tnt les extrmits de l’arc. Le thiorme 3, fondamental, montre
que E est ensemble d’unicit si et seulement si il ne contient pus d’arc fermi!
(c’est--dire extrmits confondues) non trivial. Le thorme 4 caractrise
alors les extrmales de (r, s): p est extrmale si et seulement si le support
S(p) est ensemble d’unicit.
Aprs avoir montr(! que la famille des ensembles d’uniciti est inductive, il

est naturel de s’int(!resser ses !lments maximaux. Le thiorme 6 montre
que ceux-ci sont connexes par arc; le thiorme 7 donne une condition nicessaire
et suffisante simple pour qu’un ensemble d’unicit maximal porte une extra-
male de (r, s).
L’tude des extrmales est faite par un formalisme emprunti la th(!orie des

graphes, dcrit duns le paragraphe 2.
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I. Representation de ![2(r, s)

9)1 ddsignant l’ensemble des mesures de Radon sur Z positives et de masse
_

1, on a l’inclusion !)(r, s)

_
!fib. La topologie sur de la convergence

faible des mesures est quivlente la convergence simple"

Pnn P pn(Z) n p(z). V Z.

I1 est bien connu que pour cette topologie est compact et mtrisable.

LEMME 1. (r, s) est compact.

1 tut compact, il suffit de montrer que (r, s) est fermi. Soit
pe(r, s) vec p pel. Alors", p(x, yo) s(yo) + (p p,)(x, yo).

tant un hombre positif donn, on peut trouver une partie finie X de X telle
que , r(x) < /, p(z, o) < /3

( est le complmentaire de X relativement X). X tant ainsi choisi,
on peut trouver N assez grand tel que n > N entraine

[(p )(x, z0)] < /3.
Comme

p(x, o) ,(x, ) , r(x)

il est clair que

et donc que p e (r, s). (r, s) est donc un sous ensemble convexe com-
pact de l’espace des mesures de Radon sur Z muni de la topologie faible.
Celui ci tant alors mtrisable, nous sommes dans les conditions d’application
du Thorme de Choquet et nous pouvons noncer"

THORME 1. Toute mesure de p de (r, s) est barycentre d’une mesure
de Radon positive de masse 1 du compact (r, s), la mesure tantport$e
par les extrOmales de (r, s).

II. Dfinitions et proprits du formalisme

E t!tnt un ensemble quelconque, on ppelle graphe sur E une application f
de l’ensemble ((E) des parties de E dans lui-mme telle que quelle que soit
la famille (Et)tr de parties de E, on ait

f(U,,, E,) U,,,.f(E,).

Cette dfinition entraine naturellement que f()) 0 et que f est com-
pltement dt!termin par les f(e), off e dcrit E.
Sie e f(e) e est appel4 point fixe de f.
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L’ensemble G(E) des graphes sur E est muni d’une addition et d’un produit
de la manire suivante"

Si f et g appartiennent G(E), alors

(f + g)(e) f(e) o g(e), (fg)(e) f[g(e)].

L’addition est associative et commutative, le produit est associatif, distributif
par rapport l’addition et possde une unit!, nottie 1, telle que l(e) e.
Tous les graphes que nous allons rencontrer sont tels que E c Z. Nous

considrerons en particulier les graphes suivants:

a(e) {zeE-- {e} y(e y(z)}

(e) {zeE-- {e} lx(e x(z)}

a0 1, 0 1,

r ,( + ).

Ainsi Zl r(z2) signifie qu’il existe un arc d’extr!mittis zl et z dans E. Ces
graphes sont dfinis relativement E. Nous !crivons parfois a, F, etc.
pour viter toute ambiguitt!. On note x(E) et y(E) les projections de E sur
Xet Y.

Enfin on appelle cycle dans E un ensemble de 2n points de E:
C {Zl, Z2n}

tels que
zea(zk_) :i 2] sil

_
k_ n

ze(z2k) :*{= 1
=2kl

sik n
sil < / <n.

n est l’ordre du cycle. Les points d’un cycle sont distincts.
E tant une partie non vide de Z fixtie, (!tablissons quelques propritis

utiles des applications

LEMME 2.

LEMME 3.

Le graphe an + n est sans points fixes pour n 1, 2, 3.

Zl Ol2n(Z2) Z2 2n(Zl)
Zl{! O/2n-t-l(Z2) : Z2 O2nwl(Zl)

Zl 2n-l-l(Z2) = Z2 2nTl(Zl).
Les preuves de ces deux lemmes sont videntes.

THIORME 2. F a un point fixe si et seulement si il existe un cycle dans E.

(a) La condition est videmment suffisante, tout point d’un cycle dans E
itant point fixe de F.
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(b) Pour montrer qu’elle est nicessaire, itablissons d’abord la propriti
suivante: Si a.+l +1 a un point fixe, alors il existe m compris entre 2 et
n tel que a. air un point fixe.
Pour procdder par r(!currence montrons la proprit pour n 2. Sie est

un point fixe de a5 il existe donc z tel que

e e,(z) et z ea(e).
Par le lemme 3"

cela entraine
z ea4(e) et e ea(z)

z () (z).
Or, comme on le vrifie facilement, on a toujours

a(z) C (1 -[- a)(z),
il vient donc z e fl3(1 + a) (z), ce qui entraine, z fl3(z) tant exclu (lemme
2), z (z).
Supposons maintenant la propriti vraie pour tout entier compris entre

2et n 1 (n > 2). Si e e .+(e) le mme raisonnement montre qu’il
existe z tel que

z (._ + )(z).

Si z e a2(z) la proprit est tablie. Si z e 2-(z) on utilise l’hypothse de
rcurrence.
Montrons maintenant que si a2, a un point fixe (m _> 2) il existe un cycle

d’ordre n m.
La propridt(! !tant videmment vraie pour m 2, supposons la vraie pour

tout entier comprisentre2 etm 1 (m > 2). Sie estunpoint fixe de
a.m, il existe une suite z e, z., zm telle que

zea(z2_) sil _< _< m

z(z.)

z2+1 e f(z.) si 1 _< ] < m.

Si cette suite n’est pas un cycle il existe par exemple/c et/’ te]s que ] > k’
et tels que

z., e 1 - a) (z2]c_l)
comme

comme

il vient

comme

on obtient

z_ e a a:_2, 1 + a) z_

aS(z) (1 - o)(z)



REPR]SENTATION DES MESURES DE PROBABILITI 501

comme h h’ < m, l’hypothbse de rcurrence entraine le rsultat.

III. Ensembles d’unicit
U tant une prtie quelconque de Z, on note (U) l’ensemble des mesures

de probabilitd Z support dans U.

DIFINITION. Une pattie U non vide de Z est appele ensemble d’unicit
si pour tous r et s, J(U) n J(r, s) comprend au plus une mesure.

t dsigne la famille de ces ensembles.

THORME 3. U est un ensemble d’unicit$ si et seulement siil n’existe pas
de cycle dans U.

(a) La condition est ncessaire; cela r4sulte de lemme suivant.
LEMME 4. Tout cycle C est le support d’une mesure me, de marges nulles,

telle que mcl soit de ’masse 1.

En effet si C {z, z}, la mesure mc

me(z) O, zeC

mc(z) (-1)/2n
convient. Si U comprend un cycle C {z, z} les deux mesures p et p’
dfinies par p(z) 0 si z C, p(z) 1/2n si z e C et p’ p W me, sont des
mesures de probabilit de mmes mrges, ce qui coatredit U .

(b) La condition est suffisante. Notons

An-’Z Un=Zn2kk-.ok=O Ol2k

A limn_, A, B lim_, B.
Nous avons besoin de deux lemmes.

LEMME 5. qi F v est sans point fixe et si zt et z appartiennent simultan$ment

a A (u) ou bien d B(u) (resp. a B (u) ou bien aA (u)) alors il est impossible
que z appartienne d a z. resp. z
En effet dans le premier cas"

z e a. (u), u 2(z) (lemme 3

si z e a(z) alors u e a++(u). Darts le second cas:

z 2.+(u), u e 2,+(z) (lemme 3);

si z e a(z.) alors u e l++a(u). Dns les 2 cas u est point fixe de F, ce
qui contredit l’hypothse.

LEMME 6. Si Fv est sans point fixe, pour tout compact K de Z et pour tout
u .de U, il existe un entier n(K, u) tel que K a(u) sin >_ n(K, u) (resp
K (u) 0).
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En effet sinon il existe u U, un compact K, une suite nl, ..., nk,...
d’entiers et une suite zl, zk, de points de K tels que

Zk . Olnk(U).
K t!tant compact, il existe ] et k’ tels que/ < ]’ et zk z,. I1 est clair que
z est un point fixe de F, ce qui contredit l’hypothse.
Pssons l dmonstrtion de l deuxime prtie du thorme 3. Grce
u thorme 2, nous pouvons supposer que Fv est sns point fixe. Si
(U) a (r, s) n’est ps vide, il comprend u moins une mesure p. Nous
llons voir en clculnt p(u), que pest compltement dtermin pr r et s.
Noun convenons qu’une somme est nulle lorsque nous effectuons l somm-
tion sur un ensemble vide d’indices.

(1) p(u) + (p(z) r(x(u)

(2) p(z) + ,( p(z’) s(y(z)).

Si on somme (2) pr rpport z qund z dcrit (u) et qu’on retrnche de
(1) il vient

p(u) () p(z) r(x(u) () s(y(z)

et, plus gnralement"

(3) p(u) ,() p(z) ,z_,() r(x(z) ,,_(u)s(y(z))
(3’) p(u) + ,+,()p(z) ,() r(x(z) ,,_(,)s(y(z)).
Les sommes des seconds membres de 3 et 3’ ont un sens" d’aprs le lemme 5

z,.() r(x(z)) ,x r(x)= 1

Enfin pour tout s positif il est possible de trouver un compact K tel que

p(z)

off est le complmentaire de K dans Z.
D’aprs le lemme 6, pour n n(K, u), (u) R et donc

Donc
p(z) o

et nous avons l’expression de p(u)"

ce qui achve la dmonstration du thorme 3.

Remarque. Le calcul conduit en changeant les rSles de a et fournit une
expression symtrique de p(u), qui, en raison de l’unicit, lui est ncessaire-
ment gale.
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Exemple d’ensemble d’unicit$. X et Y titant l’ensemble des entiers positifs,
soit U l’ensemble des (x, y) satisfaisant i l’une des cinq conditions:

x=y= 1; y= 2x- 1; y= 2x; x= 2y- 1; x=2y.

I1 est facile de constater que U est sans cycles et donc appartient i t.

THgORME 4. Si p )(r, s), pest une extrOmale si et seulement si son sup-
port est un ensemble d’unicit$.

(a) La condition est nt!cessaire. En effet si le support S(p) de p n’est
d’unicit, il existe un cycle C dans S(p) d’apris le thorme 3. Si
e minc p(z), d’aprs le lemme 4 les mesures p p + emc etp p mc
appartiennent A (r, s) et sont telles que

P (p’ + p’)/2
p n’est donc pas extr6male.

(b) La condition est !videmment suffisante, par difinition des ensembles
d’unicit6.

COROLLAIRE (Douglas). Soit p j(r, s). Si les fonctions f(x) + g(y),
04 f Ll(r) et g L(s), sont denses dans L(p), pest extrmale.

(Douglas [4] montre igalement que cette condition est nicessaire, mais les
techniques utilist!es ici ne permettent pas une d4monstration rapide de ce
fair.
Sip est non extrmale, il existe d’aprs le thtiorime 4 un cycle C dans S(p),

d’ordre 2n. Soit h L(p) nulle en dehors de C. C itant compact, d’apris
l’hypothse il existe f et g tels que

h(z) f(x(z) + g(y(z) ). Vz e C.

Mais il est facile de constater que les deux sommes

A_,(u) h(z) et -z,A_,(u) h(z) u e C

(les graphes a et An_ titant relatifs C) sont routes deux t!gales i

(c)f(x) - yy(c) g(y).

An_l(u) et aAn_(u) t!tant disjoints, il suffit de choisir h de sorte que les
deux sommes soient distinctes pour obtenir la contradiction.

Voici maintenant un autre test de l’unicitt!. On appelle rectangle une
partie de Z de la forme X X Y, off X1 et Y sont des parties de X et Y.
U titant une pattie de Z on considre l’application av de l’ensemble des

rectangles dans lui-mme qui associe tout rectangle R le rectangle R’ dtifini par:

(1) x(R’) x(R)
(2) y(R’) est l’ensemble des y de y(R) tels qu’il existe au moins deux

points z et z dans U R tels que y(z) y(z.) y.
On d!finit symitriquement by et on note

Cv(R) briar(R)].
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THIORME 5. U est ensemble d’unicitd si et seulement si pour tout rectangle
compact R il existe un entier n 0 tel que C R 0.

(a) La condition est ngcessaire, Si elle n’est pas v6rifi6e il existe un
rectangle compact R tel que C(R) R, ce qui contredit le lemme 6.

(b) La condition est suffisante. Sinon, d’aprs le thdorme 3 il existe un
cycleCdans U. SiR x(C) X y(C), Cz(R) R.

Remarque. Ce thdorme est d’application particulirement commode quand
Zest fini, car il entraine

Ue In entiertelque C(Z)

IV. Ensembles d’unicit maximaux

Le tht!orme 3 est un thorme d’unicit. I1 est naturel de se poser la
question: t!tant donnds r et set U e t, quelles conditions

)(U) n t(r, s)

est-il non vide? Nous rdpondrons i cette question dans le thorme 7, mais
la rponse ser plus simple sur certains ensembles d’unicit que nous allons
dfinir.
Remarquons d’abord que d’aprs le thdorme 3, si U e alors U’ et

quand U’ est non vide et est contenu dans U.

LEMME 7. , ordonn$ par la relation d’inclusion est inductif.
S’il existe une famille (Ut)tr (T ordonnt!) croissante d’lments de t

telle que
Utr Ut

il existe d’apris le thorme 3 un cycle C dans [Jtr Ut ;mais C appartient
un Uto ce qui contredit Uto e t.
Le thorme de Zorn permet d’affirmer [2] l’existence d’lments maximaux

de dont on note la famille par .
THIORME 6. U e si et seulement si les 3 conditions sont vrifies.
(1) U et.
(2) x(U) X, y(U) Y.
(3) (1 - F)(u) U,’Cue U.

La troisime condition se traduit en termes de connexit par arc" pour tous
z et z. dans U il existe un arc dans U d’extrmit4s z et z.

(a) Les conditions sont ncessaires. (1)et (2) vident.
et z e U; d4finissons

zo (x(z.), y(z) ).

(3) Soient z

Si z0 e U, on a bien z. e (1 - 1) (z). Si z0 U, notons Uo U u z0}. U tant
maximal, il existe d’aprs le thorme 3 un cycle C dans U0 passant par z0.
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On a done dans Uo les relations

z0 .(z0), zo (z), z. (z0)
qui entrainent duns U

z e (1 + )2n-2(1 - Ot)(Z2)
ce qui tublit la propritt!.

(b) Les conditions sont suffisantes. Si U e il existe done z0 U tel que

Uo U u {z0} t.

D’aprs le (2) il existe z et z distincts dans U tels que

z 0(z0), z 0(z0)
comme d’aprs le (3) z e Fv(z.) cela entraine zoeFv0(z0 ce qui d’aprs
les tht!ormes 2 et 3 contredit U0 e .

Ainsi on constte, l’aide de ce thorme, que l’ensemble d’unicit donn
en exemple la fin du thtiorme 3 est igalement maximal.

THiORiME 7. r et s $tant dorm,s, si U %t, 2( U) (r, s) n’est pas vide
si et seulement si, quel que soit u dans U

z,(u) r(x(z) () s(y(z)
(5)

()s(y(z) ,.() r(x(z) >_ O.

Si U , 2( U) /(r, s) n’est pas vide si et seulement si quel que soit u dans
U l’un des deux membres de lYqualit$ (5) est posit@

Montrons d’abord le thdorme pour U e .
(a) La condition est ncessaire, d’aprs la remarque faite la fin de la

dt!monstration du tht!orme 3.
(b) La condition est suffisante. Notons par p(u) la valeur commune

des deux membres de (5), et montrons que p ainsi dfini appartient (r, s).

p(u) + ’() p(z)

,() r(x(z)) zz() s(y(z)) z7 () s(y(z)) -.,() r(x(z)).

Compte tenu du fair que B 1 + aA et B Aft la vMeur de la dernire
expression est r(x(u)).

Si maintenant U (R), il suffit d’tablir l’dgalit des deux membres de (5).
Montrons d’abord que

x((B + aA)(u)) X, y((A + S)(u)) Y.

En effet 1 + F (1 + ) (B + aA ). D’prs le tht!orme 6,

x((1 + F)(u)) X;

six x( (B + aA (u) alors x x((B + aA (u) et il est clair que ce dernier
ensemble est contenu darts x((B -+- aA) (u)). Par consequent, d’aprs le
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lemme 5,

z(z+,A)(u) r(x(z) _,xx r(x) z(A+B)(u) s(y(z) s(y) 1.

Or les ensembles A et B, B et aA sont disjoints puisque U est d’unicit.
Donc

ce qui nous donne l’galit (5).
Si maiutenunt on d4signe par (r, s) la famille des U telle que la con-

dition de positivit du thorme 7 soit ralise, on volt qu’ tout U de (r, s)
on fair correspondre une extrmule de (r, s) et une seule.

Remarque. L’galit (5) tant ralise (par exemple quand U ) mais
non ncessairement la positivit, il est facile de constater qu’on peut avoir

+
off p(u) est dfini par (5); c’est dire que p n’est pas alors une mesure de masse
finie. Muis p poss4de encore la proprit de s’annuler l’infini:

ToaE 8. U tant d’unicit, et lYgalit (5) tant ralisde, alors pour tout
positif il existe un compact K(s) tel que ]p(u) s si u K().

La dmonstration ncessite le lemme"

LEMME 8. Si U est d’unicitd, pour tout compact K’ U il existe un compact
K tel que si u K, au moins l’un des deux ensembles

K’a (1 +)B(u) et K’ (1 + a)A(u)
est vide.

En effet, tout couple (u, u) d’lments de K’, associons l’ensemble
K(u, u:) dfini de la manire suivante: si u F(u),

K(u ,

Si u F(u) on a, par exemple, u a.(u). I1 existe donc une suite

Zl 1 Z2 Zn Zn+l U2

telle que
z a(z_) et z+i (z).

Cette suite est unique, puisque U . On note alors

K(u ,

Le cas off u (u) est analogue. On dfinit alors

K ., K(u, u).

K est uinsi l’ensemble des points de arcs yant pour extr4mits deux points de
K. K’ tant compact, K l’est galement.
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Si il existe u e U et u K tel qu’il existe ul et us dans K’ tels que

Ule(1 +)B(u) et use(1 +a)A(u),

Mors (lemme 3) u e (B + aA)(u2) et donc

u e (1 - )B(B .- aA)(u2) (1 -- r)(u).

Si u u alors u e F (u) et u e K. Si u u il est facile de constater que
ul est point fixe de Iv.
Nous pouvons maintenant dmontrer le thorme 8. tant un hombre

positif donn, il existe un rectangle compact R(e) X Y tel que

lr(x) _< v/2 et ,s(y) _< /2
off X et Y sont les complmentaires de X1 et Y1 relativement X et Y.
Notons K’(v) R(v) n U. Le compact K() associ dans le lemme 8
K’(v) rpond la question; en effet si u e K ou bien

R n (1 -t- )B(u) 0
et donc

zB() r(x(z))

ou bien
R n (1 -- a)A(u)

et on a l’inglit analogue, ce qui chve la dmonstrtion.
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