ESPACES DE HILBERT POUR LESQUELS L'APPROXIMATION SPECTRALE
EST IMPOSSIBLE EN GENERAL

PAR
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1. Introduction

Chaque suite fixée A = {\i}fmo,1,... de nombres non négatifs définit un espace
de Hilbert 3¢, consistant en les suites numériques complexes @ = {@n}nmo 11,
avec le produit scalaire,

(@,D)a = 2o An Gn bn (Aen = ).

On considére chaque suite a@ de 3¢, comme la suite des coefficients de
Fourier d’un objet dual a, voire une distribution, sur le tore T & une dimen-
sion, et ’on transpose la structure d’espace de Hilbert & ces distributions:

(a, Br = (a, b)a (a = Fa, b = 5B),

lells = +/(a,a)a.

On désignera ce dernier espace de Hilbert de distributions « par G, .

La question de P’approximation spectrale (ou de synthése spectrale) est
alors de savoir si, pour tout ensemble fermé E de T, toute distribution o de
P’espace Ga portée par E soit adhérente dans la norme de Ga & ’ensemble des
mesures de Ga portées par E.

La résponse est affirmative si la suite {\,} strictement positive est un quotient
de la forme N, = a@,/B. o0 {an} et {B8,] sont deux suites définies négatives
paires telles que

liminf,span > 0 et lim inf,.e 8, > O.

Une démonstration compléte de ce résultat se trouve dans [5]. Elle dépend
de la théorie du potentiel.
En particulier, si
o= (14 0% —-1<a<,

la synthése spectrale est valable dans I’espace Ga .

Nous verrons dans les lignes qui suivent que les faits sont entiérement dif-
férents si I’on abandonne I'hypothese selon laquelle )\, est strictement positive.
Nous nous restreindrons au cas ol

Zk)‘k < o,

Nous ferons usage d’une méthode statistique, inventée et exploitée par
Kahane et Salem [4], [7]. L’idée est de rendre aléatoire la distribution de
Malliavin, qui a été étudiée pour la premiere fois dans [9], [10].
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2. Des processus Gaussiens

Une suite { Bi}k=o,1,-.- de nombres réels, non négatifs servira & déterminer un
processus Gaussien X, réel et stationnaire, sur le cercle T, tel que

EX(t) = 0 teT

E(X(t1)X()) = B(th — &), tetteT
ol
B(t) = D=0 By cos kt.

Nous allons imposer deux conditions sur le processus X, c¢’est-a-dire sur
la suite { By} :

(1) Prob {3 M| Xu [P < o} =1,

ot X, désigne le ni®™® coefficient de Fourier de X. Autrement dit, la suite
{X.} appartient & l’espace 3¢, avec probabilité 1.

(2) Prob {D a M| Xa| < w} = 1.

Si A(t) = 2\ cos nt, ceci signifie que la convolution AxX appartient
avec probabilité 1 & la classe A des séries de Fourier absolument convergentes.
Si M A/Bn = 0o(1), n — o, alors la condition (1) est équivalente &

(3) Zn A Bn <
et la condition (2) est équivalente &
(4) DM VB, < .

Car si (4) est vérifiée, on a
E(C Ml X)) = 2aMEl Xa| £ 2 MVE X' = L MV/Bs < ;

donc (2) est vérifiée, Réciproquement, si la série

2ol | Xal

converge avec probabilité 1, le théoréme des trois séries de Kolmogoroff
[8, derniere phrase] s’applique puisque les variables aléatoires \j| X; |, No| X2 |,

- sont mutuellement indépendantes. Il existe donec, en particulier, une
constante ¢ > 0 telle que la série tronquée

DB X ) (X*=Xsi|X| <, X =05 |X]| >¢)
converge. Mais
E()\annDc — 1 ['” ()\nlxl)ce—xﬂlwndx
vV 2rB, =
¢/\g
= [ || ™%
‘\/21I'Bn o\

¢/Ap+/Bp,
™ 0
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d’ott la convergence (4) puisque M, /B, tend vers 0. L’équivalence de (2)
et (3) se vérifie de la méme manidre.

3. L'impossibilite de I'approximation spectrale
Nous nous proposons de démontrer le théoréme suivant.

TuforiME. Soient {Bi}ro,..- € {M}i=o,1,... deux suites non négatives telles
que les séries (3) et (4) convergent. St la fonction

c@) = kEx?, B, cos kt,

admet la minoration,
(5) C(0) — C(t) = M|t

avec deux constantes M > 0et 0 < & < %, alors Papproxzimation spectrale est
en général impossible dans Gy .

Démonstration. La condition (3) implique que la fonction aléatoire réelle
(6) F(6) = A% X(8) = 2adn Xne'™

appartient, avec probabilité 1, 4 la classe A des séries de Fourier absolument
convergentes.
On va maintenant étudier I'intégrale de Malliavin

(7) [Ze i exp (iuf(t)) du

et montrer que cette intégrale définit presque stirement une distribution de la
classe Ga , qu’on notera & (f(¢)).
Dans ce but, considérons le développement de Fourier

exp (wuf(t)) ~ 2.2« pa(u) exp (int),
ol

palu) = -1—‘[ exp i(uf(t) — nt) dt.
27l' T
Puisque la loi de répartition de la variable aléatoire f(t), et donc de
f(t) — f(t), est Gaussienne, on obtient en faisant usage du théordme de
Fubini,
E ; )\n I pn(u) l2

(2 )2[ [ dt, dts Z M exp in(t — 6)E exp wu(f(t) — f(t))

(2 )2 VL' [_" dty dis A(ty — 1) exp (——uZE[f(tl) _ f(tz)]2>
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Vu la définition (6) de f(¢), on a
E(f(h) — f(8))' = B0 Xu(e™™ — &™)
= Nl ei™ — ¢ PEX
=43\ B, sin’ dn(t — &) = 2(C(0) — C(t — &)).
On a done, d’apres la condition (5),
E(f(h) — f(&))' = M|t — &|°, M >0,0<35<4%.

Ceci implique les majorations suivantes:
E Z )\nlpn(u) I2 S %l‘ ff dt). dtzA(t1 ol tz) exp <—-;— Mu2 I tz - tl Is)

<2t sup A(t, — tz)‘[ exp —-—21-Mu2|t|5> dt

Z’rhti
' si|u| L1,
Plul™ s ju] > 1

IN

On a done

By T

fupn(u) durSE.[;.:lul V;xnlpn(u) Izdu

= i:lulE 1/ ;Mlpn(uwdu

< [:|u| VE;knlpn(u)lzdu

S Cte + Ctef ‘u‘l-—llé du
1

< 4w,
Ceci montre que §'(f) € Ga avec probabilité 1.

4. Conclusion de la demonstration

Comme élément de Ga, &’ (f) est une distribution de la classe D’ de Schwartz
(Cf. [12, Chap. 1, pp. 31-32; Chap. VII, §1]). Une telle distribution est
déterminée par ses valeurs sur les fonctions indéfiniment dérivables sur le
cercle T.

En particulier, le support de &'(f) est déterminé par les valeurs de &'(f)
prises sur D.

LeEMME 2. Le support de 8’ (f) est situé dans Pensemble des zérosdef = A » X,
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DiémonstraTION (Kahane [4], [7]). Soit g ¢ D et ayant son support dis-
joint de I’ensemble des zéros de f. Alors la fonction
g9/ (A% X)
est localement dans A, done dans A (voir [11, p. 133-134]). On a done
g=h(AxX) avechedA.

I1 en résulte, moyennant deux intégrations par parties,

@), 9) = &), hf
= f«, "” {%r [ h(Of(8)* exp (2uf(8)) dt} du = 0.

La fonction g étant arbitraire, la conclusion du Lemme 2 en résulte.

(8)

Lemma 3. Ona
(X, ¥(A*X)n=A*xX,8(AxX))# 0
avec probabilité positive.

Démonstration. En posant h = 1l et g = A » X dans (8), il vient
AxX, 8 X)) = —[ o) du.
L’espérance mathématique de ceci est

E [: po(u) du = [: B (-21Tr [ exp (iud » X(1)) dt) du

_ 1 0 L _l 9 2
= 2—7‘_[& du Lr exp( 2uE[A * X(8)] >dt
>0,

ce qui entraine la conclusion du Lemma 3.

Maintenant, soit §; la mesure de Dirac en t ¢ E = ensemble des zéros de
A x X. Alors, d’aprés le Lemme 2, I’ensemble E est non vide dés que
8'(A » X) est non nulle, ce qui est vérifié pour un ensemble V de trajectories
X de probabilité positive, d’aprés le Lemme 3. C’est-3-dire, on a d’une part,

(9) (X,ag)A=(A*X,6t>=A*X(t)=0, XGV,téE,
et d’autre part,
(10) (X, (f))s # 0, XeV.

Les relations (9) impliquent, pour chaque X ¢ V, que

(X, w)s = f A w X(8) du(t) = 0
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pour chaque mesure u € Gy portée par ’ensemble E. La relation (10) montre
que le sous-espace des mesures de Gy portées par E n’est pas dense dans
Pespace des distributions de G portées par E. Autrement dit, ’approxima-
tion spectrale est impossible en général dans l’espace hilbertien Gy . La
démonstration du théoréme est ainsi achevée.

5. Un cas particulier

Considérons un poids A = {M}i=o,1,... lacunaire, c’est-a-dire \, = 0 sauf
pour les indices ayant la forme & = p" (n = 0, 1, 2,- - +), p entier > 2. Fixons
B, 0 < B < %, et posons

B, =Nk"? sik=p"n=01---,
B, =0 ailleurs.
Rappelons que la fonction classique de Weierstrass,
w(t) = 2 -0 p "™ cos p™,

appartient 3 la classe Lip 8, mais w ¢ Lip 6 pour § > 8 (Cf. Zygmund [13, pp.
46-47]). Ceci implique pour tout ¢ ¢ T,

w(0) — w(t) > M|t|° B<8<P),

pour une constante M > 0, car w(t) est “le moins continu” pour ¢ = 0.
D’autre part, les séries (3) et (4) convergeront si

An = (14 p™)%, 0>a> -1

Done 'approximation spectrale est en général impossible dans ces cas.
Cf. 'Introduction.
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