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Introduction

Soient (I, , r) un espace de probabilitY, (2, , P l’espace form en prenant
le produit d’une infinit dnombrable de copies (It, t, rt), 1, 2, ....
On note at l’application canonique de 2 dans Is et t la tribu rendant mesurable
les applications
En 1951, considrant le cas ot I a 2 lments, John Von Neumann [1]

construisait un temps d’arrt T par rapport aux
mesurable A tel que P (A) 1/2 ind$pendamment de (pourvu que r ne
soit pas concentre en un point de I).
En 1970, W. Hoeffding et G. Simons [2] ont repris le problme, toujours

dans le cas o I a 2 lments, en fabriquant divers autres temps d’arrt
avec la mme proprit et en cherchant t diminuer E(T). L’une des pro-
cdures (Q dans [2]) consiste considrer dans l’ensemble N des couples
d’entiers l’ensemble H. des points (x, x) tels que C+. soit pair, ainsi que
la promenade alatoire So (0, 0), St y - y ot y, y sont
indpendants et de loi dfinie par P (yt (1, 0) ) r et P (yt (0, 1 ) r.
Ils dfinissent ensuite T comme le temps de frappe de H, montrent que T
rpond t la question et calculent E(T). C’est cette partie de [2] que nous
gnralisons ici, et cela suivant deux directions simultanment-
--en prenant I fini ou dnombrable;
men construisant T de sorte qu’il existe une partition (A1, ...,

qui soit r measurable et telle que P (A) P (AM) 1Ira. Cette
gnralisation est facile et est faite au 2.
Des prliminaires n.cessaires sont donns en 1 et on calcule E (T) en 3

dans le cas o m est premier. Nous obtenons au passage l’interpr.tation
combinatoire d’un thorme de Lucas sur le rsidu des multinomiaux modulo p.

Bien que les tentatives pour calculer E (T), dans le cas oth m n’est pas
premier, s’avrent infructueuses, l’observation de tables des rsidus modulo
p des binomiaux (voir Tables 1 et 2) fair apparatre des fairs nouveaux ou
du moins peu connus, et c’est en ralit leurs dmonstrations qui motivent
cet article.

Ainsi on constate que si (x x) est tel que C+. 0 mod alors il en
est de mme pour les points (px - a, px -+- b) si la[ < p, bl < P
et a -+- b _> 0. Ceci est formalis et g.nralis au 4.
On observe ensuite que les bandes de la table des rsidus modulo p qui

sont parallles aux axes et de longueur p possdent une priodicit. Ce fair,
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TABLEAU 1. Valeurs de v(x, x2) pour p 2

(Les zfiros du tableau ont tfi remplaefis par des points.)

22222222
43424341 4342434. 6564656
..3322331133223
.1.423241214232

22221111222
.212.4341323143
..11..331122113
.1.2.1.41213121

1111111
.3231323.434243
..221122..33223
.1.31213.1.4232

1111 222
.212.323.212.43
..11..22..11..3
.1.2.1.3.1.2.1.

3..554455
4.1.64546
2 4444
4.212.656
3..11..55
4.1.2.1.6

4.3231323
3..221122
4.1.31213
2 1111
4.212.323
3..11..22
4.1.2.1.3

54535452545354515453545
4433442244334411443344

.1.534352325343512153435
333322223333111133332

.212.54524342545132315452

..11..4422332244112211442

.1.2.1.523242325121312152
22222222111111112

.3231323.5453545143424341

..221122..443344113322331

.1.31213.1.53435121423241
1111 3333111122221

.212.323.312.545132314341

..11..22..11..44112211331

.1.2.1.3.1.2.1.5121312141
111111111

.434243414342434.54535452

..33223311332233..4433442

.1.4232412142324.1.534352
222211112222 33332

.212.43413231434.212.5452

..11..3311221133..11..442

.1.2.1.412131214.1.2.1.52
11111111 2

.3231323.4342434.3231323.

..221122..332233..221122.

.1.31213.1.42324.1.31213.
1111 2222 1111.

.212.323.212.434.212.323.

..11..22..11..33..11..22.

.1.2.1.3.1.2.1.4.1.2.1.3.

2222222211111
3656465615453
3355445511443
3436554612153
3333444411113
3545365613231
3344335511221
3435343612131
3333333311111
.656465614342
..55445511332
.1.6454612142

444411112
.212.65613231
..11..5511221
.1.2.1.612131

11111
25453545.6564
22443344..554
23253435 1 64
2223333 4
4342545.212.
2332244..11.
3242325.1.2.
2222222
5453545.3231
1443344..221
2153435.1.31
1113333 1
3231545.212.
1221144..11.
2131215.1.2.
1111111
5453545.4342
2443344..332
3253435.1.42
2223333 2
4342545.212.
2332244..11.
3242325.1.2.
2222222
5454545.3231
.443’344..221
1.53435.1.31
...3333 1
212.545.212.
.11..44..11.
1.2.1.5.1.2.

5 10 15 20 25 30 35 xl
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TABLEAU 2. Restes modulo 8 des c(xl, x)
(Les zdros du tableau ont dtd remplacds par des points.)

11

1.
37
64
26
74
55
4,
44
5.
73
24
62
34

55553
4...6
44..6
4.4.6
44446
5...2
13..2
325.2
77332
2.4.7
26447
646.3
66223
3.4.1
75441
567.5

1111115

37
64
26
74
55
4.
44
5.
73
24
62
34
11

1.
37
64
26
74
55
4.
44
5.
73
24
62
34
11

1...4
57..4
721.4
33774
6.4.5
62445
242.1
22661
7.4.3
31443
163.7
55557
4...2
44..2
4.4.2
44442
5...6
13..6
325.6
77336
2.4.3
26443
646.7
66227
3.4.5
75445
567.1
11111

333777744444444444444442.2222
...4...5 6
2..44..53 62...
46.4.4.565 646..
62244445173 6622.
.4.2...14645 6.4.6
64426..132613 62446
46.642.1274325 642.2
222666611557733 66662
...4...3.4.2.4.5 6...4
1..44..3544264453 62..4
27.4.4.327.646.165 646.4
7514444375166221573 66224
4643 74645.4.74245...6.4.2
32676..75261344756213..62442
274163.7654321.3614725.642.6
5555555777777773333333366666

2 4 3
4 26 44 35...
.4 242 4.4 323..
444 2266 4444 3715.
...4...2.4.2...4...4...34243
4..44..264426..44..44..31627
.4.4.4.246.642.4.4.4.4.36545
4444444222266664444444433771

6...4...6 7.4.2
3 62..44..62 71442
65 646.4.4.646 723.6
573 662244446622 73156
4245...6.4.2...2.4.6...74641
16213..624426..264462..75265
654725.642.642.246.246.76547
7773333666666662222222277773
...4...3 4 5...4
6..44..35 44 53..4
42.4.4.323 4.4 565.4
26644443715 4444 51734
.4.6...74243...4...4...54641
24462..756275..44..44..57265
42.246.7614563.4.4.4.4.52347
6662222773311554444444455113
...4...5.4.6.4.7 1.4.2
5..44..5344624471 17442
23.4.4.561.242.327 165.6
3154444513722663751 15736
4647...14243.4.54647...14243
72631..13627544572633..13627
234567.1234567.1234567.12345
1111111111111111111111111111

10 15 20 25 30 35 Xl
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connu dans le cas binomial [3], est dt!montrti dans le cas multinomial en 5.
On utilise pour cela une identit facile !tablir, mais dont un corollaire donne
une majoration du nombre de matrices i coefficients 0 ou 1 de marges donnties,
dont la dtermination reste une inigme [4].

Enfin une constatation curieuse est que les ltiments du tableau des r!sidus
modulo pn sont peu difft!rents si on change (xl, x) en (pxl, px.). Cette
observation conduit la preuve de la convergence de ,,v,lwv-<l+> sin--* dans
l’anneau Z des entiers p adiques. I1 est i noter que le thorme est assez
fin pour qu’il soit ncessaire de stiparer p 2 et p > 2.

1. Le th,or6me de Kummer et ses consequences
Dsormais I note un ensemble fini ou dnombrable. @ es le groupe ablien

libre engendr par I, identifi i ’ensemble des suites d’entiers x (x),
telles que x rs 0 pour un nombre fini de i seulement; est le monoide ablien
libre engendr par I, identifi/ l’ensemble des suites d’entiers non nt!gatifs
x (x)i de @. On dfinit en particulier dans avec j e I par () 1
sii =jet (c)i =0siij. Sixe@,onposelxl xet

c(x) 0 six !/2, c(x)

Si (Xi). est un ensemble de variables formelles, on pose X I’IX
six !l.
On se fixe un nombre premier p. Dans les notations suivantes, qui s’y

rapportent, on se dispense de faire figurer l’indice p.
Si n est un entier _> 0, on pose"

n ’_._0 h. (n)p", avec 0 < h. (n) < pet h. (n) entier,

v(n) inf{a:h.(n) > 0}, avecv(O) -t-

d(n) sup{a:h.(n) >0}, avecd(O) -
Recensons, dans la proposition suivante, quelques fairs importants"

PROPOSITION 1. (a) I[ pn ]] n !1
(b) ]ln[! -< (d(n) v(n) A- 1)(p- 1)sin 0
(c) Iln III (P 1)(n) A- lln p(’)]I
(d) (p 1)v(n!) n ]]n[!

(a), (b), et (c) sont immfidiats. On trouvera une preuve de (d) dans [5];
nous allons montrer (e) dans un instant.
Six e , on dfifinit h.(x) dans !gt par (h.(x)) h,(x),

v (x) inf v (x), d (x) sup d (x)

D’aprs la proposition 1 (d) on a

(1) (p 1)v (c (x ) ]l x l] "4"
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En appliquant cette formule i x (m, n) et en utilisant le fait bien connu
que c(x) est un entier, on a la preuve de (e).

I1 est important de remarquer galement que v(c(p’x)) v(c(x)) pour
tout n _> 0. Introduisons les entiers q0(x), ..,, q,(x), dfinis par

pqo(x) ho(x)l ho(lx
pq,(x) q,_l(x)-C Ih,(x)l h(Ixl) sia >_ 1.

Un peu de r!flexion montre que les q, (x) sont des entiers _> 0 et qu’ils con-
stituent la "retenue" effectuie dans la colonne a lorsqu’on effectue l’addi-
tion des x en base p. Le thorme suivant est dfi essentiellement i Kum-
mer [6].

TII]ORME 1. Si X e , Y (C (X)) ,0q. (X).

Preuve. La preuve se fair en posant I, h, (x) h, (I x I).
a >_ O, q, 1,/p -C l,-1/p -4- "+- lo/p"+1. Donc

,0q, (1/(p 1)) -;,ol, v(c(x))

Alors si

d’aprs (1). Le corollaire suivant du Th!orme 1 est immdiat"

COROLLAIRE.
a>O.

c(x) 0 modp si et seulement si h,(x)l < p pour tout

Nous aurons besoin des cons!quences suivantes du Th4orime 1:
TH]ORIME 2. Six e et x O, alors
(a) v(Ixl) v(x)

_
v(c(x))

(b) d(Ixl) d(x)

_
v(c(x))

(c) v(c(x)) <_ (d([x[)- v(x))(a(x)- 1)
o a (x ) est le hombre de i tels que x O.

Preuve de (a). Posons v (x) f et v ([ x I) 5’. On a done

h,(]xi=Osia<’, Ih,(x)l=Osia<, h([xl)O et

Doncsit < ’,qa > 0. Demmesi

_
< /etqt_l > 0alorsqt > O.

Done qa, q-I > 0 et d’apris le Thorme 1, ,g0 q, _>

Preuvede (b). Posonsd(x) tetd(Ix[) ,. Onadonc

ha(ix[) =0sia>% [h(x)[ =0sia:>B, h([x[ 0 et [ha(x)[0.

Doncsi <-,q_> 0entralneq__> h([x[) > 0. Demmesi < t_<
et q > 0 alors q_ > 0 car ]h (x) 0. Done qa, q+, q- sont > 0 et

Preuvede (c). Posonsv(x) Betd(Ixl) ’. Onadonc

h,(]xl)=0sia>,, h,(x)} =0sia<6, h([x[)0 et [ha(x)[O.
Done qt est nul si / out >_ ,. D’autre part

Pqa Ibm(x)[- ho (i x ) <_ a (x (p 1).
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Donc q <_ a (x a (x )/p.
x 0 entrafne a(x) 0 et q tant entier satisfait qa

_
a(x) 1.

On montre ensuite que q _< a (x) 1 entraine q+ _< a (x) 1. En effet

pq+ q + [h(x) h(Ixl) <_ a(x) 1 + a(x)(p 1)

Donc q+ <_ a(x) 1/p
On en diduit que

,_0q,_ (’- B)(a(x) 1)

ce qui achieve la preuve du Thorme 2.

2. La construction d’4vnements de probabilit 1/m
L’espace de probabiliti (I, , ) de l’introduction est tel que I soit fini ou

dinombrable, que soit la tribu la plus fine, et que satisfasse la condition"

(2) <: 1 pour toutideI

en plus de 1 et v _> 0.
Soit m un entier positif fixi. On dsigne par I l’ensemble des temps

d’arrt T par rapport sux ()0 tels que T soit p. s. fini pour tout et qu’il
existe une partition (A, A) de 2, r mesurable et telle que P (A)

P(A,,,) 1/m pour tout v satisfaisant (2). Notre but est de
construire un l!ment de I, si possible avec E (T) pas trop grand.

Considirons l’ensemble des v.a. (y) valeurs dans difinies pour par

y() e sia() i.

Les y sont indipendantes et de mme loi par construction. On dsigne par
S y - -t- y (avec So 0) la promenade alatoire dans !}[} associie.
Notant pour II , il est facile de voir que

P (S x) c(x)"’ si]x[

=0 si[x[ # t.

I1 est clair que si E c !D2, le temps de frappe de E,
T(E) inf {t" StE},

est un temps d’arr6t par rapport aux (,)x.
(C’est en fair/ cette classe de temps d’arrt que nous nous limiterons. La

restriction est d’importance, beaucoup d’$1iments de I ne sont pas des
temps de frappe.

t
Si (St),_o d6signe le processus stoppt!, c’est-A-dire

S’ St sit < T(E) S, Sr() si > T(E),

on difinit m (x) dans !lX par

P(S, x) m(x)r ofit [x[.
II’est clair que mg (x) ne d6pend pas de r mais seulement de E. La quantit6
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mg (x) s’interprte comme le nombre de chemins dans allant de 0 i x et ne
passant par aucun point de E{x}. (On appelle chemin de x i y dans une

X
t--1suite x x, x1, y telle qu’il existe it tel que x x -t- e’* pour

toutt 1,2,... ,a Y’-Xl.)
La grande habileti de [2] est de remarquer que si m(x) = 0 rood m pour

tout point de E, on peut partager en m ensembles de mme cardinalit les
chemins de 0 i x ne touchant pas E et donc T (E) e Im ds que T (E) < p.s.
Ira caract!risation complete de ces ensembles E est donnie par le thorme
suivant, que est essentiellement le th!orme fondamental de [2]"

THORiME 3. Soit E C M. Alors les trois armations suivantes sont quiv-
alentes:

(a) m(x) =- 0modm sixeE
(b) c (x ) - 0modm si x eE
(c) mB(x)--- c(x) modm pour toutxde

Avant de donner la preuve du Thiorme 3, il est nicessaire de prciser la
dpendance entre m (x) et E. On difinit 0 (E) l (e -t- E), puis O (E),
etc. On pose ensuite

(E) (J,lO" (E), (E) E\ (E) et (E) !fit\ ( (E) u (E)).

(E) repr!sente l’ensemble des points inaccessibles par S; (E)
reprsente l’ensemble des points de E accessibles par S; (E) reprisente
l’ensemble des points de continuation de S.

I1 est vident que les objets (E), (E), (E) et m(x) sont invariants
si on remplace E par F, avec (E) c F (E) ((E). Convenons m(x)
0 si x d). Alors m satisfait i l’identit dans @"

(3) m (x "m(x )l()(x + ()
off I(B) est l’indicatrice de (E) dans @ et est l’indicatrice de 0. De plus
k l’aide de l’identiti dans @,

(4) c(x) c(x ’) - (x),

on tablit facilement que

c(x) 0modm sixeEentraine

c(x) Omodm sixeE avec (E) F(E)(E).

Preuve du Th$orOme 3. Supposons (a) ou (b) et montrons par rcurrence
sur xl que c (x) m(x) mod m. C’est vrai pour x 0. Supposons le
vrai pour tout x tel que x n I et montrons le pour x n. Puisque

c(x
au vu de (3) et (4) on a

c() -(x) ,(z- ’)l()()(x- ) -=
c(x- e’)l(R)()()(x ) mod m.
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Si (a) est vrai, les termes du second membre sont congrus zro. Si (b)
est vrai, il en est de mme pour le 3me membre.

Supposons (c). Montrons que (a) est vrai. Sinon il existe x tel que
m(x) 0 rood m si x e E. En particulier, i tant fix dans I de faon
quelconque, on peut trouver x e (E) tel que

ms(x) O mod m et ms(x d- ) O mod m pour tout j 1.

Alors en utilisant (3) et (4),

n(x + ’) =- c(x + ’) c(x + -)
m(x) d- mB (x -t- e e) mB (x) mod m.

D’autre part

m(x)l()(x) 0 mod m.

D’ofi la contradiction. I1 est clair enfin que (c) et (a) entratnent (b).

THORiME 4. Si H, x e c (x 0 mod m} alors T (H,,,) e

Preuve. D’aprs le Thorme 3, mH (x) - 0 rood m. Nous avons seule-
ment dmontrer que T (H) < p.s., quel que soit r satisfaisant (2).
Soit donc i et j distincts tels que r > 0 et . > 0. Posons

F,. {x;x letx -lmodm}

Soit 1 le groupe (Z/mZ). On dfinit l’homomorphisme a de @ dans F par

a (x) (xi mod m, xl mod m).

hlors a(S) a(yl) d- d- a(y)off

P(a(y) (1, 0)) , P(a(y) (0, 1)) ,
P(a(y) (0,0)) 1 ,

et
T(F) inf{t’a(S) (1,-1)}.

Puisque et - 0, la promenade alatoire a (S) sur le groupe fini F n’a
qu’une seule classe et est donc rcurrente [7].
Donc T (F.) < p. s. et est d’esprance finie.
Reste montrer que F. H. Si x e F, le coefficient

c (x) x

est toujours un multiple de c (x, x) (x d- x) !/x!x !. Prenons x e F
posons x am d- Iet x bm 1 (avec a _> 0 et b > 0). Soit pun hombre
premier quelconque divisant m. I1 faut montrer que

v(c(am + 1, bm 1)) >_ v(m).
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Posant m hpk, avec/ v (m) > 0, on a l’aide de la formule (1)"

(p 1)v (am

Mais il est facile de constater, d’aprs la proposition 1, que

ahp+ 1] 1 + ah et bhp- 1[ (p- 1)k+l]bh-- 1.
v(c(am + 1, bm- 1))

D’aprs la Proposition 1 (e),

ce qui achve la preuve du Thorme 4.

3. La Ioi de T(H) si m est premier

Dans tout ce paragraphe, on suppose que m est un nombre premier p. Pour
simplifier, on posera m, (x) m (x), (H) etc. I1 est vident que

() P(V(H) > ) :_()(x).
Pour connaltre la loi de T (H), il est ncessaire de connaltre m(x)le (x)"

c’est le thorme suivant.

Toa 5. Si x , alors m(x) oc(h,(x)).

Le lemme suivant est essentiel.

LM 1. Soit x
si et seulement siil existe y e tel que x yp’.

emquon qu’c ( 1) (I w i) n.
En utilisant la partie (a) du Thorme 2, on voit que x e entraine

v(x) n, ce qui est le rsultat demandS. En utilisant la partie (c) du
Th4orme 2, on volt que v (x) n entralne v (c (x)) 0, ce qui dmontre
le lemme.
On va d’abord dmontrer le thorme clans le cas off x qp’, avec q p.

D’aprs le Lemme 1, x yp" avec y ( p. Remarquons que si n e et
ul < p 1, alors

upEtce si0 (p’etieI.
En effet

( 1)((up + d) u + !I + u ! u p + l].
D’aprs ]a Proposition 1,

I1 up +
Donc (c(up tc)) u(c(u)), c’est--dire zro d’aprs le Lemme 1. I1
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y a donc un et un seul chemin entirement situ dans entre up" et (u
si u < P 1. Comme d’aprs le Lemme 1 tousles points de la forme up"
appartiennent i avec u < P, le nombre de chemins dans de 0 i yp" est
c (y), ce qui tablit le thorme dans ce cas particulier.
Montrons ensuite que six e , donc si h (x)l < P pour tout a >_ 0, (d’aprs

le corollaire du Thorme 1 alors

(6) m(x) m (h, (x )p )m (x h,(x)p" si n d(I x

En effet, tout chemin de 0 i x entirement dans passe par le point h, (x)p".
Car si [h (x)! q, le qp" ime point du chemin est, d’apr& le Lemme 1, de
la forme yp’. Si y hn (x), puisque y q il existe i tel que y > h, (x).
Comme n _> d (x) il est impossible qu’un chemin passant par yp" passe par x.
Donc y h, (x).

Reste montrer que le nombre de chemins de h, (x)p" x dans est
m (x h, (x)p"). I1 suffit d’observer que v (c(h, (x)p W y)) v (c (y)) si

Yl < Pn. Ceci dmontre (6).
Comme m (h, (x)p" c (h, (x)) on diduit facilement le thorime par une

ricurrence sur n.

COROLLARE 1 (Lucas [6]). c (x) IIa0 c (h, (x)) mod p.

Six e u , c’est le corollaire du Thiorme 1. Six e il suffit de corn-
parer les Th!ormes 3 (c) et 5.

COROLLAIRE 2. Posant U, (X) _,X",_, m(z)l(x)Xx II 1 (U,(X))"
-o l-- Us(X)

Le ealcul est standard i partir du Thorme 5.

Coaomw 3.

m( )x + Uo(X) II
Ceei est la cons6quence imm6diate du Corollaire 2 et de 1 formule 4. Re-

mrquons qu’on n’a ps d’autre expression explicite de re(x) si x
A partir du Corollire 2, on peut voir une expression des moments de

T (H,), en particulier pour le premier.

COROLLAIRE 4.

E(T(H)) p IX 1 (u,())
,-- 1- U.(-)

Preuve. E(T(H,)) _)>_oP(T(H) > t) et on utilise la relation (5)
et le Corollaire 2.

Remarques. 1 Le facteur pest en vidence: il est facile de constater que
T (H) 0 rood p, c’est--dire que x e entralne Ix 0 mod p. En effet
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xe entratne qu’il existeitel quex ce. Donc c(x e) 0 et
c (x) 0 rood p. Or x c (x) x c (x x), ce qui entraine le rsultat.

2 Si J I, il est clair que, (,r) On obtiendrait donc
un E (T) plus grand en prenant sur I une tribu moins fine, ce qui justifie,
posteriori, que nous passions de I 2 lments un I plus grand.

3 On constate aisment que E (T (H))/p 1 sip . Ceci montre
tout l’trt qu’on a travailler avec H. En effet, il est clair qu’on peut
fabfiquer lment dek en rptant k loise procedure de. D’autre
part, il est facile de constater, l’aide du Thorme 2(c), que si I a 2 l-
ments, T(H) p, et donc que E(T (Hk)) p ce qui, sip est grand,
est largement suprieur kE (T (H)) qui est quivalent kp. La relation
entre E(T (H)) et E(T(H)) reste mystre. On aimerait toujours avoir
E(T(H)) kE(T(H)). C’est malheureusement faux; pour k 2,
p 2 et (, ), ces deux hombres sont alors gaux approximativement
6,2 et 6,8.

4. Un thorme sur Hn
On peut faire diverses constatations sur examen du Tableau 1. Beaucoup

drivent de la simple identit

(c(x + y)) v(c(x)) + v(c(y)) sir(x) > d([ y [)

que nous gnraliserons au Thorme 6. La constatation la plus tressante
est que si x e H. alors non seulement px e Hn, meis aussi tout le "tri-
angle" des px + y, avec y e , yJ 0 et y) < p est contenu dans Hn.
Nous le dmontrons au Thorme 7, en consSquence du thorme 6.

TgORME 6. Soit y () tel que 1. Si y e on note yy
l’$l$ment de dEfini par (y) yy. Alors, si (x) > d (y) pour tout i
et si yy] O, on a

(p )((c( + y)) (z))

(p ) ,( ,) (,(z,) (,) + ,,, , [ + [ + , l.
Les conditions (x) > d(y) et yyl 0 garantissent videmment x W

Si 1, alors

d’o5

Or il est facile de voir que h(p’ y) h(y) est nul si a < v(y) ou
a v(x),galpsi v(y)etgalp- lsiu(y) < a <(x). Donc
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On en dduit que si v -1,

ce qui, compte tenu de l’identit (1), achve la preuve du Thorme 6.

TgOaME 7. Sans les hypothOses du Th$orOme 6, on a

v(c(x + vY)) v(c(x)).

On commence par l’tablir pour y[ 0. Dans ce cas

 (c(x + ,y))

Or d’aprs la Proposition l(b), on a

Chaque terme du second membre de l’galit prcdente est done positif ou
nul. Si y] > 0, on procde par rcurrence l’aide de la formed (4)"

v(c(x +. ,y)) infv(c(x + ,y- e)).
Orlvy > 0entralne] e’ 0etd(y- 1) d(y) < v(x,). Done
par hypothse de rcurrence v (c (x + ,y e) v (c (x)).
Le Thorme 7 est done tabli.

5. [a limite p-diqe de c(x + pe) es c(x)
Si on considre le Tableau 2, on constate que les nombres du rectangle

x 4 et x < 16 se reproduisent si on fair glisser ce rectangle le long de l’axe
x. Nous allons le prouver au Thorme 8, qui ncessite la proposition
suivante.

PaOeOSITON 2. Si I et J sont deux ensembles quelconques, , et
sont les monodes libres engendr$s par I, Jet 1 X J. Si x et y

avec x y , alors c (x )c (y) c(z), o la somme est prise pour tous les
z (z) de de marges x et y, c’est-a-dire tels que z x et z y.

Preuve. eosons N ]x ]y . Si (X)i et (Y), sont des variables
formdles on a c(x)X (Xi) si la somme est prise pour tousles
x etels que ]xl N. Demme c(y)Y (Y). Done

la dernire somme tant prise pour tousles z de tels que z N.
Cette identit achve la preuve de la Proposition 2.
Mentionnons ici un rsultat intressant.

CoaomE. Soit m (x, y) le hombre de matrices d coecients 0 ou 1 de
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marges x et y, M (x, y) le nombre de matrices coecients entiers non n$gatifs
de marges x et y. AlorssiN xl Yl,

re(x, y) <_ c(x)c(y)/N! <_ M (x, y).

Le preuve de la premiere galiti est immediate en remarquant que si
z e Y)rxJ correspond une matrice coefficients 0 ou 1 telle que z] N
alors c (z )/N 1.
Pour la deuxime ingalit, on utilise c (z)/N! _< 1 si zl N.

TH]ORME 8. Soit i fix dans Iet x e tel que xi O. Alors

v (c (x - te c (x + (t - p’)i >_ n- d (x pour tout >_ O.

Preuve. Si a et b sont des entiers, posons

c(a,b) (a- b)!/a!b! sia >_ 0etb >_ 0

0 sinon.

On a alors c (x + t) c (x)c (i x I, t). Par application de la proposition
pricdente,

c( + (t + p)) c(x + t)
(7) c(x) (c(I I, + p’) c(I x I, t)

oc(Ixl- , I1 + ).c(x).c(, " ).

Les termes de cette somme sont nuls si k > min (pn, Ix I). Si 0 < k _< pn,
min (v(]c), v(p’*- k)) v(k)

et, par application du Th4orme 2 (a)

v(c(k, p’* )) >_ n-- v(k).

Si 0 < k _< ix I, v(]) _< d(] x I) et d’aprs le Thorme 2(b)

(c()) > (11) d().

Donc si 0 < ]c

_
min (p, Ix [)

v(c(x)c(k, p’* It)) >_ n d(x) + d(Ix[) v(k) >_ n- d(x).

En utilisant (7), on ale thorme.

ConomE. Six e ) et i e I, la limite p-adique de c (x - p") si n --existe et est $gale c (x ).

6. La limite p-adique de c(p’x) existe

THIORME 9. Soit x e , x 0 et n >_ O. Alors

v(c(p’x) c(p’-x)) >_ n + v(x) -+- v(c(x)).
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LEMME 2. Soit a un entier positif. Alors (pa)!/a!)p est gal au produit
des entiers positifs inf$rieurs pa et non divisibles par p.

Preuve. Immidiate par rficurrence sur a.

On dfifinit ensuite pour tout k premier avec p le nombre

LEMME 3. Sip > 2 et n > 0 on a

r’‘ (k) (-- 1 )rn-1 (k) mod p’‘
Sip" 4 on a

r.(k) =--- --r(k) mod 4
Sip 2 et n 2 on a

r’‘ (k) r’‘_ (k) mod 2n.
Preuve. D’aprs le Lemme 2 et la Proposition

off A (p"k) est le produit des entiers compris entre 1 et p’‘k et premiers
avec p. De plus il est facile de constater que

et

A (p’‘k) --= (A (p’)) mod p’‘.

Or, d’aprs le thiorme de Wilson gniralis [6], on sait que

A(p’) -lmodp’‘ sip > 2ousip’‘ 4,

A(2") +lmod2 sin 2.

Compte tenu du fait que k est impair si p 2, on ale Lemme 3.

Preuve du ThorOme 9. Rappelons que v (c (p’‘x ) v (c (x ) pour tout n.
On a donc

(8)

Nous distinguons ensuite les trois cas du Lemme 3.

p > 2. Compte tenu du fair qu’une congruence valable modulo p’*() ou
p+(l) est valable modulo p’‘+(), on a

c (p
off

n - v(x) - v (I x I) et a x Ip-(11) ixp-(’)

d’aprs (8) et le Lemme 3. Mais p 6tant impair, il est clair que xp-’() et x
ont mme pariti; comme x Ix I, on a donc a 0 rood 2, ce qui achve
la preuve.

pn+() 4. Darts ce cas

r’‘+,(,) (x p-’() r’‘+,(,)_ (x p-() mod 4
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off --1 si v(xi) v(x), et 1 si v(x) > v(x); autrement dit
(-1)’-v(). Donc

c(2%) --- c(2n-lx)(--1)" mod2
off

2+v(c(x)) + v(x) et Ix12-) x,2"c).

Cet a .tant nul, la preuve est faite.

p 2, n + v (x) 2. Le Lemme 3 et (8) donnent directement la preuve
du thfiorme.

COaOLLAmE. Si x e /, la limite p-adique de c(p"x) sin ---) + existe.

Six e , dfisignons par L(x) l’entier p-adique figal la limite de c(pnx)

Voici pour terminer une propri!t! de cette limite qui complete la Proposition
2. (Les notations sont celles de cette Proposition 2.)

TttORME 10. Soient x e)r, Ye tels que x Y let
inf (v(x), v(y)) O.

Alors L(x)L(y) L(z), o la somme est prise pour tousles z de Y) de
marges px et py pour un certain k >_ O, et tels que v (z ) O.

Remarque. La restriction inf (v (x), v (y)) 0 n’est lk que pour simplifier
l’!nonc!, puisque L (px ) L (x ).

Preuve du thOorme. Soit A l’ensemble des z de !lz de marges px et
py et tels que v (z) 0. Alors, d’aprs la Proposition 2,

(9)

D’apris le Thiorme 2(a), z e A entratne

(10) v(c(z)) >_ ] + v([ x [).
Donc si n </ et z e A on a L (z) 0 rood p, ce qui garantit la convergence
de la sirie de terme gntral -, L(z).
Sin >_ k et zeAl, d’apris le Thorme 9,

L(z) - c(p’-z) mod p
off a n k -{- 1 - v(c(z)).
D’aprs (10) on a a > n et donc

Cette galiti, jointe i (9), dmontre le thorme.
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