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I. Introduction

Nous reprenons d’une faqon g6n6rale les notations de [4]. En particulier
U" d6signe le polydisque unit6 de C", H1(U") et HZ(un) les espaces de Hardy
classiques sur le polydisque.

II est bien connu que tout 616ment de Hi(U) peut s’6crire comme le produit
de deux 616ments de HZ(u). Ce r6sultat ne demeure pas en plusieurs variables.
On sait que W. Rudin a montr6 que d6s que n > 4, il existe un 616ment de
Ha(U") qui n’est pas le produit de deux 616ments de H2(U"), cf. [4, pp. 63.67].
Nous noterons 0 l’application de HZ(u 2) H2(U2) dans HI(U z) qui 5. tout

couple d’616ments de HZ(u2) associe leur produit. Dans le livre de W. Rudin,
deux questions sont d6gag6es" 0 est-elle surjective? 0 est-elle ouverte en (0, 0)
(i.e. l’image de tout voisinage de (0, 0) est-elle un voisinage de 0)?

L’6quivalence de ces deux questions n’est pas 6vidente; en effet P. J. Cohen
a donn6 dans [ ] l’exemple de deux espaces de Banach E et Fet d’une application
bilin6aire surjective de E E sur F non ouverte en (0, 0).
Ma contribution 5. la question est de montrer que l’application 0 est surjective

si et seulement si elle est ouverte en (0, 0) (c’est fondamentalement ce qui est
fait dans le paragraphe III).

D’autre part J. Miles a montr6 dans [3] que l’application 0 n’est pas ouverte
en (0, 0) (il en d6duit la non factorisation dans HI(Ua) en suivant la fin de la
d6monstration du Th6or6me 4.2.2 de [4]).

Finalement nos deux r6sultats donnent la proposition suivante"

PROPOSITION. II existe un OlOment de HI(U2) qui ne peut pas s’Ocrire comme
le produit de deux OlOments de HE(u2).

Je suis tr6s reconnaissant au Professeur W. Rudin d’avoir port6 t ma con-
naissance le r6sultat de J. Miles, pour la commodit6 du lecteur je reproduis dans
le paragraphe IIla d6monstration simplifi6e qu’il m’a communiqu6e.

II. Un Lemme

LEMME (J. Miles). Pour toute constante C > 0, il existe F e H l(U2) vOrifiant
HFlla < et telle que pour tout h et k H2(U2) vOrifiant F hk on ait Ilhl]2 ou
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DOmonstration. Pour un entier N, qu’t la fin il suffira d’avoir choisi suffisam-
ment grand on pose, z et w d6signant deux variables complexes"

P(z, w) zS-2w2 + zS-aw3 +...+ ws et f(z, w) zs-1 + P(z, w).

Supposons quef hk. Consid6rons les d6veloppement de h et ken s6rie de
polyn6mes homog6nes"

h Hi + H+I +..., k Ks-l-i + Ks-i +’",

avec H et Ks-x- 0, et les indices d6signant les degr6s. On a alors"

(1) HiKs__ zs-1

(2) HiKs_ / H+ Ks_ P.

Observons tout d’abord que 0 ou N 1. En effet si on avait 0 < <
N 1, H et Ks-l-i seraient d’apr6s (1) des monomes de z de degr6s positifs,
donc z diviserait P d’apr6s (2), ce qui est faux. Les deux cas 6tant sym6triques,
on supposera que 0. Alors (1) montre que H0 A et Ks- (1/A)zs-,
off A est une constante non nulle.
Donc (2) s’6crit AKs + H(zS-/A) P. Puisque Pet H(zS-I/A) sont

orthogonaux, on en d6duit que

IIAKII2 > Ilel12--x/N-
d’ofi

Ilhl1211kl12 >-Ial IIgl12 >- x/N- 1.

Cependant Ilfll Log N si N est assez grand (cela se ram6ne t remarquer que
dans H(U) si Os(2) + + 2s on a IIllx Log N quand N tend vers
l’infini I-4, p. 64]). On obtient donc le lemme si, C 6tant donn6, on a choisi N
assez grand en prenant F (f/llfll ).

III. D6monstration de la proposition

Nous raisonnerons par l’absurde, nous supposerons que 0 est surjective. Soit
B la boule unit6 ferm6e de H2(U2). Observons que O(B x B) est ferm6 dans
H(U2). En effet, soit fun 616ment de H(U2) qui est limite d’une suite (fp)
d’616ments de O(B x B), 6crivons chaque fp sous la forme f hk, avec

IIhl12 et Ilkpll2 < 1, B x Best compact pour la topologie faible soit (h, k) un
point adh6rent t la suite (h, kp), on af hk car les 6valuations aux points de
U2 sont continues pour la topologie faible, doncf O(B x B).

Si 0 est surjective, HI(U2) est une union d6nombrable d’homoth6tiques de
O(B x B); O(B x B) est donc d’int6rieur non vide. I1 existe donc un polyn6me
en (z, w), z et w d6signant des variables complexes, identiquement nul pour
z appartenant t l’int6rieur de O(B x B), car de tels polyn6mes sont denses
dans H (U2).
En multipliant ce polyn6me par une constante on obtient que il existe une

constante C et un polyn6me R(z, w) v6rifiant R(1, .) 0 tels que pour tout
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g HI(U2) v6rifiant IIR gllx < 2, il existe h et k H2(U2) v6rifiant Ilhll2 et
Ilkll2 < C et g hk. D’autre part d’apr6s le lemme il existe F Ha(U2)
v6rifiant IIFIIx < et tel que pour tout h et k H2(U2) v6rifiant F hk, on
ait Ilhllz ou Ilkll2 > C -!- 1. Puisque l’image par 0 du produit de la boule ferm6e
de rayon C + par elle mme est ferm6e, on peut choisir pour F un polynSme
vrifiant F(1, ) 0; et il existe > 0 tel que si F’ H(U2) et IIF’ FII <
alors pour tout h et k H2(U2) v6rifiant F’ hk on ait Ilhll on Ilkll2 > C + 1.
Dans la suite R, C, Fet sont fix6s avec les propri6t6s 6nonc6es ci-dessus.
Pour tout entier p > soit T la transformation conforme du disque sur

lui-mCme"

T(z) [1 (l/p)] z.
[1 (1/p)Jz

Soit q un 616ment inversible de H(U), tel que sur le cercle unit6 on ait

I’I1 Max (IZl, 1),

T dOsignant naturellement la dOrivOe de Tp.
On pose g,(z, w) F(T,(z), w)W,(z) + R(z, w). Si p est assez grand on a

IIF(T,(z), w)’V(z)llx _< 2, En effet, si IZ(z)l _< 1, on a

7c < arg T,(z) < rc
(mod 2n),

donc

IIF(T,(z), w)W(z)ll

< Sup IF(z, w)l + 1" IF(Z,(z), w)l IT(z)l dml(z) dm(w)
largzl < n/,/p, Izl Iwl tiT2

or cette dernire int6grale est 6gale d’aprs la formule du changement de variable
t ilFIIx donc < 1, et du seul fait que F(1, ) 0,

Sup IF(z, w)l
largzl < n/4p, Iwl

tend vers 0 quand p tend vers l’infini.
Par suite, si pest assez grand, il existe h et k H2(U2) tels que Ilhl12 et

Ilkl12 < C et F(T,(z), w)’,(z) + R(z, w) h(z, w)k(z, w).
D’ofi puisque T, T ,

R(T,(z), w)= h(Tt,(z ), w) k(Te(z ), w)F(z, w) +

off / d6signe une d6termination continue quelconque de la racine carr6e
de qp"

Du seul fair que Iql > 1 et que R(1, .) 0,

R(Te(z ), w)
a’.(T,,(z))
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pour p assez grand. Par choix de e, il vient

h(Tp(z), w)] k(Tp(z), w) >C+I.

Supposons par exemple que

h(Tp(z ), w) >C+I.
x/tP/,(T(z)) 2

Alors en utilisant le fait que Tp T; et donc que 1/T(T(z)) T(z) on a
les in6galit6s et 6galit6s suivantes"

w)i 2

dm(z) dma(w)(C + 1)2 <
ItFp(Tp(z))l

< Ih(Z(z), w)l 2

dml(z ) dm(w)
IT#(Tp(z))l

Ih(T(z), w)121T;(z)i dm(z) dml(w)

Ih(z, w)l 2 dml(z)dm(w).

Donc Ilhl12 > C + 1, contrairement t ce qui pr6c6de. C’6tait la contradiction
souhait6e.

Remarque. I1 r6sulte de la d6monstration de la proposition que l’ensemble
des 616ments de HI(U2) qui peuvent s’6crire comme produit de deux 616ments
de H2(U2) est un ensemble de premi6re cat6gorie.
Added in proof. C. Horowitz a donn6 r6cemment l’exemple d’une application

bilin6aire surjective de C3 C3 sur C4 non ouverte en (0, 0), cf. [5].
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