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Section 1

Ein in [15] von Suzuki aufgeworfenes Problem ist die Kennzeichnung der
endlichen Gruppen, die eine Involution enthalten, deren Zentralisator 2-
abgeschlossen ist, d.h. eine normale 2-Sylowgruppe besitzt. Die L6sung dieses
Problems wiirde eine Verallgemeinerung seines Resultates aus [14] bedeuten,
wo Gruppen gekennzeichnet werden, in denen der, Zentralisator einer jeden
Involution 2-abgeschlossen ist.

In der vorliegenden Arbeit werden endliche Gruppen betrachtet, in denen
zwar die Existenz von nur einer Involution mit 2-abgeschlossenem Zentralisa-
tor vorausgesetzt wird. Jedoch mul3 zus/itzlich angenommen werden, dab es
sich um eine Involution aus dem Zentrum einer 2-Sylowgruppe handelt. Man
erhilt folgenden

SATZ. Sei G eine endliche Gruppe ohne nichttriviale auflsbare Normalteiler,
die eine Involution enthfilt, in deren Zentralisator eine 2-Sylowgruppe yon G
normal ist. Dann ist der kleinste Normalteiler N yon G mit 2-abgeschlossener
Faktor#ruppe ein direktes Produkt yon einfachen Gruppen. Ist E ein einfacher
direkter Faktor yon N, so ist E isomorph zu einer der folgenden Gruppen:

(a)
(b)

L2(q), Sz(q), U(q), L(q), S4(q)mit q--- 2" > 2;
L2(q) mit q 2" + 1 > 3.

Hierbei bezeichnen L,(q), U,(q/2) bzw. S.(q) einfache lineare, unit/ire bzw.
symplektische Gruppen der Dimension n fiber einem K6rper mit q Elementen
sowie Sz(q) einfache Gruppen yon Suzuki. Die iibrigen Bezeichnungen sind
vermutlich allgemein iiblich und stimmen gr6Btenteils mit denen aus [5] iiber-
ein. Auf den folgenden Unterschied bei der Definition der Thompson Gruppe
sei jedoch hingewiesen: Anders als in [5] wird im folgenden mit A(G) die Menge
der elementar-abelschen Gruppe maximaler Ordnung einer p-Gruppe G und
mit J(G) dereren Erzeugnis bezeichnet.
Um Platz zu sparen, wird der Beweis des Satzes nur fiir den Fall durch-

gefiihrt, bei dem C(O2(M)) < o2(m) ffir alle 2-1okalen Untergruppen m von
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G gilt. Die dadurch nicht erfal3ten F/ille behandelt man in naheliegender Weise
mit der vorhandenen Komponententheorie (s. etwa [1]) und Goldschmidts
"signalizer functor theorem" [4].
Dem Referenten dieser Arbeit danke ich ftir zahlreiche Verbesserungsvor-

schl/ige. Aus seinem Bericht habe ich einige Formulierungen und Beweise
iibernommen.

Section 2

Im folgenden sei G immer eine endliche Gruppe.

(2.1) (Suzuki [14]) Sei G eine nichtauflbsbare einfache Gruppe, in der der
Zentralisator einer jeden Involution eine normale 2-Syloworuppe besitzt. Dann ist
G isomorph zu einer der im Satz erwiihnten Gruppen, jedoch nicht isomorph zu
S,(q).

(2.2) (Suzuki [9, Lemma 4]) Sei G eine 2-Gruppe. Enthfilt G eine Involution x
mit c (x)l 4, so ist G eine Dieder#ruppe, eine Quasidiedergruppe oder eine
Gruppe der Ordnung 4.

(2.3) [8, 12.3] Sei G eine Gruppe 9erader Ordnun9, die keine Unteroruppe
vom Index 2 besitzt. Eine 2-Syloworuppe S yon G habe eine maximale Unter-
9ruppe M, so daft es in S . M keine Elemente der Ordnun9 <_ 2"-x 9ibt. Ist
x S ein Element der Ordnun9 2", so 9ibt es ein O G mit x M.

(2.4) [1, Lemma 3.1] Sei V ein n-dimensionaler F2-Vektorraum,
G O2(G) < GL(V) und Y 4= 1 eine zyklische Untergruppe ungerader Ordnun9
yon G, die transitiv auf [V, Y]# operiert. Auflerdem habe U Cv(Y) die Dimen-
sion k > 1, es 9elte U U 0fr x G . N(U) und Y sei ein Normalteiler
yon N(U). Dann gilt (i), (ii)oder (iii).

(i) k= lundn=3.
(ii) IV, Y] und U sind G-invariant.
(iii) [V, Y] ist G-invariant, Y operiert regulgtr auf U.’K. U und

V[V, Y] U
X

(2.5) (a) [2, S. 24, 25] Fr eine Inzidenzstruktur S (P, L, I) mit Punkten P
und GerMen L 9elte:

(1) Dutch je zwei verschiedene Punkte 9eht 9enau eine Gerade.
(2) Aufjeder Geraden liegen mindestens drei Punkte.
(3) Haben zwei verschiedene Geraden Lund M einen 9emeinsamen Punkt U

und sind U, Q, R bzw. U, S, T drei paarweise verschiedene Punkte aufL bzw. M,
so haben die Gerade durch Q und S und die Gerade dutch R und T einen 9emein-
samen Punkt.
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(4) Es 9ibt n + 1 Punkte, die in keinem echten Unterraum (d.i. eine Teilmenoe
yon S, die mit zwei verschiedenen Punkten auch deren Verbindunosoerade enthilt)
lieoen.
Dann ist die Mene der Unterrume eine projektive Geometrie der

Dimension n.
(b) [2, 1.4.46] Die Gruppe der Kollineationen einer dreidimensionalen projek-

tiven Geometrie mit 2" + 1 Punkten auf einer Geraden, die eine symplektische
Polaritt festlassen, ist die symplektische Gruppe $4(2") der Ordnun9
2"(22" 1)(2" 1).

(2.6) Sei G eine p-Gruppe und L eine Menge yon Teilmengen yon G mit
L L. Ist Lo - L mit (Lo) < (L), so ist (Lo) < (N(Lo)).

Beweis. Trivial.

(2.7) Sei G eine p-Gruppe, die eine Unteroruppe Q mit G Qfx(Z(G))
enthiilt. Dann ist (G)= (Q).

Beweis. Wegen f(Z(G))<_ Co((Q))ist (Q)ein Normalteiler mit
elementar-abelscher Faktorgruppe und damit (G) < (G). Da Q eine Unter-
gruppe von Gist, gilt auch (Q)< O(G)sowie (2.7).

(2.8) Sei U eine Untergruppe gerader Ordnuno yon G, die nicht alle Involu-
tionen yon G enthiilt. Ist x U eine Involution, so gelte C(x) <_ U. Dann sind
alle Involutionen yon G konjugiert.

Beweis. Seien x und y Involutionen von G mit x U und y U. Sind x und
y nicht konjugiert, so enth/ilt Z((x, y))eine Involution. Aus Z((x, y))<
Ca(x) < U folgt dann der Widerspruch y Ca(Z((x, y))) < U.

(2.9) Sei q > 2 eine Zweierpotenz und G die Automorphismengruppe eines
4-dimensionalen symplektischen Vektorraumes fiber einem Krper mit q Elemen-
ten sowie H der Stabilisator eines eindimensionalen Unterraumes. Ferner sei
N 02(H) und S eine 2-Sylowgruppe yon G mit N < S. Dann gilt:

(a) Gist isomorph zur einfachen Gruppe S(q).
(b) N ist eine elementar-abelsche Gruppe der Ordnuno q3.
(c) n ist eine zerfallende Erweiterun# yon N mit einer zu GL2(q) isomorphen

Gruppe X mit:

(i)
(ii)
(iii)

c (x’)l q,
X induziert eine natfirliche Darstellun# yon Gr2(q)auf N/Cs(X’),
es #ibt kein X-invariantes Komplement zu Cs(X’) in N.

(d) AuJ3er N enthfilt S genau eine elementar-abelsche Unteroruppe M der
Ordnung qa, und M N enthgdt alle Involutionen yon S.
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(e) Z(S) ist eine elementar-abelsche Gruppe der Ordnung q2.
(f) Es gibt genau 3 Konjugiertenklassen yon Involutionen in G. Der Zentrali-

sator yon Repriisentanten zweier dieser Konjugiertenklassen ist isomorph zu H’.
Der Zentralisator einer Involution aus der dritten Konjugiertenklasse ist eine
2-Sylowgruppe yon G.

Beweis. Wegen [7, II.9.19] ist det (X)= 1 f/Jr X e G und wegen q 2n

damit Z(G)= 1. Aus q > 2 und [7, II.9.22] folgt daher (a).

Nach [6, 2] kann man G als Menge der 4 x 4-Matrizen A fiber Fq mit
det (A)= 1 und AJA J auffassen, wobei A die zu A transponierte Matrix
und

0 0 0 1

j=
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

ist. F/Jr eine 2-Sylowgruppe S erh/ilt man dann Matrizen der Gestalt

1 0 0 0
v 1 0 0

u+vw w 1 O"
c u v 1

Ist eine derartige Matrix ein Quadrat in S, so ist v w 0. Daher ist sie genau
dann eine Involution, wenn sie nicht die Einheitsmatrix und w 0 oder v 0
ist. F/Jr Elemente aus N gilt insbesondere w 0. Ferner besteht das Zentrum
von S aus den Matrizen mit v w 0. Hieraus folgt (d) und (e).

Ist R die Menge der Matrizen

a 0 0 0

i o
0

0 0 a-
mit A SL2(q) und a F, so ist R isomorph zu GL2(q) und H RN. Damit
erh/ilt man (c).

Die Matrizen mit a 1 zentralisieren die Involutionen aus S mit u v
w 0. Ist Q die Menge der Matrizen

mit B SL2(q) und b F, so ist Q isomorph zu GL2(q). Ferner normalisiert Q
die Menge der Matrizen aus S, ffir die v 0 ist. Insbesondere ist K QM
isomorph zu H, und die Matrizen mit b 1 zentralisieren die Involutionen aus
S mit c v w O, wihrend S der Zentralisator der Elemente mit w v 0
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und u 4 0 =/= c ist. Da die Involutionen aus N bzw. M, die in G konjugiert sind
schon in n bzw. K konjugiert sind und N M Z(S)ist, folgt auch (f).

(2.10) Sei G: G’ 2, Z(G) 1, D {x G x2 1 =/= x und
02(C(x)) Syl2(G)} =/= und G’ eine der im Satz erwfihnten einfachen Gruppen.
Dann ist G’ isomorph zu L2(22"), $4(2"), L3(4), L3(16)oder L2(22" 4- 1). Ist G’
nicht isomorph zu L2 (9), so 9ibt es eine Involution in G . G’. Ist eine Involution
aus G .’V. G’, so ist Cw(t) isomorph zu

In den Ffillen (a)-(f)sind auflerdem alle Involutionen aus G . G’ zu
konjuoiert.

Beweis. Sei S Syl2 (G’) und L ein Komplement zu S in Na,(S).

Ist G’ isomorph zu L2(2") bzw. Sz(2"), so folgt die Behauptung aus [7, 11.8.7]
bzw. [18]. Ist G’ isomorph zu U3(2"), so ist wegen [12] Cs(L)= 1, woraus die
Existenz einer Involution G . G’ folgt, und wegen [16, 2.1] ist Co,(t)iso-
morph zu L2(2"). Nun erhilt man aber wegen [12] in Cw(d) ffir d Co(t) eine
Untergruppe R ungerader Ordnung mit [t, R] 1, was d D widerspricht. Ffir
eine Primzahlpotenz q 2"+ 1 ist q eine Primzahl oder q 9 (s.z.B. [17,
Lemma 3]. Ist q eine Primzahl, so ist G isomorph zu PGL2(q). Fiir q 9 ist G
isomorph zu PGL2(9) oder 6, oder es gibt auBerhalb von G’ keine Involu-
tionen, woraus auch in diesem Fall die Behauptung folgt.

Sei nun G’ isomorph zu S(q)mit q 2"> 2. Wegen (2.9)(d)ist dann
S MN, wobei M und N die einzigen elementar-abelschen Untergruppen
maximaler Ordnung von S sind, und wegen (2.9)(c)Cs(L)= 1, woraus die
Existenz einer Involution G . G’ mit Na(S) folgt. Gibt es einen/iul3eren
automorphismus s von G’ mit [s, H] < M oder [s, K] < N fiir H N,(M’)
und K N,(N)’, so kann man s so wihlen, dab Czts) o(s) 4:0 ist, und es folgt
mit (2.9) (c) [s, M] [s, U] [s, S] [s, H] [s, K] 1, was wegen
(H, K) G’ nicht sein kann. Fiir N(M) c N(N)induziert daher einen
K6rperautomorphismus auf den wegen (2.9) (c)zu L2(q)isomorphen Gruppen
HIM und K/N, und n ist gerade. AuBerdem ist (s)G’ (t)G’ fiir einen involu-
torischen K6rperautomorphismus s von G. Aus Ct(L)= 1 fiir
Lx L c O2,2,(N(M)) folgt nun

s (s)Lm c (s)Lx M,
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und s und sind konjugiert. Angenommen, es gibt auger dem involutorischen
K6rperautomorphismus s einen involutorischen Automorphismus r yon G’ mit
Mr= N. Dann lassen sich r und s so ausw/ihlen, dab rs sr gilt. Da r die
beiden Konjugiertenklassen yon G’, deren Zentralisatoren isomorph zu H sind,
vertauscht, zentralisiert r in G’ nur Involutionen aus D und Cs(r)ist eine
TI-Gruppe in CG,(r). Da Cw(s) yon r normalisiert wird und Cw(s)isomorph zu
S4(q1/2) ist, normalisiert r nach Induktion fiber q mehr als eine 2-Sylowgruppe
yon G, weshalb C,(r)wegen [13] nur isomorph zu L2(q), Sz(q)oder U3(q) sein
kann. Nach Induktion ist aber CcG,()(r) isomorph zu Sz(ql/2), weshalb
exp (Cs(r))> 2 und C,(r)nicht nicht isomorph zu L2(q)ist. Wire C,(r)iso-
morph zu U3(q), so w/ire Cw(x)4 S fiir eine Involution x Cs(r), was nicht
sein kann. SchlieBlich kann C,(r) auch nicht isomorph zu Sz(q) sein, dan
gerade ist. Angenommen, Mr= N. Dann ist also n ungerade, und es folgt
/ihnlich wie oben, dab Ca,(t) isomorph zu Sz(q) ist. Da jede Involution aus tS
eine in LS zu L konjugierte Gruppe normalisiert, sind alle Involutionen yon

G . G’ konjugiert. Nun folgt die Behauptung fiir G’ $4(2n).
Sei schlieglich G’ isomorph zu L3(q) mit q 2" > 2. Wegen [10, 1] ist auch

dann S MN mit elementar-abelschen Gruppen maximaler Ordnung von S,
deren Vereinigung s/imtliche Involutionen aus S enthilt. Ferner ist D die ein-
zige Konjugiertenklasse yon Involutionen in G’. Sei so ausgewihlt, dab

N(L) c N(S) gilt, und Y [t, L]. Ist Y 4= 1, so ist Cs(Y)= 1. Nun ist L
ein direktes Produkt einer zyklischen Gruppe der Ordnung q- 1 und einer
zyklischen Gruppe der Ordnung (q 1)(3, q 1)-1. Angenommen, q > 4. Ist
Y 1, so erhilt man It, N,(M)’] <_ M und It, Sw(S)’] _< S und damit wie
oben einen Widerspruch. Daher ist Y 4= 1. Ist N(M) N(N), so indu-
ziert K6rperautomorphismen auf den wegen [10, Proposition 3] zu L2(q)
isomorphen Gruppen Na,(M)’/M und N,(N)’/N, woraus sogar rl > 3 folgt.
Aus 02,2,(NG(M)) O2,2,(N(N)) c L- 1

folgt dann aber ein Widerspruch. Daher ist M N und Cs(t) eine TI-Gruppe
von C,(t). ,hnlich wie oben folgt, dab dann Cw(t) nur isomorph zu Ua(q 1/2)
sein kann. Daher ist

]Cc(t)(Z(S))l (ql/2 + 1)(3, ql/2 + 1)- 1.

aus IC(Z(S))I (q- 1)(3, q- 1)-1 und [t, C(Z(S))] 1 folgt nun q 16.
Ist q 4, so ist C(x) fiir x e D eine 2-Gruppe, und es k6nnen simtliche
involutorischen Autormorphismen von G’ L3(4) induziert werden. Damit
folgt die Behauptung auch fiir G’ L3(2") sowie (2.10).

Section 3

In diesem Abschnitt sei V ein endlicher F2 G-Modul. Fiir X
_
G und einen

X-invarianten Faktormodul Y/Z sei dann

[Y/Z, X] (y + yX + Z/Z x X, y Y).
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Ferner sei

W {A < G IA ist elementar-abelsche 2-Gruppe mit 1 IV: Cv(A)I < I 1)
und W* {A WIA ist minimal (bzgl. Inklusion)}. Dann folgt [IV, A], A] 0
fiir A W* entsprechend wie in [5] auf S. 272 f. Schliel31ich seien die folgenden
Bedingungen erffillt:

(a) 02(G)= 1,
(b) es gibt ein v 6 V mit Oz(Ca(v)) Sylz (G),
(c) w =/= O,
(d) Cv((W))-- O.

Mit diesen Bezeichnungen und Voraussetzungen gilt"

O) (W) ist ein direktes Produkt yon zu L2(2’) isomorphen Gruppen.
(ii) Ist (W) XE, wobei E isomorph zu L2(2’) ist, so gilt V D Iv,

und [V, Ei] 15j3t sich als zweidimensionaler F2,,Ei-Modul auffassen, auf dem Ei
dessen spezielle Gruppe induziert.

Der Beweis hiervon erfolgt in mehreren Schritten. Dazu sei G ein minimales
Gegenbeispiel. Eine Untergruppe H von G erfiille die Eigenschaft (*), falls H
isomorph zu L(IHI ist und V/Cv(n)sich als zweidimensionaler Flnl2
H-Modul auffassen lil3t, auf dem H dessen spezielle Gruppe induziert (d.h. H
induziert eine natiirliche Darstellung von L,(IH I,) auf V/Cv(H)).

(3.1) ErfiJllt die Untergruppe H yon G die Eigenschaft (*), so gilt
Syl (n)_ W*.

Beweis. Aus (b) folgt v c Cv(H)= 0 und die Existenz von w 6 v6 mit
w Cv(T) fiir T 6 Syl2 (H). Aus der natiirlichen Darstellung von H auf
V/Cv(H) erhilt man V: H und (3.1).

(3.2) (Glauberman) Gibt es ein A W und eine maximale Untergruppe M
yon G mit (A, ) Gfftr g G . M, so erfiJllt G die Eigenschaft (*).

Beweis. S. [3, Corollary 1].

(3.3) C(V)[ ist un#erade.

Beweis. Wire [C(V) gerade, so wire wegen (b)

1 02(C(V)) SyI2 (C(V))

im Widerspruch zu (a).

(3.4) Sei U < G, r= V/Cv(U), L W U und w V mit Lv= L,
L c O2(U)= , P 02(Cv(w)) Syl2 (U)sowie <a’a> v, sofern A, B L
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und (A, B) keine 2-Gruppe ist. Dann gilt"

(1) P c List eine TI-Menge bezfiglich U.
(2) Ist l? (v), erfllt H (A, B) mit A,B Ldie Eigenschaft (*)und ist

Cv(H) Cv(U) oder A eine TI-Gruppe yon U, so ist (L) H.

Beweis.(1) Sei R=PcL. Wegen O2(U)L=O giUt es ein ueU.
N(R), das so ausgewghlt sei, dab n ]R R maximal ist. Dann folgt aus
R 4: R c R" R" und (2.6) die Existenz yon

X e NR(R Ru) .":, (R c R) und Y e NRu(R R) .’.(R c R).
Wire (X, Y) eine 2-Gruppe, so w/ire nach Sylows Satz (X, Y, R c Rg) eine
2-Gruppe, was der Maximalitit von n widerspricht. Daher ist (X, Y) keine
2-Gruppe, nach Voraussetzung also <x,r> v. Da (R c R") eine 2-Gruppe
ist, kann man nun w so w/ihlen, dab [w,RR]=0 gilt. Aus X,
Y NR(R R) folgt dann [w<x’r>, R R] 0 und damit

R, v)[wv, ((R c [wv,R cR1=0,
wegen O2(Cv(w)) SyI2 (U) also R c R"

_
02(U)c L .

(2) Sei A < P und R (L c P). Wegen v= fin ist U HCv(). Ist
u e U mit u e Cv(A), so ist A e L c P". Da P L wegen (1)eine TI-Menge
ist, gilt daher R R < CG(u). Also ist

A v c Ce(A) ffv r Ce(R),
und wegen R" c P R ist A eine TI-Menge bezfiglich U. Sei F Av. Wegen
U HCv(), der 2-Abgeschlossenheit yon Cv() und der Treue yon H auf F
gilt O2(U)< Ur < 02,2,(U), wobei Ur der Kern yon U auf F ist. Aus
V (wv, Cv(U)) folgt O2(U)< Cv(V), wegen (3.3)also O2(U)= 1. Daher ist
Ur < O2,(U). Da A regulir auf F .";.{A} operiert, erhilt man C,(A)= A. Mit
2.5 folgt dann R A, falls A eine TI-Gruppe ist. Fiir Cv(H)= C,(U)ist
Cv(A)=Cv(R) und va=v fiir velT.’<,A. Hieraus erh/ilt man
R’R Srl- AI und damit emeut R=A. Wegen Av=An und
A Av c Nv(A) ist L Av An sowie (L) H.

(3.5) Ist (A, B) eine 2-Gruppe oder (A, B) GJSr A, B e W*, so erfiillt G
die Eioenschaft (*).

Beweis. Fiir S e SyI2 (G) ist R S c W* nach Voraussetzung wegen (3.4)
eine TI-Menge. Daher ist (X, X) fiir X s R und e G .’.N(R) niemals eine
2-Gruppe, also (X, Xo) G. Mit (3.2) erh/ilt man nun (3.5).

(3.6) Fiir A, B e W* ist (A, B) eine 2-Gruppe oder (A, B) erffdlt die
Ei#enschaft (*).

Beweis. Ist (3.6) falsch, so lassen sich wegen (3.5) A, B e W* finden, so dab
(A, B) weder eine 2-Gruppe noch (A, B) Gist. Sei H (A, B).
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(3.6.1) Sei M Cv(O2(H)). Dann gilt

o (n)l >_

Beweis. Sei X A O2(H). Angenommen, (3.6.1) ist falsch. Ist X 1, so
ist dann [A < [M" CM(A)[ V" Cv(A)[ im Widerspruch zu A e W. Daher
ist X 1, und aus der Minimalitgt yon A e W* folgt xl <lgCv(X)l,
Wegen M Cv(X) ist augerdem

A’XI < M’C (A)I Cv(X)’Cv(A)l,
insgesamt also

was nicht sein kann.

(3.6.2) H erffillt die Eigenschaft (*).

Beweis. Sei M Cv(O2(H)). Dann ist M/Cu(O2(H))ein
F2(H/O2 (H))-Modul,

fiir den wegen (3.6.1)die Voraussetzungen (a)-(d)sinngemil3 zutreffen. Nach
Induktion und wegen A, B e W* ist H/O2(H)isomorph zu L2(r)mit
r= A:XI und X A c O2(H). Aul3erdem l13t sich M/Cv(H) als zwei-
dimensionaler F,(H/O2(H))-Modul auffassen, woraus ]M: CM(A)[ rund
[M Cv(H) r2 folgt. Die ginimalit/it yon A e W* besagt dann X 1 sowie
v: Cv(A)I =r und

r-- M.Cv(H)I <IV’Cv(H)I IV.Cv(A) Cv(B)l <_ r2,

also M V und [V, O2(H)] 0, woraus mit (3.3) O2(H)= 1 und (3.6.2) folgt.

(3.6.3) Cv(G)<Cv(H).

Beweis. Ist Cv(G)= Cv(H), so folgt aus (3.4) (2) fiir U G und L W*
dann (W*) H, was nicht sein kann.

(3.6.4) Sind X, Y e W*, so folgt

Iv" Cv(<X, Y>)I -< A z < IV" Cv(G)[
aus (3.6.2) und (3.6.3). Dann ist aber (X, Y) eine echte Untergruppe von G,
und (3.6)folgt aus (3.6.2).

(3.7) Sei A, B, C W*. Erfallen (a, B> und (A, C> die Eioenschaft (*), so

oilt (A, B)= (A,

Beweis. Angenommen, (3.7) ist falsch. Seien A, B und C so gew/ihlt, dal3
U (A, B, C) minimal ist. Ferner sei H (A, B) und A < P e Syl (U)
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sowie M V/Cv(U), m-- v + Cv(U)__m_ Cv(P) und N(A)--- AK mit einer
Gruppe K der Ordnung q- 1 [A 1.

(3.7.1) M ist ein F2 U-Modul mit q2 < M < q3.

Beweis. Ist Cv(U)= Cv(H), so ist wegen (3.4) U H, was nicht sein kann.
Daher ist q: < MI. Wegen IV" Cv(A)] q ist

v’Cv(A) Cv(B) Cv(C)[ <_ q3

und aus U (A, B, C) folgt dann IV" Cv(U)I < q3.

(3.7.2) q > 2.

Beweis. Angenommen, q 2. Wegen (3.7.1)ist dann MI 8, und u ist
isomorph zu einer Untergruppe yon L3(2), also isomorph zu E4 oder L3 (2). Ist
U isomorph zu L3(2), so ist Cv(v)isomorph zu E4 im Widerspruch zu (b).
Daher ist U isomorph zu E4. Dann ist aber Iva, 02(U)] 0, wegen (b)also
O2(U) < 02(G)im Widerspruch zu (a).

(3.7.3) A ist eine TI-Gruppe yon U.

Beweis. Angenommen, es gibt ein u U mit A 4: A c A"4: 1. Dann ist
(A c A", B) H 4: (A", B) im Widerspruch zu (3.6).

(3.7.4) Es gibt ein X Av mit [X,A]= I= X c A.

Beweis. Sei X Av mit X ; H. Aus M ]h Ct(A)h folgt die Existenz
von Y An mit Cm(Y) Cm(X)4: . Wegen (b)ist dann (X, Y) eine
2-Gruppe, woraus (3.7.4) mit Hilfe von (3.7.3) und (2.6) folgt.

(3:7.5) [Ct(A), K] 0 w Cmv(A).
Beweis. Wegen (3.7.4) gibt es ein X Av mit [X, A] 1 X m A. Gibt es

ein x X* mit Ct(H) m Ct(H) 4: 0, so folgt X < No(H)aus der Minimalitit
von U und dann [X, H] 1 aus (3.6). O.B.d.a. kann man Ira, X] 0 anneh-
men. Aus [M, H] < (mn) erhilt man dann [M, H] < Ct(X). auBerdem ist
Ccm(X) O. Damit ist Ct(X)[ > q2. Wegen (3.7.a)ist aber [M] < qS, also
[M: Ct(a)[ < q im Widerspruch zu (3.6). Es gilt also Ct(H) c Ct(H) 0
fiir x e X
Nun ist ]CM(A)I rq mit r= ]CM(H)] < q. aus (b) folgt ferner

mU CM(H)= 0 also mU (x x CM(H)x) O. Wegen

Cn(A)."L. L Cn(H) =rq- 1-q(r- 1)=q-1
xX

ist [C(A)I q 1 und q < I<m>l _< 2q. Ist I<m>l 2q, so ist

m[CI(A), K] . mv CI(X),
was nicht sein kann.
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(3.7.6) mn= mv.
Beweis. Sei L= [CM(A), K], y cL’ und r= c ,ff/)l. Dann ist

ly l 1 und wegen (3.7.5)gilt yH
_
mv und mv (CM(A) . L) , also

htt

und (3.7.6).

(qr- q- r + 1)(q + 1)

q2r q2 -b 1 r

MI lye[ ]CM(H)I

(3.7.7) Wegen (3.7.3), (3.7.6)und (3.4)ist U H, was ein Widerspruch ist.

(3.8) H erffdle die Ei9enschaft (*), und es sei X e W* mit X H. Dann oilt
[H, X] 1.

Beweis. Wegen (3.6) und (3.7) ist (Y,X) eine 2-Gruppe fiir alle
Y W* c H. Sei A, B W* mit (A, B) H und A _< P c Syl2 (G) sowie
X _< P. Insbesondere ist dann NdA <_ No(H). Sei A _< R (R c W*) _< P,
so dab R abelsch und maximal mit diesen Eigenschaften ist. Dann gilt also
R <_ Co(A)<_ No(n).

Gilt X < NG(A), so folgt [X, H] 1 aus der Struktur von Aut H, da (X, Y)
fiir Y H W* eine 2-Gruppe ist. Daher kann man X : NG(A) also X ; R
annehmen. Wegen 2.6 lil3t sich X < N6(R)w/ihlen. Fiir x X Nx(A) ist
dann [A,H]=I, also [Y,H]=1 ftir YeH W* und [H,Hx]=l. ins-
besondere ist (XH) keine 2-Gruppe. Aus X $; (X, H)’ und (3.6) folgt dann
Isl 2, and n ist isomorph zu L2(2). Da n die Eigenschaft (*)erftillt,
operiert n irreduzibel auf V/Cv(H), woraus [V,H, HX]=O sowie
[V, HI [V, HI < Cv(H) folgt. Dann ist aber

2 xl >- v: cv(x) >_ I[v, H]/Ctv,m(x) >- IV, H]: Ctv,m(H) 4.

Dieser Widerspruch ergab sich aus X ; No(A), woraus (3.8) folgt.

(3.9) Aus (3.6) und (3.8) folgt die Behauptung fiir W* an Stelle yon W. Zu
zeigen ist noch (W) < (W*). Dazu sei X W und (W*) XE wobei E
isomorph zu L/(2"’) ist. Ist X E, Syl2 (E,), so erh/ilt man IX: Cx(E,) 2"’
und Cx(E,)c W. Ist X ;g (W*), so kann man also IX Ei] < 2"’ fiir alle
annehmen. Dann gibt es aber kein Y < X mit Y e W*, was nicht sein kann.

Section 4

In Section 4-6 sei G ein minimales Gegenbeispiel zum Satz und
D {x c G [X2-- 1 4= X, 02(CG(X))C Syl2 (G)}. Dann ist D 0. Wie bereits
erwihnt, wird der Satz nur unter der folgenden Annahme (4.1) bewiesen.



ENDLICHE GRUPPEN MIT EINER 2-ZENTRALEN INVOLUTION 251

(4.1) C(02(M)) < 02(M)fr jede 2-1okale Untergruppe M < G.

(4.2) G’ ist eine nichtauflbsbare einfache Gruppe, und es gilt G G’ fr
O c G’ und IG:G’I 2fiir O G’= O.

Beweis. Nach Voraussetzung des Satzes besitzt G keinen nichttrivialen
aufl6sbaren Normalteiler. Ist N das Produkt aller minimalen Normalteiler von
G, so ist daher N ein direktes Produkt von nichtaufl6sbaren einfachen Grup-
pen (gerader Ordnung). Ffir einen solchen einfachen direkten Faktor E von N
und d e D muB dann Ea= E gelten, da andernfalls Cd(d) nicht 2-
abgeschlossen w/re. Ist (d)E eine echte Untergruppe von G, so ist E nach
Induktion bekannt. Aus (2.10) folgt dann, dab d einen inneren Automor-
phismus auf E induziert. Daher gilt d e N, und wegen (2.9) (f) ist D eine
Konjugiertenklasse von N, also G NCa(d). Da Ca(d) 2-abgeschlossen ist,
erh/lt man die Aussage des Satzes, und G ist kein Gegenbeispiel. Also gilt
(d)E G und (4.2).

(4.3) Sei U eine 2-1okale Untergruppe yon G, S Syl2 (U) mit

s(s) o(t), w <c(,(z(J(S)))) d z ,(z(o(w))).
Dann gilt:

(a) W/O2(W) ist isomorph zu X L2(2"’).
(b) Ist W/O2(W)= El, wobei Ei isomorph zu L2(2"’)ist, so 9ilt

z/n, (z(w)) [z, E,ln(z(w))/n, (z(w)),

und Ei induziert eine natirliche Darstellung auf [Z, Ei](Z(W))/, (Z(W)).
(c) z U. (zV(s)))’.
(d) Cs(nl(Z(J(S))))Syl2(W).
() U=WN(,(Z(J(S)))).

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein A A(S) A(O2(W)). Daher ist

R {A W IAO(W)/O:(W ist elementar-abelsche 2-Oruppe mit

1 IZ:C(A)i IAO(V)/O(V)I} 0.
Damit sind ffir W/O2(W) und Z/Z N, wobei N das Hyperzentrum yon

ist, die Voraussetzungen von Section 3 erffillt, und man erhlt (a) und (b).
Aus (a)folgt die Existenz von P Cs((Z(J(S))))und P2 P mit

W=(P,P2). Sei Z=(Z(P))und Z=ZZ2 sowie AA(P)
A(O2(W)) mit AO2(W) Syl2 (W). Wegen (b) gilt dann Z . AuBerdem ist

(A O(W))Z (A O(W))g A(P,) A(P=)= A(O(W)).
Insbesondereist IZ’Z z(w)L= I.z m z2[ i 22. Aus z z2 g
z mz(w) folgt dann Z=Z sowie (d). Aus (b) folgt weiterhin
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(Z’)
__
Ue, z], woraus auch (c) folgt. Wegen Z, n D =/: 0 ist schlieBlich

P <_ O2(Sv(Z)), woraus mit dem Frattini-Argument auch (e)folgt.

(4.4) Sei U eine 2-1okale UnterTruppe yon G und P Cs(f(Z(J(S)))) ffir
eine 2-Sylowlruppe S yon U. Ist E eine Unterlruppe yon U mit E (P) und
J(S) O2(E)so ist 02(E) ein Normalteiler yon (pV).

Beweis. Sei H (pv) und H H/O2(U). Wegen (4.3)ist dann/7 ein di-
rektes Produkt yon 2-dimensionlen Gruppen. Seien E, E, die maximalen
Urbilder dieser direkten Faktoren von /-]. Wegen /5 e Syl2 (//) Syl2 (/)
erhilt man nach eventuellem Umnumerieren E E- E n P fiir j m +
1,..., n und / E--j-E- fiir j-1, m. Daher ist 02(/)= 02(F) mit
F I-I]’ E und damit O2(F)- 02(E). Da F ein Normalteiler yon H ist, ist
02(E) ein Normalteiler von H.

Section 5

Sei S eine 2-Sylowgruppe yon G, Z fa(Z(J(S)))und P Cs(Z). In diesem
Abschnitt wird gezeigt, dab P in genau einer maximalen 2-1okalen Untergruppe
enthalten ist. Um einen Widerspruch zu erhalten, wird also angenommen, dab
es verschiedene maximale 2-1okale Untergruppen U und H yon 13 mit
P _< U n H gibt. Ist J(S)<_ O2(U), so ist wegen D c Z =/= 0 auch P _< O2(U),
also U Na(P). Daher gibt es ein u e U . H mit P _< H n H" =p H. Da dann
auBerdem U Na(J(S)) gilt, ist O2(H) J(S) f O2(H"). Indem man gegeben-
enfalls H" durch U ersetzt, kann man also annehmen, dab O2(H) J(S)
O2(U) gilt. AuBerdem seien U und H m6glichst so ausgew/ihlt, dab U und H in
G konjugiert sind. Ist dies dann nicht der Fall, so gilt offenbar Na(P) <_ U n H.
FOr X U w H sei Xo (pX), Xx O2(Xo), X2 "I(Z(X1)),
Xa (Z(Xo)), X [Xo, X2] und IXo/X 12.

(5.1) Uo/Ui bzw. Ho/H ist isomorph zu L2(fi)bzw. L2(h’)und induziert eine
natfirliche Darstellun# auf U2/U3 bzw. H2/H3.

Beweis. Wegen (4.3) ist Uo 1-I7’= E, und Ho I-IT- F,, wobei E,/U
bzw. F/H eine 2-dimensionale lineare Gruppe mit [E, E] < U bzw.
[F, F],< n fiir 4: j ist und eine natiirliche Darstellung auf U2/Cv(E) bzw.

induziert. Insbesondere ist Cry(P)= Crib(P)= Z. Angenommen,
m > 1. Sei

Ee{E,,...,Em} und Fe{F,,...,F,}.
Ist L Cz(E) n Cz(f)=/: 1, so ist (P, E, F) <_ C(L) <_ G. Anwendung von
(4.4) ergibt dann zunichst F <_ N(OE(E))> Uo, anschlieBend
Uo <- N(O2(F)) >_ Ho und endlich Uo <_ N(O2(Ho)) H sowie Ho -< U. Aus
Uo (pro) <_ Ho (pno) <_ Uo folgt Uo Ho und U H, was nach Vor-
aussetzting nicht sein kann. Daher ist L 1.
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Sind U und H in G konjugiert, so folgt bei minirnaler Wahl von E/U 1[2
F/H 12 und aus L 1 dann

IzI/Iw/v,l - ICz(E)l- ICz(F)I-  /IzI
und damit n=m=2. Dann ist Z rD=Z.(Cz(E)w Cz(Ez)) und flit
{Ex, E2} {E, X} mul3 Cz(F) Cz(X) gelten, was nicht sein kann. Daher ist in
diesem Fall n m 1.
Angenommen, U und H sind in G nicht konjugiert, also No(P) < U H. Ist

n, m > 2, so folgt wie oben n rn 2 und ein entsprechender Widerspruch.
Daher ist n 1 und Ho/H isomorph zu L2(2). Ist dann 1, so ist
IZ’Cz(Ho)I 2 und wegen L 1 damit IzI- 4 sowie H

_
D, was nicht sein

kann. Daher ist > 1 und No(P PK mit einer zyklischen Gruppe K der
Ordnung 2 1 > 1. Ist Uo/Ux ein direktes Produkt yon zu L2(2) isomorphen
Gruppen, so ist IrP, z2]l--2" und z Cz(K)rr z= zx z,, und (z,)=
[E, U2] Z, wegen Cz(K)< Cu(K)= H3 also z D. Hieraus folgt 1 # U3 _<
[K,Z] und aus [K,Z]=xr ffir x[K,Z] dann U3=[K,Z] sowie
[[P, U2], K] 1, was wegen L 1 nicht sein kann. Daher ist NUo(P PR mit
einer Gruppe R 4= 1 ungerader Ordnung. Aus

K, R <_ V H <_ No(Uo) r No(Ho)
erhilt man nun [PR, PK] <_ PR PK. Ist PR c PK > P, so bekommt man
wegen Cz(k)-- H3 bzw. Cz(Ei)ffir k K* bzw. (E c R)# einen Widerspruch
zu L 1. Daher kann man K und R so w/hlen, dab JR, K] 1 gilt. Ist
R c E 4: 1, so ist [R c E, Z] [K, Z] und damit

[Ej, V] Z <_ Cz(K) c Cz(E,) ffir j :/: i,

was nicht sein kann. Daher ist n m 1.

(5.2) Genau dann ist U3 1, wenn H3 1 ist.

Beweis. Ist U3= 1 so folgt U2__D aus (5.1). Wegen HacD=0 und
Ha _< Z

_
U2 erh/ilt man daher (5.2).

(5.3) U3 und Ha sind TI-Gruppen. Fiir X {U, H} und x X # 9ilt insbeson-
dere C(x) <_ X.

Beweis. Ist X {U, H}, 9 G und x (X3 c X), so ist, wegen (4.4),
(X)) <_ S(O2(Xo)). Aus X N(Xo)folgt 9 X.

(5.4) IV2, H2] 1.

Der Beweis von (5.4) erfolgt in mehreren Schritten. Angenommen,
[V2, H2] 4: 1.

(5.4.1) Ux U2, H, H2 und {= ft. Ferner sind U, und Hx die einzigen
elementar-abelschen Untergruppen maximaler Ordnun9 yon P, und siimtliche In-
volutionen aus P sind in Ux H enthalten.
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Beweis. Aus [U2, H2] 1 folgt U2 :g H.x und HE U2. Wegen (5.1) gilt
Cp(X2) Ce(x) X f/Jr X {U, H} und x X2 . Z. Daher ist U2 c H
Z HE U. Mit U2"Z und [H2" Z[ =/ erhilt man insbesondere
h’= sowie U= UE(H U) und H= H2(U H), wegen (2.7) daher
O(U) tI)(U1 H)= (H)= 1 und (5.4.1).

(5.4.2) 2 < fi, .
Beweis. Ist t7 =/ 2, so sind wegen (5.1) Uo/Ux und Ho/Hx isomorph zu

]3 sowie UE/U3 und H2/H3 elementar-abelsche Gruppen der Ordnung 4.
Oann ist [Z:U3[ IZ:Hl-=2, weshalb wegen Ha U3 1 dann
[Z[ <4, mit (5.2) also IU31 [H31 <2 folgt, und U2 und HE sind
elementar-abelsche Gruppen mit U2 H2 < 8. Wegen (5.4.1) ist aber
Ux U2 sowie Hx H2. Daher sind Uo und H0 entweder zu E4 oder zu E, x

’2 isomorph. Nun ist Z=UawHaw(ZD), also [(HxD)l=
[(Ux c D)[ 4 und (P D) eine Diedergruppe der Ordnung 8. Daher sind
in jedem Fall (Uo c D) und (Ho c D) isomorph zu E,. Da E, keine iul3eren
Automorphismen zuligt, ist somit Uo U und Ho H. Aul3erdem ist G
wegen (4.2)einfach. Ist H isomorph zu E4, so ist ]Cs(x)l 4 fiir x Hx Z
und Seine Gruppe aus (2.2). Da G einfach ist, sind dann wegen (2.3) alle
Involutionen yon G konjugiert im Widerspruch zu (2.1). Daher ist H isomorph
zu E4 x E2, also P Ha Q mit einer Diedergruppe (2 (P c D) der Ord-
nung 8, deren s/imtliche Involutionen in D enthalten sind. Wegen ]A(P)[ 2
und (2.3) gilt nun [S: P[ 2, und es gibt ein s S . P. Dann ist H2 U2, also
S/Z eine Diedergruppe der Ordnung 8 und Ua Ha. Daher lift sich s mit
s2 Z w/ihlen, und es ist (s, Z) ebenfalls eine Diedergruppe der Ordnung 8,
weshalb man (s2) Z(Q) annehmen kann. Entsprechend ist Q(s)/Z(Q)eine
Diedergruppe, also Q(s) eine Quasidiedergruppe, und alle Involutionen von
Q(s) sind in D enthalten. Da G einfach ist, folgt H3

_
D aus (2.3), was nicht

sein kann.

(5.4.3) Fiir X {U, H} sind 1, X3, X die einzioen 2-Normalteiler yon X.

Beweis. Aus (5.4.2) folgt die Existenz zyklischer Gruppen K und R unge-
rader Ordnungmit Nvo(P) PR Pund Uno(P) PK 4: P. Wegen (5.4.1)gilt
dann K, R < U c H. Ist (5.4.3) falsch, so ist H3 4:1 4: U3, und man kann
wegen Cz(k)= H3 fr k K# und Cz(r)= U3 f/Jr r R sowie H3 U3 1
dann K und R so wihlen, dab [K, R] 1 K R gilt. Dann folgt Ha
JR, Z] und U3 [K, Z] sowie Z U3 Ha O(P)und (5.4.3).

(5.4.4) P 6 Syl2 (G).

Beweis. Sei zun/ichst Q e Syl2 (C(Xo/X)) fiir X e {U, H}. Sei
d Z(Q) D. Wegen (5.4.3) gilt X (dX), also Q <_ Cx(X )und X Q.
Da die gugere Automorphismengruppe yon Xo/X zyklisch ist, besitzt deshalb
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Nx(P)/P ein normales 2-Komplement. Sei K eine 2’-Hallgruppe von Nx(P).
Dann besagt (5.4.2)Cz(K)< Cz(Uo)c Cz(Ho)= 1 und damit Ce(K)= 1.
Angenommen, SXol ist gerade. Das Frattini-Argument liefert dann die
Existenz einer Involution x U H c S . P. Dann inudziert x auf Xo/X
einen K6rperautomorphismus, und es gilt ]Cx(X) x//IXx I" Insbesondere
ist

D

Wegen (4.1) gibt es ein d 02(Co(x)) D mit Cs(x) < Cs(d). Nun ist Z(S) <
Cs(x), also d S, und aus (5.4.1) folgt Ua H somit Cv(x)= Cn,(x) im
Widerspruch zu Cs(x) < Cs(d). Daher ist P Syl2 (U) Syl2 (H). Ist P 4: S,
so ist also IS" P] 2, und es gibt eine Involution x e S .’<. P mit U H. Nach
(2.3) und (4.1)ist x zu einem Element aus Z konjugiert. Aus (2.1)folgt dann
U3 4:1 4= H3 und Z(S)

_
D. Wegen (4.1) kann man T e Syl2 (C(x)) mit

Cs(x) < T wihlen. Dann gibt es ein Nr(Cs(x)). S mit Cz(s)(t)4 1, was
nicht sein kann.

(5.4.5) U3 4 1 4= H3.

Beweis. Andernfalls sind alle Involutionen aus G konjugiert im Wider-
spruch zu (2.1).

(5.4.6) G enthfilt 9enau drei Konjugiertenklassen yon Involutionen.

Beweis. Wegen (5.4.4) ist jede Involution zu einem Element aus Z
konjugiert.

(5.4.7) HH=H3undU Ux=U3.

Beweis. Aus Z=U3 wHa w (ZD) und Hx=xnoZ’ erhilt man
(5.4.7) fiir H und analog fiir U.

(5.4.8) Sei Y H . Ho, M (Y, H3), K (Y C(M)). Dann 9ilt"

(1) M und K sind isomorph zu L2().
(2) Yacn[ =z+ff+l.
(3)
(4) Hx operiert als regulfire Permutationsgruppe der Ordnun9 3

no
auf

Beweis. Seien I, J Ya H mit [.I, J] 4= 1. Aus (5.4.3)folgt die Existenz
einer Untergruppe E der Ordnung h- 1 von Nv(P)no mit [E, no] < n.
Dann ist F Cno(E isomorph zu Lz(h’). Da P F von ENv(P)normalisiert
wird, ist (P F)U3 in Uo zu Z konjugiert. Aus Z U3 w H3 w (Z D)
folgt, dab P F in Uo zu H3 konjugiert ist. Da die unter Ho zu U konjugier-
ten Gruppen alle Involutionen aus Ho ..Hx enthalten und P transitiv auf
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(U, cH3).H, ist, hat YcHo=Ha w (PF)n die Ordnung
1 +/(/ + 1), und es gilt (2). AuBerdem kann man I P F whlen. Da I mit
genau IHo’N o(F)I fflN (I)" Elementen aus In nicht ver-
tauschbar ist, ist (I, J) zu F konjugiert. Man kann also F (I, J) annehmen.
AuBerdem erhlt man (3), sobald K Fn gezeigt ist.
Aus der Struktur yon F folgt die Existenz einer Gruppe V der Ordnung h 1

in NF(I) NF(J). Wegen IV, Hal 1 gibt es

Fx C(I) F und F2 C(J) F

mit [V, F] 1 [V, F2] und F 2 H3 F2. Da H3 eine 2-Sylowgruppe von
C(VH3) und eine TI-Gruppe von G ist, ist auch Ha Syl2 (C(V)), und
(Htv)) ist wegen [13] isomorph zu L2(. Dann ist aber F F2 F3
C(F) und Fx=(Y C(F)). Wegen (5.4.7)gilt nun (Y
(Y U) Ux. nieraus folgt IX, Y] 1 ffir X, Y Y mit (X, Y) C(t)
und D oder U @ 0. Da wegen (5.4.6)jede Involution aus G zu einem
Element aus Ha, U3 oder D konjugiert ist, folgt, dab C(M) ungerade Ordnung
hat sofern M ein Gegenbeispiel zu (1) ist. Da jedoch y Y und d Z D
nicht-konjuerte Involutionen sind, enthlt Z((x, d)) eine Involution z, ffir die
dann z C(d)= P Ho C(H3)gilt. Wegen z O2’(C(y)) Ca(y)erhlt
man dann (1). Dann ist also (Y C((L, Ha))) Kn ffir Y Y H und
damit Y yH. gus H Ha NH(K), yn= yn und NH(Y)= 1 erhlt man
schlieBlich r"l H if3 sowie (3).

(5.4.9) lull 3 + 2 + ff + 1.

Beweis. Sei Y H Ho. Aus (5.4.8)erhalt man dann IN" Nn(Y)I if2,
alo no (Y, H3 Ho I2 3 und die Behauptung.

(5.4.10) Gist isomorph zu

Beweis. Sei =H. Ffir A, BO mit AB sei ferner A+B=
C((A, B), falls [A, B] 1 ist, und A + B (A, B , falls [A, B] 1 ist,
sowie E {A + B A, B mit A B}.

Seien A, B mit A B. Ist (A, B) isomorph zu L2(), so ist wegen (5.4.8)
(C((A, B))) isomorph zu L2( und wegen

IA + B IC(<A, B))[ h"+ 1 und if= + ff + 1

dann

C.(Y) =(/2+/+1)(’+1)-(h+1)=’3+’2+/+1= ]O I.
YeA+B

Zu jedem C e * erh/ilt man daher ein E A + B und ein F C.(A + B) mit
(C, E, F)’= 1, also C e E + F, sowie

(A + B, C) <_ C((E + F) Co(A + B)).
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Ist [A, B] 1 und C 6 A + B, so ist C.(C) . (A + B) fi’2 und damit

0 C.(C) -[h/n[--/ /1)if+ + 1=
CA+B

Daher gibt es dann f/Jr E * ein C A + B mit (E, A + B) < C(C). Ins-
gesamt erhiilt man nun f/Jr A, B, C * ein E mit A, B, C <_ C.(E). Da
(C.(E), Z C.(E)) eine projektive Ebene mit A, B, C C.(E) ist, ist (0, Z)
wegen (2.5) ein 3-dimensionaler projektiver Raum. Ferner ist die involutorische
Abbildungf mit f(R) Co(R) ftir Teilr/ume R von (0, Z) eine symplektische
Polaritiit, die yon 13 invariant gelassen wird, weshalb wegen (2.5)die Behaup-
tung gilt.

(5.4.11) (5.4.10) steht im Widerspruch dazu, dal3 G ein Gegenbeispiel zum
Satz ist. Dieser Widerspruch folgte aus [U2, n2] 4 1. Daher gilt (5.4).

(5.5) U3 4: 14:H3.
Beweis. Angenommen, U3 H3 1. Dann ist U

_
D
_
H. Sei

u Uo. Nvo(P) und zl q.

Ist J(n)_< U n >_ J(U),soistJ(n)= J(U c n)= J(U)unddamit
(U, H) < Na(J(U n))im Widerspruch zur Maximalit/it von U und n.
Daher erh/ilt man gegebenenfalls durch Vertauschen von U und H ein
AA(H).A(U). Wegen ]U2:A U21 =q ist dann ]A:A U11 =q.
Sei W (Hza), K (H, HI). Dann ist Uo KU1 und H und HI werden
von U normalisiert, weshalb 02(Uo) < K und K ein Normalteiler von Uo ist.
Dann ist wegen U3 1 auch Z(K)= 1, also H H 1 W’ und wegen
K (A, H) auch A Hz 1. Nun ist B (A O1)O2 A(P) und wegen
A n 1 dann B : H sowie B:B nul q und [B, H] Z. Damit
folgt A. A H]I q2 und Z= [A Ut, Hz].
Aus A H <_ Co(W)erh/lt man

q21A H IAI > I(A H)W I(A H)I IW:W A

und damit A H 1 dann W’W’ >- H I= und
W (A W)HU2. Dann normalisiert A aber

[A U,, W] [A U,, (A c W)H"2] [A U x, H"2] Z

im Widerspruch zur Operation von A auf U2.

(5.6) P ist in #enau einer maximalen 2-1okalen Untergruppe yon G enthalten.

Beweis. Zun/ichst gilt (i) oder (ii)"

(i) Z U3 w H3 w (Z D), H3 [Nvo(P), Z] ffir h > 2 und
U3 [Nno(P), Z] fiir ff > 2.
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(ii) [Nvo(P), Z]* [NHo(P), Z]* Z c D, Ua e H’e und

(Z c D> w H3
ist eine Partition yon Z.

(i) gilt fiir N(P)<_U H, da ffir if>2 die einzigen echten
Nzo(Pinvarianten Untergruppen von Z dann [Nzo(P), Z] oder in Hz enthal-
ten sind. Ffir N(P) U H gilt U3 z H nach Wahl yon U und H.
Wegen (2.4)gilt daher (i)oder (ii).
Wre H P H U, so erhielte man wegen H U H #

einen Widerspruch zur Maximalitt von U und H. Daher gibt es ein
X z {U, H} und Y z Z mit P Y X. Wegen (5.5) ist Y X # 1. Ange-
nommen, Y X D # . Wegen C(d) N(S) N(Z) ffir d z Z D sind
Z D und Y D TI-Mengen, weshalb aus X C(X) dann
X2 N(Y D) folgt. Es ist abet P 02(C(Z D)), also N(Y D)X
N(Y) und damit [Y, X2]YXzYZ. Ist YZD# so ist
Y Z im Widerspruch zu Y X. Nach obiger Vorbemerkung ist daher
Y Z L3 und YZ L2 ffir ein L U H. Aus X2 Lo und X2 L
folgt dann X 2 N(Y), was ein Widerspruch ist. Daher ist Y X D ,
und wegen der Vorbemerkung gibt es ein L U H mit
[Lz, X2]LzX und L2=<YX>, also auch [L2, X][L2, X2]
L2XZ. Ist L2XD#O, soist [P, L2]Lund [P,X]X,
was wegen [X, L2] # 1 ein Widerspruch zu (5.4) ist. Daher ist
L2 X2 D und es bt wegen der Vorbemerkung ein w z U Hz mit

L2 X W3. Insbesondere ist L L3 x L und X X3 x X und
z [L, X] La X sowie

Z= U3 w Ha w (ZO) und INo(P):NvH(P)I 2.
Aus Coo(W3) Syl2 (Lo) und Cxo(W3) Syl2 (Xo) folgt

Syl2 (Wo) Syl2 (Lo)# 0 # Syl2 (Wo) Syl2 (Xo).
Daher sind X und L in Wo konjugiert, und Wo ist zweifach transitiv aufX.
Da [L4, X] 1 ist, erhlt man mit (5.7)einen Widerspruch, der (5.6) beweist.

(5.7) (xTo>,= 1.

Beweis. Sei T= O2(Nwo(L)) Syl2 (Wo), x T W und Q LXX
sowie R Z(Q) und r IT: I. Wegen x2 W ist dann

T:N,(R)I < IT: r.

Fr Q, Q2 {L, X, X} mit Q Q2 sind dann Q und Q2 die einzigen
elementar-abelschen Untergruppen maximaler Ordnung von Q Q2 und smt-
liche Involutionen yon Q1Q2 sind in Q w Q2 enthalten. Ferner ist

Iol Iw31und IQ:Co(Q)I Wal,weshalbesx L4R,x2XR
und x3 X R mit x x2 Ce(x3) und x x3 Co(x2) gibt. Oann ist

x )x,x 
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und wegen (x, x2) (x x2, x2) daher x xa e No.((x, x2)) sowie

x3 NO.(<xl,
Dann ist abet (x , x2, x a) eine Gruppe der Ordnung 16 mit einem zyklischen
Zentrum (xx2x3) tier Ordnung 4. Wegen Ce(Xl)=Co.(L, folgt
(xx2x3)<R, also R g: W3. Angenommen, es gibt eine Involution
z R . W3. Dann ist z abc mita 6 L . R, b X, . R und z X, . R.
Dann ist abet aueh zc ab eine Involution, was nieht sein kann. Daher ist
f(R)= W3. Nun ist wegen T:Nr(R)I <r auch IL:N(R)I <r sowie
{LI:N,(R)[ < r flit g Lo N(T) und [W,:Nw,(R)[ < r. Aus
f(R) _< L, und L, W4 1 folgt [R, Nw,(RO)] 1 und wegen CT(V)=
CT(W,) W1 fiir v W, .’<,L3 dann [R, W,] 1, also [R, W,] 1, also
R _< W. Mit f(RO)*

_
L, W3 und [L, X] W3 erhilt man R X 1

und RoXI/X ist nicht elementar-abelsch, was wegen RoX SyI2 (Xo)einen
Widerspruch liefert, der (5.7) beweist.

Section 6

In diesem Abschnitt sei S eine 2-Sylowgruppe von G und U die wegen (5.6)
eindeutig bestimmte maximale 2-1okale Untergruppe von G mit
Cs((Z(J(S)))) < U. Aus (2.8) und (2.1) folgt nun die Existenz von# e G mit
1 4: IS Ua 4: sl. Wahlt man g so, dab IS Ual maximal ist, so ist

No(S Ug) fU und Nv(S Ug)[= No(S Ug)l.
Daher gilt:

(6.1) Es gibt eine 2-1okale Untergruppe H yon G mit H U und
P=HSSyl2 (H).

Diese Gruppe H sei so ausgewihlt, dab P maximal ist (d.h.: ist L eine
2-1okale Untergruppe von G mit P < L S Syl2 (L), so ist L < U) und H
eine maximale 2-1okale Untergruppe ist. Gibt es eine Involution mit

Cs(t) Sylz (C(t)) und Co(t) U,

so seien und H auBerdem so ausgewihlt, dab zun/ichst [A fiir A A(Cs(t))
und dann Cs((Z(J(Cs(t)))))maximal ist und Cs(t)<_P gilt. Sei
Q Cp(f(Z(J(P)))), W= (Qn), z (dw) und T= (dto) flit
d Z(S) c D. Aus P < S folgt N(P) H und aus der Maximalitit von P
dann J(P) O2(H), weshalb wegen (4.3) W/O2(W) ein direktes Produkt von n
2-dimensionalen Gruppen ist.

(6.2) T# D.

Beweis. Gibt es ein x T#.N D, so kann man wegen (4.3) x so w/ihlen,
dab Cw(x)g U gilt. Ist nun J(S)<_ O2(U), so folgt x f(Z(J(S))) aus
No(Q) <_ U. Dann ist aber Cs(f(Z(J(S))))<_ Co(x)im Widerspruch zu (5.6).
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Ist J(S) O2(U), so erMlt man, mit (4.3)
=_

also xv c Z(J(S))4: 0, was erneut mit (5.6) einen Widerspruch liefert, und es
folgt (6.2).

(6.3) n=l.

Beweis. angenommen, n > 1. Dann folgt IT] 2 aus (6.2)und der Dar-
stellung von W/Oz(W)auf (Z(Oz(W))), und W/Oz(W)ist ein direktes Pro-
dukt von n zu E3 isomorphen Gruppen. Sei V eine 2-1okale Untergruppe von G
mit Cx((Z(J(X))))= Q ffir x Syl2 (V) und W c V > Q. aus (4.4) folgt
(W, QV) < N(OZ(W V)) und dann V < N(W)= H. Nach Wahl yon H
erMlt man damit C(x)< H fiir alle x a(Z(Q)) mit Cw(x)> Q. Sei
R < W, so dab R/Oz(W) ein direkter zu E3 isomorpher Faktor von W/Oz(W)
ist, und L= Cnz2))(R). Dann ist [(Z(Q))" L 2. Ftir y Ns(P) . P folgt
dann mit (4.4)L c U 1, n 2 und Ix(Z(Q))I 4. Dann ist aber ebenfalls
C(I2) < H, was nicht sein kann, und es folgt (6.3).

(6.4) Sei y Ns(P) ":., P mit y2 p, M O2(W),M= Mr, E (Z(M)),
Z Erund M2 --M’ sowie Z2 Z’ ffir w W .’ Nw(P c W). Ferner sei
A A(Ma).W,A(M), Mo aa M und Zo (Z). Wegen (6.3) ist
W/O2(W) isomorph zu Lz(q) und induziert eine natfirliche Darstellung auf
E/a(Z(W)). Insbesondere ist x(Z(J(P)))=a(Z(W))T. angenommen,
Z < M. Ist a(Z(W)):/: Z c Z2, so folgt D c Z c Z2 4: aus

t), (Z(W)) <_ Z, c Z2 <_ ,(Z(J(PW)) glx (Z(W))T.
Dies ist aber ein Widerspruch, da (Ma, M2) keine 2-Gruppe ist und

(M1, M> < CG(Z (") 22)
gilt. Daher ist Z c Z2 gl(Z(W))= A Zz. Wegen T#

_
D und n 1 ist

(T#) [E, P W]. Da Z und Z2 Normalteiler yon M sind, ist

_< z,
aus Z < Cp(J(P)) und T c Z(W) 1 folgt [Z x, Z2] I und Zo ist abelsch.
Nun ist (A c M)Z A(P’). Ist Z2 < (A c M)Z so gilt

W {A, M’>M < N(Zz Z)
und {W, y} normalisiert ZzZ ZIZ, was nicht sein kann. Daher ist
Z2 (A c M)Z und

((A M)Z Mz)Z2 (A c M2)ZZ2 (A M2)Z2 e A(P)
sowie

[Z2 A Z21 A" A M21 q2 und [A M, Z2] Tw.
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Da A M2 die elementar-abelsche Gruppe Zo zentralisiert, ist

q21A c M21-- ]A _> I(A Mz)Zol ](A c M2) IZo.Zo A I.
Wegen ]Z2" A c Z21 q2 ist Zo (A Zo)Z2. Dann normalisiert A aber

[A M, Zo]=[A cM,(A cM)Z2]=[A cM, Z2]= T,
was ein Widerspruch ist.
Daher ist Z ; M, M (M c M )E und M a= (M c Ma)Z. Wegen 2.7

ist (I)(M)= (I)(Mx)= 1. Dann ist A(P)= {E, Zx} und INo(P):NI(P)I 2.
Ferner ist Cp(W/E)= E, und P/P c W ist zyklisch. Dann ist J(Ns(P))= J(P)
oder EI 4. Im ersten Fall ist J(S) J(P), was (5.6) widerspricht. Im zweiten
Fall folgt ein Widerspruch aus (2.1)-(2.3).
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