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VON UNTERGRUPPEN DER TRIANGEL-GRUPPEN
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Professor B. Sehoeneberg zum 70. Geburtstag geMdmet

1. Einleitung

A. In [6] bestimmt Singerman unter anderem alle Paare von Triangel-
Gruppen (1", Fo)mit F c 1-’o yon endlichem Index (vgl. auch [8]). Dabei
verstehen wir unter einer Triangel-Gruppe F eine Gruppe

F {a, b la’ b’ (ab)" 1},
1 1 1

2<p,q, rund- +- +- <1.
p q r

In dieser Note bestimmen wir alle Paare (G, F) von Fuchsschen Gruppen mit"

(1)
(2)
(3)

F ist Triangel-Gruppe,
G F von endlichem index, und
G hat Rang zwei.

Weiter erhaltern wir als Hauptergebnis einen Algorithmus, der beliebige
Erzeugende u, v von F in endlich vielen Schritten in a und b iiberfiihrt.

B. Es bedeute"
G {a, a} die von den a, a erzeugte Gruppe.
[a, b] aba-b- den Kommutator von a, b s G.
n mit n > 2 und 0" 1 die Ordnung von 0 G, 0 4: 1.
{...I...} die Gruppenbeschreibung durch Erzeugende und definierende

Relationen.
Wir fassen eine Gruppe G {ax, as} als epimorphes Bild der freien

Gruppe Fs= {A x, As} vom Rang s unter dem durch A---ai definierten
Epimorphismus F G auf. Einen dbergang von (a , a) zu einem System
(b, b) von G nennen wir frei, wenn es ein freies Erzeugendensystem
(Bx, Bs) gibt, so dab das Bild von Bi bei dem durch A--a definierten
Epimorphismus von F auf G gleich b ist.

Es ist auch G {b, b}.
Es bedeute"
Sp a die Spur von a $L(2, R).
(m, n) der gr613te gemeinsame Teiler vom m, n Z.
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Vereinbaruno. Alle auftretenden Exponenten von Elementen einer Gruppe
sind ganze Zahlen.

IF" G N < oo heilt’ Gist Untergruppe von F mit endlichem Index N.

Mein besonderer Dank gilt dem Referenten der Arbeit, der durch seine
genaue und kritische Durchsicht des Manuskriptes einen wertvollen Beitrag zu
dieser Arbeit geleistet hat.

Weiter danke ich P. Bergau fiir einige sehr hilfreiche Gespriche.

2. Bereitsteilung einiger Hilfssiitze

Unter einer Fuchsschen Gruppe F verstehen wir eine endlich erzeugte, dis-
krete Gruppe von Automorphismen der oberen Halbebene ., die sich darstellen
liBt durch

mit n > 2.
Wir nennen F kompakt, wenn

(i)
(ii)

s 0 und
#(F) 20- 2 + E=, (1 1/n,)> 0

ist (der Quotientenraum /F ist kompakt mit dem hyperbolischen Flichenin-
halt 2n./(F)).

Insbesondere sind Triangel-Gruppen kompakt.

LEMMA 1 [2], [6]. Sei F kompakte Fuchssche Gruppe und H F Unter-
9ruppe yon endlichem Index N. Dann ist auch H kompakt, und es ist
#(n) N. g(F).

LEMMA 3 [7]. Sei F kompakte Fuchssche Gruppe vom Rano zwei. Dann istjr
F einer derfoloenden Fiille erffillt"

(a)
(b)

F {a, b a= bq (ab)’ 1} r lip + 1/q + 1/r < 1,
F {a, b l[a, bl"= 1} jr n > 2,
F= {a, b, cla= bz c= (abc)=1} rn=2k+l,k>_l.

Bemerkuno. In (c)ist F {ab, ca} und lab, ca]"= ((abc)2) 1.

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir"

LEMMA 4. Sei F kompakte Fuchssche Gruppe und x, y F mit [x, y]" 1
n >_ 2. Dann istJfir G {x, y} einer der Ffdle yon I_emma 3 erfillt und G F yon

endlichem Index. (Es kann auch jeder Fall eintreten.)
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Beweis. Angenommen es ist nicht G F von endlichem Index. Dann ist G
freies Produkt zyklischer Gruppen, insbesondere hat Ix, y] keine endliche
Ordnung. Das ist aber ein Widerspruch zu [x, y] 1 ffir n > 2.

Also ist G F von endlichem Index. Nach Lemma 2 ist G kompakt. Nun
folgt die Aussage aus Lemma 3. |

LEMMA 5. Sei F {a, blab= ba (ab)" 1} Triangel-Gruppe mit p < q.
Seien x, y F mit Ix, y] (ab), ot 0 (r). Sei G {x, y} Normalteiler yon F.
Dann ist 2 < p <_ 3 und 3 < q < 4, wobei q 3 ffir p 3. Welter gibt es einen
freien Obergang yon (x, y) zu (u, v)nit

(1) u=abab2, v= b2aba ffir p= 2, q 3
(2) u=ab2, v= baaba fr p= 2, q= 4;
(3) u=ab2, v= b2a ffir p= 3 q.

Beweis. Seien p und q (p < q) fest (wie im Lemma gegeben). Sei

K {a, bla b 1}
das freie Produkt von {a } und {b } und : K ,F der durch a a, b - b
definierte Epimorphismus yon K auf F.
Wir betrachten fiir p und q die Triangel-Gruppen

F(r) {a, b la b (ab) 1}
in Abh/ingigkeit von r. |

BEHAUPTUNG (2.1). Gibt es ffir ein ro Elemente x, y F(ro) mit Ix, y]
(ab)’, 1 < (ro)< to, und G {x, y} Normalteiler yon F(ro), so ibt es
jedes r > ro Elemente x, y F(r) mit Ix, y] (ab)’, 1 < a(r) < ro < r, und
G {x, y} Normalteiler yon F(r), und es ist a(r)= (ro).

Beweis yon (2.1). Wir betrachten eine Triangel-Gruppe F(r). Es gebe in
F(r) Elemente x, y F(r) mit Ix, y] (ab)’, 1 < a(r) < r, und G {x, y} Nor-
malteiler von F(r). Nach Lemma 3 und Lemma 4 miissen wir folgende vier
F/ille unterscheiden.

(1) F(r) G {x, y}. Wir wenden Theorem 1.1 von [3] an. Es folgt, dal3
einer der folgenden Fille eintritt:

(a)
(b)

p 2, q 3, (2, r)= (3, r)= 1, 0(r)= 6.
p 2, q 4, (2, r)= 1, 0(r)= 4.
p 3 q, (3, )= 1, ()= 3.

(Einen Beweis hierffir kann man [10] entnehmen).

(2) 2 < IF(r): G und G Trian#el-Gruppe. Es ist r > 3, denn fiir r 2
wire G wegen Ix, y] (ab)’ nach [4] eine Gruppe vom Typ (b) aus Lemma 3.
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Wir betrachten in [6] die Liste aller Paare von Triangel-Gruppen (F, Fo) mit
F Fo von endlichem Index (vgl. auch [8]). Da G {x, y} Normalteiler in F(r)
ist, folgt, dal3 in der iiblichen Signaturbezeichnung (vgl. [6]) eine der folgenden
M6glichkeiten eintritt"

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)

F(r) (0; 3, 3, r), G (0; r, r, r), IF(r): G 3.
F(r) (0; 2, 3, r), G (0; k, k, k),r= 2k, IF(r): G 6.
F(r) (0; 2, q, r), G (0; q, q, k), r 2k, IF(r): G 2.
F(r) (0; 3, q, 3), G (0; q, q, q), IF(r): G 3.
F(r) (0; 2, q, 3), G (0; k, k, k), q 2k, IF(r): GI 6.
F(r) (0; 2, q, r), G (0; k, r, r), q 2k, IF(r): G 2.

Wir betrachten nun diese M6glichkeiten. Es ist G {x, y} mit [x, y]
(ab)’. Nach (1) ist dann nur (c) mit q 3, r 2k, (3, k)= 1 m6glich, d.h. es
tritt mit 1 (c) folgender Fall ein"

p 2, q 3, r= 2k, (3, r)= 1, (r)= 3.2 6.

(3) 2 < IF(r): G und G (c, d l[c, d]k 1), k > 2. Wir betrachten in [8]
die Liste aller Paare (F, Fo)von Fuchsschen Gruppen mit Fo Triangel-Gruppe,
F vom Typ (b) aus Lemma (3) und F = Fo von endlichem Index. Da G {x, y}
Normalteiler in F(r) ist, folgt mit analogem Schlul3 wie in (2), dab einer der
folgenden Fille eintritt"

(a)
(b)
(c)

p= 2, q 3, r= 6k, IF(r): G[ 6.
p 2, q 4, r= 4k, IF(r): G 4.
p 3 q, 3 3k, }F(r)" GI 3.

Nach [4] ist Ix, y] in G konjugiert zu [c, d], e 1, und es gibt einen freien
Obergang von {x, y} zu {c, d}. Im Fall (a) ergibt sich dann (r) 6, im Fall (b)
,(r) 4 und im Fall (c)(r)= 3.

(4) 2 < IF(r): G[ und G {c, d, e c2 d2 e2 (cde)k 1}, k unoerade,
k > 3. Wir wenden Proposition 3 von [6] an und erhalten die Liste aller Paare
(F, Fo) yon Fuchsschen Gruppen mit Fo Triangel-Gruppe, F vom Typ (c) aus
Lemma 3 und F = Fo von endlichem Index (vgl. die zweite Liste am Ende der
Arbeit). Da G {x, y} Normalteiler in F(r) ist, folgt mit analogem Schlul3 wie
in (2), dal3 einer der folgenden Fille eintritt"

(a)
(b)

p-- 2, q 3, r 3k, (2, k)= 1, IF(r): G 3.
p 2, q 4, r= 2k, (2, k)= 1, IF(r): G 2.

Nach Satz 3.1 von [11] ist [x, y] in G konjugiert zu (cde)2, e + 1, und es
gibt einen freien llbergang von {x, y} zu {cd, ec}. Im Fall (a) ergibt sich dann
(r) 6 und im Fall (b)(r)= 4. Damit ist die Behauptung (2.1)bewiesen. |
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Insbesondere entnehmen wir dem Beweis von (2.1), dal3 2 < p < 3,
3 < q _< 4, wobei q 3 ftir p 3. Aus (2.1) erh/ilt man: Sind x, y F mit
[x, y] (ab), 0(r), und G {x, y} Normalteiler von F, so gibt es x , y K
und ein//4:0 mit b(x)= x, b(x)= y und [x, y] (a b)a.
Nach Satz 2 von [7] gibt es einen freien t3bergang von

wobei

(a) u at bt at b, vt b2 at bt at, falls p 2, q 3;
(b) ut at b, vt b3at hi, falls p 2, q 4;
(c) ut at b, vt bat, falls p q 3.

Der Epimorphismus b induziert nun einen wohldefinierten freien t3bergang
von (x, y) zu (u, v) mit (U1) U, (/21 /)"

Weil in jedem Fall {u, v} Normalteiler von Fist, tiberlegt man sich leicht"

LEMMA 6 (Korollar). Sei F {a, b a= b (ab)’ 1} Trian#el-Gruppe
mit 2<p<3, 3 < q < 4, wobei q=3 ffir p=3. Seien x, y F mit Ix, y]=
h(ab)h- t, O(r), h F. Sei G {x, y} Normalteiler yon F. Dann gibt es einen
freien (.]bergang yon (x, y) zu (u, v), wobei u, v wie in Lemma 5 gegeben.

LEMMA 7 (Korollar). Sei F {a, blab= b (ab)’ 1} Triangel-Gruppe
mit 2 < p < 3 und 3 < q < 4, wobei q 3Jr p 3. Sei x, y F mit Ix, y]n 1
Jr n >_ 2. Sei G {x, y} Normalteiler yon F. Dann ist Ix, y] h(ab)h-t jr

O(r) und h F.

Beweis. Im anderen Fall miil3te r < 4 ftir p 2 und r < 3 for p 3 sein,
und das ist wegen 1/p + 1/q + 1/r < 1 nicht mfglich. |

3. Der Fall p 2, q 3

SATZ 1. Sei F (a, b la2 b (ab) 1} Triangel-Gruppe, d.h. r > 7. Sei
x, y F mit [x, y]n 1Jr n > 2 und G {x, y} Normalteiler yon F. Dann ist G
die Kommutatorgruppe yon F und es gilt"

(1) G=FJr(2, r)=(3, r)=l.
(2) G {abab2, b2aba [abab2, b2aba]k 1} Jr 6lr und r 6k. Es ist

IF:GI =N=6.
(3) G {a, bah2, b2abla2= (bab2)2= (b2ab)2 (a(bab2)(b2ab))k 1} ffr

3lr, 2Xr undr= 3k. Es ist IF: GI N= 3.
(4) G {b, abalb3= (aba)3= (b(aba))k= 1}3r 21r, 3 rundr= 2k.Esist

IF:GI =N=2.
Beweis. Nach Lemma 7 ist [x, y] h(ab)h -t ffir @ 0(r) und h F.
Nach Lemma 6 gibt es einen freien lIbergang von (x, y) zu (abab2, b2aba).

Insbesondere ist (ab)6 G. Sei F’ die Kommutatorgruppe von F. Wegen abab2,
b2aba F’ ist G F’.
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(1) Sei (2, r)= (3, r)= 1. Dann ist ab G. Wegen (ab)-2abab2 b ist
b G und damit auch a G, d.h. G F.

(2) Sei 61r und r 6k. Sei F treu dargestellt als Untergruppe der
PSL(2, R). Aus [3] und [4] folgt dann Sp[x, y] =-2 cos n/k. Nach [4] ist
G {x, y Ix, y]k 1}. Nach Lemma 1 ist IF" G 6. Weiter bilden die
Elemente 1, ab, (ab)2, (ab)3, (ab)4, (ab) ein Reprisentantensystem von F nach
G. Damit ist F’= G.

(3) Sei 31r, 2 r undr 3k. Dann ist (ab)3 G. Wegen

(ab)3(b2aba)(abab2) a

ist a G, bab2 G und b2ab G. Nach Lemma 4 ist

G {a, bab2, b2ab a (bab2) (b2ab)2 (a(bab2)(b2ab))k= 1}.

Nach Lemma 1 ist IF" G 3. Weiter bilden 1, ab, (ab)2 ein Reprisentan-
tensystem von F nach G. Damit ist F’= G.

(4) Sei 2 It, 3 , r und r= 2k. Dann ist (ab)2 G. Wegen (ab)2(b2aba)x
(abab2) b2 ist b G und aba G. Nach Lemma 4 ist G {b, abalb3=
(aba)3= (b(aba))k= 1}. Nach Lemma list IF" G 2. Damit ist F’= G. |

4. Der Fall p 2, q 4

SATZ 2. Sei F {a, b la b4 (ab)’ 1} Triangel-Gruppe, d.h. r >_ 5. Sei
x, y F mit [x, y]" 1 jr n >_ 2 und G {x, y} Normalteiler yon F. Dann gilt"

(1) G Fjr (2, r)= 1.
(2) .G= {a, b

und r 2k. Es ist F" G[ 2.
(3) G={ab,babl[ab,baaba]*= 1} far 4Jr und r=4k. Es ist

IF’GI =4.

Beweis. Nach Lemma 7 ist Ix, y] h(ab)h- ftir 0(r) und h F. Nach
Lemma 6 gibt es einen freien Obergang von (x, y) zu (ab2, baaba). Insbesondere
ist (ab) G.

(1) Sei (2, r)= 1. Dann ist ab G. Wegen (ab)-ab2 b ist b G und
damit auch a G. d.h. G F.

(2) Sei 2It, 4,r und r= 2k. Dann ist (ab)2 G. Es ist (ab)-2ab2=
b3ab G. Wegen (baaba) b3ab b-2 ist b2 G und a G. Nach Lemma 4 ist

G {a, b2, baabla2 (b2)2 (baab)2 (ab2(baab))= 1}.

Nach Lemma 1 ist IF: G 2.
(3) Sei 41r und r= 4k. Sei F treu dargestellt als Untergruppe der

PSL(2, R). gus [3] und [4] folgt dann Sp[x, y] =-2 cos n/k. Nach [4] ist
G {x, y[[x, y]k= 1}. Nach Lemma list IF" GI 4. |
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5. Der Fall p 3 q

SATZ 3. Sei F (a, b la ba (ab)’ 1) Trianoel-Gruppe, d.h. r >_ 4. Sei
x, y F mit [x, y]" 1 ffir n >_ 2 und G {x, y} Normalteiler yon F. Dann oilt"

(1)
(2)

G F jfir (3, r)= 1.
G {ab2, b2a I[ab2, b2a]k= 1} Jfir 31 r undr= 3k. Es ist F. 3.

Beweis. Nach Lemma 7 ist Ix, y] h(ab)h ftir a 0(r) und h F. Nach
Lemma 6 gibt es einen freien (3bergang von (x, y) zu (ab2, b2a). Insbesondere
ist (ab)a G.

(1) Sei (3, r)= 1. Dann ist ab G. Wegen (ab)-ab2 b ist b G und
aG,d.h.G=F.

(2) Sei 3It und r= 3k. Sei F treu dargestellt als Untergruppe der
PSL(2, R). Aus [3] und [4] folgt dann Sp[x, y] =-2 cos n/k. Nach [4] ist
G {x, y l[x, y]k_ 1}. Nach Lemma list IF: G 3. |

6. Zusammenfassung

Durch [6], Satz 1, Satz 2, und Satz 3 sind alle Paare (G, F) von Fuchsschen
Gruppen bestimmt mit"

(1)
(2)
(3)

F ist Triangel-Gruppe,
G F ist Normalteiler von endlichem Index und
G hat Rang zwei.

Diese Paare (G, F) mit 1 < IF’G[ sind in der fiblichen Signaturbezeich-
nung (vgl. [6]) gegeben durch die folgende Liste:

G F Index
(1; k) (0; 2, 3, 6k) 6
(0; 2, 2, 2, k) (0; 2, 3, 3k), 2 " k 3
(0; 2, 2, 2, k) (0; 2, 4, 2k), 2 ’ k 2
(1; k) (0; 2, 4, 4k) 4
(1; k) (0; 3, 3, 3k) 3
(0; k, k, k) (0; 3, 3, k) 3
(0; k, k, k) (0; 2, 3, 2k) 6
(0; k, k, 1) (0; 2, k, 21) 2

Bemerkung. In [8] bestimmt Frau Schulenburg unter anderem alle Paare
(G, F) von Fuchsschen Gruppen mit"

(1)
(2)
(3)

F ist Triangel-Gruppe,
G F von endlichem Index und
Gist Triangel-Gruppe oder G {a, hi[a, b]" 1}, n > 2.
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Auf Grund eines Satzes von Zassenhaus war sie der Meinung, damit alle
Paare (G, F) von Fuchsschen Gruppen bestimmt zu haben mit"

(1)
(2)

Fund G haben Rang zwei und
G F von endlichem Index.

Nach Lemma 3 ist dies aber nicht der Fall. Mit Proposition 3 von [6]
iiberlegt man sich leicht, dab die Paare (G, F) von Fuchsschen Gruppen fehlen
mit:

(1) F ist Triangel-Gruppe,
(2) G = F von endlichem Index und
(3) G= {a, b, cla2 b2=c2 (abc)k= l}, k > 3, 2, k.

Diese Paare (G, F) sind in der iiblichen Signaturbezeichnung gegeben durch
folgende Liste"

G F Index
(0; 2, 2, 2, k) (0; 2, 3, 3k), 2 , k 3
(0; 2, 2, 2, k) (0; 2, 4, 2k), 2 , k 2
(0; 2, 2, 2, 3) (0; 2, 3, 7) 7
(0; 2, 2, 2, 7) (0; 2, 3, 7) 15
(0;2,2,2,3) (0;2,3,8) 4
(0; 2, 2, 2, 5) (0; 2, 4, 5) 6

Man erh/ilt diese Liste mit Proposition 3 von [6]. Mit Hilfe des Reidemeister-
Schreier-Verfahrens kann man nun leicht jeweils Erzeugende ffir G erhalten.
Fiir G F (0; 2, 3, 7) wird dies in [9] getan.

Insgesamt haben wir jetzt damit alle Paare (G, F)von Fuchssehen Gruppen
mit:

(1)
(2)

F und G haben Rang zwei und
G F von endlichem Index.

Nun k6nnen wir folgenden Satz aussprechen"

SATZ 4. Sei F {s, s2, sa[s] s s s s2 s3 1} Trianoel-Gruppe
mit 2 < x < 2 < 3. Seien u, v F mit F {u, v}. Dann ist einer derfoloenden
Ffille erffillt"

(1) Es oibt einen freien Oberoano yon (u, v) zu einem System (s, s),
1 < ’i < ,, (Y, ,)= 1 und s’ OsO- , O F.

(2) Es ist 2, 2 3, und (a, 2) (a, 3) 1, und es oibt einen freien
(Jberoano yon (u, v) zu (s s2 s s, s s s2 s).

(3) Es ist a 2, 2 4 und (3, 2)= 1, und es 9ibt einen freien beroano
(u,  )zu
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(4) Es ist al 22 3 und (23, 3)= 1, und es gibt einenfreien Ubergang yon

I, z ( s22, s ).

Beweis. Sei F treu dargestellt als Untergruppe der PSL(2, R). Fiir
Sp[u, v]l _> 2 erhalten wir die Behauptung, wenn wir wie beim Beweis von

Satz 1 aus [5] vorgehen. Fiir Sp[u, ]1 2, d.h. [u, v] 1 ffir ein n _> 2, folgt
die Behauptung aus Satz 1, Satz 2, und Satz 3. I

Bemerkunten. (1) Ist 0h >_ 4 fiir 1, 2, 3, so gibt es einen freien Obergang
von (xl, x2)zu einem System (sVl, s22) mit vi 6 {1, 2, 3), 1 _< i < av,, (i, v,) 1
und v < v2 (vgl. [5]). Ist ein v _< 3 und tritt der Fall 1) von Satz 4 ein, so gilt
solch eine Aussage im allgemeinen nicht, wie folgende Beispiele zeigen"

(a) Sei

G {$1, $2, $315i Sl S S1S2S3 1}
mit 7 _< p, q und p, q ungerade. Sei x s, x: s s s 1. Es ist G {x 1, x z},

r’-) mitund es gibt keinen freien bergang von (xl, x) zu einem System (sl, s
Y Y2.

(b) Sei

G {s, s,_, s3ls s3 s sszsa 1}
mit 7 _< q und q ungerade. Sei x s, xz s s lSs sz s s. Wghle n so, dal3
(s3)" s3. Es ist n > 2. Dann ist

xx ss’s s3ss’ss ,
d.h. s s3 s e {x, xz} Weiter ist

) sixsss (ss
d.h. sz e {x, xz} und s e {x, xz}. Also ist G {x, xz}; und es gibt keinen
freien Crbergang yon (x, xz) zu einem System (sl, sV) mit v < v..

(2) Die Gruppen G {sl, sz, s3 [s’ s’- s sl sz s3 1} mit 2 _< at
und 1/1 + 1/az + l/a3 > 1 wollen wir bier nicht weiter behandeln. Fiir 1/1 +
1/az + 1/3 > 1 bzw. 1 tritt G als diskontinuierliche Bewegungsgruppe der
Sph/ire (insbesondere ist G endliche Gruppe) bzw. der euklidischen Ebene auf.
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