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ANNEAUX D’ENTIERS DANS LE MEME GENRE

PAR

JACQUES QUEYRUT

Soit Z l’anneau des entiers et Q son corps des fractions. On fixe une c16ture
alg6brique Q de Q. Si Nest une extension finie de Q incluse dans Q, on note

Gv le groupe de galois de Q sur N et ZN l’anneau des entiers de N.
Soit Fun groupe fini.
On note d(F) l’ensemble des extensions finies N de Q incluses dans Q telles

que F soit isomorphe h un sous-groupe du groupe des Q-automorphismes de
N. Si N (F), ZN a une structure de Z[F]-module de rang d6fini r
[Nr" Q].

THEOREME A. Soient N et N’ deux extensionsfinies de Q et soit Fun groupe
fini. On suppose que:

(1) Net N" appartiennent d(F);
(2) Zu et Zv, sont des Z[F]-modules localement isomorphes.

Alors il existe un Z[F]-module X de type fini sans Z-torsion et un isomorphisme
de Z[F]-module de Zv X dans Zv, X.

Ce r6sultat peut s’exprimer de la faqon suivante: soit un ordre de Z dans
Q[F], on note o() le groupe de Grothendieck de la cat6gorie des -mod-
ules de type fini sans Z-torsion, modulo les suites exactes scind6es (voir [6]).
Alors sous les hypotheses du th6orme 1, [ZN] [ZN, dans o(Z[F]).
Ce r6sultat a 6t6 conjectur6 et d6montr6 dans un cas particulier par S.M.J.

Wilson [12]. Dans le cas oh Zs est un Z[F]-module projectif (cas mod6r6), Zs
et Z[F] sont dans le mSme genre d’apr6s un r6sultat de Swan [S] et A.
Fr6hlich a d6montr6 le r6sultat plus pr6cis suivant: pour tout N (F) tel
que Zv soit un Z[F]-module projectif, alors [Zv r[Z[F]] dans .(Z[F]) [3]
(voir [7], corollaire 1 au th6or6me 1).
Dans le cas g6n6ral le genre de ZNest encore mal connu. Toutefois, on

d6montre ici qu’un th6or6me de Leopoldt [5] se g6n6ralise sous la forme
suivante:
Pour tout id6al premier s de N, on pose pour tout entier i,
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el(tON) Ir1-1Ever,’/oh [Fi[ d6signe l’ordre de F et avec la convention que
ei(3N) 1 si Fi(3N)"- (1}.

Soit (ZN, Q[F]) l’ordre de Z dans Q[F] engendr6 par Z[F] et les
idempotents e(N) pour tous les id6aux preers N et pour tout entier
sup6rieur ou 6gal h 1. Pour tout Z[F]-module M, on note M le plus grand
sous-module de M stable par .
On note enfin Torrl(ZN) le groupe de torsion donn6 par la suite exacte

0 Tornr(ZN) w(Z,Q[r])@rZN w(Z,Q[r])z o.

THEOME B. On suppose que F est cyclique, alors pour (Zw, Q[F]),
on a dans () l’bgalitk:

[Z]- r[Z[F]1 [(e+(VN)- e(VN))Torr/r,,,)](Z())].
O,i

Remarque. Si Test un -module de torsion, on note [10] l’616ment de
() 6gal h [M]- [M’] oh M, M’ et T sont li6s par une suite exacte
0 ---> M’ ---> M ---> T --, 0 et M et M’ sont des -modules sans torsion.

En fait, Leopoldt traite le cas oh Nr Q; il montre de plus que

(z, Q[r]) { x Q[F], xz c z }
et que ZN est libre sur (Z, Q[F]) engendr6 par un 616ment construit h l’aide
des sommes de Gauss associ6es aux caractSres de F. Ce dernier r6sultat ici est
g6n6ralis6 sous la forme du th6orSme 3.1.
Dans le premier paragraphe, on d6finit la notion d’espaces r6solvants et de

modules r6solvants comme 6rant des 616ments des groupes de Grothendieck
relatifs d6finis dans [8]. I1 est donc fair largement appel h cet article pour routes
les notions alg6briques n6cessaires ici. En particulier le th6orSme A est d6montr6
en utilisant le diagramme (9) de [8].
Dans le deuxime paragraphe, on rappelle la d6finition des sommes de

Gauss galoisiennes et on leur associe un 616ment dans les groupes de
Grothendieck relatifs dont il est question ci-dessus.
Dans le troisi6me paragraphe, on 6tudie le cas des extensions cycliques; le

cas g6n6ral du th6or6me A en est d6duit dans le dernier paragraphe. Comme
d’habitude la c16 de la d6monstration est le th6orme 3.1 qui donne le lien
entre les modules r6solvants et les sommes de Gauss.

1. Espaces et modules rsolvants

Soit N une extension s6parable finie d’un corps K et soit F un groupe
d’automorphismes de N laissant K fixe (K c Nr).
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L’alg6bre K[F] est munie d’une involution, not6e , X, d6finie par

On construit h partir de l’application trace, not6e tru/i( une forme
hermitienne TrulY: de N sur K[F] en posant

On a donc"

TrN/K(X, Y) y’. trN/l(Xy(y))7, Vx, y N

TrN/:CT(x), Y) 7Tru/:Cx Y),

TrN/K(X,7(y)) TrN/(X, y)7-1 pour tout 7 F.

Soit Isr(N, K), l’ensemble des K-isomorphismes de N dans une cl6ture
s6parable K de K contenant N; F est donc un sous-ensemble de Isr(N, K).

Soit Gr le groupe de Galois de K sur K, l’application qui h g Gr associe
la restriction de g h N, not6e Rest(g), donne une bijection de l’ensemble des
classes Gr/GN dans Isr(N, K). Par la suite on identifiera ces deux ensembles.
On note K[Isr(N,K)] le K-espace vectoriel de base les 616ments de

ISK(N, g); Vv Isg(N, g), v 7
-1 appartient h Isg(N, g) pour tout 7 F;

K[Is:(N, K)] a donc une structure de K[F]-module, telle que

3[(v XvU) EXv*yU
v

Soit r le degr6 de Nr sur K; rest le rang de Net de K[Isr(N, g)] en tant
que K F]-modules.
On munit K[Isr(N, K)] d’une forme hermitienne sur K[F] en posant"

Vx Exov, Vy Eyov, h(x,y)= E Xoywlr(v,w)
O O O

oil Ir est l’application de Isr(N, K) dans K[F] d6finie par"

lr(v, w)
=0

On a pour tout v dans F,

siw=v7 avec7 F
sinon.

h(y(x),y)=yh(x,y), h(x,y(y)) =h(x,y)y-1.

Enfin, on note TN/I l’application de K (R)rN dans K[Is/(N, K)] d6finie par

(R) x) E
vIsr(N, K)
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PROPOSITION 1.1. L’application TN/r est une isomtrie de K (R):N sur
K[Isr(N, K)] munis respectivement des formes hermitiennes obtenues par exten-
sion des scalaires gt partir de Trv/l et h.

Dbmonstration. Le fait qu__e TN/r est une application bijective vient de
l’6galit6 des dimensions sur K et du th6or+me d’ind6pendance des K-isomor-
phismes de N dans K. I1 est clair que l’on a pour tout x, y N,

Soit (ol,..., o,) un syst6me de repr6sentants des orbites de F dans Isr(N, K);
c’est une base orthogonale et normale de K[Isr(N, K)] _sur K[F] (h(oi, oj) 0
si i4:j et h(o;,oi)= 1). L’application de K[Isr(N,K)] dans K[F] qui h
h Z,ohov associe (Eho 3, -1) est une isom6trie si on munit K[F] dei-l,...,r

la forme hermitienne canonique suivante:

((Xi) ’=1 r,(Yi)i=l r) -’> Xii"
i=1

Soit :o,g/r(K[F]) le groupe de Grothendieck relatif, d6fini dans [8, 2],
permettant de classifier les objets form6s des triplets [V, a, W] oh Vet W sont
des K[F]-modules de type fini eta est un K[F]-isomorphisme de K (R)rVdans
K (R)rW.

DEFINITION 1.2. L’616ment [N, Tu/r, K[IsK(N, K)]] de o,g/r(K[F]) est
appel6 espace r6solvant de N dans K[Isr(N, K)]. On le note r girl(N/K), ou
plus simplement r (N/K).

La proposition 1.1 montre que K (R)r_N est isomorphe h K[Isr(N,K)].
Comme l’extension des scalaires de K h K donne une injection de S/g’0(K[F])
dans r0(K[F]) [6, 2], Nest un K[F]-module isomorphe h K[Isr(N, K)].
Soit q un tel isomorphisme.

Soit 8g/t< l’homomorphisme de Of’I(K[F]) dans 5,Y’o,g/r(K[F]) qui, h
[K[F], et], associe [K[F], a, K[F]] et rend la suite suivante exacte (voir [8, 1])"

 ro, o.

On a

8x/r([g[Isr(N,g)l,Tu/roW-]) [N, TN/r,K[Isr(N,g)] ].
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Soit R(F) le groupe des caract6res virtuels de F, identifi6 h 3g’0(K[F]). Le
groupe Og’I(K[F]) est alors isomorphe h Hom(R(F), K *) par l’application Det
(voir [8, 1]). Si Vest un K[F]-module de caract6re p,

Detp([ , Isr( N, /)] Tn/r

est le d6terminant de l’endomorphisme de Hometr](V, K[Isr(N, K)]) d6fini
par Tv/r

Soit R(K[F]) le sous-groupe de torsion de oU0,K./r(K[F]). Le groupe G/
opre sur ot’0,x./g(K[F]) et sur (K[F]).

PROPOSITION 1.3. (1) L’espace r&olvant r rtrl(N/K) appartient
t(K[rl).

(2) L’application de t} Hom(Gr, UI(K[F])) associbe a r r[r](N/K)
(voir [8, 2, proposition 2.3]) est dbfinie par

(g) [K[Isr(N,/)], g]

oit g Gr opbre sur ISle(N, K) par v g v.
(3) Soit WQ, oo(p ) la partie infinie de la constante de l’bquation fonctionnelle

des sbries L d’Artin (voir [13, dbfinition 7.2]). Pour tout caractbre symplec-
tique p,

Detp ([Q[ISQ(N, )] Tv/q p-x )WQ, Indoar( P ))-1
est un nombre totalement rbel et positif quel que soit q.

Remarque. D’apr6s la proposition 1.3 de [8], r Qtr](N/Q) est d6termin6 de
faon unique par la proposition 1.3 ci-dessus.

Dbmonstration. Soit N’ la cl6ture galoisienne de N sur K dans K. Par
restriction h N’ (R)rN (inclus dans K_(R)rN ), TN/ d6finit un K[F] isomor-
phisme de N’ (R)rN dans N’[Isr(N,K)]. On a

[N’ (R)IN, TN/I,N’[Isr(N,, )]] n[N, TN/r,K[Isr(N,)] 0

si n [N’" K]. Done rrtrl(N/K) appartient h (K[F]).
Soit g Gr; on note g* l’endomorphisme de K[Isr(N, K)] qui,

associe Eog-l(ko)v. Par d6finition de l’action de Gr sur .gf’I(/[F]), on a

g([, tISK(N, )], TN/KCp-1])
[[Isr(N,,)],g*TN/rq-1
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Soit (ol,..., o,) un syt6me de repr6sentants des orbites de F dans Isle(N, K),
on a

-1g* Ts/r p ( g )-1( , Ts/r(1 (R) -1(* lli ) g q Oi))

E ( g-X v q)-l)(oi)V
V

g(r o
On en d6duit donc que

g([[Isg(N, , )], TN/g p-1])
[[Is:(N,g)], g] + [g[Isc(N,, )],Ts/icop -1

Comme ,g/K([K[Isc(N, K)], g])= 0, cette relation ach6ve la d6monstration
de la premi6re partie de la proposition. La deuxi6me partie est alors imm6diate.
La troisi6me partie se d6duit de la proposition 2.5 de [4] en utilisant la base
(p-(oi))i__ de N sur Q[F].

Soit Ar un anneau de Dedekind de corps des fractions K et soit As la
cl6ture int6grale de Ac dans N.

Soit ff.,rel(AK[F]) (resp. f’0,rel(Ar[F])) le groupe de Grothendieck relatif
permettant de classifier les objets form6s des triplets [34, a, M’] oia Met 34’
sont des Ar[F]-modules de type fini sans torsion (resp. projectifs) et a est un
K[F]-isomorphisme de K (R),,,M sur K (R)A,,M’ (voir [8, 3]).

DEFINITION 1.4. Soit M un Ac[F]-module de type fini sans torsion (resp.
projectif) qui soit un r6seau de Ac dans Net soit I un Ac[F]-module de type
fini sans torsion (resp. projectif) qui soit un r6seau de Ac sans K[_Isc(N, K)].
On appelle module radical de M dans I l’616ment [M, Ts/c, I] de f,rel(AK[I’])
(resp. (ogg’0,rel(Ar F]))).
On le note ra,,trl(M, I) ou plus simplement r(M, I).

I1 est clair que l’image par extension des scalaires de AK i K de r,trl(M, I)
dans 3’o,g/K(K[F]) est 6gale h r:trl(N/K).

Soit R((Ac[F]) le sous-groupe de &.,rel(Ac[F]) form6 des 616ments
[M, et, M’] tels que [K (R)M, a, K (R)aM’] appartienne h Yt(K[F]) (voir
[8, 2 et 3]). D’apr6s la proposition 1.3, r,trl(M,I) appartient h
(’(a,,[r])).
Nous allons maintenant 6tablir quelques propri6t6s fonctionnelles des mod-

ules r6solvants.
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Restriction aux sous-groupes K--Nr--NAmN.

PROPOSITION 1.5. Soit A un sous-groupe de F et soit Resar l’homomorphisme
d_e Uo, g/r(K[F]) (resp. fg.,rel(ArtFl)) dans o,g/r(K[Al) (resp.
fg., rel(Ar[A])) obtenu h partir de la restriction des scalaires de F h A. Alors

Resar( r rtrl(N/K )) r/oral (N/K),

Res(rA,[rl(M, I)) rAx[al(M, I)

pour tous modules Met I vbrifiant les conditions de la dbfinition 1.4.

La d6monstration est une cons6quence imm6diate des d6finitions.

Restriction aux sotts-corps FnKmNrN.
Soit F un sous-corps de K; sis est le degr6 de F sur K, N a une structure de

F F]-module de rang rs.

LEMME 1.6. Soit "i1, "i2,..., ’Is un systbme de reprbsentants des classes de GF
modulo Gr. Soit e l isomorphisme

(1) L’blbment [K[Isr(N, K)], e, F[IsF(N, K)] de oUo, g/F(F[r]) appar-
tient fft(F[F])Gr et ne dbpendpas du choix du systbme de reprbsentants de GF
modulo Gr.

(2) La fonction ep de dp Hom(GF, I(K[F])) associbe est donnbe par

q(g) r[F[Ist(K,g)l,g

g GF opbre sur ISF(K g) par v g v et r [Nr: K]).
(3) Soit rr/O le caractbre de la reprbsentation de Go dans Gr/GO. Pour tout

caractbre symplectique p, Det([K[Isr(N, g)], e q-])Wo,(rr/o)dim est_un
nombre totalement_ rbel et positifpour tout Q[F] isomorphisme q de Q[IsQ(N, Q)]
dans K(Isr(N, K)].

Dbmonstration. I1 suffit de remarquer que

[K[Isr(N,)I,e,F[IsF(N,)]] r[K, Tr/F,F[ISF(N,g)I
dans o,g/F(F[F]). Le r6sultat d6coule alors de la proposition 1.3.
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PROPOSITION 1.7. Soit Res l’homomorphisme de R(K[1-’])K (resp.
t.((AK[F]))’) dans 9(F[F])’ (resp. ,((AF[F]))6r) obtenu partir
de la restriction des scalaires de K i F et AK it AF (volt [8, 5]). Alors

r FtrI(N/F) Res(rKtrl(N/K)) + [K [ISK(N, )], e, F [Isg(N, )]].

Pour tout rbseau M de AK dans N stable par F, pour tout rbseau I ( resp. J) de
AK (resp. AF) dans K[IsK(N, K)] [resp. F[ISF(N, F)]] stable par F, on a

rAr[rl(M,J) Resc(raKtrl(M,I)) +[I,e, J].

Dbmonstration. Par d6finition de l’homomorphisme Rest,

ReSFK( r KIrI(N/K )) N, T/c/K, K [IsK( N, g)]

oh T/elK est l’isomorphisme rendant le diagramme suivant commutatif:

On a done Vk K, Vx N, Tc/r(k (R) x) k,v.is,,c(,g)v(x ) (R) v. D’oh
e TI/K TV/F. On en d6duit la relation

[N,r;,/,c,K[Is,c(N,K)]]
+ [K [ISK(N, g)], e, F[ISF(N, g)]].

Le reste de la proposition est alors 6vident.

COROLLAIRE 1.8.
’bgalitb

Supposons que K Nr, on a alors dans c, rel(A F[ F])

rAArl(M,J ) Resc(l:Artr](M, I))+[I,e, J]

pour tout rbseau I, J, M, vbrifiant les hypothbses de la proposition 1.7.

Restriction aux sous-groupes et aux sous-corps

K E
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PROPOSITION 1.9. Soit A un sous-groupe de F et soit E une extension de K
telle que K c E c NA; on a dans .,rel(Atc[A]) l’bgalitb suit)ante:

pour tout rbseau M de Ar dans N stable par Ae[ F], et pour tout rbseau J de Ar
dans K[Isr(N, K)] (resp. I de Ae dans E[Ise(N, K)]) stable par F (resp. A).

La dOmonstration est une consOquence immOdiate des propositions 1.5 et
1.7.

Passage au quotient.
Soit A un sous-groupe distingu6 de F, le foncteur produit tensoriel par

K[F/A] sur K[F] (resp. par A[F/A] sur A[F]) donne un homomorphisme
de R(K[F])’ sur R(K[F/A])’ (resp. fe,r(Ar[F])sur ce,rel(Ar[F/A)]
que l’on note 0r/a.

PROPOSITION 1.10. On ales deux bgalitbs

Or/a ( r r[rl(N/K )) r r[r/a](Na/K ),

pour tout rbseau Met I, vbrifiant les conditions de la dfinition 1.4.

Dbmonstration. Soit wa Y’. ai. L’application o (R) v owa(v) induit par
isomorphisme de K[F/A] (R)rlrlV sur wa(V)= V pour tout K[F]-module V.

On veut maintenant 6tudier le passage du cas global au cas local. On
suppose que K est une extension de degr6 fini de Q et que Ak est 6gal h Zr
l’anneau des entiers de K. On note (Zr) l’ensemble des idOaux premiers de
Zr. L’indexation par un 616ment de (Zc) d6signera la compl6tion en .

Soit x t((Zr[F])), par d6finition il existe un entier n tel que l’image
de nx dans R(K[F])’ est triviale. I1 existe donc y .,re(Zr[F]) tel que
l’image de y dans ((Zr[F])) soit 6gale h nx. On d6finit ainsi un homomor-
phisme, not6 j, de

dans f.,rel(Zr[F])(R)zQ
(voir [8, 3]). 9t(cg(Zr[F])) est alors le produit fibr6 de R(K[F]) et de
*,rel(Zr[F]) (R) zQ au-dessus de fC.,I(Zr[F]) (R) z(Q/Z).

Soit N’ la cloture galoisienne de N sur K dans K et soit n [N" K], on a
ici

I)) [Z,,. (R)z U. (R)z.II (R) 1.
n
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Par compl6tion, on obtient un isomorphisme de

(R)zO dans
O(Zr)

*,rel(ZKo I’ ])(R)zQ

(voir [6, proposition 1.12]).
Si F est un sous-corps de K, on a alors le diagramme commutatif suivant:

,r,(Zc I’l) Res ,

f f
@ f.,rl(Zro[Fl) (3 f,e(Zro[F]).

V(Zr) c e(ZF)

En particulier, on a dans o,rel(ZK,[F]) l’6galit6 suivante:

/
(ZN,)

[ZN (R)z,M, TN/K,ZN (R)Z,I] (R) n -1

Extension du groupe de dbcomposition.
Pour tout id6al premier 3 de ZN, on note F(8) le groupe de d6composition

de 3 dans I’.
On suppose que K Nr.
L’application 3’ (R) v --, v 3’-1 est un isomorphisme de

rotr] (R)Kotr(e,lK,[Isr(Ne, g,)] dans K[Isc(N,g)l.

L’application

1 (R) x E 3’ (R) 3’-1(x)
r/r()

est un isomorphisme de K, (R)rN dans K,[F] (R)r,tr(e)lN.

PROPOSITION 1.11. On suppose que K= Nr. Soit Ext() l’homomor-
phisme de ft. rel(Zga[r()]) (R) zQ dans $,rel(ZKo[r]) (R) zQ obtenu h partir de
l’extension ds scalaires de F(!) h F. Alors

J( rz,trl(M, I)) Ext()(j(rzir()l(M,I)))[F" F(!O)]-1
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pour tout rbseau M (resp. I) de ZK, dans N (resp. K[IsK,(N,K)])
stablepar F(3) et tout rbseau M (resp. I) de ZK dans N (resp. K[IsK(N, K)])
stable par F tel que

Z otr] (resp. ZK (R)z,cM)

soit un Zl%[F]-module isomorphe i

ZKo (R) Z,I (resp. ZK [1"1 (R) )
par l’isomorphisme prbcbdent.

Dbmonstration. On v6rifie que le diagramme suivant est commutatif

N (R),K[F] (R)K, tr()IN

Ne (R)oK (R)N

TN/Kv

7"u/: Na (R)K,K[ISK(N,)]"

2. Sommes de Gauss galoisiennes

Soit K un corps de nombres (i.e. une extension finie de Q incluse dans Q.
On note (K) l’ensemble des places de K.

Soit J(K) le groupe des id61es de K; pour tout (K) on plonge K*
dans J(K) et K* dans la diagonale de J(K).
La d6finition des sommes de Gauss galoisiennes fait intervenir la th6orie du

corps de classes. L’application d’Artin est normalis6e de telle sorte que les
Frobenius g6om6triques, que l’on note FK,, correspondent aux uniformi-
santes. La th6orie du corps de classes donne donc un homomorphisme de
J(K)/K* dans G]cb, le quotient de GK par l’adh6rence de son sous-groupe des
commutateurs.

Pour la suite, on fixe un caract+re additif non trivial qK du groupe A(K)/K
dans Q* oh A(K) est le sous-groupe des ad61es de K. On note kK, sa
restriction t K:

Kv A(K)/KL*.
Soit d(ou d) un g6n6rateur de l’id6al "Zr. oh nest le plus petit entier tel

que K, (P "Zr) 1. L’id6al "Z est appel6 le conducteur de K,. On
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normalise K, de telle sorte que son conducteur soit 6gal h la diff6rente de K
sur Qp.

Soit un caract6re de G de dimension 1; on appelle somme de Gauss
ab61ienne l’616ment .b(p) de * d6fini par

K,p
(Z)

avec

q.ab (p)= EK, PI3 ( x/’ydp ) -ltpK, p ( x/’ydp

oh U()K, (ZK, )*, "K,rr(n)O 1 + O nZK, pour n _> 1.
p est la compose des applications

K* J(K)/K* Gff’ Q*"

est 6gal au produit scalaire de pet du caract6re d’Artin (c’est la valuation en
du conducteur d’Artin de ); 3’ est un g6n6rateur "ZK0.

*I1 existe une unique application de tA K cR(GK) dans oia R(GK)
d6signe le groupe des caract6res de Gr et off K parcourt l’ensemble des
sous-extensions de Q de degr6 fini sur Q, v6rifiant:

(1) CK(P) 1-I(zx)’rK,(P), lp R(GK) VK c Q.
(2) CK,(p)K,(p’)= r,(# + P’), Up, #’ R(GK), VK c Q, vp

(z,).
,r ab(3) Si p R(GK) est de dimension 1, K,,(P) K,(P)"

(4) Soit GF un sous-groupe ouvert d’indice fini de Gr et soit # R(Gv)
de dimension 0, on note Ind(o) le caract+re de GK induit par p; on a

r,. (Indr (P)) I-I CF,(P)"
(Z)
/

Soit F un groupe fini et N d(F). Le groupe F est donc isomorphe au
groupe Gvr/Gv. On en d6duit un homomorphisme injectif de R(F) dans
R(GNr).

I1 existe un unique isomorphisme, not6 Det, de s/_(Q[F]) sur Hom(R(F),_Q*)
caract6ris6 par la propri6t6 suivante; soit V un Q[F]-module et a un Q[F].
automorphisme de V; soit p R(F) le caract6re d’un Q[F]-module W; alors
Detp([V, a]) est le d6terminant d’un Q-endomorphisme de Homotrl(V, W)
d6fini par a.

Soit K un corps contenu dans Nr.
On note ZO[rl(N/K) (resp. ZOtrI,(N/K)) l’616ment de KI(Q[F]) image

par (Det)- de l’homomorphisme de R(F) dans * donn6 par le compos6 des
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homomorphismes suivants:

IndrRR(F) R(Gur ) (Gr) zr (resp. zr, )
)Q*

On choisit un plongement r de Q dans C; cela revient h choisir une place
archim6dienne de Q prolongeant la valeur absolue de Q. Si p R(Gr), on
note Wr(rp) la constante de l’6quation fonctionelle des s6ries L d’Artin pour
le caract+re ro de Gr (h valeurs dans C). On d6finit ainsi un homomorphisme
de R(Gr) dans C*. Pour tout (Z/<), on note Wr,((p)) la -com-
posante de Wr (voir [2] ou [10]). On a

Wc(r(P)) 1-I Wr,(r(p)) et
(K)

oh r,(P) d6signe la norme de K sur Q de la -composante du conducteur
d’Artin de p (voir [7, 1]).

Soit A l’homomorphisme injectif de

Homao,.(R(F ), J(U))/Hom,(R(F), U(O)) dans t,((Z[F]))

d6fini dans [8, th6or6me 4.3], oh Hom (R(F), U(Q)) d6signe l’ensemble des
Q

f Hom(R(r), U(Q))

tels que pour tout caract+re symplectique p de F, f(p) est un id6le totalement
r6el et positif.
On note__Wztr](N/K) (resp. Wztr](N/K,)) l’616ment de R(ff(Z[F])

image par A de l’homomorphisme w’ (resp. %’ d6fini de la fagon suivante: on
consid+re tout d’abord w (resp. w) le compos6 des homomorphismes suivants:

g(r)-* R(GNr)
IndGxGNr)R(Gr) ,Oro(C[G,,]) Wr (resp-W, ).. C,

oh, par abus de notation, r d6signe encore l’homomorphisme de

R(Gr) .gUo(UQ[Gr] ) dans ,gg’o(C[Gr] )

obtenu h partir du plongement r de Q dans C choisi.
On pose alors" pour tout caract6re p irr6ductible et non symplectique de F,

w’(p) 1;

pour tout caract+re p irr6ductible et symplectique de F,

w’(p), 1
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sip est une place non-archim&tienne,

w’(p)p grr-(w(rrg-l(p)))

sip est une place archim&lienne correspondant au plongement rg-1 de
dans C (resp. w(p)p gr-(%(rg-(p))).
On a

Wztrl (N/K) E Wztrl (N/K, ),
a(K)

et pour tout h GO, l’image par h de l’id61e w’(h-lp) a pour hp-composante"

h((w’(h-lp)p))hp h(w’(h-lp)p) hgr-(w(rg-lh-p))

Donc la fonction q de Hom(GO, oUi(Q[F])) associ6e h WQtrI(N/K) est
triviale.

PROPOSITION 2.1. Avec les notations et dbfinition de [8], on a"

(1) ZO[rI(N/K) appartient it (Q[I’]) pour

Hom(Go, x(Q[r])).

L’espace radical 6O/Q(’r Otrl(N/K)) appartient donc it R(Q[F])ao.
(2) La fonction q associbe it 0trl(N, K) est dbfinie par

(g) ResOr([K [Isc(N, g), g]])

( voir proposition 1.3).
(3) Pour tout caractbre symplectique p,

Detp( Otrl(N/K))Wo(Ind (p))--l(Wz[r](N/K))(p)" Gr

est un idble totalement rbel et positif.

Dbmonstration. La premi6re et la deuxi6me partie d6coulent de la formule:

g-:(g-(p)) -r( p )detp Verr/Q( g )

pour tout g Gr et pour tout # R(Gr), oia Verg/Q d6signe le transfert de
Gr h GO. La troisi6me pattie d6coule de la formule"
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pour tout p

I-[
P(Zr)

COROLLAIRE 2.2. Pour tout corps K tel que K c Nr, les espaces radicaux

ResQr( rx[r](N/K)) 80/Q(,r-[r](N/K)) et ExtOz(Wz[rl(N/K))
sont bgaux.

Dbmonstration. Les fonctions q de HomQ(R(F), I(Q[F])) associ6es
h ces deux espaces radicaux sont les mSmes (proposition 1.3, proposition 2.1).
L’616ment

Resr ( r rtrl(N/K)) /([rI(N/K)) ExtOz( Wz[rl (N/K))

appartient donc h l’image de

x(O[I’]) /(Q[F])dans 0,e/r(Q[I’]) [8, proposition 2.31.

Ce groupe par l’application Detest isomorphe h

Homo(R(F), O*)/Homo(R(F), *).

Le r6sultat d6coule alors des propositions 1.3 et 2.1.
Dans [7], la d6monstration du th6or6me est bas6e sur la proposition 1.1 et

la proposition 1.7. Or la proposition 1.1 est fausse (pour un contre-exemple
voir [1], proposition 4.3). La proposition suivante ach6ve la d6monstration du
th6or6me 1 de [7].

PROPOSITION 2.3. Soit .S(z[F]) le groupe de Grothendieck de la catbgorie
des Z[F]-modules de type fini et sans Z-torsion, relatioement aux suites exactes
scindbes au dehors de S ( voir [6, dbfinition 1.1]). On suppose que S contient les
nombres premiers p congrus 1 modulo 4 et tels que ZlV ne soit pas un Z_[F]

p p

module projectif; alors l’image de WzirI(N/K) dans fgS(z[F]) est triviale.

Dbmonstration. Soit Hs(cg(Z[F])) le sous-groupe de HomGo(R(F), J(U))
form6 des 616ments f tels que:

Si p S, f(p)p est une unit6 pour les caract6res de Imep, l’ensemble des
caract6res p tels que p(3’) 0 lorsque l’ordre de 3’ est divisible par p.

Si p S, p non-archim&lienne, f(p)p est une unit6 pour tousles caract6res
pdeF.
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Sip est la place archim6dienne de Q, f(p)p est totalement r6el et positif
pour tousles caract6res p symplectiques de F.

I1 suftit donc de montrer que pour tout (K), w appartient h

Homo(R(F),*) nS(’(Z[ r ])).

Si est une place infinie ou si est une place telle que ZNp soit un

Zp[F]-module projectif (pest la caract6ristique de Zr/ZK), alors pour tout
caract6re p symplectique (donc h valeurs r6elles et de d6terminant 1), on a

Wtc,(g(P)) Wr,(P) +1

pour tout g GQ, d’oia w appartient h Hs(cc(Z[F])). Si est une place non
archim6dienne telle que p -1 (mod 4), p Card(Zr/O Zr), on utilise la
relation

Si, de plus f r, (p) est un carr6 alors WK, (g(#)) Wr, (p) + 1 et w
appartient h Hs(w(Z[F])). Sinon il existe dans Q(f-)= Q(r,(p)) une
unit6 de norme sur Q 6gale h -1, on choisit comme dans [4, proposition 6.1],
une unit6 ayant le signe de Wr,(p) et construit un 616ment w’ dans

Homoo(R(F),O* ) tel que w(w’)-l Hs(w(Z[F])) (voir [7, proposition
1.71).

Enfin, si est telle que p -1 mod 4 et Zvp
ne soit pas un Zp[F]-module

projectif, avec p Card(Zc/Zc); il existe une puissance de p telle que
pnR(F) Imep Kerd, oia Kerdp est l’ensemble des caract6res de F nuls
sur les 616ments d’ordre premier/t p, la d6composition 6tant stable par action
du groupe des Q-automorphismes; on note wb la puissance pn-i6me de la
restriction de w,; h Im ep. Le fait que les caract6res de Im e, soient combinaison
lin6aire de caract6res induits par des caract6res h valeurs r6elles sur des
groupes de Galois d’extension mod6r6ment ramifi6es, entraine que w[’
Hs(cc’(Z[F])); et par suite, il en est de mme pour w.

Soit [Q[F], a] .gf’I(Q[F]), l’616ment [I, a, I] de f,rel(Z[I’]) ne d6pend pas
du choix du r6seau I de Z dans Q[F] stable par F. On en d6duit un
homomorphisme i rendant la suite suivante exacte:

L --,

oia HomQ(GQ, x(Q[I’l)) (voir [8, diagramme (9)1).
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Le probl6me de l’6tude de la structure galoisienne des anneaux d’entier
revient h d6terminer l’616ment

UztrI(N/K) Res(rztrl(ZN, ZK[IS(N,

( [r](N/K )) Wztr] (N/K)

de f.,rd(Z[ l" ]). On sait donc que cet 616ment par d6finition appartient h
R(cg(Z[F])) et que son image dans 9(Q[F])co est triviale. I1 appartient donc
h fC.,rel(Z[F]). Le th6or6me 11 de [3] montre que UztrI(N/K) 0 dans le cas
oia ZN est un Z[F]-module projectif.
On montre tout d’abord que i( Otrl(N/K)) et Wztrl(N/K) ont les mmes

propri6t6s fonctionnelles que ResQr(r z,trl(M, I)).

Restriction aux sous-groupes.

PROPOSITION 2.4.

Dbmonstration.
de [8].

Soit A un sous-groupe de F.

Res((-tr1(N/K))) ( "r-ta (N/K ))
Res.( Wztr1(N/K ) ) WztaI(N/K ).

Le r6sultat d6coule de la commutativit6 du diagramme 17

Restriction aux sous-corps.

PROPOSITION 2.5. Soit F un sous-corps de K.

([rI(N/F)) ( ,t’-OtrI ( N/K ))
+ ReSF0([ZK [ISK(N,/)], e, ZF[ISF(N,/)]),

Wztrl (N/F) Wztrl (N/K ).

Dbmonstration. Le r6sultat d6coule des th6or6mes 8.1 (iii) de [13] et de
l’invariance par induction de la constante de !’6quation fonctionnelle des s6ries
L d’Artin.

Passage au quotient.

PROPOSITION 2.6. Soit A un sous-groupe de F.

Or/a((Otr](N/K)) (-tr/al(Na/K)),
0r/a ( Wztrl (N/K)) Wz[r/1(Na/K )).
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Dbmonstration.

Wztr](N/K).
Cela r6sulte de la d6finition de rtr](N/K) et de

Extension du groupe de dkcomposition.
I1 est clair que j(Wztrl(N/K))= 0 car 2Wztrl(N/K)= 0 (pour les

caract6res h valeurs r6elles Wr()) + 1).

PROPOSITION 2.7. On suppose que Nr= K; soit n [N" K]. Avec les
notations de la proposition 1.11, on a

j((trI(N/K)) VIExt.,,(j(vtr,,].,(N, Nr(’))[F" r()]-’.

3. Structure galoisienne des anneaux d’entiers d’extensions cycliques

Dans tout ce paragraphe, F est un groupe cyclique d’ordre n et N est une
extension finie de Q incluse dans Q telle que F soit isomorphe h un groupe
d’automorphismes de N. On 6tudie la structure de ZN en tant que Z[I’]-mod-
ule.

$oit (ZN, Q[F]) l’ordre de Z dans Q[F] obtenu en adjoignant h Z[F]
les idempotents ei(!) pour tout id6al premier ! de ZN et tout sup6rieur ou
6gal h 1.

LEMME 3.1.
libre.

Tout idbal de ZN stable par est un -module localement

Dbmonstration. Soit un id6al premier de N au-dessus du nombre
premier p. Soit t le plus grand entier tel que Ft(3 ) soit non trivial. La
d6monstration se fait par r6currence sur t. Si < 0, (ZN, Q[I’])p Zp[F] et
l’extension N/Nrest mod6r6ment ramifi6e en 0N, tout id6al de ZN est un
Z[F]-module localement libre en p[U]. Si > 0, I’/() est cyclique d’ordre
premier p et (1- et)(ZN, Q[F]), est isomorphe h un produit d’anneaux
d’entiers d’extensions cyclotomiques de Q,, donc pour tout id6al 1I de ZN,
stable par (ZN, Q[F], (1 et)l est localement libre en p. Enfin etLt est un
id6al de Nr,() et on applique l’hypoth6se de r6currence.

Par le lemme de Schanuel (voir [6, lemme 1.4]), l’inclusion de la cat6gorie des
-modules de type fini sans torsion dans la cat6gorie de tousles -modules de
type fini donne un isomorphisme des groupes de Grothendieck correspondant.
On identifie ces deux groupes et on pose [M, 1, N] [M/N] dans ,rel( ))"



ANNEAUX D’ENTIERS DANS LE MEME GENRE 175

THEOREME 3.1. Dans ,rel()), on a l’bgalitb suivante"

pour (ZN, Q[r]). (Ici Wztrl(N/K ) 0).

Dbmonstration. D’apr6s les propositions 1.7 et 2.5, on peut supposer que
K Nr. On utilise le diagramme 10 de [8]. I1 suffit de d6montrer que la
relation est vraie dans (ff()). En effet, d’apr6s les propositions 1.3 et 1.7
et le lemme 1.6 d’une part, et la proposition 2.1 d’autre part, la relation est
vraie dans t(Q[F])o apr6s extension des scalaires de Z h Q. I1 reste donc h
d6montrer que la relation est vraie dans ff,rel()) (R) zQ apr6s application de j.
Comme ff,re() est isomorphe h p(z)ff,r(p), on se place dans la
situation locale en utilisant les propositions 1.11 et 2.7. Pour la suite de la
d6montration on garde les mmes notations, N sera donc une extension finie
de Qp et v l’id6al de Zv au-dessus de p. On d6montre le r6sultat par
r6currence sur le nombre t d’idempotents e(v) non triviaux. On a un
isomorphisme entre ,rel(]) et ff,rel((ei+l(N) ei(N))Zp[’]). Sit < 0,
l’extension N de K est mod6r6ment ramifi6e et le r6sultat est bien connu ([3] et
[7]). Si > 0, on pose A Ft(v); c’est au groupe cyclique d’ordre p. On
pose ea ei(iv), wa Pea, Ker wa ( x ZN, wa(x) 0). L’ordre

(1 ea) (1 ea)Zp[r]

est maximal. Les deux suites suivantes de (1 ea)-modules sont exactes et
scind6es"

0 Ker wa ZN/Za
wa
z /pz o,

Comme (1 ea)Zv[F] (R) zptrlZv est isomorphe h Zv/waZv et que

(1 ea)Z Kerwa,

on ale lemme suivant.
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LEMME 3.2. Dans o, rel((1 ea)Zp[F]) on a les bgalitbs suivantes:

[(1 ea)Z[I’] (R)Zptr]ZN, TN/r, (1 ea)Ze[r] (R)zptrlZK[IsK(N,O)]]
[(1 ea)Z,TN/r,(1 ea)Zr[Isr(N, 0)] ]
[ZN/ZaN, TN/r, ZK[Isr(N,O)]/WAZr[IsI,:(N,-Q)]]
+[(1 ea)Torz,r](Zu)

De plus [(1 ea)Torztr(ZN) [//(A, ZN)].

Le throrme 3.1 drcoule alors du lemme suivant.

LEMME 3.3.

Res([ZN/Z, Tu/,Zr[Is(N, )]/waZr[Isg(N, )l])
8(,r[r](N/K))

dans o, rel((1 ea)z[r]).

Dbmonstration. Soit Fp le p-sous-groupe de Sylow de I" et soit F’ le
sous-groupe de F d’ordre premier h p. Comme F F’ F l’algbre

(1 ea)Z.[r]
est isomorphe h

(1 ea)Z.[F, (R)

Par restriction des scalaires de (1 ea)Zp[F] h Zp[1-"] on obtient donc un
homomorphisme, not6 Rest’ de ffo, rel((1 eA)Z[F]) dans ff.,rel(Zp[F’]). En
utilisant le fait que ces deux ordres sont maximaux et les descriptions de [6], on
obtient un diagramme commutatif:

o, rel((1 ea)z tr]) rt 4’ ,; .,re,(Z[F,])

Homr,,,(R,,)/Hom6%(R, U) F Hom%(R(F’),--*)/Homc%(R(F’ U,)

O1 Qpest une cl6ture alg6brique de Q, de groupe de Galois G%; U est le
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groupe des unit6s de l’anneau des entiers de Qp; R(F’) est le groupe des
caract6res de F’; Rest le Z-module libre de base pX oia q parcourt les
caract6res irr6ductibles de F’, X est un caract6re irr6ductible et fid61e de Fp et w
parcourt le groupe de Galois Gal(Qp(x)/Qp). Enfin l’image par F de f est
l’application qui h (p associe

pxW)
w Gal(Q(x)/Q

I1 est alors clair que F est injective.
Posons

X Res([Zu/Zau, Tu/r,Zr[Isr(N, Q)I/wAZIc[Isg(N, Q)I])
8 ([r](N/K)).

Les propositions 1.3 et 2.1, montrent que X ft. rel((1 eA)Zp[F]). Comme
F’ ne contient pas d’automorphisme sauvagement rmifi6 Res’(X) 0 d’apr6s
les r6sultats de Frthlich [3].

PROPOSITION 3.4. Soit 92 un ordre maximal de Z dans Q[F] et Extzr
l’homomorphisme obtenu g partir d’extension des scalaires de Z[I’] t 9)2 de
f., l(z[r]) dans f., rel(); alors

Extrl(rztrl(ZN, Z[IsQ(N, )1) (’r-oirl(N/K))) [Y’I

oit - est un module de torsion qui ne dbpend que du genre de ZN"

Dbmonstration. On reprend les notations utilis6es dans la d6monstration du
th6or6me 3.1. Soit Y. un sous-groupe de F contenant A d’indice p2, (Z
Fi_x()N)); (ea e2)Zp[F] est un ordre maximal de Zp dans (eA e)Qp[F];
(ea e,)zp[r] (R)z,trlZN est isomorphe h ZN/KerWA + ZN et (ea e2)ZN
est isomorphe a ZaN/(ZN). On obtient une suite exacte de (eA- e)Zp[F]-
modules,

0 ---) (x ZN,WA(X ) (ZN)}/KerWA + W/A(ZaN)--’ ZN/KerwA + ZN
wa A , wA(ZN+ ) o

Les classes des deux groupes de torsion

[(x ZN, Wa(X ) ZN)/Kerwa + W/A(ZaN)]
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et

(z)]Z/ZN + WA N

ne drpendent que du genre de ZN.
La drmonstration se fait alors par rrcurrence sur l’ordre de F.

4. Drmonstration du throrrme A

On utilise les notations et hypothrses du throrrme A. Soit

Uz[r](N/Q) rz,tr](ZN, Z[Is(N, O)l) (0IrI(N/Q)) WzrI(N/Q)

THEOREME 4.1. Dans ,rel(Z[1-’]), on a, pour Net N’ appartenant gt 6(F)
tels que Zu et ZN, soient des Z[I’]-modules localement isomorphes, Uztrl(N/Q)

Uztrl(U’/Q).
L’blbment Uztrl(N/Q) ne dbpend donc que du genre de ZN.

Dbmonstration. Soit Xr l’ensemble des sous-groupes cycliques de F. L’ho-
momorphisme de .,rel(Z[I’]) dans axr..,rel(Z[A]) donn6 par la somme
des restrictions de F/ A pour A parcourant Xr est injective. Les propositions
1.5 et 24 permettent de se ramener au cas oh F est cyclique. Par hypothrse
Uztrl(N/Q)- Uztrl(N’/Q) appartient au noyau de l’homomorphisme de,

rel (Z[ l" ]) dans pf.(Zp[F]) qui h [M, a, N], associe ([Np] [Mp])p. Or, la
restriction de l’extension des scalaires de Z[I’] hun ordre maximal 932 de Z
dans Q[F]/ ce noyau est injective. Le throrrme 4.1 est alors une consrquence
de la proposition 3.4.
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