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CONVERGENCE DE CERTAINES SIRIES DE DIRICHLET
A COEFFICIENTS POLYN(MES

Introduction

Les exponentielles-polynbmes apparaissent naturellement d6s que l’on
s’int6resse aux solutions d’un Op6rateur diff6rentiel d’ordre infini, h coefficients
constants" soient h une fonction enti6re dans C n, de type exponentiel nul et
h(D) l’op6rateur diff6rentiel d’ordre infini associ6 (obtenu en substituant
O/Oz zi dans le d6veloppement de h), si -2 est un z6ro de h et

Ivl<m

une distribution, port6e par (- 2 } et annul6e par h (i.e., hT est la distribution
nulle), il est facile de v6rifier que la fonction

Q(z)e-<x’z> <T, e<’z>>
est solution de h(D)u 0, Q(z) 6tant le polyn6me )21,,l<_ma,,z". D’autre part,
selon un th6or6me de Martineau [6], toute solution u holomorphe dans un
ouvert U convexe, de f(D)u 0 est limite de solutions exponentielles-
polyn6mes.
On appelera s6rie d’exponentielles, h coefficients constants toute s6rie

f(z) _, ape-(Xp ’z)

p>_l

O0 (ap)p >_1 est une suite de nombres complexes et (tp)p> est une suite dans
C satisfaisant h

L lim sup
Log p

p-+o IXpl
<+00.

Dans ce travail l’6tude de ces s6ries suit celle faite par Valiron [8], Gallie [4],
Blambert et Berland [2] et Simeon [7] dans le cas d’une variable complexe. On
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donne la forme des domaines maximaux de convergence absolue suivant que L
est nul ou fini.
On appelle s6rie d’exponentielles-polynbmes toute s6rie de la forme

F(z) Y’ Qp(z)e-<Xp ’z)

p>l

oh (?p)p >_ est comme ci-dessus et pour tout p, Qpest un polyn6me de degr6
/p tels que

Usant des propri6t6s de module minimum pour les polyn6mes on associe
canoniquement, h toute s6rie F(z), une s6rie f(z) h coefficients constants dont
le domaine maximal de convergence absolue ne diff6re de l’ensemble de
convergence absolue de F(z) que par un ensemble d’int6rieur vide.

1. Notations

On se place dans C n, n > 2, muni de son pseudo-produit scalaire. Si

Z (Z1,...,Zn), (l,...,n),
(Z, X) ZlX / /Znk n.

On se donne une suite (p)p>_l, p cn; 1 :fi: 0 telle que (IXpl)p>_X soit
strictement croissante tendant vers / et

Log pL limsup < + o.
p--, +o Ipl

On appelle s6rie d’exponentielles de fr6quences (.p)p >_ une s6rie de la forme

f(z) Y’ ape -(xp’z)
pl

ap C; z C n.

Pour tout entier p > 1 et pour tout z C n, on pose

d(p,z)
Loglapexp(- (p, z))[

d,(z) lim inf d ( p, z)
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et, pour tout a R,

D,,o- (z C, d,() >

I1 r6sulte facilement de ces consid6rations que l’application d, est concave,
donc D,, est convexe pour tout r6el a; elle est aussi continue s’il existe un
zo C tel que d,(z0) soit r6el.
On appelle s6rie d’exponentielles-polynbmes de fr6quences (?p)p>_l toute

s6rie de la forme

F(z)-- E Qp(z)

oh, pour tout p, Q? est un polyn6me de degr6/p satisfaisant h

lim

On suppose Qp(O) 4: O, pour tout p (ce n’est pas essentiel, on peut toujours se
ramener h ce cas h l’aide d’une translation de l’origine). On d6signe (suivant
[2]) par:

z(e.) z. (z cn; e.(z)= O}
z= Uz,.

p>l

Z* l’ensemble d6riv6 de Z.

Remarques. (i) Lorsque n > 2, les z6ros d’une fonction enti6re dans C
ne sont pas isol6s et on a

z=NUz,z*.
k p>_k

(ii) Si C"\ Z* 4: , pour tout z C"\ Z*, il existe un entier Pz tel que

(p.z)
LoglQp(z)e-<X,’z>

soit r6el pour tout p > Pz.
On pose, alors, pour tout z dans C"\ Z*

8,(z) liminfS(p; z),
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et pour tout r6el a,

(z c.\ z,. >

2. Ensembles maximaux de convergence absolue

1. Cas des sbries d’exponentielles-polynbmes.

1.1 PROPOSITION.
C\Z,. L’appfication , est Lipschitzienne sur les compacts de

Ceci est bas6 sur l’in6galit6 suivante, dite in6galit6 de Leray [3].

1.2 LEMME. Soient P 0 un polynbme de degrb total tx et Z(P ) l’
de ses zbros. Pour tout z et tout z’ dans C"\ Z(P), on a

ensemble

[P(z’)[-l [P(z)[-l[1 -+-
dz

dz, btant la distance de z’ gt Z(P).

Pour prouver la proposition remarquons que, si z’ est dans un compact K
de Cn\ Z*, il existe e > 0, ind6pendant de z’, tel que d(z’,Zp)> e. Ap-
pliquant le lemme ci-dessus h chaque Qp on obtient, pour z aussi dans K,

Qp(z)
Log

Qp(z)
_< pLogl ) (1)1 + [z z’l ipKlz z’[ K >-

et donc

[Sp(Z’)- 8p(Z)[ < Mlz z’[

pour une constante M convenable.

1.3 THEOREME. Si [3 0 et

Log pL Lim sup
p +o Ipl

est fini, la sbrie F(z)= Ep__lQp(z)e-(xp’z) converge_uniformbment et absolu-
merit sur les compacts de ,. Let diverge dans C’\ (., .o U Z*).
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Observons d’abord que, si pour un a0
,

,o 4: O" pour tout compact K de
*,o et pour tout e > O, il existe une constante/ positive telle que

suplQp(z)e-(Xp,z)[ < t.te-IX,l(’o -)
zEK

En effet, si Up(Z) log[Qp(z)e-(X,"z)[ =-[p[(p,z) les
Up(Z)/[kp[ sont alors des fonctions plurisousharmoniques v6rifiant

limsup= - (z)< -et0
p--. + o [p[ *

fonctions

et l’in6galit6 r6sulte du lemme de Hartogs [5].
Soit alors K un compact non vide de ,,L. Pour tout z dans K on a

6,(z) > L; comme 6, est Lipschitzienne sur les compacts de ,,L (Lemme
1.2) on peut trouver un r6el a > 0 tel que 6,(z) > a > L pour tout z dans K.
Sie est un r6el positif inf6rieur h (a L)/3 on a les inclusions suivantes:

En prenant a0 a e dans la remarque pr6c6dente on a

IQp(z)e-(X,z) < e-lXl(-2) <

ceci assure la convergence absolue et uniforme sur les compacts de ,, . Pour
prouver la seconde assertion du th6oreme on considere un point z0 hors de, ,o u Z*. I1 y a alors un a > 0 tel que ,(z0) < -ct et il existe une suite
d’entiers p,, tels que

Donc,

,3(p,,,Zo) < -a, lim p, +o.

IQp.(zo)exp(-(Xp., Zo))[ exp(-[Xp.l(Pn, ZO) )
> exp,lXpl
>1

et la s6rie F(z) ne converge pas et le th6or6me est prouv6.
Dans le cas particulier oh L 0, la s6rie F(z) converge absolument et

uniform6ment sur les compacts de ,,0 et diverge hors de ,,0, saul,
peut-etre, en les points appartenant h Z*. Dans la suite on notera a
l’ensemble maximal de convergence absolue de la s6rie F(z), cet ensemble
contient ,, L"
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1.4 PROPOSITION. Soit a*--a (’ (Cn Z*), si les frbquences )p
telles qu’il existe C n vkrifiant pour tout p,

sont

1 (A>I)

A ors ’intkrieur (*) de * est non vide chaque fois que ce dernier est non
vide.

Soit zo *, il existe rzo > 0, tel que pour tout p, d(zo, Zp) > rzo. Posons

R(P, Zo, Z )
Qp(z) I-Re(X z-zo>
Qp(zo)

e

On va montrer que R(p, zo, z) est inf6rieur ou 6gal h 1 pour z appartenant h
un voisinage de zo ind6pendant des p assez grands. Soit Czo, A le c6ne

Czo,A (z C"; [z- Zo[ < ARe(z- Zo,

pour tout z dans Czo, A et hors de Z*, on a, par le lemme 1.2,

R(P, Zo, Z) < (l + [z z[ ) ’p

d(Zo, ;) e-Re(XP’Z-Z)

Comme/3 O, pour p assez grand et e < rzo/2A, R(p, zo, z) v6rifie

R(P, Zo, Z ) <_ 1 + ti(-Z-ol Zp )
< h([z zol) Ixpl

exp [z Zo[

off pour x r6el,

et ep est un r6el sup6rieur ou 6gal h

Or h(0)= 1 et h’(x) < 0 si ep < 1/2A donc R(p, zo, z) < 1 pour p grand et
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sous les hypoth6ses zo *, z Czo,A n (C’\ Z*). En d6finitive, on a
montr6 que

(e:)o

ou encore

U
Zo*,
A>I

Czo, n a(Zo, %) c (2.*)

Donc (,)o est non vide si * est non vide. Un cas particulier de cette
situation est lorsque la suite (?p)p _1 est telle que la suite

converge vers h C’, [hi 1.

2. Cas de sbries h coefficients constants; construction de Simeon.

Ce que nous venons de dire h propos des sommes d’exponentielles polyn6mes
se transmet int6gralement aux s6ries d’exponentielles h coefficients constants.
Les quantit6s ,(p,z) sont 6gales aux quantit6s d(p,z) d6finis au 1. Les
ensembles ,,, sont 6gaux aux ouverts D,,, et on a:

2.1 COROLLAIRE. Soit f(z)= Ep=lape
coefficients constants; si

(Xe’z) une srie d’exponentielles h

Log pL lim sup
p--,+o Ipl

est fini, la sbrie f co__nverge absolument et uniformbment sur les compacts de D ,, L
et diverge hors de D, ,o. En particulier, si L O, D, ,o est ouvert maximal de
convergence absolue de f( z ).

Dans [7], Simeon d6termine, dans le cas d’une variable complexe et sous la
condition L < + , les domaines maximaux de convergence absolue de f(z).
Cette m6thode s’6tend au cas de plusieurs variables. On 6nonce, sans d6mon-
strations, les r6sultats qui sont une adaptation facile de [7].

Pour toute partie E de C’, et pour tout z C ", on note

z,E= P N*, d(p,z) l-p[ E
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On ordonne Nz,* e, s’il est non vide, en une suite (np)p _> croissante et on pose

Log p
lim sup

Lz(E ) p---,+ I,pl
si N* est infiniz,E

si N* est infini ou vide,z,E

et

rE(Z) E anpeXp(--(np, Z))
pl

si N* est non vide; fe(z)= 0 sinon.z,E
I1 r6sulte aussit6t de ces formules que Lz(C n) L, pour tout z dans Cn; que

L est croissante en tant qu’application d’ensembles et que si E est l’e-voisinage
de E et si L,,z(E ) lim__,0Lz(E), alors l’application E L,,z(E ) est
croissante h valeurs dans R +t2 { + o } u ( o ).

Si le point h l’infini de C nest not6 o et si z0 C, on pose

On d6finit L({o }) et L,,z(( o }) comme pr6c6demment et on a:

2.2 PROPOSITION. (a)
l’adhb.rence de E, on a

Pour toute partie E de C", non vide, si E est

L,,(E)= L,,z(ff )= limL,,z(E).

Et si E est compact, pour tout z C il existe zl E tel que

(b) Soient Ei, 1 < < k, k parties de C et E kEi, alors pour tout
z dans C",

Lz(E)= sup L,(Eg)
l<i<k

L,,z(E)= sup L,,z(E,)
l<_i<k
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(c) Soient z, z D.,0; zl, z C", zl 4: 0, z 4: z’. Si

z-zf= Re i-l,z- Izal’
on a

Prouvons, h titre d’exemple le point (c). On sait que

d(p,z) d(p,z’) Re Z Z

Tenant compte de l’hypoth6se, on a

z d(p,z’) l-p Zl d(p,z) ]-p

[z z’[ Re
I’pl’ Iz- z’[

Re
z

Zl

Or, pour tout e > 0, on peut trouver e’ dans ]0, inf(e, Iz])[ tel que pour tout p
dans N(z,}

(1) Re
]kpl,iz Z’[ ]-p[ Re

[z[’[z z; - <
Iz-z’l

Sinon, il existe e positif tel que pour tout e’ dans ]0; inf(e, ]Zll)[ il existe n,
dans N(z, }, tel que

(2)

Re IXnel’lz-;I IXn,l Iz[’ Iz z’l
>-

Iz-z’l

Mais n , N* signifie quez,{z},

(3) d(ne’z)lNne Z

Les familles

(d(n e, z))*, et d(ne, z)lxne
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sont alors born6es, il existe une suite (e,)k >_ 0, limk_+ +e, 0 telle que les
deux suites

hn 4 )(d(n4, z)),>__o et d(n4’ z)l’n41
>_0

convergent vers et lO respectivement, 10[ 1 et > 0 puisque d,(z)> 0,
par (3), on a z 10 et zx/lZll 0. On obtient une contradiction en 6crivant
les in6galit6s (2) avec les indices n 4 et en faisant tendre k vers l’infini, d’ofi (1).
Ainsi, pour e’ < e, Nz*,(z1}e C NZ,,(Z}2* et, par suite,

L,,z({Z1}) < L,,z((Z}).
(i) Si L,,z((Zl})>_ 0, on a aussi L,,z({Z{})> 0; comme z

D,,o, on a d,(z’) > 0 et donc z 4= 0. En posant

X= Re ,z-z’

de

est dans

Z
Z

on d6duit

Z Z
--e e2 =1;

par cons6quent"

La sym6trie des r61es de 21 et z donne L,,z,({z}) L,,z({Zl}).
(ii) Si L,,({ Zl}) o on a, n6cessairement, L,,,({ z{}) o; sinon,

L,,z,({z}) > O, alors z{ 4= 0 et par sym6trie L,,z({Zl}) L,,z,({z}) ce qui
est absurde.

2.3 COROLLAIRE. L’application de C" dans R+U{+o} U {-m} qui a Z

associe L,,z(( zl)) (resp. qui & z associe Izl L,,z((Zl)) et semi-continue

supbrieurement ( resp. semi-continue infbrieurement pour z fixb. En consb-
quence, si

Log p
L= limsup < +

p--, + o I,kpl
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il existe Zl C tel que

inf
C

(IZll L,,z((Z1})) --IZOll- L,,z((Z) ).

On pose, pour tout z C,
Pz= inf (]zx] -L,,((zl})}

C

et, pour tout a rbel,

As= (z D.,o, Pz >

La proposition g6n6rale concernant la convergence absolue des sommes d’ex-
ponentielles dans le cas L fini, non n6cessairement nul est"

2.4 PROPOSITION. Si Lest positif et A o est non vide, la sbrie

f(z) Y’ ape
p=l

converge absolument et uniformbment sur les compacts de A o. Elle ne converge
absolument en aucun point de C \ Ao. Ainsi, Ao est l’ouvert maximal de
convergence absolue de la srie f( z ).

3. Ensembles de convergence absolue des s6ries
d’exponentielles-polyn6mes

Dans ce paragraphe, on consid6re des s6ries de la forme

F(z) E Qp(z)
p=l

oh on suppose

Lim
Logp

O, lim
/P 0 et Qp(O) 4: O, /p.

/p d6signant, pour tout p, le degr6 du polyn6me Qp; s’inspirant de [8] et
utilisant la m6thode des boules d’exclusion de [1], on va associer h la s6rie
F(z), une s6rie d’exponentielles, h coefficients constants f(z), dont le domaine
maximal de convergence absolue ne diff6rera de l’ensemble de convergence
absolue de F(z) que par un ensemble d’int6rieur vide.
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3.1 THEOREME. Soit F(z) Ep=lQp(z)e-(xp’z) une sbrie d’exponentielles-
polynbmes oit les frbquences (,e)p et les degrbs lp des polynbmes Qp vbrifient les
conditions ci-dessus. Soient, pour tout p > 1, Ap la hauteur de Qp, a l’ensem-
ble de convergence absolue de F(z ) et Da le domaine maximal de convergence
absolue de f(z) Y’.p=IApe (Xp,Z) alors:

(i) DaCa,
(ii) (\(DaZ*))-0,

(Z* btant l’ensemble dbfini dans le 1; on rappelle que la hauteur d’un
polynbme est le plus grand des modules de ses coefficients).

3.2 LEMME.
A > 1 telle que

Sous les hypothbses du thborbme et s ’il existe une constante

alors D .
Soit, en effet, zo Da" consid6rons comme avant le c6ne

Co,, {z C"; Iz- Zol < ARe(z- Zo, 2))

et un point Zl, arbitraire dans C (mais qui sera fix6 dans la suite). On va
6tudier le rapport

Rp,zo,A(Z, Z1)
IQp(z)e-Re(Xp’z)

Ape- Re (,p, Zl)

Les Ap sont non nuls par d6finition. Pour tout z dans C n,

IQp(z)l <_ ApO(tXp){max(1, Izl)} p,

O(lp) 6tant le nombre de termes dans un polyn6me de degr6 total /p.
plus zest dans Czo,,,

Si de

Rp,zo,A(Z, Zl) < 0(/Xp){1 + Iz0l + ARe(z Zo,)) tp, e -Re(p’z-zl)

On distingue deux cas:
(a) A Re(z zo, ,) < 1 + Iz01. Comme O(txp) < + 1),+ 1, il vient

Rp,zo,/l(Z, Zl) <_ 2{"+2’p-(1 + Izol). e-Re(XP’Z-Zl);
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tenant compte de l’hypoth6se [p/[kp[ --’) 0, p --* + o, on a

Rp,zo,A( Z, Z1) _< e[Xp[-Re(z-z,,Xp).

(b) 1 + [Zo[ _< ARe(z Zo,? ). Par des majorations faciles (z est dans
le c6ne et les p v6rifient la condition du lemme) on a

Rp,zo,A(Z, Z1) <-- (2n+2A’) tp e-Re(zo-zl,Xp),

A’ 6tant une constante ne d6pendant que de A; donc, sie est le mme que dans
le cas pr6c6dent, pour p grand,

Rp,zo,A(z zl) N ee[Xp[-Re(zo-zl’Xp ).

Ce qui donne une majoration analogue au premier cas. Mais, puisque z0
appartient h l’ouvert Da, il y a un rzo > 0 tel que la boule (z C n, [z z01 _<

rzo } soit contenue dans Da; fixons maintenant_ zl par z -rzoX + zo, oh X
est le conjugu6 de X, de sorte que Re,X, X) 1.

Si, dans le cas (a), on prend soin de consid6rer e inf6rieur h

A-1
2A rz’

on aura, successivement,

eiXpl Re(z Z1, )kp) El)kpl Re(z zo, kp) rzoRe(k,

<_ e + rzo [-p] X rzo [Xp[ -Re(z-zo,

Comme Re(z zo, kp) >_ 0 et

e + rz rz0 < e - 2A rz0<0

il vient (dans le cas a)

Rp,zo,,( zz) < 1.

Pour achever la preuve du lemme, on constate que, pour le mme z et le mme
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e que dans le cas (a), on a

Donc, dans le cas (b),_ on a aussi Rp,zo,A(z, z1)_< 1 cela veut dire que si
zo D et z -rzoX + z0, on a, pour tout z dans Czo, A,

IOp(Z)e-(’p’Z)[ < Ape-Re(Xp,Z).

Comme la s6rie de terme g6n6ral Ape -Re(xp’zl) converge, tout le c6ne (ferm6)
Czo, A est contenu dans l’ensemble a en particulier z0 a, ce qui ach6ve la
preuve du lemme.

D6montrons, h pr6sent, la premi6re affirmation du th6or6me. Notons par A
la suite (kp)p >_1 et a(A) l’ensemble des valeurs d’adh6rences de la suite

p>_l

a(A) est compact, contenu dans la sph6re unit6 S 2n-1 de C n. Pour tout A > 1,
il existe k k(A) points de S2n-l, ’1,..., ’k, tels que si

Les V, 1 < < k, recouvrent S2n-1 (donc aussi a(A)). Soient

NI= pN* V’lXpl

N pN* N

chacune des sommes partielles

F/(z) E Qp(z) e-(xp’z)
pN
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v6rifie les conditions du lemme pr6c6dent, il en r6sulte que

IQe(zo)le-R<x,’z>
p----1

est fini, si Zo D.
Reste h prouver que (\ (D, u Z*)) o

donc un zo dans a et un r6el rzo tel que
0. Supposons le contraire, il y a

B( zo, 2rzo) C , n( o u z*) .
Par application des in6galit6s de Cauchy aux fonctions analytiques on peut
trouver R > v/n tel que

[Zo[ < R et M(Qp, R)= sup LoglQp(z)[ > LogAp.
Izl<_R

Comme zo est hors de , la s6rie f(z) Y’.p__tApe-Re(Xp’z> diverge, il existe
par cons6quent, une suite d’entiers (p,), tendant vers l’infini avec n telle que

(1) d(p,,,Zo)<

oh a est un r6el strictement positif. On peut extraire de la suite (p) une
sous-suite qu’on note p(n, J)j>_o telle qu’il existe une suite de r6els (Pj)>_0
avec 0 < O < l/e, satisfaisant en outre h:

(i) la suite

Ip(n, j)

j>_0

converge vers 0,
(ii) Ej >_ oPj < +

On a besoin du lemme suivant.

3.3 LEMME (Avanissian [1]). Soit Q un polynbme dans C ", de degrb total #,
Q(O) 4 0 et WR,2 Z(Q) N B(O, R), Z(Q) btant l’ensemble des zbros de Q.
Soit , 1 < < 2, un rbel tel que la rbunion E des boules fermbes de rayon
p ("- 1)R et centrbes sur W,O ne recouvre pas B(O,R). Pour tout z,
zl <- R et hors de E, on a

M(R,Q) < LoglP(z)l
a):.

oit M(R, Q)= suplzl <_ gLogl Q(z)l et A est une constante positive, ne dbpendant
que de la dimension de l’espace.
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Ceci dit consid6rons, pour chaque j, la racine ) comprise entre 1 et 2 de
l’6quation

pj expl

) tend alors vers 1 sup6rieurement lorsque j tend vers l’infini. Or, il existe J0
tel que

(W’rjR, Qp(n,j) a la mSme signification que dans le lemme 3.3.)
Soit e < a/2 donn6, puisque pj < 1 pour j grand, la premi6re condition

impos6e h la suite (pj)j _> 0 donne, pour j grand,

(2) p’(".,) _< elX(-,)

par le lemme 3.3, on a

Ap(n,j) Pj’("’+) < eM(Q+’("’J)’n)e-’’’("")("+-x)-2" < IQ?(, j)(Zo)l"

Par suite,

-g(x,,(. j,,zo) < iQt,(.,j)(Zo)le-Re<X,.(.,,,zo)oj-.,.(.,,"ap(n,j)e

Comme z0 est dans a, pour j grand, on a,

[Qp(,,,j)(Zo)le-Re(X(",’ ’z) <_ 1.

Donc,

-Re(hp<n,J),zo) . p;lp<n,J).(3) Ap(.,j)e

Par d6finition des quantit6s d(p, z) d6finies au 1, le premier membre de cette
derni6re in6galit6 est e-lX,’(",)ld(P("’J)’z); par (2) et (3),

-[,p(,,,j)ld(p(n, j), Zo) < elikp(,,,j)[,

cela veut dire, compte tenu de 0 < e < a/2, que

d(p(n,j),zo)> 2"

Ceci contredit (1) et ach6ve compl6tement la d6monstration du th6or6me.
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