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MAJOITION HARMONIQUE ET MOUVEMENT BROWNIEN

JEAN BROSSARD ET LUCIEN CHEVALIER

Soit u un entier >2, et soit D un domaine de R. Pour tout x=
(x 1, x2,..., x) R, et tout entier k tel que 0 < k < u, on pose

r,(x) V/Xl2 + +x,, et r(x) r(x) Ixl.

Dans un r6cent travail [8], M. Ess6n a obtenu des conditions n6cessaires et
des conditions suffisantes, portant sur la fonction rl, pour que l’application
rp admette un majorant harmonique dans D, dans les cas off p > 1 et p 1,
eta pos6 quelques questions naturelles relatives au "cas limite" oft p 1.
Nous nous proposons de donner ici, au moyen de m6thodes probabilistes,

une d6monstration plus rapide des r6sultats de [8] (th6ormes 1 et 2), une
r6ponse aux questions pos6es, et un th6orme dans le mme esprit (thorme
5), valable pour tout p > 0. Essentiellement, les outils que nous utiliserons
sont des propri6t6s bien connues du mouvement brownien et des in6galit6s
de la th6orie des martingales; celles qui interviennent dans notre d6monstra-
tion des th6or6mes 1, 2 et 5 sont une caract6risation des classes HP; elles
sont classiques et ont d6j prouv6 leur efficacit6 dans ce contexte (cf. [1], par
exemple). Celles qui sont la base des th6ormes 3 et 4 sont une caract6risa-
tion, plus r6cente, de la classe L log L.
Le plan de l’article est le suivant: dans le 1, nous rappelons deux r6sultats

qui permettent de caract6riser de manire probabiliste l’existence de majo-
rants harmoniques. Dans le 2, nous 6tudions le probl6me (de l’existence
d’un majorant harmonique pour l’application rp) dans le cas off p > 1. Le 3
est consacr6 au cas oa p 1, propos duquel quelques questions 6taient
rest6es ouvertes. Enfin, nous obtenons dans le 4 un r6sultat nouveau de
mme nature, qui s’applique tout exposant p > 0.

Soit

I. Deux lemmes techniques

(n, r, (tt)t>0, (nt)t>_o, (PX)xI’)
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le mouvement brownien standard dans R; pour tout > 0, on posera

B (Bt1, Bt2,..., B’).

Pour tout x R, on notera Ex l’esp6rance math6matique relative la
probabilit6 px. On d6signera par - le temps de sortie du domaine D (pour le
mouvement brownien (nt)) i.e.,

- inf{t > 0; B DC}.

On se donne enfin une suite croissante (Dn) de domaines relativement
compacts dans D, telle que

D=
nN

pour tout n N, on note z le temps de sortie du domaine D. On a ainsi

sup "rn lim ’n"
nN n

Le r6sultat suivant est bien connu (cf. par exemple [6], pp. 141-142, compte
tenu de l’expression probabiliste de la mesure harmonique):

LEMME 1. Soit f: D R une application sous-harmonique, valeurs >_ O.
Les assertions suivantes sont quivalentes:

(i) la fonction f admet un majorant harmonique dans D;
(ii) il existe un point x D tel que

sup EX(f(B))< +;
nN

(iii) pour tout point x D,

sup
nN

Pour tout processus X (Xt) 0, et tout t > 0, on pose

Xt* suplXl.

Le r6sultat suivant est essentiellement connu (cf. Th6orme 2.2 de [1], qui
traite le cas oa k v); nous en donnons une nouvelle d6monstration trs
simple, bas6e sur le calcul stochastique:
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LEMME 2. Soit tr un temps d’arrt relatif la filtration canonique du
mouvement brownien, qu’on suppose major par le temps de sortie de la boule
de centre 0 et de rayon R, oft R est un nombre > 0 arbitraire. Pour tout
x R, tout p > O, et tout entier k tel que 2 < k < v, on a l’ingalitg

(1) Ex(((rk(B))*o,)z’) <_

ot Cp, k est une constante qui ne ddpend que de p et k.

Ddmonstration. On notera Cune constante ne d6pendant que de pet k,
dont la valeur peut changer de place en place. Supposons x non nul, et soit
e ]0, Ixl[, On posera

tr inf{t < tr, rk(Bt) < e}.

Soit p > 0; le processus

Bt ^ r)to

est une martingale born6e par R et valeurs dans l’ensemble E des points
z R tels que rk(z)> e, ensemble dans lequel la fonction (rk)p est de
classe C2 et v6rifie A(rk)p p(k + p 2)(rk)p-2. On peut donc appliquer
la classique "formule de It6" [7, p. 71]; on obtient ainsi, pour tout > 0,

(2) (rk(Bt^o,,))
p pft^(rff-Vr)(B)" dB

"0

+ p(k + p 2) fo;^p_E(B)ds + (rk(X))
p

2 "k

pX-presque sfirement. Comme (rk)P-lVrk est born6 dans E, le"premier
terme du second membre est une martingale de carr6 int6grable, nulle en 0;
on obtient donc, en prenant l’esp6rance des deux membres et en faisant
tendre t vers l’infini,

(3) EX((r(B,,))’) p(k +p- EX( f’r’-jo Z(B) ds) + (rk(X))p.

Posons

A /EX(((rk(B))*)’) et B EX((rk(B,))t’).
En utilisant nouveau l’6galit6 (2), une des in6galit6s de Burkholder-Gundy
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([2]; [7], p. 154) et l’6galit6 (3), on obtient l’estimation

(4) A2 < CEX fo rp-2(Bs) ds +B2.

On observe que

f r2p_2[ , )p/2 tre

Jo k ,Bs) ds < ((rk(B)), r-2(Bs) ds
1/2

et on revient 5 l’in6galit6 (4); en utilisant l’in6galit6 de Schwarz et l’6galit6
(3), on obtient une estimation de la forme A2< CAB + B2, d’o r6sulte
6videmment (puisque A et B sont finis) A < CB. Aprs quoi on fait tendre e
vers 0; on arrive ainsi, en utilisant le th6orme de convergence domin6e, h
l’in6galit6 (1). Comme les constantes Cp, k obtenues sont ind6pendantes de
R, on peut affaiblir l’hypothb,se de bornitude portant sur tr. On pourra voir
[1] pour des r6sultats plus g6n6raux sur ce point pr6cis, dont nous n’aurons
pas besoin ici.

2. Majoration harmonique de rp dans le cas oh p > 1

Cette question est li6e aux relations qui existent entre les espaces com-
mun6ment appel6s Lp et Hp (th6orme de M. Riesz, d6finitions 6quiva-
lentes de Hp, etc.). Du point de vue probabiliste, ce sont des in6galit6s de
Doob et Burkholder-Gundy en th6orie des martingales qui sont en jeu.
L’utilisation de m6thodes probabilistes va nous permettre de donner une
nouvelle d6monstration, simple et rapide, du r6sultat suivant:

THEOREME 1 (M. Essen [8]). Soient vun entier > 1, D un domaine de R
et pun rel > 1. La fonction rp admet un majorant harmonique dans D si et
seulement si la fonction (rl)p en admet un.

Dgmonstration. Nous d6finissons les suites (Dn) et (zn) comme dans le 1.
Supposons que la ’fonction (rl)p admette un majorant harmonique dans D;
comme p > 1, la fonction (rl)p est sous-harmonique, donc le lemme 1
s’applique: il existe donc x D tel que

sup
nN
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Puisque p > 1, l’in6galit6 de Doob ([5]; [7], p. 147)) entrane alors

Donc, grgtce aux in6galit6s de Burkholder-Gundy,

EX(,r/2) < +.

I1 est connu (th6or6me 3.1 de [1]) que cette dernire propri6t6 est 6quiva-
lente l’existence d’un majorant harmonique de la fonction rp dans D; on
peut aussi observer que, en utilisant dans l’autre sens les in6galit6s de
Burkholder-Gundy, on obtient

r. < -I-
nN

pour 1 _< _< v, d’ofi on ddduit aussit6t que

sup

I1 suffit alors d’appliquer le lemme 1 5 la fonction sous-harmonique rp pour
achever la d6monstration.

3. Majoration harmonique de rp dans le cas oh p 1

Dans ce cas, ce sont des relations connues entre les classes de martingales
H et L log L qui vont fournir une d6monstration simple du:

THEOREME 2 (M. Essen [8]). Soient v un entier >_ 2 et D un domaine de
R. On ales proprit& suivantes"

(a) Si la fonction r log + r admet un majorant harmonique dans D, alors la
fonction ren admet un.

(b) Si la fonction r admet un majorant harmonique dans D, et si le plus petit
majorant harmonique d/ de r dans D est tel que /r soit born ?t l’infini, alors
la fonction r log+ r admet un majorant harmonique dans D.

Ddmonstration. Commen2ons par prouver (a); en appliquant le lemme 1 h
la fonction sous-harmonique r log + rl, on obtient l’existence d’un point
x D tel que (avec les notations du 1)

sup EX(IB Ilog+lBX [)< oo

nN
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On en d6duit, grtce au r6sultat classique de J.L. Doob ([15], p. 317; [7],
p. 147) que

Les in6galit6s de Burkholder-Gundy entranent alors la finitude de EX(,rl/2),
et on termine comme pour le th6orb,me 1.

Passons l’assertion (b); de nouveau, le lemme 1 donne l’existence d’un
point x D tel que

sup

Pour tout n N, on utilise alors le lemme 2 avec tr "/’n et k v on en
d6duit

(5) Ex(In* l) < +o.

Fixons n N et posons, pour tout _> 0,

M

Comme # est harmonique, on d6finit ainsi une martingale continue M, qui
est valeurs >_ 0 puisque >_ r1. Dans la suite, on notera C un nombre
ind6pendant de n, dont la valeur peut changer d’une ligne t l’autre. Par
hypoth,se, il existe deux r6els a et b tels que O(x) _< b lxl pour tout x D
tel que Ix _> a; par cons6quent, pour tout >_ 0,

(6) Mt <- sup q( x) + biB, ^ .,,I.
Ixl<a

De (5) et (6) d6coule 6videmment le fait que

_< c.

Mais, M 6tant une martingale continue et > 0, ceci implique, en vertu d’un
th6orme de R.F. Gundy ([9]; [7], p. 149),

EX(M.,, log+ Mrs) _< C.

Afortiori, comme >_ rl,

sup EX([ BI’,, [lg+[ B1
nN

et le lemme 1 permet de conclure.
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La condition de croissance impos6e 0 dans l’assertion (b) du th6orme
pr6c6dent n’est pas n6cessaire pour que la fonction r log + r admette un
majorant harmonique dans D (cf. remarque 1, la fin de ce paragraphe). Par
contre, les th6ormes 3 et 4 qui suivent fournissent une condition n6cessaire
et suffisante pour qu’il en soit ainsi, et g6n6ralisent le th6orme 2.
Le premier de ces r6sultats est une caract6risation probabiliste, qui

complete 6galement le th6or,me 3.1 de [1]:

THEOREME 3. On conserve les notations du 1, et on note L (Lt) o le
temps local en 0 de B 1. Les assertions suivantes sont quivalentes:

(i) la fonction r log+ r admet un majorant harmonique dans D;
(ii) pour tout x D, gx("1/2) < +oo et EX(L, log+ L.) < +oo.

Ddmonstration. En adaptant notre m6thode de d6monstration des
th6ormes pr6c6dents, le lecteur d6duira facilement ce r6sultat de la
caract6risation suivante de la classe L log L probabiliste, 6tablie par les
auteurs dans [3]:

LEMME 3. Soit X une martingale locale continue, et soit L son temps local
en 0; les assertions suivantes sont quivalentes"

(i) X L log L (i.e., suPt>o E(IXtllog+lXt[) < +oo);
(ii) X H (i.e., E(suPtolXtl) < +0% ou E((X,X)1/2) < +0% (X,X)

dsignant la variation quadratique de X), E(lXollog+lXol) < + et
E(Loo log+ Lo) < +o.

On peut voir que le th6orme 3 implique le th6orme 2: compte tenu de
remarques d6jh faites, le seul point non trivial est le fait que la condition de
croissance portant sur le majorant harmonique de r implique la finitude
de EX(L, log+ L,) pour un x D; nous allons en indiquer une d6monstra-
tion. Pour cela, nous introduisons la martingale N d6finie par

Nt=Ex(L/t) pour toutt>0,

off x est un point quelconque de D; nous avons h prouver qu’elle est de
classe L log L ou, ce qui revient au mme puisqu’elle est valeurs > 0,
qu’elle est de classe H (un vertu de lemme 3, ou du r6sultat ant6rieur (cf.
[9]) de R.F. Gundy). Pour 0 < t < z, on crit N L + EX((L Zt)/,tt)
d’ofi, grce h la propri6t6 forte de Markov,

(7)

D’autre part, on sait que, pour tout z D,

,(Z) gz(rl(Bz)) EZ([Blz[)
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et que, pour tout t _< -,

IBll IBI + Y + Lt,

off Y est une martingale (pour toute probabilit6 pz) nulle en 0 (formule de
Tanaka). On a donc, pour tout z D, O(z) IZll / EZ(L), et par consE-
quent

(8) Ez(L.) <_ b(z) pour tout z D.

Donc, si g/(z) <_ b Izl pour tout z D tel que Izl a, off a et b sont deux
reels convenables, on dEduit de (7) et (8) que

N* < L. + bB* + sup O(z),
Izl<_a

et par consequent

EX(N*) < (1 + b)EX(B*) + sup ,p(z) < +,
Izl<a

ce qui prouve que Nest de classe Hx, et achve la demonstration.
Etant donne la nature du problme 6tudi6 ici, il nous semble intEressant

d’avoir un Equivalent potentialiste la condition (ii) du thEorme 3. Pour y
parvenir, nous allons introduire une version appropriEe de la "densit6 de
l’int6grale d’aire" de la fonction harmonique x --, x 1. L’utilisation de cette
fonctionnelle, et la formulation du thEorme qui va suivre, nous ont 6t6
suggErEs par les rEsultats de [4]. NEanmoins, la situation prEsente (Etude
d’une fonction harmonique trs simple, mais dEfinie dans un domaine quel-
conque) et la situation envisagEe dans [4] (Etude d’une fonction harmonique
quelconque, mais dEfinie dans un domaine trs simple) ne sont vraiment
comparables qu’en dimension 2.
Avant d’Enoncer la caractErisation annoncEe, il est nEcessaire d’introduire

quelques notations:
Etant donne un domaine A de R, on note A’ l’ensemble des x A tels

(0, x x). Pour touteque x1=0; pour tout xR, on pose x 2,

fonction convenable u dEfinie dans A, on note

l’intEgrale de u sur A par rapport ? la mesure de Lebesgue v-dimensionnelle
(resp. l’intEgrale de la restriction de u ? At par rapport la mesure de
Lebesgue (v- 1)-dimensionnelle). On dEsigne par OmD la frontire mini-
male de Martin du domaine D 6tudiE. Soit z D, fix6 une lois pour toutes;
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on sait que, pour tout 0 OmD, il existe une unique fonction harmonique
minimale K(., 0)v6rifiant la condition de normalisation K(z, 0)= 1. Pour
tout domaine greenien A de R, on note ,a sa fonction de Green. Enfin, si
D est greenien nous posons, pour tout 0 OmD,

d(0) f z, x]) K( 0)
"D

Remarquons que, si la fonction r admet un majorant harmonique dans D,
alors D est greenien et par cons6quent la fonctionnelle d est bien d6finie.
Nous pouvons alors 6noncer le

THEOREME 4. Soit tx la mesure harmonique associge au point z; alors, avec
les notations prcdentes"

(a) Si la fonction r log + r admet un majorant harmonique dans D, alors la
fonction ren admet un et la fonctionnelle d v&ifie la condition

(L) Dd(0)log+ d(O)tz(dO) <

(b) On suppose de plus que , 2 et que D est simplement connexe; si la
fonction r admet un majorant harmonique dans D, et si la fonctionnelle d
vrifie la condition (L) prcdente, alors la fonction r log+ r admet un
majorant harmonique dans D.

Dmonstration. Preuve de (a). D’aprs le th6orme 3, l’hypoth,se im-
plique que EX(’r1/2) < +o et EX(L log+ L) < +oo. On a d6jt vu que la
premiere de ces propri6t6s 6quivaut l’existence d’un majorant harmonique
pour la fonction r dans D. I1 reste donc d6montrer que la finitude de
EX(L log+ L) implique la condition (L). Pour tout 0 OmD, on note pz, o

la probabilit6 du mouvement brownien issu du point z, conditionn6 par sa
sortie de D au point 0, et Ez’ l’esp6rance math6matique correspondante; ce
mouvement brownien conditionn6 est le h-processus, au sens de Doob,
associ6 la fonction ddfinie par h(x)= K(x, O) pour tout x D; on sait
qu’on a alors, pour tout temps d’arrt tr < ’, et toute variable al6atoire
,-mesurable X (cf. [7], pp. 103-104),

(9) Ez’(X) Ez( K(B’’-O) X =EZ(K(B,,O)X).

Notre principal outil sera:

LEMME 4. Soit u une fonction harmonique dfinie dans le domaine D,
suppos greenien, et soit A (At)0t le temps local en 0 de la martingale
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locale (u(Bt)o< <r; pour tout 0 OmD, on a l’galit

E’(A) fSD(z,x)K(x,O) A[ul(dO).

La d6monstration de ce r6sultat est essentiellement la mme que celle du
lemme 1 de [4]. En prenant pour u l’application x x 1, et en explicitant
Alul dans ce cas, on obtient l’6galit6

(10) EZ’(L,) d(O) pour tout 0 OmD.

On en d6duit, au moyen de l’in6galit6 de Jensen,

d(0)log+ d(O) <_ EZ’(L, log + L,) pour tout 0 OmD,

et par cons6quent

d(0)log + d(O)tx(dO) <_ f EZ’(L, log+ L,)tx(dO).
OmD

La condition (L) r6sultera donc de l’in6galit6 (11) et de l’6galit6

EZ’(L.log+ L)Ix(dO) EZ(L.log+ L.),

que nous allons d6montrer. I1 est clair qu’il suffit de prouver cette 6galit6
avec Zn, o nest un entier assez grand pour que z Dn, la place de "(avec les notations du 1); en utilisant l’6galit6 (9) et le th6orme de Fubini,
on obtient

d’oh le r6sultat puisque, pour tout x D,

K(x,O)tz(dO) 1.
J

Preuve de (b). Nous identifions R2 et C. Puisque la fonction r admet un
majorant harmonique dans D, on a n6cessairement D C. I1 existe donc
une application bijective et holomorphe f du disque unit6 U de C sur D, et
on peut supposer de plus que f(0) z. En vue d’utiliser certains r6sultats de
[4], nous introduisons la densit6 de l’int6grale d’aire "non tangentielle" de la
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fonction Re(f), not6e d < (Re(f)) et d6finie dans OU par

d < (Re(f))(0) froAlRe(f)l(dz),
off F0 d6signe l’enveloppe convexe de l’ensemble {z C; Izl 1/2} u {0},
privEe du point 0. Le th6orme 2 de [4] se transposant sans difficult6 au
disque, on en d6duit que la fonction Re(f) est de classe L log L si (et
seulement si) elle est de classe H (ces deux notions 6tant relatives la
mesure de Lebesgue sur OU), et si de plus

(12) J< (Re(f))(O)log+ d < (Re(f))(O) dO < +o.

On voit, en utilisant les r6sultats de [1], que Re(f) H si et seulement si la
fonction r admet un majorant harmonique dans D, et que Re(f) L log L
si et seulement si la fonction r log / r en admet un. Par cons6quent, il nous
suffit de prouver que la condition (12) implique (L). Posons, pour tout
OOU,

d(Re(f))(O) fJv(O,x)P(x,O) AlRe(f)l(dx),

o P(x,. ) d6signe le noyau de Poisson relatif au point x, pour tout
x U. En utilisant l’expression bien connue de t et de P, on voit
sans difficult6 qu’il existe une constante C > 0 telle que, pour tout x F0,
V(O, x)P(x, O) > C. Par cons6quent, (12) implique

(13) d(Re(f))(O)log+ d(Re(f))(O) dO < +.

Puisque f H1, elle admet en presque tout point 0 0U une limite radiale,
que nous noterons encore f(O). Puisque f est bijective et harmonique on a,
pour tout x U et presque tout 0 3U, v(0, x) ’o(f(0), f(x))
W(z, f(x)), et P(x, O)= K(f(x), f(0)); par cons6quent, pour presque tout
OOU,

d(Re(f))(O) d( f(O)).

Enfin, comme la mesure image par (la limite radiale de) f de la mesure de
Lebesgue normalis6e sur 0U n’est autre que la mesure /x, on voit que (13)
6quivaut t (L), et la d6monstration est achev6e.

I1 est probable que l’assertion (b) du th6orime pr6c6dent est vraie sans les
restrictions que nous avons impos6es la dimension et au domaine D.
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N6anmoins, les m6thodes que nous avons employ6es dans [4] pour prouver la
partie du th6or6me 2 que nous avons utilis6e ici sont bas6es sur des
propri6t6s g6om6triques du demi-espace, qui font d6faut dans un domaine
quelconque.
M. Ess6n pose dans [8] la question de l’existence d’un domaine D dans

lequel la fonction r admet un majorant harmonique et la fonction r log / r
n’en admet pas; nous nous proposons de construire un tel domaine. Ce
domaine D est construit dans R2, mais si l’on considre l’ouvert D=
D R-2, il r6pond nos exigences dans R" en effet, r2 admet un majorant
harmonique dans D donc, d’aprs notre th6orme 5 (4), r en admet un
aussi; d’autre part il est clair, grace ?i nos arguments probabilistes, que
r log + r ne peut pas admettre de majorant harmonique dans D sans en
admettre un dans D. Passons donc h la construction de D. Soit a > 0, et soit

Pa l’ensemble des points z x + iy C tels que y > a; nous posons, pour
tout z Pa,

f(z)
(log(-iz)) 2’

o?a la d6termination du logarithme est choisie de fajon ? ce que log z soit
r6el pour tout r6el z > 0. Nous allons montrer que le domaine D f(Pa)
r6pond la question, au moins si a est assez grand.
La premiere 6tape de la d6monstration consiste observer que, au moins

si a est assez grand, la fonction f est univalente dans Pa" En effet, soient z
et z2 deux points de Pa; comme f est holomorphe,

f(z1) f(z2) (z -z2)folft(tz2 + (1 -t)z1)dt.

En calculant if(z), on constate ais6ment que Re f’(z) > 0 db.s que Izl est
assez grand, d’ofi notre assertion.
En transposant au demi-espace Pa le th6or6me 4.1 de [1] (ce qui est

imm6diat), on voit que, pour montrer que la fonction r admet un majorant
harmonique dans D f(Pa) (ce qui 6quivaut, par exemple, ?i la finitude de
E(O’a+ 1)(.1-1/2)), il est 6quivalent de montrer que la fonction f appartient la
classe de Hardy H correspondant au demi-espace Pa, dont on munit la
frontib.re de la mesure harmonique du point (0, a + 1) (par exemple); puisque
f est holomorphe, il revient donc au m.me de prouver que

1fRl+02 O+ia

(log( a iO ) ) 2
dO <

ce qui est clair.
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I1 reste voir que la fonction r log+ r (i.e., avec.les notations pr6sentes,
l’application z Re(z)llog+ Re(z)[) n’admet pas de majorant har-
monique dans D. Mais on sait que l’application z Im(z)llog/ Im(z)l en
admet un, puisque r en admet un et que Im(z)>0 pour tout zD
(cons6quence de l’un quelconque des th6ormes 2, 3 ou 4). Par cons6quent, il
est 6quivalent de prouver que l’application z [zllog+ Izl n’admet pas de
majorant harmonique dans D. En utilisant le th6or6me 4.2 de [1], on se
rambne montrer que la fonction f n’appartient pas la classe L log L
associ6e au demi-espace Pa, muni de la mme mesure que pr6c6demment, ou
encore que

1 0 + ia 0 + ia

1 + b2 (log(a-i0))2
log+

(log(a-i0))2
dO= +

ce qui ne fait aucun doute.
Apropos de l’assertion (b) du th6orbme 2, M. Ess6n demande dans [8] si la

condition de croissance impos6e au majorant harmonique de r est la
"bonne" condition; nous faisons ce sujet les remarques suivantes:

Remarque 1. Cette condition n’est pas optimale, au sens qu’il existe un
domaine D de R2 dans lequel la fonction r log / r admet un majorant
harmonique, sans que la condition de croissance (z) O(Izl) soit satis-
faite.

Remarque 2. Le d6monstration du fait que le th6orme 3 implique le
th6orme 2 nous conduit penser que la condition de croissance g/(z)=
O(Izl) est optimale, parmi toutes les conditions de croissance possibles. Nous
notons que, pour tout a > 1, la condition plus faible (z) O(Izl(loglzl))
est insuffisante. Pour d6montrer les assertions pr6c6dentes, nous consid6rons
de nouveau le domaine D =f(Pa), oa f(z)= z/(log(-iz)), avec a > 1.
Cette fonction est holomorphe et univalente dans Pa si a est choisi assez
grand (l’argument donn6 pr6c6demment dans le cas oh a 2 est encore
valable). Nous allons 6tablir l’assertion suivante.

(14)

(14 i)
(14 ii)

Pour tout a > 1, le plus petit majorant harmonique de rl dans
D v6rifie les conditions suivantes:
O(z)--O(Izl(loglzl)) quand z tend vers l’infini dans D;
I1 existe une constante C > 0 telle que O(z) > Clzlloglzl quand z
tend vers l’infini sur l’axe imaginaire.

I1 est facile de d6duire de (14) les assertions contenues dans les remarques
pr6c6dentes:

--Prenons a 3; la fonction f est alors de classe L log L (au mme sens
que pr6c6demment); on en d6duit facilement, en utilisant le lemme 1,
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l’harmonicit6 et la bijectivit6 de f, que la fonction r log+ r (et, fortiori, la
fonction r log + r1) admet un majorant harmonique dans D. N6anmoins,
(14 ii) montre que la condition de croissance $(z)= O(Izl) n’est pas satis-
faite; ceci justifie la remarque 1.
--Dans le cas o 1 < a < 2, la mme 6tude que celle effectue pr6c-

demment montre que la fonction r log + r n’admet pas de majorant
harmonique dans D; pourtant, on a (14 i). Cette dernire condition de
croissance est donc insuffisante si a > 1, comme annonc6 dans la re-
marque 2.

I1 reste donc prouver l’assertion (14). Tout d’abord on observe que,
comme Re(z) > 0 pour tout z D, on peut remplacer dans cette assertion
la fonction par le plus petit majorant harmonique q de r. Pour 6tudier le
comportement l’infini de cette fonction q, nous commencerons par 6tudier
celui du plus petit majorant harmonique p de Ill dans Pa" I1 a pour
expression

1 frt y-a I0 +ial dO/9(Z) "" ( X 0) 2 + ( y a) 2 Ilog(a iO)l

pour tout z x + iy Pa" En utilisant des estimations 616mentaires, on voit
ais6ment que/9(z) a mme comportement l’infini que

y a 101 dO.
01>2(X 0)2 + (y a) 2 (logl01)

Nous nous bornerons 6tudier l’int6grale

y-a 0

(x 0)2 + (y a)2 (log 0)
dO,

l’autre partie se traitant de manire analogue. Posons 0- 0-1 -" 0-2, O1

0-1( Z ) f2 y a 0
dO.

o_<21xl (x 0/2 + (y a) 2 (log 01

I1 est clair que, pour tout z Pa,

21xl f2 y a

)2
dO <(15) 0-1(z)

(lg2) o21xl(x 0) 2 -- (y a

rlxl
(log 2)
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et

(16) (o)
2

<_ ( y a) f x o> max(2, 2Ix[)

+ dO
< 4(y a)

0(log 0) ’"

dO

0(log 0)

De (15) et (16) r6sulte 6videmment l’estimation annonc6e. Par cons6quent, il
existe un nombre C > 0 tel que, pour tout z P de module assez grand,
p(z) < Clzl. En effectuant le changement de variable d6fini par f, on en
d6duit facilement l’assertion (14 i) avec q ? la place de q, done l’assertion
(14 i) elle-mme. Enfin, pour obtenir (14 ii), on commence par minorer, pour
]zl grand, p(z) par co-(z), off c est une constante convenable; aprs quoi on
observe que, pour tout y > max(2, 2a), on a

fy+ 0 2 dO
o’(O,y) >

02 + y2 0(log 0)

fy+ dO

0(log 0) 4(a 1)(log y)a-l"

Comme pr6c6demment, il suffit alors d’effectuer le changement de variable
d6fini par f pour obtenir (14 ii).

4. Majoration harmonique de rp dans le cas oh 0 < p < 1

Les id6es utilis6es pour d6montrer le th6orme 1 vont nous permettre
d’6tablir un r6sultat nouveau, qui complete les r6sultats pr6c6dents:

THEOREME 5. Soient vun entier >_ 2, D un domaine de R et p un
rdel > O. La fonction rv admet un majorant harmonique dans D si et seulement
si la fonction (rE)p en admet un.

Dmonstration. Nous d6finissons les suites (D,,) et (Zn) comme dans le 1.
Supposons que la fonction (r2)p admette un majorant harmonique dans D;
comme p > 0, la fonction (r2)p est sous-harmonique, donc le lemme 1
s’applique; par cons6quent, il existe x D tel que

nN

Appliquons alors, pour tout n N, le lemme 2 avec k 2 et r ’n; on
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obtient

EX((BI*)) < EX((((r2(B))*)p) SnU EX((((r2(B))*)p) < +o.

En appliquant ensuite les in6galit6s de Burkholder-Gundy, on en d6duit,
comme dans la d6monstration du th6orme 1, que EX(rp/2) < +, puis que
r admet un majorant harmonique dans D.
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