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INIGALITI DE LOJASIEWICZ EN GIOMTRIE
PFAFFIENNE

JEAN=MARIE LION

ABSTRACT. We give a Lojasiewicz inequality for the o-minimal structure generate by Rolle leaves over
the globally subanalytic sets. We obtain uniform estimates in the iterated exponentials scale.

Dans la suite, les espaces Rn sont munis de leurs structures euclidiennes canon-
l’injection canonique de Rn dans Rmiques. Sin m Netn < m, on notetm,n

et Zrm,n la projection canonique de Rm sur Rn. Si N N, on d6signe par exPN
la N-ime it6r6e de l’exponentielle. Si A C Rn, Aet int(A) sont l’adh6rence
et l’int6deur de A. On note d(x, A) la distance de x i Aet si e > 0 on pose
Tub(A, e) {x Rn d(x, A) < e}. Un bor61ien de Rnest dit n6gligeable s’il
est de mesure de Lebesgue nulle. Enfin, le barbarisme "i l’infini" est synonyme de
l’expression "au voisinage de +oo".

Introduction

Les feuilles de Rolle consid6r6es par [MR] t la suite de [Kh] sont des feuilles
particulires de feuilletages analytiques r6els de codimension un d’ouverts semi-
analytiques de Rn. Entre autre, toute courbe transverse au feuilletage associ6 i une
feuille de Rolle rencontre cette dernire en un point au plus. I1 en r6sulte une remar-
quable propri6t6 de finitude: les ensembles pfaffiens qui sont les intersections d’un
nombre fini de feuilles de Rolle relativement compactes (associ6es i des feuilletages
diff6rents) possdent un nombre fini de composantes connexes [MR]. I1 est montr6
dans [LR1 que les feuilles de Rolle relativement compactes sont des 616ments d’une
structure o-minimale [Dr1], la famille T des Too-pfaffiens. Ceci implique que ces
sous-ensembles v6rifient une in6galit6 de Lojasiewicz [Drl]. L’ objet de ce travail est
de montrer le th6orme suivant qui la pr6cise.

THIORME 1.
tel que

Soit Aet B deux Too-pfaffiens compacts de Rn. II existe N N

1/exPN(1/d(x, A N B)) < d(x, B) si x A \ B.

Cet 6nonc6 est optimal car l’ensemble {(x, 1/exPN(1/x)) x ]0, 1]} est un To,
pfaffien. I1 g6n6ralise des in6galit6s obtenues par [Dr2], [Loi], [Ro], [To] et [Grl,2].
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Lapremiere partie estunebrve introduction aux structures et families o-minimales
dans laquelle nous rappelons les in6galit6s de Lojasiewicz classiques (i.e., pour les
sous-analytiques). A la fin de cette partie nous 6nonons un lemme qui fait le lien entre
les corps de Hardy et les families o-minimales qui contiennent les sous-analytiques
globaux. Une d6finition des Too-pfaffiens est donn6e dans la deuxime partie. Nous
montrons que les Too-pfaffiens ainsi d6finis co’fncident avec ceux de [LR1]. Nous
donnons aussi un 6nonc6 "uniforme" des principaux r6sultats de ce pr6c6dent tra-
vail (Th6orme 2). Nous en d6duisons des propri6t6s de finitude uniforme pour les
exposants de Lojasiewicz associ6s i des sous-ensembles pfaffiens (ceux-ci sont lo-
calement sous-analytiques au voisinage de chacun de leurs points). La dernire partie
est consacre t la preuve du th6orme 1. Les deux outils principaux auront 6t6 in-
troduits au paravant (lemmes 1 et 3). Ils permettent de se ramener une situation
d6crite dans [Ro]. Nous concluons en donnant une version "uniforme" du th6orme 1
(th6orme 3).

L’ auteur remercie Lou van den Dries pour ses encouragements lors de la r6alisation
de ce travail et I’UIUC pour son accueil. I1 remercie aussi Patrick Speissegger qui lui
a permis de mettre au point une preuve exacte du th6orme principal.

I. Families et structures o-minimales

On appelle famille o-minimale une famille ,4 de sous-ensembles des espaces Rn

qui v6rifie les trois propd6t6s suivantes:
(i) La famille .A est stable par produit, projection, intersection, r6union et diff6rence.
(ii) Les semi-alg6briques born6s sont des 616ments de ,4.
(iii) Tout 616ment de A a un nombre fini de composantes connexes.

Les 616ments de ,4 sont appel6s A-sous-ensembles. Une application d’un sous-
ensemble de Rnet i valeurs dans Rm est une .A-application si son graphe est un
.A-sous-ensemble de Rn+m

Remarquons que si ,4 est une famille o-minimale, la famille .A suivante en est

6galement une: un sous-ensemble A de Rn est un 616ment de ,4 si et seulement s’il
existe deux .A-sous-ensembles Bet C de la boule unit6 de Rn tels que A B t3 {x
Ilxll > 1 etx/llxll 2 C}.

Le th6orme de Tarski-Seidenberg donne un sens i cette d6finition. Les semi-
alg6bdques forment une famille o-minimale. Voici trois autres exemples "classiques"
de telles families. La famille ,S des sous-analytiques born6s (les projet6s des semi-
analytiques born6s) est une famille o-minimale [Gal]. Les 616ments de la famille
o-minimale ,5 associ6e sont habituellement appel6s sous-analytiques globaux. Le
graphe {(x, expx) x R} appartient i une famille o-minimale [Wi]. I1 ap-
partient aussi i une famille o-minimale qui contient les sous-analytiqu_es globaux
[DMM]. Ces families o-minimales sont des sous-familles de la famille ’1* des To,

pfaffiens globaux pour lesquelles les conclusions du th6orime 1 sont d6ji connues
[DMM].
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Ces quatres exemples sont des exemples de families o-minimales ,4 dont les
616ments admettent des stratifications de Whitney par des sous-vari6t6s analytiques
appartenant i ,4. C’est encore vrai pour les T-pfaffiens globaux [LS]. Pour l’instant,
on ne connait pas de famille o-minimale qui ne v6rifie pas cette affirmation.

La d6finition de famille o-minimale qui pr6c6de n’est pas 6quivalente celle de
structure o-minimale de [Drl ]. En particulier il faut remplacer l’hypothse de stabilit6
par diff6rence par celle de stabilit6 par passge au compl6mentaire. Cependant, si A
est une famille o-minimale selon notre point de vue, alors la famille ,4 associ6e est
une structure o-minimale selon [Drl]. De plus, une structure o-minimale suivant
[Drl qui contient les semi-alg6briques est une famille o-minimale. C’est pourquoi,
i l’exception de la stabilit6 par passage au compl6mentaire, les propri6t6s g6n6rales
des structures o-minimales selon [Drl restent vraies pour les families o-minimales.
Voici les plus classiques.

THIORME [Dr1], [DM]. Si ,4 est unefamille o-minimale alors:
(1) Soit A C Rn+m un dIdment de ,4. Il existe N E N qui majore uniformdment

le nombre de composantes connexes des sous-ensembles {y E Rm (x, y) A},
x Rn De plus ces composantes connexes appartiennent & ,4.

(2) Soient A1, Aq C Rn appartenant ?t .4 et soit k N. Le sous-ensemble
A t.J.., t3 Aq admet une stratification de Whitney en sous-varidtds de classe Ck qui
appartiennent dt ft. Chaque Ai est la rdunion de certaines strates.

(3) Soient A et B deux compacts de Rn appartenant ?t Jr. Il vdrifient des indgalitds
de Lojasiewicz: il existe > 0 et f: ]0, r/[-+]0, 1] une )t-fonction telle que

(L) f(d(x, A fq B)) < d(x, B) si x A \ B et d(x, A tq B) < o.

La difficult6 du th6orme r6side dans les deux premieres propri6t6s. Pour montrer
la propri6t6 (3) il suffit de remarquer que la fonction g d6finie par

g(t)=inf{ul3xEA\B,d(x, ANB)=t,d(x,B)=u}t3{1} si >0

est une ,4-fonction strictement positive. On 1’ appellefonction de Lojasiewicz associde
?t A et B. On retrouve les in6galit6s de Lojasiewicz classiques de la g6om6tde
analytique [Lo] i partir de la propd6t6 (3). I1 suffit d’utiliser la repr6sentation de
Puiseux des germes i l’origine des fonctions sous-analytiques globales d’une variable
[Lo]. On obtient: si A et B sont deux sous-analytiques de Rn et si a est un point de
l’intersection A N B, alors la limite

lim (inf({logd(x, A B)/logd(x, B) x A \ B, IIx all < e} t3 {1}))
--0

est un rationnel rA.B (a) appartenant i l’intervalle ]0, 1 et appel6 exposant de Lojasie-
wicz. Nous reviendrons sur ces exposants dans la deuxime partie.
Un corps de Hardy est un ensemble K de germes en +oo de fonctions r6elles et

d6rivables qui est stable par d6rivation et qui forme un corps ordonn6 pour l’addition
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et la multiplication [Ro]. Un 616ment de K admet en +oo une limite dans R tO
{-oo, +oo}. D’aprs [Ro], deux 616ments f et g de K qui tendent vers +oo t l’infini
sont dits comparables si et seulement s’il existe r, s des rationnels strictement positifs
tels que fr < g < fs l’infini. Etre comparables est une relation d’6quivalence. Le
nombre de classe de comparabilit6 dans le corps de Hardy K s’appelle le rang de K.
L’ensemble des germes en +o des fonctions r6elles dont les graphes appartiennent
une famille o-minimale donn6e est un exemple de corps de Hardy.
Consid6rons maintenant une famille o-minimale A qui contient la famille ,.q des

sous-analytiques globaux. Si T f(T) Rm est une .A-fonction d6finie l’infini
et si A est un sous-analytique global de Rm, il existe K > 0 tel que f(]K,
est contenu dans A ou disjoint de A. Grace h cette remarque, le lemme suivant est
un corollaire imm6diat du th6orme de pr6paration des fonctions sous-analytiques
globales de [Pa] et [LR2]. C’est une variante du corollaire 3.7 de [DMM] qui ramne
le th6orme 1 aux r6sultats de [Ro].

LEMME 1. Soit Jt unefamille o-minimale qui contient les sous-analytiques glo-
baux et soient gl,..., gm des A-fonctions dfinies gz l’infini. On suppose que les
limites de ces fonctions l’infini sont toutes nulles. II existe des fonctions sous-
analytiques globales tl =- 0 et ti(xl xi-1), 2, m vrifiant les conclu-
sions suivantes.

Pour chaque 2, m, la limite ?t l’infini de oti(gl gi-1)/gi est 1 ou la

fonction ol est identiquement nulle.
Si O: Rm --+ R est une fonction sous-analytique globale, et si la fonction

f 0 (g,..., gm) n’est pas identiquement nulle gt l’infini il existe r rm Q
et A vk 0 tels que la limite lim+oo f(T)G (T)r Gm(T)rm existe et soit ggale ?t A
avec Gi [oti(gl gi-1) gi[ pour 1 m.

Preuve. On prouve ce lemme en faisant une r6currence sur m. Si m I on trouve
l’exposant rl en faisant un d6veloppement de Puiseux de 0 en lim+oo gl R.

Soit m > 1 et supposons le lemme prouv6 jusqu’au rang m 1. Soit 0" Rm

R une fonction sous-analytique globale telle que f O(gl,..., gm) ne soit pas
identiquement nulle l’infini. D’aprs le th6orme de pr6paration des fonctions
sous-analytiques globales de [Pa] et [LR2] il existe r 6 Q et des fonctions sous-
analytiques globales/3, (R)" Rm-1 R tels que

lim f(T)/(13(g, gm-1) gmlr(R)(g gm-1)) 1
+oo

et/3 0 ou lim+oo 3(g gm-l)/gm 1.
Consid6rons le sous-ensemble E de germes de fonctions de la forme G la(g,
gm-1) gm avec ot sous-analytique globale et lim+oo a(g, gm-1)/gm 1.

On discute suivant la nature de E et celle de/3.
Si E est vide on pose Ctm 0 et Gm [gml. La fonction f(T)/Gm(T)rest

6quivalente l’infini (R)(gl, gm-1). On conclut avec l’hypothse de r6currence.



INIGALITI DE LOJASIEWICZ PFAFFIENNE 893

On suppose maintenant E non vide.
Si E admet~ un 616ment G [&(gl gm-1) gm[ tel que p_our tout G dans E

le quotient G/G est born6/t l’infini on pose Ctm t et Gm G. Si/ -= 0 alors
f est 6quivalent/ l’infini/ Icmlr(R)(gl gm-1). On conclut avec l’hypothse de
r6currence. Sinon C lim+o Gm/l(gl gm-1) gml appartient h R. Si C 0
alors f est 6quivalent/ l’infini/ Ifl(g gm-1) Ctm(gl, gm-)lr(R)(gl,...,
gm-1). Si C 0 alors crf/Gm(T)rest 6quivalent/ l’infini/ (R)(g gm-1). On
conclut chaque fois avec l’hypothse de r6currence.

Enfin, si E est non vide et pour tout ( E il existe G E tel que lim+ (/G
+oo alors gm et tous les germes de E sont 6quivalents h l’infini/ des fonctions de
la forme a(g gm-1) et on pose 0m 0 et rm 0. On conclut encore avec
l’hypothse de r6currence.

Remarque. D’aprs la version alg6brique du th6orme de pr6paration [LR3] la
conclusion du lemme est vrai pour toute famille o-minimale si 0 est semi-alg6brique.

Le corollaire suivant se d6duit imm6diatement du lemme 1 et de [Ro].

COROLLAIRE 1. Soit jt et g gm comme dans le lemme 1. Si l’ensemble K
des germes de fonctions de la forme O(gl gm) avec 0 sous-analytique globale
est un corps de Hardy alors il est de rang au plus m.

II. Feuilles de Rolle et T-pfaffiens

Un couple de Pfaffde Rn est la donn6e (M, co) d’un ouvert sous-analytique born6
M C Rn et d’une 1-forme diff6rentielle analytique co aldXl +... + andxn d6finie
sur M,/ coefficients analytiques et sous-analytiques bom6s, int6grable et sans sin-
gularit6 dans M (six M, co A dco(x) 0 et co(x) 0). La forme co d6finit donc
un feuilletage analytique de codimension 1 de M not6 ’(M, co). Si de plus M est
semi-analytique et co admet une extension analytique au voisinage de M le couple de
Pfaff est dit ancien.
Un sous-ensemble V de Rn est appel6feuille de Rolle s’il existe un couple de Pfaff

(M, co) tel que V soit une feuille de .T’(M, co) qui ne rencontre aucun lacet , de classe
C inclus dans M et transverse/t .T’(M, co).
Un T-systkme 7-l ((Mi, coi)i<q, X) de Rm est la donn6e d’une famille finie

de couples de Pfaff (Mi, coi) de Rmet d’un sous-analytique X inclus dans les Mi. I1
est dit ancien si les couples (Mi, coi) sont anciens et si X est semi-analytique. Un
pfaffien associ6 h 7-/est un sous-ensemble de Rm de la forme X tq (Ni Vi) ofa les V/
sont des feuilles de Rolle associ6es aux couples de Pfaff (Mi, col). Soit n < m. Un
T-pfaffien de Rn associ6 h 7-/est un sous-ensemble A de Rn de la forme suivante.
I1 existe une famille (Wk,j)k,jerq de pfaffiens compacts associ6s/t 7-/tels que:
(i) A j fix6, la suite de (Wk,j)krq converge vers un compact Aj.



894 JEAN-MARIE LION

(ii) Les Aj forment une suite croissante de compacts de Rn x {0} de r6union tm,n(A).
Pour d6finir un ancien Too-pfaffien de Rn on suppose que 7-( est un ancien To_

systme et on remplace la condition ii par:
(ii’) Les Zrm,n (Aj) forment une suite croissante de compacts de Rn de r6union A.
On note T la famille des Too-pfaffiens. Les 616ments de ’1 sont appel6s To,

pfaffiens globaux.
Ces d6finitions appellent un commentaire. Les anciens couples de Pfaff, les anciens

Too-systmes et les anciens Too-pfaffiens sont ceux consid6r6s par [LR1]. La propo-
sition suivante montre que les Too-pfaffiens et les anciens Too-pfaffiens coincident.

PROPOSITION 1. Si 7-[ est un Too-systkrne, il existe un ancien Too-systme 7-[’ tel
que tout Too-pfaffien associd ?t 7-[ est aussi un ancien Too-pfaffien associd ?t 7-[’. La
rdciproque est aussi vraie.

Preuve. Elle reprend et pr6cise des arguments de [CLM]. Nous allons montrer:
(,) Le th6orme de finitude uniforme [MR] est vrai pour les Too-systmes.
(**) Soit (M, w) un couple de Pfaff de Rnet X C M un sous-analytique. I1 existe
des sous-analytiques lisses X1 Xs inclus dans Met tangents i la distribution

d’hyperplans ker COlM,
des anciens couples de Pfaff (M1, ool) (Ma, ooa) de Rn Rha,
des applications G i valeurs dans R" et analytiques au voisinage des Mi

tels que
X \ (X1 t.J.., t.J Xs) GI(M1) U... t2 Ga(Ma),
OOilM, (GilM,)* (O)) si 1, d.

(, ,) Soit n < rn et 7-/ ((Mi, fOi)i<q, X) un Too-systme de Rm. I1 existe un
Too-systme 7-/’ de Rm+l v6rifiant les propri6t6s suivantes. Si (Wk,j)k,jN sont des
pfaffiens compacts associ6s i 7-/tels que
h j fix6, (Zrm.n(Wk.j))tN converge vers un compact Aj,
les ensembles Aj forment une suite croissante de r6union A,

alors A est un Too-pfaffien associ6 t 7-(’ et les ensembles

i,j() {(X, y, t) Rn x Rm-n x R e, (x y/t) Wi,j}, e ]0, 1[

sont des pfaffiens compacts associ6s i ’.
Ces affirmations prouvent la proposition. En effet, les affirmations (,) et (**)

garantissent qu’une feuille de Rolle V associ6e i un couple de Pfaff (M, w) et si
X C M est un sous-analytique alors X N V est l’image par des projections d’un
nombre fini de feuilles de Rolle asoci6es i des couples de Pfaff anciens ne d6pendant
que de (M, w) et de X. I1 en r6sulte que si 7-/est un Too-systme il existe un ancien
Too-systme 7-/’ tel que tout Too-pfaffien associ6 i 7-( est aussi un ancien Too-pfaffien
associ6 i 7-/’. L’affirmation (, ,) assure alors la r6ciproque.

L’affirmation (,) est prouv6e dans [Sp]. Le lecteur peut la retrouver en adaptant
les preuves de [MR] ou [LR1]. I1 suffit d’utiliser les propri6t6s suivantes des sous-
analytiques [DS]. Ils sont stratifiables en sous-vari6t6s analytiques et sous-analytiques
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et si X une sous-vari6t6 analytique de Rn qui est aussi un sous-analytique born6 alors
son espace tangent est un sous-analytique global. De plus, la restriction 8 t X de
la fonction d(., X \ X) est sous-analytique, elle est analytique en dehors d’un sous-
analytique X’ de dimension strictement plus petite que dim(X) et la diff6rentielle de
8x\x, est sous-analytique globale.

Prouvons l’affirmation (**). On note le graphe de la restriction h X de l’ap-
plication (al an) ot to aldXl + + andxn. C’est un sous-analytique born6
de dimension n de R2n. I1 existe rn > 2n et un semi-analytique born6 2’ C Rm de
dimension n tel que f2 rCm,2n (f2’). On applique le th6orme d’uniformisation
(voir [Hi], [AHV] et [DD]). I1 existed Net pour d il existe ni < n
et une application analytique gi d6finie au voisinage de la fermeture Ni d’un ouvert
semi-analytique born6 Ni R"" et h valeurs dans Rm tels que f2 soit la r6union des
sous-analytiques gl (N1), ga(Na). Si 1 d on pose Gi 7l’m,n 0 gi. La
1-forme (GilN)*(og) admet un prolongement analytique oi au voisinage de Ni. On
pose Mi {x . Nilogi(x) # 0} et Yi Gi(Ni \ Mi). Les donn6es (Mi, oi), Gi
associ6es i une stratification de la r6union des Yi v6rifient les conclusions de (**).

L’affirmation (. .) r6sulte d’un simple calcul.

Les d6monstrations de [LR1] permettent d’obtenir des conclusions 16grement
plus fortes que celles 6nonc6es dans ce pr6c6dent travail. Plus pr6cis6ment elles
prouvent le th6orme "uniforme" suivant.

THIORME 2 (version "uniforme" de [LR1 ]). Les T-pfaffiens foment une fa-
mille o-minimale qui contient les sous-analytiques bornds et lesfeuilles de Rolle. Si
n N, les T-pfaffiens de Rn sont des bordliens. De plus si 7-(1, 2 et 7(’ sont trois
T-systkmes, il existe un T-systkme 1C, d N et K > 0 vdrifiant les propridtds
suivantes:

(i) Tout T-pfaffien associd ?t IC a au plus d composantes connexes.
Soient A1 cRn, A2 cRn, et A’ cRn’ des T-pfaffiens assocMs ?t 1, 7-[2, et 7-[’.

(ii) II existe un T-pfaffien ndgligeable B C Rn associd ?t 1C tel que A \ int(A 1) C
B et le volume du tube Tub(B, e) est infdrieur ?t Ke sie < 1.

(iii) Les ensembles A1, A--, 7rn,n-l(A1), ({x} x[0, 1]) fq Al,X Rn-l, A1 x A’,
A q A2, et A A2 sont des T-pfaffiens associds dt 1.
(iv) Les ensembles A1 \ A2 et les composantes connexes de A1 sont des T-pfaffiens
associds

Nous allons donner au lecteur des indications pour qu’il puisse d6duire cet 6nonc6
de [LR1]. Si 7-/1 et 7-(2 sont deux T-systmes, il peut rapidement construire un
T-systme 7-/1,2 tel que tout T-pfaffien associ6 i 7-/1 ou 7-/2 est aussi associ6
7-/1,2. On d6duit alors facilement de cette remarque, des propositions 1, 2, 3 de [LR1]
et du th6orme de Sard-Wilkie pfaffien de [LR1 ]:

PROPOSITION 2. II existed’ et 1C’ vdrifiant toutes les conclusions du thdorkrne
exeptd la condition (iv).
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I1 est montr6 dans [LR1] que les composantes connexes d’un T-pfaffien et la
diff6rence de deux T-pfaffiens sont des T-pfaffiens (d6monstration du th6orme 2
de [LR1 ]). Pour gagner le caractre "uniforme" par rapport 7-/1 et 7-/2 de 1’ affirmation
(iv) il suffit de reprendre la d6monstration du th6orme 2 de [LR1] en utilisant la
proposition 2 et le lemme ensembliste-topologique "uniforme" suivant.

LEMME 2. Si n, N (5 N, il existe Met des semi-lindaires Zl ZM tels que
pour tout A C]0, 1 [n et tout C C]0, 1 [n-1 les sous-ensembles suivants de [0, 1]n- et
[0, 1 ]n sont obtenus partir de A, C et des Zk enfaisant au plus M diffdrences dans
[0, 1]n-1 projections canoniques, intersections produits et passage l’adhdrence:
CN+I {c (5]0, 1[-1Card(({x} x [0, 1]) N A) > N + 1},
Co ]0, 1[n-l\zrn,n_l (A),

et si l <_ <_ N,
Ci {c (5 ]0, l[n-l[ Card(({x} x[0, 1])f’)A)=i},
Ai,o Ci X {0},
Ai,j {(c, t)lc Ci, t <... < ti, tj et (c, tl),..., (c, ti) (5 A}, 1 <_ j < i,
Ai,i+l Ci x {1},
Si {c (5 Cil :ij tel que Card(({x} x [0, 1]) Ai,j) >_ 2},
CAi,k {(c,t)lc (5 C, :is < < u, (x,s) (5 Ai,k, (x,u) (5 Ai,k+l},O <k < i.

Ce lemme est t la base des d6compositions cellulaires: si C est une composante
connexe de Ci \ Si alors les (C x [0, ]) Ai,j et les CAi,k sont connexes. On trouve
des 6nonc6s 6quivalents dans [Lo], [Drl], [BCR], [Gal,2] par exemple.

Soient 7-/1 et 7-/2 deux T-systmes deRm. Si W1 et W2 sont deux pfaffiens associ6s
t 7-/1 et 7-/2 alors W1 et W2 sont localement sous-analytiques au voisinage de chaque
point a de l’intersection W1 W2. En un tel point W1 et W2 satisfont les in6galit6s
de Lojasiewicz classiques. L’exposant de Lojasiewicz rw,w2 (a) est bien d6fini et
c’est un rationnel appartenant l’intervalle ]0, 1 ]. Or le graphe Rwt, w2 de la fonction
a (5 W1 tq W2 I- rw,w_ (a) est un T-pfaffien. Plus pr6cis6ment, on d6duit du
th6orme 2 qu’il existe un T-systme/C tel que Rw,w est un T-pfaffien associ6
h/C si W1 et W2 sont associ6s h 7-/1 et 7-/2. I1 r6sulte alors des propri6t6s de finitude
uniforme des T-pfaffiens:

PROPOSITION 3. Soient 7-[1 et ’[2 deux T-systbmes de Rm. Il existe N (5 N qui
majore le cardinal du sous-ensemble Rwt,w2 (W1 W2) quelque soient les pfaffiens
WI et W2 associds t 7-[1 et 7-[2.

Cette proposition est une version analytique trs partielle de r6sultats de [Ga3].
Une question reste ouverte. Existe-t-il un sous-ensemble fini de Q qui contienne tous
les sous-ensembles Rw,w2 (W1 q W2) lorsque WI et W2 sont des pfaffiens associ6s t
"]’1 et 7-/2?

Les r6sultats de [LS] appliqu6s aux courbes T-pfaffiennes donnent l’6nonc6
suivant qui est fort important pour d6montrer le th6orme 1.
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LEMME 3 [LS]. Soit 7-[ un T-systkme. II existe n, m N, m 0 et un champ
de vecteurs analytique D dgfini sur une sous-varidtd analytique X de dimension m
de Rl+n et de graphe sous-analytique global vrifiant les propridts suivantes. Si
u: ]0, 1[--+]0, 1] est unefonction de graphe T-pfaffien associg & 7-[, alors il existe

rl > 0 tel que la restriction de u & l’intervalle ]0, 7[ est analytique. Le champ D
admet une trajectoire qui est un T-pfaffien de laforme

{(t, u(t), u2(t) un(t)) ]0, r/[}.

De plus on peut supposer que six X alors rrl+n,1 (D(x)) O/Ot.

III. D6monstration du th6orme 1

D’aprs la version o-minimale des in6galit6s de Lojasiewicz (propri6t6 3 des
families o-minimales) le th6orme 1 est un simple corollaire de la proposition suiv-
ante.

PROPOSITION 4. Soit u: ]0, 1 [- ]0, 1] une fonction de graphe T-pfaffien. ll
existe N N tels que

u(t) > 1/expN(1/t) si > 0 estassezpetit.

La preuve de cette proposition utilise le corollaire 1 et le lemme 3 qui permettent
de ce ramener au th6orme 2 de [Ro].

Preuve de la proposition 4. Par o-minimalit6, la famille des germes en +cx des
fonctions analytiques de graphes T-pfaffiens forme un corps de Hardy.

On applique le lemme 3 la fonction u. Soient r/ > 0, n, m 6 N, m : 0, X la
sous-vari6t6 et Dle champ de vecteurs ainsi obtenus.

Sin 0 ou m 1, alors u est une fonction sous-analytique born6e. Elle v6rifie
donc les conclusions voulues. On suppose maintenant que n > 0 et m > 1. On
note f0 la restriction X de la seconde coordonn6e de Rl+n et si k > 0 on note

fk+l la d6dv6e de Lie de fk par rapport D: fk+l LD(fk) dfk D. Ces
fonctions sont analytiques, sous-analytiques globales et sont d6finies en tout point
w (t, v, Vn) de X. On note Dle sous-ensemble

D {(t, Vl, fl (w), fro-1 (w), V2, On) w (t, Vl Vn) X}.

C’est un sous-analytique global de dimension m de Rm+n. On note 7) le projet6 de
I) sur Rl+m. C’est un sous-analytique global de codimension au moins un de Rl+m.
Par construction, le sous-ensemble 79 contient la courbe T-pfaffienne

{(t, u(t), uC) (t) u (m-l) (t)) ]0, r/[}.
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On pose U(T) 1/u(1/T) si T > I/r/. Par ce changement de variables, le sous-
analytique global 79 se transforme en un sous-analytique global de dimension au
plus m qui contient la courbe T-pfaffienne

y {(T, U(T), UI)(T) w(m-1)(T)) T ]l/r/,-boo[}.
Consid6rons une d6composition cellulaire en cellules sous-analytiques globales et

analytiques de E adapt6e aux projections zrl+m,i. I1 existe une cellule C qui contient le
germe de , l’infini. Soit m’ _< m tel que dim(rCl+m,m,(C)) dim(yr+m,+m,(C))
m’. Quitte/i remplacer par 7l’l+m,l+m,(C et m par m’ on peut supposer que est de la
forme suivante. I1 existe un ouvert E de Rm et une fonction analytique 0" E --> R de
graphe . End’autres termes Lafonction U est solution d’une quation diffrentielle
sous-analytique globale d’ordre au plus m 1" Um-) O(T, U um-2)).

I1 en r6sulte que l’ensemble K des germes l’infini de fonctions de la forme
f(T) (R)(T, U Um-2)) avec (R) sous-analytique globale estun corps de Hardy.
La structure de corps est claire. Montrons pourquoi K est stable par d6rivation. Etant
donn6e un germe f(T) (R)(T, U Um-2)) de K, il existe une sous-vari6t6
analytique F’ de Rm qui est un sous-analytique global et telle que:

La restriction (R)It de (R) h est analytique et son graphe est un sous-analytique
global.

Le germe h l’infini {(T, U, um-2))} est inclus dans F.
La d6riv6e df/dT est donc 6gale

df/dT dOlt(T, U, U(m-2)) (1, U(1) U(m-a), O(T, U u(m-2))).

Puisque 1’ application qui vaut dolt en tout point de 1-’ et qui est nulle hors de 1" est
sous-analytique globale, la fonction df/dT est bien de la forme voulue.

D’aprs le corollaire 1 appliqu6 aux fonctions 1 / T, 1 / U 1 / U(m-a) et K, le
rang de ce corps de Hardy est au plus m. On achve la preuve de la proposition 4 en
utilisant le th6orme 2 de [Ro].

On d6duit de la d6monstration pr6c6dente et du th6orme 2 de [Ro]:

PROPOSITION 5. Soit 4 unefamille o-minimale qui contient les sous-analytiques
globaux et soit un sous-analytique global de dimension infdrieure ou dgale ?t m -b 1
de R2+m Si T ]K, +oo[-> U(T) R est une A-fonction de classe Cm et qui vdrifie

{(T, U(T), U()(T), u(m)(T)) T ]K, +oo[} C E

alors il existe r > 1 tel que U(T) < exPm+l (Tr) ?t l’infini.

Patrick Speissegger m’a fait remarquer que les conclusions du th6orme 1 sont
vraies si A et B sont deux compacts appartenant la cl6ture pfaffienne des sous-
analytiques globaux. En effet d’aprs [Sp], c’est une famille o-minimale et d’ aprs
[LS], la conclusion du lemme 3 est vraie dans cette situation.
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Pour conclure, donnons une version "uniforme" du th6orme 1. D’aprs le
th6orme 2, si 7-/est un T-systme, il existe un T-systme/C tel que pour tout
couple (A, B) de T-pfaffiens compacts associ6s 7-/, le graphe de la fonction de
Lojasiewicz RA,B associ6e (voir partie 2) est un T-pfaffien associ6 t/C. Ceci im-
plique, d’apr6s le lemme 3 etla proposition 5 la version "uniforme" suivante du
th6orme 1.

THIORME 3. Soil 7"[ un T-systdme. II existe N tel que si A et B sont deux
T-pfaffiens compacts de Rn associs ?t 7-[ alors

1/expc(1/d(x, A tq B)) < d(x, B) si x A \ B.
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