
ENGELSCHE ELEMENTE DER LNGE DREI
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Einleitung
Es ist beknnt, dl lle Elemente einer Gruppe G sicher dnn engelsch

der L/nge n sind, wenn G nilpotent der Klsse n ist (d.h..wenn das (n W 1 )-te
Glied der absteigenden Zentrlreihe gleich 1 ist). Allgemeiner sind alle
Elemente us G engelsche Elemente, wenn iede yon zwei Elementen erzeugte
Untergruppe nilpotent (yon endlicher Klsse) ist. Da die bgeleiteten
Eigenschften uf den ersten Blick schw/icher ls die Ausgangseigenschaften
sind, ist die Frage interessant, wie weit eine Umkehrung mSglich ist. Um
diese Frgen etws mehr zu pr/izisieren, erinnern wir an die Definition der
engelschen Elemente

Sind x, y Gruppenelemente, so sei ihr Kommuttor durch x y x-y-xy
bezeichnet; und die iterierten Kommuttoren werden induktiv durch

x() y x y, X
(n-bl) y x (x() o y)

erklirt. Das Gruppenelement e heile engelsch der Lnge n, kurz noengelsch,
wenn x() e 1 fiir alle x gilt; und e heile engelsch, wenn ftir jedes x in
der Kommutatorreihe x()o e die Eins vorkommt. Weiter sei G eine En-
Gruppe, wenn alle Elemente aus G engelsch der Lnge n sind.
Unter Benutzung dieser Definitionen ergeben sich folgende Fragen"

(A) Ist eine Gruppe lolcal nilpotent, wenn ihre Elemente sdmtlich engelsch
sind?

(B) Sind alle Elemente einer Gruppe G engelsch, wenn G yon engelschen
Elementen erzeugt wird?

(A, n) Ist G eine nilpotente Gruppe der Klasse c(n), wenn die Elemente
aus G s(mtlich n-engelsch sind?

(B, n) Ist G eine E,-Gruppe, wenn G yon n-engelschen Elementen erzeugt
wird?

Diese Fragen sind bisher nur unter Zustzannahmen behandelt worden; so
ist etwa die Antwort auf die Fragen (A) und (B) positiv, wenn die betrachte-
ten Gruppen noethersch sind (Baer [3]); und Gruenbrg [4] hat alle vier
Fragen ftir lokl auflSsbare Gruppen behandelt.

Levi [7] und Kappe [6] beschiiftigten sich mit engelschen Elementen der
Linge zwei und konnten dabei (A, 2) bzw. (B, 2) positiv beantworten.
Gruenberg zeigte in einem Beispiel [4, S. 166], dal (A, 3) fiir Gruppen yore

Exponenten 4 gewil zu verneinen ist. Man mul daher damit rechnen,
dal die Antworten auf die Fragen (A, 3) und (B, 3), die das Ziel dieser Ar-

Received February 3, 1961.

681



682 ttERMANN HEINEKEN

beit sind, Bedingungen fiber die "Chrkteristik" der Gruppe G enthlten.
So beantwortet die Frage (A, 3) der folgende

HAUPTSATZ 1. Eine E3-Gruppe ohne Elemente der Ordnung 2 und 5 ist
nilpotent der Klasse 4.

Hierbei bleibt die Frage often, ob die Annahme fiber Elemente der Ordnung
5 entbehrlich ist; die Annhme fiber Elemente der Ordnung 2 ist jedoch
unentbehrlich nch Gruenberg [4, S. 166].
Der Beweis yon Huptstz 1 stfitzt sich wesentlich uf den folgenden

HAUPTSATZ 2. Eine yon endlich vielen Elementen erzeugte E3-Gruppe
nilpotent yon endlicher Klasse.

Der Beweis von Huptstz 2 stfitzt sich uf eine Untersuchung yon E-
Gruppen, die yon zwei Elementen erzeugt werden. Diese Gruppen sind
nilpotent der Klsse 4; wenn keine Elemente der Ordnung 2 vorkommen,
sind sie sogr nilpotent der Klsse 3 (1, Stz 1). Wir erhlten draus
weiter, daft in einer E-Gruppe ds Qudrt eines jeden Elements in einem
lokl nilpotenten Normlteiler liegt (3, Lemm 9).
Auf die Frage (B, 3) ntwortet schlieilich der folgende

HACTSATZ 3. Die Menge A der Elemente a aus der Gruppe G, die die
Bedingung g(3) o a g() a-1 1 fir alle g aus G erfillen, ist eine Unter-
gruppe yon G, wenn wenigstens eine der folgenden Bedingungen erfillt ist"

(I) G enth(ilt keine Elemente der Ordnung 2.
(II) A enth(lt nut Elemente endlicher ungerader Ordnung.

Wie sich wahrend der Arbeit herausstellt, bleibt die Art der Klammerung
der Kommutatoren ohne Bedeutung. Identisch in a und b gilt namlich

(b (b (b a) b-( (a b-) b-) b-1)b.
Dadurch ergibt sich sofort die .quivalenz der ffir alle g aus G geltenden
Bedingungen g(3) a 1 und (((a g) o g) g) 1, und mita() g 1
ergibt sich

(((goa-1) oa-1) oa-) 1.

Da die Voraussetzungen immer symmetrisch in a und a- gewiihlt wurden,
iindert die Art der Klammerung nichts am Ergebnis.

Fiir seine Anregungen zu dieser Arbeit danke ich Herrn Professor R. Baer
sehr herzlich.

Bezeichnungen
Ds Erzeugnis {a, b} von a und b ist die kleinste Untergruppe, die a und b

enthlt.
Die Gruppe G ist nilpotent der Klasse n, wenn die Zentralreihe die Form

G G1 G2 Gn Gn+I 1
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hat. HierbeiistG+l {’",gob,’" gausG, hausG}. Die Gruppe G
ist nilpotent der Klsse genau n, wenn Gn+l 1 und Gn 1 gilt.
Wir werden mit Z(G) ds Zentrum yon G bezeichnen und definieren in-

duktiv
Z(a) Z(a), z.+(a)/z.(a) z(/z.()).

Die Gruppe G ist aufl6sbar, wenn die bgeleitete Reihe

GG’G" G()

nach endlich vielen Schritten mit 1 endet (G’ G2).
G {"" ,g, gaus G}.

1. E-Gruppen, die von zwei Elementen erzeugt werden
In diesem Abschnitt werden wir uns mit dem Erzeugnis G a, b} zweier

Elemente a, b befassen fiir die einige oder lle der folgenden sechs Reltionen
gelten"

(I) a(3) ob 1, (IV) b(3) oa-1 1,
(II) a(3) ob-1= 1, (V) (ab)(3)oa 1,

(III) b(3) oa 1, (VI) (ab) (3) oa- 1.

Wir beginnen mit

LEMMA 1. Sind (I) und (II) erfiillt, so gilt auch (a o b)(2)o a 1.

Beweis. Es ist

1 a(3) b a o (a (a-lb-lab)) a o (a o (b-lab)) a(2)
o (b-lab);

entsprechend ergibt sich

1 a()
o b-= a(2) o (bab-).

Transformation der zweiten Formel mit b ergibt

1 (b-lab)(2) oa (b-aab) ((b-ab) oa) (b-lab) o ((aob) oa).

Dann folgt aber

(a o 5) (2) a (a-b-ab) o (a o b) a)

b-a-lb(a- ((a b) o a))b-lab((b-lab) o ((a o b) o a))

b-a-lb(a- o ((a b) o a))b-ab

da
--1a ((aob) oa)

a(a (a o b))(a o (a (a o b)))(a (a o b))-a- 1.

Damit ist Lemma 1 bewiesen.
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LEMMA 2. Sind (I) und (II) erfillt, so gilt

a (a b) a (a b) (a o (a b))n und

a b (a (a b))-w(n)(a b) mit w(n) 1/2n(,n 1).

Beweis. Wegen Lemma 1 ist a-l(a b)a mit a b vertauschbar; daher
ist ao (aob) a-l(aob)-na(aob) (a,o (aob))n. Bei der oberen
Gleichung gentigt es also, ano (aob) (ao (aob))n nachzuweisen.
Dies geschieht durch vollstiindige Induktion nach positivem n. Ftir n 0, 1
ist die Behauptung richtig. Ist die Behauptung fiir alle Zahlen kleiner n
schon richtig und n > 1, so ist sie auch richtig fiir n. Denn

a (a b) a-l(an-lo (a b))a(a (a b)),

und nach Induktionsvoraussetzung gilt dann wegen (I)

a (a b) a-l(an-lo (a b))a(a (a b))
-1 n-la( b)a (ao (aob)) ao (ao

(a (a b))n-l(a (a b)) (a (a b))n.

Damit ist die erste Behauptung ftir positive n bewiesen. Ist neine positive
Zahl, so ist

a (a b) an((a b) an)a an(a (a b))-la-n
an(a (a b))-a (a (a b))

und unsere erste Behauptung ist ftir alle ganzen Zahlen n bewiesen. Wir
wenden uns nun der zweiten Behauptung des Lemmas zu. Die Behauptung
wird wiederum durch vollstndige Induktion nach n nachgewiesen. Ftir
n 0, 1 ist die Behauptung richtig. Ist die Behauptung schon fiir alle
positiven Zahlen kleiner n bewiesen, so ist sie auch fiir n richtig, da

a b a-n+l(a b)an-l(an-1 b) (a o b)((a b) a-l) (a-1 b).

Ist nun v 1/2(n- 1)(n- 2), so gilt nach Induktionsvoraussetzung

a b (a b)(a (a b))-’+(a (a b))-V(a b)n-1

(a (a b))-v-n+l(a b) (a (a b))-w()(a o b).
Damit ist die Behauptung ftir positives n bewiesen. Ist n weiter eine positive
Zahl, so ist

a b an(b an)a an(a b)-a
w(n)a (ao (aob) (aob) a

(a (a b))(n)(a (a b)n)(a b)

(a (a b))w(n)-n(a b) -n.



ENGELSCHE ELEMENTE DER L.NGE DREI 685

Nun ist aber

w(n) n -1/2n(n + 1) -1/2(-n)(-n 1) -w(-n),

und die Behauptung ist auch ftir negatives n bewiesen.

ZUSATZ 1. Aus (I) und (II)folgt (a"o (at,, b))= (a (a b)) "t und
daher a a a b) 1.

Beweis.

LEMMA 3.
a b 1 fir ungerades mund a o b

a (a ab) ((a (a b))-’(t)(a b) t)
a’o (aob) (ao (aob))"t.

Gelten die Relationen I und II und ist a 1, so ist
1 fir gerades m.

Beweis. Da a 1, gilt

1 am (aob) (ao (aob))m und

1 am oh (ao (aob))-w(’)(aob) m.
Ist nun m ungerade, so ist w(m) dutch m teilbar und es gilt

1 (aob) da(ao(aob)) 1.

Ist m gerade, so ist jedenfalls 2w(m) durch m teilbar, und wir erhalten
1 (a o b) 2m.
Wir beginnen mit der Anwendung aller sechs Relationen.

SATZ 1. Ist G {a, b} und werden yon a und b die Relationen (I) bis
(VI) erfillt, so ist G metabelsch und nilpotent der Klasse 4 und es gilt x(3)

o y 1

fir alle x, y aus G.

Beweis. Wir werden der Reihe nach nachweisen"
1. G’ {a b, a-i(a b)a, b-l(a b)b, b-la-i(a b)abl.
2. G’ ist abelsch.
3. Gist nilpotent der Klasse c -<_ 4.
4. Fiir alle x, y aus G gilt x(3) y 1.

1. Die Erzeugenden yon G’. Bei dieser (berlegung wird nur (I) und
(III) gebraucht. Bekanntlich ist G’ {a, b}’ der kleinste a b enthaltende
Normalteiler yon G. Ist

H {a b, a-i(a b)a, b-i(a b)b, (ab)-i(a b)ab},

so ist H gewil in G’ enthalten; es gentigt also nachzuweisen, dal H ein Nor-
mMteiler ist. Wir kommen mit dem Nachweis H a-ilia und H b-Hb
aus, und zwar weisen wir nach, dal das oben angegebene Erzeugen-
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densystem von H in a-ilia und das Erzeugendensystem von a-ilia in H liegt.
Nun gilt aber

und daher
b-la-l(a o b)ab (b a)a-b-(a b)ba(a b)

H {a o b, a-(a o b)a, b-(a b)b, b-la-(a o b)ab}

{a b, a-(a b)a, b-(a o b)b, a-b-(a o b)ba}

{b o a, b-l(b o a)b, a-(b a)a, a-lb-(b o a)ba}.

Daher gentigt der Nachweis ffir a-Ha, aus Symmetriegrfinden gilt dann
das entsprechende ffir b-Hb. Durch Transformation mit a erhlt man
ffir a-IHa die Erzeugenden a-(a o b)a, a-2(a b)a, a-b-(a o b)ba,
a-b-a-(a b)aba; diese Erzeugenden sind nun als Produkte von Erzeugen-
den von H darzustellen und umgekehrt. Man erhlt

(1) a-(a b)a a-(a b)a(a o b)-a-(a b)a,

(2) a-b-(a b)ba (a b)b-a-(a o b)ab(a o b)-,
(3) a-b-a-l(a b)aba (a b)b-a-(a o b)ab(a b)-(a o b)b-la-(a o b)abb-(a o b)-b

b-la-(a o b)ab(a o b)-l;

(1’) a b a-(a b)aa-2(a b)-aa-(a b)a,

(2’) b-a-(a b)ab (a b)-(a-lb-(a b)ba)(a b),

(3’) b-(a o b)b a-b-(a b)ba(a o b)a-b-a-l(a b)-laba
(a b)-a-b-(a o b)ba.

Aus 1 bis (3) folgt nun, dab a-Ha in H liegt, und beachtet man, dal wegen
(1’) a o b in a-IHa liegt, so ergibt sich aus (1’) bis (3’), dab H in a-IHa liegt.
Daher ist a-Ha H, und aus Symmetriegrtinden folgt b-Hb H, daher
ist H ein Normalteiler yon G und es gilt H G’.

2. G’ ist abelsch. Wegen (I) bis (VI) und Lemma 1 ist das Element
a b vertauschbar mit a-(a o b)a, b-(a o b)b und (ab)-i(a b)ab, also
liegt a bim Zentrum yon G’. Dann liegen aber auch alle Konjugierten yon

a b im Zentrum von G’, und daher ist G abelsch.

sich
Gist nilpotent der Klasse c =< 4. Da G’ und GIG’ abelsch sind, ergibt

ao (bo (a(:)ob)) bo (ao (a()ob)) 1,

bo (bo (ao (aob))) bo (ao (bo (aob)))

ao (bo (bo (aob))) 1.
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Das Element bo (a(2) ob) ao (bo (aob)) liegt also im Zentrum yon

G. Sei nun N {a (b (a b))}, im Zentrum yon GIN liegen die Ele-
mente (bo (aob))N und (ao (aob))N. Sei weiter
N1 IN, a (a b), b (a o b)}; im Zentrum yon G/NI liegt dann a b.
Es ist jedoch G’ {N, a b}, und wir erhalten folgende Zentralreihe"

1 N___CN_G’G,

daher ist G nilpotent und c -< 4.
Ehe wir an den Beweis yon Teil 4 herantreten, wollen wir einige dabei

benStigte Grundtatsachen beweisen.

LEMMA 4. Unter den Bedingungen (I) bis (VI) ist

(bo (ao (ao5) (520 (ao (aob)) bo (a2o (aob)
b (a (a2o b)) b (a (a 52)) 1.

Beweis. Es genfigt (bo (ao (aob)))2 (bo (ao (aob)2)) 1 zu
beweisen, die anderen Identit/ten folgen aus Lemma 2, Zusatz 1 und aus der
Eigenschaft, daft G’ abelsch ist. Wir betmchten nun (ab)-2(a b) (ab)2.
Wegen (V) ergibt sich dann (ab)-2(a b)(ab) b-a-l(a b)2ab(a b) -1,
denn G’ ist abelsch, und aus (I) und (III) erhKlt man

(ab)-2(a b)(ab) b-2a-2(a b)a2b
b-2a-l(a b)2ab2b-2(a b)-lb
a-lb-2 (a o b 2b2ab-2(a b )-1b2
a-lb-l(a o b)4baa-l(a o b)-2ab-l(a o b)-b(a o b).

Daher ist

1 a-lb-l(a b)2baa-l(a b)-2ab-l(a b)-2b(a b) a o (b (a o b)2),
bo (ao (ao5) 1,

was zu zeigen war.

ZUSATZ2. G {a, b} ist nilpotent der Klasse 3 und bo (ao (aob) 1,
wenn (I) bis (VI) und eine der folgenden Bedingungen erfiillt sind"

a a hat ungerade Ordnung.
() b hat ungerade Ordnung.
(,y G’ ist frei yon Elementen der Ordnung 2.

Durch Lemma 3 ftihrt (a) und () zu (). Durch (3’) und Lemma 4
folgt b (a (a b)) 1; daher ist in der in Satz 1, Teil 3 angegebenen
Zentralreihe N 1, und G ist nilpotent der Klasse 3.

Wir setzen nun den Beweis von Satz 1 fort"
4. x(3) y 1 fiir alle x, y aus G. Das Element x y ist enthalten in G’;

da G’ abelsch ist, folgt aus x(2 u 1 ffir alle Erzeugenden u von G’ die
Behauptung x(3) y 1. Aus (rxr-) (2 u 1 folgt x(2) (r-lur) 1, es
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geniigt also, u a b und alle x aus G zu betrachten. Da G’ jedoch abelsch
ist, gentigt sogar die Betrachtung des Falles x anb allein. Es ist nun
nach Lemma 2

(anb") (a b) b-’(a (a b))b’(b o (a b)
b-’(a (a b))nb’(b (a o b))’
(a o (a o b))"(b’no (a o (a b))’)-(b (a o b))
(a o (a b) )"(b (a (a b) )-"(b o (a b) )’
(b (a o (a b)))-n(a o (a b))’(b (a o b)),

und daher ergibt sich

(anb") (q)
o (a b)

(a’b") o (b (a (a o b) )-’’(a o (a o b) )(b o (a b) )’)
(a’b) (a (a b) )(b (a o b) )’)
(ao (b (a b)))(bo (a o (a b)))
(a o (b o (a o b)))’’(b (a o (a o b)))"
(a o (b (a o b)))’n

1 nach Lemma 4.

Damit ist der Beweis von Satz 1 abgeschlossen.

LEMMA 5. Wenn die Bedingungen (I) bis (VI) gelten, so ist

(ab) a’b’(b (a o (a o b) )d(n)(a (a o b) )()(b (a o b) )](")(a o b)

mit
d(n) -3(:) 2(;), e(n) (),
f(n) 2(;) + (;), g(n)

fiir positive Zahlen n.

Beweis. Es handelt sich um eine Ausftihrung des Kommutatorsammel-
prozesses ftir den Spezialfall einer metabelschen Gruppe, die nilpotent der
Klasse 4 und E3-Gruppe ist (vgl. [10, S. 165]). Da
d(1) e(1) f(1) g(1) 0, ist die Behauptung ftir n 1 richtig.
Ist die Behauptung schon ftir alle positiven Zahlen kleiner als n bewiesen,
dann zeigen wir sie auch ftir n. Es ergibt sich ntmlich

ab ab ab ’- aban-b’-ic,
wobei c bl-na-n ab)-I ist. Wir erhalten

ab aba,-lb-lc ab(an-1 b )-lb-c
a’bn(a- o b)-(bn- (a’- b))c
abn(aob)-n(ao (aob))(’-l)(ao (aob))(bo (ao (aob)))tc
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mit

w(n- 1) (n- 1)(n- 2)/2, s (n- 1)2= 2(n-1) + (n- 1),

t= --(n- 1)(n 2)(n 1)/2

Daher erhlt man weiter

d(n) d(n 1) 3(;) 2(’-1), e(n)

f(n) =f(n- 1) + 2(";) + (";a), g(n) g(n--1)-

Setzt man nun die schon bekannten Werte ein, so bekommt man das gewfin-
schte Ergebnis.

LEM 6. Wenn die Bedingungen (I) bis (VI) gelten und a" b 1
ist, so ist auch ab " 1 mit

s Max(re, n) fr p 2,3,
s Max (Max (m, n) ), (Min(m,n) + 1)) fr p 3,

s Max (Max (m, n) ), (Min(m,n) +2)) fr p 2.

Beweis. Nach Satz 1 ist {a, b} ffir p 2 nilpotent der Klasse 3. Ist nun
p 2, 3, so ist p gr6er als die Nilpotenzklasse yon {a, b}. Daraus folgt
insbesondere, da die folgende Gleichung gilt"

ab abc
wobei c ein Element aus {a, b}’ ist (vgl. dazu etwa Hall [10, S. 183]). Nach
Lemma 3 und Satz 1, Teil 1 ist {a, b}’ jedoch h6chstens yore Exponenten
p und

(ab)" a*b’c" 1.

Ist nun p 3, so wenden wir Lemma 5 an. Das Element (ab)" liegt sicher
in der Kommutatorgruppe yon {a, b} und die Kommutatoren haben h6chstens
die Ordnung 3 mit r Min (m, n) nach Lemma 3. Nun ist aber

d(3’) e(3") f(3") g(3") 0 rood3"-1

nach mma 5 und wegen r g s 1 ist die Behauptung auch ffir p 3
richtig. F p 2 gilt (a (b (a b) ) i und die Kommutatoren haben
hSchstens die Ordnung 2 mit r Min (m, n) l g s 1. Man rechnet
nun leicht nach, daft

d(2") 0 rood2 und e(2’) f(2") g(2") 0 rood2"-

gilt. Damit ist Lemma 6 bewiesen.

2. Schmnken for xponenen
In diem Abschnitt werden wir allgemeine Betrachtungen fiber Gruppen

durchf0hren, deren samtliche Elemente x, y der Bedingung x(S) o y 1



690 HERMANN HEINEKEN

genfigen, also fiber E3-Gruppen. Unser spiiteres Ziel ist nachzuweisen, dal
E3-Gruppen lokal nilpotent sind.

STZ 2. In einer E3-Gruppe ist die Menge aller p-Elemente eine (charak-
teristische Untergruppe.

Beweis. Folgt sofort aus Lemma 6.
Nach Gruenberg [4, S. 158 und 160] ist eine [lokal] auflSsbare Ea-Gruppe

schon lokal nilpotent; wir werden daher in E-Gruppen vorerst abelsche
Normalteiler aufsuchen, um so schrittweise zur AuflSsbarkeit zu kommen.
Wir betrachten dazu vorlufig Torsionsgruppen; hier kSnnen wir uns wegen
Satz 2 auf p-Gruppen beschrtnken.

STZ 3. Ist G eine Ea-Gruppe und sind die Ordnungen der Elemente eines
Erzeugendensystems Teiler yon p, so ist G yore Exponenten pm mit

m- n fir p 2, 3,

m n-+- i fir p= 3,

m=n+2 fir p=2.

Beweis. Sei ein Element aus G und als Produkt yon Erzeugenden ge-
schrieben. Wir ffihren Induktion nach der "Linge" yon durch. Ftir die
Erzeugenden ist richtig, dal ihre Ordnung p teilt. Sei nun schon bewiesen,
dal] alle Elemente, deren Linge kleiner als die yon ist, eine p" teilende
Ordnung haben. Dann gibt es ein erzeugendes Element a und ein Produkt
kleinerer Linge w, so dal aw. Ist nun o(a) p und o(w) p, dann
ist g -< n, h -_< mund o(t) wegen Lemma 6 ein Teiler yon p mit

i Max(g,h) <= n m ffir p 2, 3,

i Max (Max (g, h) (Min(g,h) + 1)) __< n - 1 m ffir p 3,

i Max (Max (g, h) ), (Min(g,h) -2)) __< n -2 m ffir p 2.

Durch diesen Induktionsschlul ist bewiesen, dal alle Elemente aus G eine
pm teilende Ordnung haben; G ist also hSchstens yore Exponenten pro.
LEMMA 7. Ist G eine E-Gruppe yore Exponenten p2n und sind a und b

Elemente aus G, so

abp bPa auler fir pn 2.
Beweis. Es ist

a b (b o (a o (a b)))(a (a b))(b (a b))(a b)
mit

g p2n(pn 1)2/4, m p2n, h ] __p2n(pn 1)/2.

Sei nun G vom Exponenten p mit p 2. Dann ist aob 1, da
g--- h- ]c- m 0modp.



ENGELSCHE ELEMENTE DER LNGE DREI 691

Ist G vom Exponenten 2" und 1 < n, so ist a2 1 und daher

1 a2 o b (a o (a o b) )-2"---,(2’--1)(a b)2" (a o (a b) )-2’-.
Aus Symmetriegriinden gilt dasselbe ftir b o (a b). Nach Lemma 4 gilt
aul3erdem (bo(ao(aob))) 1. Dann ist wiederum a2ob" 1, da

g 2-(2- 1)-- 0 mod2 wegenl <n,

h 1 2:-(2=- 1) -0 mod22n-1,
m--- 2-- 0 mod2’.

Da die Gruppen vom Exponenten 3 in ihrer Struktur bekannt sind, erhtlt
man nun

ZUSTZ 3. Eine Ea-Gruppe vom Exponenten 3’ ist aufi6sbar und es ist
G("+)= 1.

Beweis. Wir ftihren vollstndige Induktion nach n durch. Fiir n 1 ist
der Satz richtig; da Gruppen vom Exponenten drei metabelsch sind, gilt ftir
sie G() 1, vergleiche Levi und van der Waerden [8, S. 156]. Sei der Satz
nun bewiesen fiir ein gewisses n, so ist er auch richtig fiir n W 1. Ist nmlich

2n+G vom Exponenten 3 so erhalt man nach Lemma 7, dal die 3’-ten Po-
tenzem der Elemente aus G einen abelschen Normalteiler A erzeugen. G/A
ist dann eine E3-Gruppe vom Exponenten 3’, daher gilt nach Induktionsvor-
aussetzung G(n+)

_
A und daher G(n+3)

_
A’ 1, und die Behauptung ist

bewiesen.
In unseren weiteren berlegungen werden wir Gruppen vom Exponenten

2" gesondert behandeln mtissen. Dazu wird uns der folgende Satz behilflich
sein"

SATZ 4. Eine yon endlich vielen Elementen der Ordnung 2 erzeugte E3-Gruppe
ist endlich.

Beweis. Nach Satz 3 ist eine von Elementen der Ordnung 2 erzeugte
E3-Gruppe vom Exponenten 8. Nach Lemma 7 ist G N abelsch. Die
Faktorgruppe GIN ist dann vom Exponenten 4 und wird yon Elementen
der Ordnung 2 erzeugt. Diese Gruppen sind nach Wright [9, S. 1104, Theo-
rem 6.1] nilpotent der Klasse n W 1. Daher ist G auflSsbar und welter nach
Gruenberg [4] nilpotent. Daher ist G endlich, und das war zu zeigen.

3. Beweis yon Hauptsatz 2
Bevor wir mit dem Beweis yon Hauptsatz 2 beginnen, beschftigen wir

uns mit Elementen a, die die Bedingung g (a (a o g) 1 fiir alle g aus G
erfiillen. Fiir diese gilt der

SATZ 5. Eine Gruppe Gist lokal nilpotent, wenn in G ein Erzeugendensystem
A mit der Eigenschaft existiert, dal jedes Element a aus A die Bedingung
g (a o (a g) 1 fir alle g aus G erfillt.
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Beim Beweis wird folgendes Lemma ben6tigt"

LEMMA 8. Ein Element x aus G, fir das g (x (x g)) 1 fir alle g aus
G gilt, liegt in einem abelschen Subnormalteiler vom Defekt 2.

Beweis yon Lemma 8. Ist N der kleinste x enthaltende Normalteiler yon

G und ist n aus N, so ist zum Beweis yon Lemma 8 zu zeigen, dal x mit
--1n xn vertauschbar ist. Der Normalteiler N ist das Erzeugnis aller in G

zu x konjugierten Elemente. Wir werden die Vertauschbarkeit yon x mit
n xn durch vollstindige Induktion nach der "Liinge’ des Produkts n durch-
ftihren.

Setzen wir zunchst in der oben angegebenen Identitt das Element xg an
die Stelle yon g ein, so erhalten wir

1 (xg) o(xo(xo(xg))) (xg) o(xo(xog)).
Daher gilt

1 xo(xo(xog)).

Das Element x ist daher mit allen n-lxn der Form n g-lxg vertauschbar.
Sei die Vertauschbarkeit yon x mit y-lxy bereits ftir alle y aus N bewiesen,
die kleinere "Lange" als n haben. Dann gibt es ein Element w aus N mit
kleinerer "Lange" als n und ein s aus G mit n ws-lxs.
Es ist dann nach Voraussetzung und Induktionsannahme

1 (w-xos) o (x o (x (w-lxws))) (-lxws)o (x o (x o s));

aul]erdem gilt
1 s (x (x s)),

und daher erhalt man

1 (w-xw) o (x (x s)) (w-xw) (a-’xa)

mit a s-lxs, da ja x mit w-lxw vertauschbar ist. Wegen

1 x() (s-) x() (sxs-1),

1 s-l(x(2) (sxs-))s (s-lxs) () x a() o x

erhilt man jedoch
1 (a-lx-a) (a-:xa) (a-lx-la) x,

--1und daher durch Konjugation mit a

1 x-(a-lxa)x-(axa-1).
Nach Induktionsannahme gilt aber

(w--lxw) X,
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und daher erhalten wir aus den beiden errechneten Gleichungen

1 (w-lxw) (axa-),
1 a-1((w-xw) (axa-) a (a-w-lxwa) o x (n-xn) o x,

und das war zu zeigen.

Der Beweis yon Satz 5 gestltet sich nun einfach. Da die Erzeugenden
yon G in abelschen Subnormalteilern vom Defekt 2 liegen, liegen sie in lokal
nilpotenten Normalteilern. Damit ist G als Produkt lokal nilpotenter Nor-
mlteiler selbst lokl nilpotent. Wir kSnnen nun Hauptsatz 2 beweisen.

Beweis yon Hauptsatz 2. Sei G eine endlich erzeugte E3-Gruppe. Nach
Lemma 4 gilt ffir jedes Elementepaar a, b aus G (b (a (a b)))2 1 und
daher erst recht

(bo(a2o(a2ob))) (bo(ao(ao5))) 1,

wegen Lemm 2, Zusatz 1 und d a, b} metabelsch ist. Daher ist nach Satz 5
der von den Elementequadraten ufgespannte Normalteiler yon G lokal
nilpotent. Diesen Normalteiler nennen wir Q. Die Faktorgruppe G/Q ist
vom Exponenten zwei und endlich erzeugt, daher ist sie endlich. Es ist
wohlbeknnt, dal ein Normalteiler Q endlich erzeugt ist, wenn G endlich
erzeugt und G/Q endlich ist, vgl. etwa Baer [1, S. 396]. Also ist Q nilpotent
und daher ist G auflSsbar. Dann ist G nch Gruenberg [4, S. 158] lokal
nilpotent, also in diesem Fall nilpotent, da G endlich erzeugt ist. Damit ist
Huptsatz 2 bewiesen.

4. Dreiengelsche Elemente
In diesem Abschnitt wollen wir uns mit Gruppen beschftigen, die yon den

die Bedingungen
g(3) oa- g()oa-1 1

ffir alle g us G erffillenden Elementen a erzeugt werden. Wir werden dzu
zunachst Elemente a und b betrachten, die folgende Bedingungen erffillen"

(’, i) (ab) ( o a 1,

(’, i) (aib) ( a- 1.

Hierbei sei i eine ganze Zhl zwischen 0 und 4. Nach Lemma 1 folgt aus
(a’, i) und (a", i) bei gleichem i, daft b-la-(b a)ab mit b a vertauschbar
ist. Daher gilt

a-b-la-i+l(b a)a-ba (a o b)b-la-(b a)ab(b o a)

b-la-(b a)ab;

(b, i) (a-ba)-(b o a)a-ba (aib)-(b o a)ab.



694 HERMANN HEINEKEN

LEMM. 9. Gelten fir die Elemente a und b die Bedingungen (a, i) und
(a", i) fir i O, 1, 4, dann gilt auch

ao(a,,(a,b)) 1.

Beweis. Aus (a’, 1) folgt

(ab)-(b ,, a)(ab) (ab)-(b o a)(ab)(b a)-(ab)-(b a)(ab);
aus (a’, 1 und (a, 1 folgt die Vertauschbarkeit yon (ab)-(b o a) (ab) mit
b o a, und daher gilt

(c, 1) (ab)-(b o a)(ab) (ab)-l(b o a)(ab)(b o a)-.
Schliellich ergibt die Anwendung yon (b, 2) auf die rechte Seite

(d, 1) (ab)-(b o a)(ab) (ab)-(b o a)(ab)(b o a)-.
Durch die Anwendung yon (a’, 2), (a’, 2) ergibt sich

(c, 2) (ab)-(b o a)(ab) (ab)-(b o a)(ab)(b o a)-,
und wendet man nun (b, 3) und (b, 4) an, so erhlt man

ab)- b o a ab) abab)- b a) (abab
abab)- b o a abab
(a*b)-l(b o a)(ab).

Aus (c, 2) ergibt sich daher

(d, 2) (ab)-l(b o a)(a’b) (ab)-l(b o a)(ab)(b a)-.
Aus (a’, 0) und (a’p, 0) erhalten wit noch

(d, 0) b-(b o a)b b-(b o a)b(b o a)-.
Die Gleichungen (d, 0) und, (d, 1) werden nun mit b-lab a(a b) trans-
formiert, man erhlt so

(e, O) b-la-b-(b o a)bab b-la-b(b o a)-b-abb-a-(b o a)ab,
(e, 1) b-la-b-a-:(b o a)abab b-a-b(b o a)-b-labb-a-(b o a)ab.
Auf die linke Seite yon (e, 0) wendet man nun (c, 1) und auf die linke Seite
von (e, 1) die Formel (c, 3) an. Dann ergibt sich

(f, 0) b-a-(b o a)ab (b o a)a-(b o a)-a(b o a)-b-la-(b a)ab,

(f, 1) b-a-a(b o a)ab (b o a)a-(b o a)-a(b o a)-lb-la-(b a)ab.
Wir betrachten nun b-a-((ao b) a)ab und erhalten durch Anwendung
von (d, 1) und (f, 0)

b-a-l( (a o b) a)ab b-a-l(b o a)abb-a-:(a b)ab
(b o a)a-l(b o a)-la(b a)-b-a-(b o a)ab

b-a-l(a b)ab(b o a)
((aob) oa);
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man erhilt also
(ab2) (ao (aob) 1.

Wir wenden nun (d, 2) und (f, 1) an und erhalten

b-2a-3( (a b) a)a3b b-a-(b a)abb-2a-4(a o b)a4b
(b a)a-l(b o a)-la(b o a)-ib-a-’(b o a)ab

b-a-2(b o a)-ab(b o a)
((aob) oa).

So ergibt sich
(a3b) (a (a b) 1.

Ist aber ao (aob) mit ab und mit ab vertauschbar, so auch mit
a3b (abe) -1 a, und daher gilt

a2o(ao(aob)) 1,
und das war zu zeigen.

SATZ 6. Sei E ein endliches Erzeugendensystem yon G derart, dal

g() oa g(3) oa- 1

fir alle a aus E und alie g aus G gilt. Ist welter G frei yon Elementen der
Ordnung 2, falls nicht alle Elemente aus E endliche ungerade Ordnung haben,
so ist G nilpotent und es gilt a()

o g I fir alle a aus E und alle g aus G.

Beweis. Ftir die Elemente a aus E gilt nach Lemma 9

a:o(ao(aog)) 1.

Nach [5] erftillt a auch die Gleichung

a()
o g 1.

Aus diesen beiden Formeln erhlt man

1 a (a o (a o g)) a-l(a(a)
o g)a(a() o g) (a() o g)2.

Hat a nun keine endliche Ordnung, so gibt es keine Elemente der Ordnung
2 in G und wir erhalten a(3) o g 1. Hat a ungerade Ordnung, so ist wegen
a()o g 1 jedenfalls a vertauschbar mit (a() o g)-a(a() g). Daher hat
a() o g eine die Ordnung yon a teilende Ordnung. Zusammen mit der Glei-
chung oben erhlt man dann a() o g 1.
Nun sind alle Voraussetzungen yon Lemma 4, Zusatz 2 erfiillt. Also gilt

go(ao(aog)) 1 fiir alle aausEundallegausG. DaherkSnnenwir
Satz 5 anwenden; Gist lokal nilpotent und daher nilpotent, den Gist endlich
erzeugt.

ZUSATZ 4. Ist a ein Element aus G und gilt g() o a g(a) a-1 1 fir
alle g aus G, so ist der kleinste a enthaltende Normalteiler N yon G lokal nilpotent,
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wenn N frei yon Elementen der Ordnung 2 ist, falls nicht a yon (endlicher)
ungerader Ordnung ist.

Der Beweis ergibt sich direkt aus Satz 6.
Im niichsten Abschnitt wird uns das folgende Lemma nfitzlich sein"

LEMM 10. Die Gruppe G ist eine E3-Gruppe, wenn sie die folgenden drei
Bedingungen erfillt"

a G enthglt keine Elemente der Ordnung 2.
(b) Die Menge A der Elemente a aus G mit g() oa g() oa- l fir

alle g aus G bildet eine Untergruppe yon G.
c A ist endlich erzeugbar und G/A ist zyklisch.

Beweis. Wir betrachten den kleinsten Normalteiler H yon G, der alle
Erzeugenden a enthalt. Nach (b) gilt H A. Sei ]c ein beliebiges Element
aus G, so lalt es sich als Produkt b’h mit h aus H schreiben, da {b, H} G.
Nun gilt g(3) h g(3) o h-1 1 ffir alle g aus G, wegen (a) kSnnen wir Satz
6 anwenden und erhalten h()o g 1. Wir kSnnen nun Satz 1 anwenden
und erhalten, dal {b, h} eine E3-Gruppe ist; also ist auch

(bmh) (3) o b (bmh) (3)
o b-1 1,

daher
/(3) o b k(3) b-1 1 ffir jedes k aus G,

Wir benutzen nun die Bedingung (b) und erhalten, dal G eine E3-Gruppe
ist, was zu zeigen war.

5. Schranken fiJr die Nilpotenzklasse

Dal Ea-Gruppen lokal nilpotent sind, war das Ergebnis von Abschnitt 3.
In diesem Abschnitt wollen wir nun versuchen, etwas fiber die obere Schranke
der Nilpotenzklasse auszusagen. Wir beginnen vorerst mit der Feststellung
einer wahrscheinlich wohlbekannten Tatsache-

LEMMA 11. Sei 5 eine Gruppeneigenschaft, die die folgenden zwei Bedingun-
gen erfillt:

(a) Hat G die Eigenschaft 5, so hat auch G/Z(G) die Eigenschaft 5.
() Hat G die Eigenschaft 5 und ist G nilpotent der Klasse n + 1, so ist G

nilpotent Klasse n.
Dann gilt:Hat G Eigenschaft 5 und ist G nilpotent, so ist G nilpotent der Klasse n.

Beweis. Jede nilpotente 5-Gruppe hat eine n nicht fiberschreitende
Klasse. Ist ntmlich G eine 5-Gruppe der Klasse n - m, so ist G/Zi(G) eine
5-Gruppe der Klasse n m i wegen (a). Da also G/Z,_I(G) wegen
(f) die Klasse c -<_ n haben mul, so ist sogar G Zn+,_(G), und die Be-
hauptung folgt durch vollstiindige Induktion.
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Bemerkung. Lokal nilpotente -Gruppen haben eine n nicht iberschreitende
Klasse, wenn noch gilt"

(.) Endlich erzeugbare Untergruppen yon -Gruppen liegen in endlich
erzeugbaren -Gruppen.

Lemma 11 gibt uns die MSglichkeit, ein hinreichendes Kriterium daftir
anzugeben, dal aus der identisch ftir alle g aus G erftillten Relation g() o a 1
die Bedingung g(a) a- 1 folgt.

LEMMA 12. Ist a yon ungerader Ordnung, so folgt g(a) o a- 1 aus
g(a) a 1 fir alle g aus G, wenn {g, a} nilpotent ist fir alle g aus G.

Beweis. Nach Voraussetzung ist {a, g} nilpotent, wir wollen zuerst be-
weisen, dal {a, g} nilpotent der Klasse 3 ist. Dau nehmen wit an, dal]

{a, g} nilpotent der Klasse 4 ist. Wir erhalten dann

1 (ag)(s) o a (ag) ()
o (g a)

(g() oa)(go (ao (goa)))(ao (go (goa)))(ao (a,o (goa)))

(go (a (goa)))(ao (go (goa)))(ao (ao (goa))).

Entsprechend erhalten wir

1 (ag-i)(a)oa
(go(ao(goa)))(ao(go(goa)))(ao(ao(goa)))-,

und durch Multiplikation erhalten wir weiter

1 (go(ao(goa)))(ao(go(ga))).
Auflerdem gilt aber

1 ((goa) o(goa)) (go(ao(goa)))(ao(go(goa)))-
und daher ergibt sich

1 (go(ao(goa)))-- (ao(e (g a))).
Da ]edoch das Element a ungerade Ordnung hat und {a, g} nilpotent ist, hat
auch der Kommutator a o (g o (g o a)) ungerade Ordnung. Es bleibt daher
nur

1 (go (ao(goa))) (ao(go(goa))) (ao(ao(goa))),

und {a, g} ist nilpotent der Klasse 3, wenn {a, g} nilpotent der Klasse 4 ist.
Damit ist {a, g} aber nach Lemma 11 nilpotent der Klasse 3, was zunichst
zu zeigen war.

Ist nun {a, g} nilpotent der Klasse 3, so gilt g(S) a-1 1, und Lemma 12
ist bewiesen.

ZUSATZ 5. Ist a aus G yon ungerader Ordnung und G lokal noethersch oder
lo]al aufi6sbar, so folgt g(S) a- 1 aus g(S) a 1 fir alle g aus G.
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Beweis. Nach Voraussetzung ist [a, g} noethersch oder aufl6sbar, daher
ist {a, g} nilpotent nach Baer [3, S. 257] bzw. Gruenberg [4, S.160].

In 4, Satz 6 haben wir gezeigt, dal eine Gruppe G nilpotent ist, wenn
sie von endlich vielen Elementen a ungerader Ordnung mit

g(3) a g(3) a-1 1 ftir alle g aus G

erzeugt wird. Diese Aussage wird etwas verallgemeinert im folgenden

LEMMA 13. Die Gruppe Gist nilpotent, wenn in G keine Elemente der Ord-
hung 2 vorkommen und G {b, al an} wobei gilt g() ai g() a71 1

fir alle g aus G und alle i 1, n.

Beweis. Sei H der kleinste alle ai enthaltende Normalteiler yon G. Die
-1 b-2ai b fiir i 1, n Also ist HErzeugenden yon H sind a, b ai b,

endlich erzeugt und nilpotent nach 4, Satz 6. Dann ist abet G nilpotent
nach Gruenberg [4, Proposition 1, S. 154].

Eine erste spezielle obere Schranke der Nilpotenzklasse gibt uns

LEMMA 14. Ist G {x, y, z} und gilt

g() y g() y-1 g() z g(3) z-1 1 fir alle g aus G,

existieren welter in G keine Elemente der Ordnungen 2 und 5, so ist G nilpotent
der Klasse 4.

Beweis. Nach Lemma 13 ist G nilpotent; nach Lemma 11 geniigt es
anzunehmen, dal G nilpotent der Klasse 5 ist. Wir ftihren nun eine liingere
Rechnung durch, bei der wir die Identitiit

y-i((x o y-i) z)yz-i( (y z-i) x)zx-i( (z o x-1) y)x 1

benutzen; sie stammt yon Ph. Hall (vgl. etwa [10, S. 150]). Durch Inver-
sion erhalten wit

(1) x--l(y (Z X--1))XZ--I(x 0 (y z-1))zy-l(z o (x o y-1))x 1.

Wie schon oben erwiihnt, setzen wir voraus:

(2) G6 1.

Da g(3) Y 1 ist fiir alle g aus G, so gilt dies auch fiir h-iyh y(y h), und
wir erhalten

1 g(3) o (h-lyh) (g() o y)(g() o (h o y))-l.
Daher gilt

(3) g() o (h o y) 1,
und entsprechend ergibt sich

(4) g() o (h z) 1.
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Aulerdem erhalten wir

1 (g o ((gh) (3)
o y))(g o ((gh-1) () o y))

(g o (h(a) y))(g() (h o y))(g() o (h o (g o y)))
( o (h o (() o y)))

1 (g() o (h (g o y)))(g o (h o (g() y))),

und da nach Voraussetzung keine Elemente der Ordnung 2 existieren, gilt

(5) (g() o (h o (g o y)))(g o (h o (g() o y))) 1,

wobei man wieder y durch z ersetzen kann.
Nach 4, Satz 6 gilt y(a) o g I ftir alle g aus G, wir kSnnen daher 1, Satz 1

anwenden und erhalten, da_6 Y, g} nilpotent der Klasse 3 ist, also auch {y, xz};
daher gilt insbesondere

1 y (y ((xz) o (y o (xz))))

(y() o (x (y o x)))(y() (x o (y o z)))(y() o (z o (y o x)))
(y() o (z o (y o z)))

(y(2) (x (y z)))(y() (z o (y o x))),

(6) (y() o (x (y o z)))(y() o (z o (y x))) 1.

Nun wenden wir (1) an und erhalten

1 (y() o (x o (y z)))(y()
o (y o (z o x)))(y() o (z o (x o y)))

(y() (x o (y z)))(y() (x o z))-l(y() o (z o (y x)))-1

(y() o (x o (y z)))(y() (z o (y o x)))-l.

Daraus folgt aber mit (6) und (5)"

(7) y(:) o (x o (y o z)) y (x o (y() z)) 1,

da keine Elemente der Ordnung 2 existieren.
Wir betrachten nun G/Z(G). Nattirlich ist G/Z(G) nilpotent der Klasse

4, und man sieht sofort, dal die Elemente a, die die Bedingung u() o a 1
ftir alle u aus G/Z(G) erfiillen, eine Untergruppe bilden. Daher ist G/Z(G)
eine E3-Gruppe nach Lemma 13, und nach 1, Lemma 4 liegt
x ((yz) (x (yz)) in Z(G) und wir erhalten so

1 xo (xo ((yz) o (xo (yz))))

(x()o (yo (xoy)))(x(:)o (zo (xoy)))(x()o (yo (xoz)))
(x() (z o (x z)))

(x() (z (x o y)))(x() (y o (x z))).
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Mit (1) und (4) erhlt man

1 (x() (xo (yoz)))(x() (yo (zox)))(x()o (zo (xoy)))

(x(2) (y (x o z)))-l(x(2) (z (x y))).

Diese beiden Resultate ergeben mit (5)

(8) x(-)o (yo (xoz)) xo (yo (x(2) oz)) 1.

Da {x, y, z}

___
g, Y, z} gilt ftir alle g aus G, kann man in (8) x durch g ersetzen.

Damit haben wir auch in G die Eigenschaft gefunden, dal die Menge der
Elemente a mit g()o a 1 fiir alle g aus G eine Gruppe bildet. Es ist
ntmlich

g(3) o (yz) (g(3) y)(g(3) z)(g(2) (y (g z))) -1 1.

Damit ist G eine E3-Gruppe nach Lemma 12, und die Erzeugenden unter-
scheiden sich nicht mehr wesentlich. Durch Anwendung yon (1) erhalten
wir

1-- (xo (yo (xo (yoz))))(xo (yo (yo (zox))))(xo (yo (zo (xoy))))

(xo (yo (xo (yoz))))(xo (y(2) (zox)))(xo (yo (zo (yox))))-i

(x (y (x (y z))))2(x (y(2) (x z))) -1,
(9) (x o (y (x (y z)))) x (y(2) (x z)).

Da weiter (x-lyx) (z (2) (x-lyx) 1 und x-lyx y(y x) gilt (durch
1, Lemma 4), erhalten wir

1 (yo (z(2) oy))((yox) (z(2) oy))(yo (z(2) (yox)))

((yox) (z(2) (yox)))

((yox) (z()oy))(yo (z(2) (yox)))

(x o (y o (z(2) o y)))-l(y (x (z (2) y)))(y o (z() (y x)))

(y() (z(2) x) )-l(y (z (2) (y x)))

wegen y (z (2) y) (xy) (z(2)
o (xy)) 1 (1, Lemma 4), daher gilt

(10) y(2) (z(2) x) y o (z() (y x)).

Da G eine Ea-Gruppe ist, gilt

1 (y o ((yz) (3) x) )(y o ((yz-1) (3) x)

(y o (z() o (y o x) )2(y o (z (y o (z x) )(y(2) (z(.) o x))2
(y (z o (y o (z x))))4(y o (z (y (z o x))))2(y(2) o (z(.) o x))2
(y o (z o (y o (z o x))))6(y (z(2) o (y o

(yo (zo (yo (zox)))



ENGELSCHE ELEMENTE DER LXNGE DREI 701

wenn man zungchst (9) und dann (9) und (10) anwendet; da aber in G
keine Elemente der Ordnung 2 oder 5 existieren, erhglt man sofort

(11) yo (zo (yo (zox))) 1

und daher nach (9) und (10)

(12) y (z (2) (y x)) ye) (z(2) x) 1.

Man beachte, dal3 nur ftir den Nachweis yon (12) und (11) die Eigenschaft
von G gebraucht wurde, dall G keine Elemente der Ordnung 5 enthilt, (3)-
(10) gelten schon, wenn keine Elemente der Ordnung 2 in G vorhanden sind.
Nun liigt sich aber jeder Kommutator der Liinge 5 in G als Produkt der

in (3), (4), (7), (l 1 und (12) behandelten Kommutatoren und derjenigen
Kommutatoren schreiben, die man erhilt, wenn man in den behandelten
Kommutatoren die Erzeugenden vertauscht. Daher haben alle Kommuta-
toren der Liinge 5 in G den Wert 1 und G ist nilpotent vonder Klasse 4 hSch-
stens, wie behauptet.
Werden die Elemente der Ordnung 5 nicht ausgeschlossen, so kSnnen wir

etwas Analoges aussagen. Dies geschieht in

LEMMA 15. Ist G {x, y, z} eine Gruppe ohne Elemente der Ordnung 2
und gilt g() y g(S) y-1 g() z g() z-1 1 fir alie g aus G, so ist G
nilpotent der Klasse 5.

Beweis. Nach Lemma 13 ist G nilpotent, nach Lemma 11 geniigt es an-
zunehmen, dag G nilpotent der Klasse 6 ist. Wir mtissen also nur die Kom-
mutatoren der Liinge 6 betrachten, wobei wir gleichzeitig annehmen, dal
die Kommuttoren der Liinge 7 den Wert 1 hben.
Zuntchst stellen wir mithilfe yon Lemma 14 lest, dal folgende Kongruen-

zen gelten:

(13) g() (h z) g() (h y) 1 mod Z(G),

(14) x()o (yo (xoz)) =- xo (yo (x(2) oz)) 1 modZ(G),

(15) (x (y (x (y z))))2 =_ x (y(2) (x z)) mod Z(G),

(16) y() (x(2) z) y o (x() (y z)) mod Z(G),

wobei x, y und z untereinander vertauseht werden dtirfen, denn G/Z(G)
ist nilpotent der Klasse 5 und eine E.-Gruppe, wie sich aus Lemma 14 ergibt.
Aus (13) und (14) ergibt sich, dal Kommutatoren der Lnge 6, in denen

ein erzeugendes Element viermal vorkommt, verschwinden. Nun erhalten
wir aus 4, Satz 6, dal y() g z(S) g 1 ftir alle g aus G gilt, darum
haben wir

(17)
y(S) (z(2) ox) y(S) (xe) oz)

z() (y(2)o x) z(S) (x(2)
o y) 1.
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Das Gleiche erhiilt man fiir x, wenn mun die folgende Rechnung ausftihrt"
--1 X()1 x() ((yoz) y(yoz)) o (y(yo (yc, z)))

(x()
o y)(x()

o (y() z)

x()
o (y() o z).

Vertauscht man noch y mit z, so erhlt man

(18) x(a) (y(:) o z) x() (z() o y) 1.

Bedenkt man, dal G/Z(G) eine E-Gruppe ist, so erhiilt man

1 (h o ((gh) () (h ]c) (h o ((g-h) () (h o k)

(h (g() (h()
o k)))(h’)

o (g() (h k)))

(ho (go (ho (go (ho

Hierdurch erhalt man zusammen mit (18), (17), (16) und (15), daft alle
Kommutatoren, die x, y oder z dreimal enthalten, gleich dem Einselement
werden. Damit bleibt uns die Untersuchung von den Kommutatoren, in
denen alle drei Erzeugenden je zweimal vorkommen. Nun gilt nach 4,
Satz 6 y() g 1 ftir alle g aus G, und 1, Lemma 4 ergibt
yo (go (yog)) 1. Wirerhaltendaher

1 yo ((xoz) (yo (xoz)))

(yo (xo (zo (yo (xoz)))))(yo (zo (xo (yo (xoz)))))-(yo (xo (zo (xo (zoy)))))(yo (zo (xo (zo (xoy)))))

(y o (x (z o (x o (z o y))))),

wie man aus zo ((xy) (:) oz) xo ((yz) o (xo (yz))) --- 1 mod Z(G)
schlielt und aulerdem die Formeln

go (ho (g()oy)) =-- lmodZ(G) und g()o (hoy) =-- lmodZ(G)
wie folgt ausnutzt"

1 (y o ((zx) , (z ((zx) () o y) )(y ((zx-’) ’ (z o (zx-) () , y)

(y o (x (z o (x , (z o y) )(y o (x o (z() o (x o y) )
(y (z() o (x() y)));

1 (yo ((xz) ()o (xoy)))(yo ((xz-) ()o (xoy)))

(y (z (x o (z o (x y)))))(y o (x o (z() o (x o y))))

(y o (z() o (x() o y) ).
So erhlt man

yo (zo (xo (zo (xoy)))) yo (xo (zo (xo (zoy))))
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fiir Gruppen ohne Elemente der Ordnung 2. Wir haben damit

(19) yo (xo (zo (xo (zoy)))) 1

erhalten. Verfhrt man nun genauso wie bei (17) und (18), so ergibt sich,
dal alle Kommutatoren der Lnge 6, die mit y "beginnen" und "enden",
den Wert 1 haben. Das Gleiche gilt fiir mit z "beginnende" und "endende"
Kommutatoren, weil man y mit z vertauschen kann. Wir betrachten schliel-
lich (y x) (z(2) (y o x) 1 und erhalten

1 (yox) (z(2)
o (yox))

(yo (xo (z()o (yox))))(xo (yo (z()o (yox))))-I

(y (x (z() o (x y))))-l(x (y o (z(:)
o (y o x))))-I

(x o (y o (z() (y x))))-l,
also gilt

(20) x o (y (z(2) (y o x))) 1.

Mit (19) und (20) erhalten wir, dal alle Kommutatoren der zuletzt behan-
delten Art den Wert 1 haben mtissen, denn sie lassen sich entweder auf die
in (19) und (20) behandelte Form bringen oder sie sind yon der Form
f() (a (b (c d))), wobei unter a, b, c, und d nur zwei Erzeugende
vorkommen und f die dritte Erzeugende ist. Die Kommutatoren dieser
Form sind aber wegen a (b (c d)) 1 (4, Satz 6 in Verbindung mit
1, Satz 1) selbst gleich dem Einselement. Somit sind alle Kommutatoren
der Lnge 6 nicht von 1 verschieden und wir erhalten, dal] G nilpotent der
Klasse 5 ist, und das war zu zeigen.
Wir kSnnen nun Hauptsatz 3 beweisen.
Beweis yon Hauptsatz 3. Es geniigt zu zeigen, dal

g(3) (xy) g(3) (xy)-1= 1

fiir alle g aus G gilt, wenn das Gleiche gilt fiir y und x. Dazu betrachten
wir die Untergruppe U {g, x, y}. Die Bedingung (I) besagt, daft U keine
Elemente der Ordnung 2 enthtlt und also nach Lemma 15 nilpotent der
Klasse 5 ist. Die Gleichungen (3) und (4) in Lemma 14 kSnnen hier ange-
wandt werden, weil zu ihrem Beweis die Nichtexistenz von Elementen der
Ordnung 2 in U and U6 1 gentigt; dann ist aber U eine Ea-Gruppe und
wir sind fertig.

Gilt die Bedingung (II) und ist g yon endlicher ungerader oder yon unend-
licher Ordnung, so ist U wiederum frei yon Elementen der Ordnung 2 und
daher wie oben eine E3-Gruppe. Ist g yon (endlicher) gerader Ordnung, so
enthiilt jedenfalls der kleinste x und y enthaltende Normalteiler yon U
keine Elemente der Ordnung 2 und ist daher nilpotent. Dann ist aber nach
Gruenberg [4, S. 154] auch U nilpotent. Seien nun gl und g. Potenzen yon g,
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und zwar so, dal gl die Ordnung 2 und g eine ungerade Ordnung hut und
dal gl g. g gilt. Wegen der Nilpotenz von U gilt, dal U das direkte Pro-
dukt yon g und [g, x, y} ist. Da {g, x, y} keine Elemente der Ordnung 2
enthiilt, ist diese Gruppe nilpotent der Klasse 5 und eine E3-Gruppe. Da
g mit x und y vertauschbar ist, erhiilt man

g(3) (xy) g() (xy) 1,

g() xy )-i g2(3) (xy)-- 1.

Damit ist der Berweis yon Hauptsatz 3 abgeschlossen.
Zum Beweis yon Hauptsatz 1 beweisen wir zuerst zwei Lemmata"

LEMMA 16. Wird die E-Gruppe G yon vier Elementen erzeugt und sind in G
keine Elemente der Ordnungen 2 und 5 enthalten, so ist G nilpotent der Klasse 4.

Beweis. Dal G nilpotent ist, ergibt sich aus Hauptsatz 2. Nach Lemma
11 geniigt es, G 1 anzunehmen. Nach Lemma 15 verschwinden alle
Kommutatoren der Linge 5, in denen nur drei der vier Erzeugenden vorkom-
men. Seien a, b, c, d vier beliebige Elemente aus G. Wir errechnen

(ab) c (a c)(b (a c))-i(b C).

Daher erhiilt man

1 (a ((bcd) () a) )-l(a (b-c-ld-1) (2) a)

(ao (bo (do (coa))))2(ao (co (do (boa))))2
(ao (do (co (boa))))2(ao (do (co (boa))))2

(ao (do (bo (coa))))2(ao (co (bo (doa))))2.

Wegen Lemma 14 ist aber

(a (bc) (d (bc) a) (a (dc) (b (dc) a)))) 1.

So kommen wir zu 1 (ao (do (co (boa))))4, und daher

(21) ao (do (co (boa))) 1.

Ebenso erhalten wir

1 ((bcd) (a ((bed) a)))-l((b-lc-ld-1) (a ((b-lc-ld-) a)))

(bo (ao (do (coa))))(co (ao (do (boa))))2
(do (ao (co (boa))))2(4o (co (ao (boa))))2

(do (bo (ao (coa))))2(co (bo (ao (doa))))2.
Man bekommt dann wegen

(bc) o (a o (g o ((be) o a) (cd) o (b o (a o ((be) o a)))) 1
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die Identitat

1 (do (ao (co (boa))))(do (co (ao (boa)))),

und diese ergibt durch

1 (d ((ac) ()
o b))(d o ((a-c) () b))

(do (a (a (c o b) )(d (co (a o (a o b) )
(do (ao (co (aob)))),

(22) do (ao (ao (boc))) 1.

Nun gilt weiter

1 (d(b c)) o (a() (d(b o c)))

(do (a()od))(do (a()o (boc)))((boc) o (a()od))

((b o c) o (a() o d))

(bo (co (a()od)))(co (bo (a()od)))-

(b (c (a() o d) .
Daher gilt

(23) bo (co (ao (aod))) 1.

Schliellich erhalten wir

l a ((d(b c)) () o a)

(a o (d ((b c) o a)))(a ((b o c) o (d o a)))(a o (d o (d o a)))

(ao (do (ao (boc))))-’(a, (bo (co (doa))))

(a o (c (b , (d , a) )-
(a o (d , (a o (b o c) )-,

(24) a (do (ao (boc))) 1.

Wenden wir nun (22) an auf die Elemente a, ad, b und c, so erhalten wir

1 a, ((ad) () (boc))

(ao (d() (boc)))(ao (do (ao (boc))))(a() (do (boc)))

(a()o (boc))
a( (d o (b o c)),

(25) ao (ao (do (boc))) 1.



706 HERMANN HEINEKEN

Wegen (22) und (23) gilt schliellich

1 bo ((ac) )o (cod))

(bo (c(3) od))(bo (ao (c(2) od)))(bo (co (ao (cod))))

(bo (a() (cod)))
bo (co (ao (cod))).

Daher gilt auch

(26) d o (a o (c o (a o b))) 1.

Alle Kommutatoren der Lange 5 in G lassen sich aber als Produkt von Kom-
mutatoren der Formen (21)-(26) schreiben, daher ist G hSchstens von Klasse
4.

LEMMX 17. Wird die E3-Gruppe G yon 5 Elementen erzeugt und existieren
in G keine Elemente der Ordnungen 2 und 5, so ist G nilpotent der Klasse 4.

Beweis. Es gentigt wieder anzunehmen, dal G nilpotent der Klasse 5 ist.
Nach Lemma 16 gilt, dal alle Kommutatoren der Lnge 5 verschwinden, in
denen zweimal das gleiche Element vorkommt. Daher ist

a o ((bc) ()
o (d of)) (a o ((dr) o (b o c))) 1 und

a o ((bd) o (c o ((bd) of))) a o (d o ((cf) o (b o (cf)))) 1,

wobei a, b, c, d und f beliebig aus G sind. Das wird in der folgenden Rech-
nung der Reihe nach benutzt"

1 (a o ((b o c) o (d of)))(a o ((d of)o (b c)))

(a o (b (c (d of))))(a o (c (bo (d of))))-1
(ao (do (fo (boc))))(ao (fo (do (boc))))-I

(ao (bo (co (dof))))2(ao (do (fo (boc))))2
(ao (do (co (bof))))-(ao (do (fo (boc))))2
(ao (do (fo (boc))))4.

Also erhalten wir
ao (do (fo (boc))) 1,

und das war zu zeigen.

Dies ermSglicht uns den

Beweis yon Hauptsatz 1. Nach Lemma 17 sind alle yon ftinf Elementen
erzeugten Untergruppen yon Ea-Gruppen ohne Elemente der Ordnung 2
und 5 nilpotent der Klasse 4. Da die dazugehSrige Relation nur 5 verschie-
dene Elemente benStigt, ist damit auch G nilpotent der Klasse 4, und das
war zu zeigen.
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