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REFLEXION DISCONTINUE ET SYSTEMES STOCHASTIQUES

PAR M. CHALEYAT-MAUREL, N. EL KAROUIL, B. MARCHAL

Université P. & M. Curie, E. N. S. Fontenay and Université Paris-Nord

We show the existence and uniqueness of the solution of stochastic equations
of reflection on R associated to semimartingales with right continuous and left
limited paths. This result is used to prove the existence and uniqueness of a
Markov process associated with a boundary condition of Neumann type with
degenerate infinitesimal generator.

0. Introduction. Les équations de réflexions associées a des semimartingales Browniennes
ont été introduites dans [16], [6] et [3], en vue de construire un processus de Markov sur R™!
X R*, a trajectoires continues dont le générateur est associé a un opérateur elliptique L, et
limité par une condition fronti¢re de type Neumann. Nous avons précisé cette notion
d’équations de réflexion dans [3] en définissant d’abord les réflexions d’un processus continu
sur R*, puis en appliquant les résultats obtenus a la résolution par approximations succes-
sives d’équations différentielles stochastiques réfléchies. Cette étude se propose de généraliser
cette démarche, en considérant un probleme de réflexion associé a un processus continu &
droite, limité a gauche (cadlag).

La premiére difficulté est évidemment de définir la notion de probleme de réflexion sur R,
en précisant en particulier la condition qui doit intervenir sur les sauts. C’est ce que nous
faisons dans la premiere partie en montrant que le probléme ainsi défini admet toujours une
solution et une seule. Lorsque le processus a réfléchir est une semimartingale, des majorations
intéressantes peuvent étre établies pour le processus réfléchi, comme nous le montrons dans la
deuxiéme partie. Ces majorations sont a la base du théoréme établi dans la troisieme partie,
montrant, lorsque les coefficients sont lipschitziens, I’existence et 'unicité des solutions d’'un
probléme de réflexion sur R" associé a des semimartingales continues et des mesures-martin-
gales dont nous rappelons la définition. Enfin nous utilisons le résultat de cette étude pour
montrer existence et l'unicité d’un processus de Markov associé a un opérateur intégro-
différentiel L, dont la partie elliptique peut étre dégénérée et a une condition frontiére de type
Neumann, résultats qui n’ont pu étre obtenus par les méthodes classiques d’analyse fonction-
nelle, ([1]).

Nous tenons a remercier le referee pour le soin avec lequel il a lu notre article et pour les
remarques fructueuses qu’il a bien voulu nous donner.

1. Premiére partie. Un probleme de réflexion sur R. Dans [3], nous avons posé un
probléme de réflexion sur R associé a des fonctions y continues, définies sur R*, qui s’énonce
ainsi: un couple (z, k) de fonctions continues est dit solution du probléme de réflexion associé
a y (en abrégé PBR () si le systéme suivant est vérifié:

D z=y+k

(2) z est positif ou nul;

(3) k est une fonction croissante, nulle en 0 et telle que:

J z(s) dk(s) = 0.

11 est alors facile de voir que ce systéme admet une solution unique définie par:
k(t) = supoay(s) ou y(s) = sup(—x(s), 0)
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et
z(t) = y(t) + k(t) si y(0)=0.

Si y est seulement continue a droite et limitée a gauche (en abrégé cadlag), il est raisonnable
de définir un probléme de réflexion en exigeant que les fonctions z et k soient cadlag et
vérifient les conditions (1) et (2); la condition (3) étant modifiée en la condition (3"):

(3’) k est une fonction croissante, nulle en {0}, de partie continue k° satisfaisant a:

J“’ z(s) dk“(s) = 0,

plus une condition sur les sauts de k. Or si y est une fonction a un saut, par exemple:
(1) = algz=y
il est naturel d’exiger que z(¢t) = | a| 1 ¢,<y, Cest-a-dire que:
z(t)=alg=y si a=0 et k()=0
2(t) = alg=y —2alp=y si a<O0 et k() =2|allgz=y;
k a alors un saut en {z,} égal a 2z(t,). C’est une condition de ce type que nous retiendrons
pour caractériser les sauts de k. Elle nous permettra d’établir I'unicité du PBR.
1.1 Notations et definitions. Nous désignons par # I'ensemble des fonctions cadlag de R™*
dans R. Si y appartient a #;, on peut définir les fonctions y_ et A y par:
Y-(0) = limy o p(s) €t Ay(t) = p(1) = y-(1).

L’ensemble des instants de saut de y, c’est-a-dire {t > 0: A y(z) | > 0}, est noté S,. Nous
aurons également besoin des fonctions y et a définies par:

J(s) = sup(=)(s), 0) et a(r) = suppqy(s)-

Par ailleurs, pour toute fonction k de J#, croissante, nous notons k< la fonction croissante:
k() = Yos=: Ak(s) et k° la fonction continue, croissante:

ke =k — k°.

DEFINITION 1. Soit y un élément de £ On dit que le couple (z, k) ou z et k sont des
éléments de 7 est une solution du probleme de réflexion associé a y (en abrégé PBR( ), si le
systéme suivant est vérifié:

) z=y+k;

(2) z est positif ou nul;

(3) k est une fonction croissante, nulle en {0} satisfaisant a:

) @) f 2(s) dk“(s) = 0
?2) (ii)) Pour tout ¢ de S, Ak(t) = 22(2).

1.2. Quelques conditions nécessaires. ~ Avant d’aborder la résolution proprement dite, nous
allons établir quelques conditions nécessaires qui guideront la construction d’une solution.

Comme dans le cas continu, la fonction a, définie plus haut, jouera un réle fondamental.
Remarquons tout de suite que a est une fonction croissante appartenant a #. Comme a—(f)
= SUPo<s<¢ J(5), On a manifestement:

S.CSN{t>0 Ayr)<0}=35,
etsit € S,, alors:

a(t) = —y(t) > a-(t).
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PROPOSITION 2. Supposons qu’il existe une solution (z, k) au PBR( y). Alors nécessairement
y0)=0er

) k=ga

(2) 8. C Sa C Sy; pour tout t de Si:
3), 4 k() + k—(?) = 2a(1), k(@) > a(t) > k_(t) = a_(2),
®) Ak(t) = 2Aa(t);

(3) une condition nécessaire et suffisante pour que t appartienne d S est:
z_(t) + Ay(t) <O
(4) pour tout t
© 2(1) = | z-(t) + Ay0) [ = | (@) + k(1) |-

PREUVE. Puisque k(0) = 0, nécessairement z(0) = y(0) = 0. De plus, z étant positive et k
croissante, k() = y(s) pour tous s < ¢, donc k(?) = a(?).

Considérons maintenant ¢ dans Si. Par hypothese: Ak(t) = 2z(t) = 2)(¢t) + 2k(¢), soit encore
k(t) + k-(t) = 2j(t) > 0. Nous avons: 0 < k(z) — a(t) + k—(¢) — a—(¢) = y(t) — a(t) + y(t) —
a_(t), () < a(t) entraine alors nécessairement: j(t) > a—(t), donc j(t) = a(?) et I'égalité k(r)
+ k_(t) = 2a(?), ce qui donne k(t) > a(t) > k—(t). De plus:

Ak(t) = k(@) + k_(t) — 2k_(t) = 2(a(t) — k-(2)) = 24a(2).

Nous avons aussi: z(¢) + z—(¢) = y(t) + y-(t) — 2y_(f) = —A y(¢),C’est a dire: si ¢ appartient
a Sk, z-(t) + Ay(r) < O et z(t) = |z-(¢) + Ay(t)|. Notons qu’alors ¢ n’appartient pas
nécessairement 2 S, mais que réciproquement, si z—(¢) + A p(¢) <0, k—(¢) + y(¢) < 0 et donc
t appartient & Sy.

Par ailleurs, si ¢ n’appartient pas a Sy, ou A y(t) = 0 et z(z) = z_(¢), ou A y(¢) # 0 et alors:

2(t) — z(t) = y(t) — y—(t) puisque Ak() =0,
et donc
2(1) = z-(0) + Ay(t) = | 2-(1) + Ay(D) |,
soit encore en utilisant la forme de z,
2(1) = [ y(0) + k(1) |- o
Les fonctions k et a sont trés liées; nous nous proposons de préciser les situations d’égalité.

PROPOSITION 3. Une condition nécessaire et suffisante pour que k soit égale a a est qu’elle
soit continue.

PReEUVE. La condition nécessaire est évidente, car en tout point de Sy, d’apres la Propo-
sition 2, k est strictement supérieure a a.

Supposons k continue. Pour tout ¢, Nous désignons par d; = inf{s:k(s) > k@®)} etl, =
sup{s:k(s) < k(t)}; d: est un point de croissance a droite de k, et /; un point de croissance a
gauche de k. Comme k est continue, k(¢) = k(d;) = k(l:). D’autre part, puisque pour tout ¢

t
J' 2(s) dk(s) est nul z(d;) = z-(l) = 0, ou encore grice a la continuité a droite de z, k(d;) =
0
—p(dy) et k(l;) = —y-(I). Or:
k=a=jp, parsuite k(d)= a(d)= )d)

et
k(i) = a(l) = (), mais k(t) = k(d:) = k(l)
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donc

a(d;) = a_(l;) = a(t) car a est croissante. O

1.3. Le theoreme d’éxistence et d’unicité. Avant toute chose, rappelons, sous la forme dont
nous aurons besoin, un lemme de changement de variables.

LEMME 4. Soit k (tesp. k) une fonction croissante, continue a droite, nulle en {0}, de partie
continue k“(tesp. k°). On désigne par v le processus a variation finie k — k et par v° sa partie
continue. On a alors:

Vi) =2 J' v_(s) dv°(s)

+ Yocomt Lsynsc([K(S) + k—(s) = K(s) = k—(s)]Av(s)

= To<s=t Lsynsp(9)[2K(s) — k(s) — k—(5)]Ak(s)

= Tocs=t Lsgns ()[2k(s) — K(s) — K—(5)]AK(s).
Nous pouvons maintenant énoncer notre théoréme.

THEOREME 5.  Pour tout y de  satisfaisant a y(0) = 0, il existe une solution et une seule au
PBR( ), notée (z, k). Le couple (z, k) satisfait alors aux propriétés énoncées dans les Propositions
2 et 3 et de plus:

ask=a+a® ou a¥(t)=Ypq Aa(s).

PREUVE. (a). Unicité. Considérons deux solutions (z, k) et (Z, k) du PBR( ), et posons v
=k — k. Alors z — = k — kK = v. Compte-tenu du Lemme 4 et des égalités (1), (3), il vient:

Vi) = =2 J' [2(s) dk“(s) + z(s5) dk “(s)]

— Yo<s=t Ls,ns()[2K(s) — 2a(s)] Ak(s)
— Yocs=t Lsins ($)[2k(s) — 2a(s)]AK(s).

Or z et Z sont positifs, k et kK sont supérieurs a a; par suite: v2(f) < 0. k est donc identique a £
etzaz

(b). Existence. Un cas particulier. Nous commengons par supposer qu’il existe une suite
(2)nen croissante qui épuise les sauts de a. Nous allons définir k par récurrence de la maniére
suivante: sur [0, #i[ on pose k(¢) = a(t), et donc nécessairement d’aprés I’égalité (6) k(t) =
| y(t:1) + a—(t1) | — y(t:); supposons défini k sur [0, £, ]; sur [¢., t,i[ on pose k (¢) = a(t) \/ k(t,),
et au point Lur1Kk(tn+1) = | P(tn+1) + K—(tr+1) | — Y(tn+1), sOit encore k(tnr1) = | k—(tn+1) — a(tn+1) |
+ a(tn+1) puisque £,.; est un saut de a. Notons qu’il n’y aura de sauts de k que si: k—(fp+1) <
a(tn+1). Par suite:

k@) = Y=o Ittt (®)  a(t) v/ K(tn)
et
Kk(tns1) = |a_(tns1) V k(t2) — a(tns1) | + a(tns1) avec k(0) =

Siz =y + k, vérifions que le couple (z, k) est bien solution du PBR( y). Par construction, k est
supérieur a a, donc z est positif. De plus si t € Sk, t € Sa et k(t) + k(1) = 2a(t) = =2p(2).
D’autre part, soit s un point de croissance stricte de k¢ (pour tout € > 0, k(s — €) < k(s)).
D’apres la forme de £, il existe un n tel que: t, < s < f,41 et k(s) = a(s) > k(t,). s est donc un
point de croissance stricte de a, ce qui entraine que a(s) = —)(s) et donc z(s) = 0. Par suite, le
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support de k° est inclus dans 'ensemble {z = 0 ou z_ = 0} ce qui est équivalent a: pour tout

f z(s) dk(s) = 0. Il reste a montrer par récurrence que k(¢) < a(t) + a*(¢). Cette inégalité

o

est vraie sur [0, #;]. Supposons la vérifiée sur [0, 1, ]; alors, sur [#,, th+1[
k(1) = a(t) v k(tx) < a(t) v (a(tx) + a®(t))
= a(t) + a“(2)
et
k(tn+1) = a(tne1) + | a(tns1) — k—(tns1)|
< a(tws1) + a%(tas).

Cette inégalité est donc vraie partout.
(c). Existence. Le cas général. Nous désignons maintenant par ¢;, le n*™ saut de a
d’amplitude supérieure a €; la suite ¢5, est croissante et tend vers I'infini. Posons:

k() = Yo lus 5., 0(0)a(t) v k(1)
k(the1) = a(tse1) + | a(the) — k(1) v a-(the1) |
et
z5(t) = y(t) + k<(2).

On vérifie comme ci-dessus que z¢ = 0, (k)° ne croit que sur {z(s) = 0} et si t € Sk, Ak(t)
= 2z%(1) si Aa(t) = €. Pour simplifier I'écriture, nous noterons S. 'ensemble Sk N {z:Aa(t) =
€} et S. lensemble Si N [£:Aa(?) < €}. Etudions I'ensemble S.;siz € S., 0 < Aa(t) <eetil
existe n tel que 15, <t < t5+y; alors:

Aa(t) = AkS(t) si a-(t) = k(5)
Ak(t) = a(t) — k°(t) < Aa(t) si a-(t) < k*(t) < a(?).
Dans tous les cas:
a(t) + a_(t) < k(t) + k < (t) < 2a(?).

Nous nous proposons d’étudier la limite de z° quand € tend vers zéro, en calculant, pour & <

€ (2(0) — 2°(1))" = (k“(t) — k*(1))".
D’apres le Lemme 4 et les propriétés de (k€)°, (k*)°, Ak, il vient:

(z(0) — 2°()* = -2 f (2°(s) d(k°)Y(s) + 2°(s) d(Kk" )" (s))

+ Yoot 1505, (9)[2a(s) — k(s) — k()] k*(s) — Ak<(s))
= Yo<s=t Lspns, ()[2k(s) — k°(s) — k2(s)]AK"(s)
= Yo<s=t Lsgns, ()[2k(s) — k(s) — k<(s)JAKE(s).

Nous notons cette expression —2I; + I, — I3 — I,. Comme z* et z€ sont positifs, I; est positif.
De méme, nous avons vu que si s € Ska,

k(s) + k2(s) < 2a(s) = 2k*(s)
et donc les termes I; et I, sont positifs. Quant au terme I, il est majoré par:
2 Yo<s=t | a=nats<g ()(Aa(s))®
car
Ak(s) = 2Aa(s)
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et:
0 = 2a(s) — k(s) — k<(5) = 2a(s) — a(s) — a-(s) < Aa(s).
Par suite:
(@51) = 2°())° = 2 Yo<o=t Lfaztra < 9 (5)(Aa(s))?
= 2ea”(r).

Les fonctions z° et k° convergent donc uniformément sur tout compact vers des fonctions z et
k qui satisfont & z = y + k, z = 0 et k est croissante.

Il reste a préciser les propriétés de k. Remarquant que Ak“(s) < 2Aa(s) et que Ak<(s)
converge vers Ak(s), nous voyons que (k)* converge uniformément sur tout compact vers k¢
et que (k°)° converge suivant le méme mode vers k°. D’autre part, si t € S, il existe €, tel que
t € S. pour tout € < €,; soit Ak“(t) = 2z%(¢) ce qui entraine apreés passage  la limite que Ak(?)
= 2z(r). De méme, soit ]r, s[ un intervalle contigu a I'’ensemble {z < b}; pour € petit il est
contenu dans un intervalle contigu a ’ensemble {z¢ < b/2} et donc:

k)(r) = (k)()-
Apres passage a la limite k°(r) = k°(s). Pour tout b > 0,

f t 2()] 2=y dk(s) =0
]
et donc, puisque z est positif,
fz(s) dk(s) = 0.
o
Le couple (z, k) ainsi construit est donc bien solution du PBR(y). O

2. Deuxiéme partie. Applications aux processus.

Soient (R, % %, P) un espace de probabilité satisfaisant aux conditions habituelles et ¥ un
processus a valeurs réelles, cadlag. On dira que les processus, (Z;, K:), résolvent le probléeme
de réflexion associé a Y si, pour tout w de &, (Z(w), Ki(w)) est solution du PBR (Y(w)) défini
dans le paragraphe précédent. Par suite, pout tout processus Y cadlag tel que Y, = 0, il existe
une unique solution au PBR (Y):(Z, K). La construction de la premiére partie montre que si
Y est Z(R") ® %, mesurable (resp. optionnel), il en est de méme des processus Z et K.

Nous allons voir que ce probléme simple a de nombreuses applications i la théorie des
semimartingales.

2.1. Temps local des semimartingales et probléme de réflexion. Soit X une semimartingale.
Il est établi dans [13] que si x™ = sup(x, o) et si par convention le signe de O est pris égal &

-1:

t
X =Xg + f lix, >0 dXs + BLY(X) + Yo<os: (1 x,-x,<0) | X | + Lx, -0 X5),

et
t
| Xe| =] Xo| + J signe(Xs-) dX, + LY(X) + 2 Focs=t (Lix,x,<0) | X | + Lix, =0 X3),
0
ol L°(X) est un processus croissant continu qui ne croit que sur les zéros de X; L° est appelé
temps local de X en {0}.
La proposition suivante résulte alors immédiatement de I'unicité des solutions du probléme
de réflexion.

PROPOSITION 6.  Soit X une semimartingale cadlag de temps local en {0}L°(X).
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(a). Le couple (| X |:, L(X) + 2 Yocost | (x,-xx,=0) | Xs|) est Punique solution du PBR(Y), oul
lon a posé:

t
Yi=|Xo| + J’ signe(Xs-) dX; — 2 Yocomt L x, =0y Xs.
(b). Le couple (X{, % L2(X)) est unique solution du PBR(Y") ou I'on a posé:
t
Y= X+ f lix, >0 dXs + Yocos L ix xx,<0) | Xs| + 1(x-=0) X3)

et LX) = suppy Yi, car L°(X) est continu.
Nous aurons par ailleurs besoin du résultant suivant:

PROPOSITION 7. Soient Y (tesp. ¥) une semimartingale et (Z, K) (resp. (Z, K) la solution
du PBR(Y)(resp. PBR(Y)). Alors on a:

t t
Zi—Z2) =(Zo— Zo)* +2 J’ (Ze-— Zo-) d(Y,— Y) — 2 J Z dK¢

0] —2Jtzs- dR{+ (Y=Y, Y = ¥){ + Yocet (AY, — AY,)
— 4 ocs=t (Isynsg + Lsgns)($)ZeZs.
En particulier on a:
®) Zi=2 J‘ Z-dY, +[Y, Y).
PREUVE. Par construction, Z — Z est une semimartingale et d’aprés la formule d’Ito,

Zi— 2) =(Zo— Zo)* +2 j (Zs- — Zs-) d(Y = Y),

t
+2f (2o — Z-)dKS — dKS) + (Y — ¥, Y = ¥);

+ 2 Yo<omt (e — Z)AK, — AK,) + Yo<smt (AZ, — AZ,)?

ou (Y — ¥, Y — Y) est le processus croissant associé & la partie martingale continue de ¥ —
Y. Remarquons que puisque K“(resp. K¢) ne croit que sur les zéros de Z (resp. Z),

t t t
J (ZS—ZS)(dKz—dK§)=—( f 2 dK: + f Z, dkS).

Calculons d’autre part H, = 2(Z,- — Z)(AK, — AK,) + (AZ, — AZ)™
—S8is € Sk N Sg,
AK.— AR, =22, - 2), Z +Z-=-AY, Z +Z-=-A¥, dou:
Ho=(Z.— 2.+ Z — Z.)' = (AY, — ATL)2.

—Sis€ Sk N Sg,

H,= —4Z(Z,— Z-) + (AY, — AY, - 2Z,)

= (AY, — AY,)? — 4Z,(Z, + AY, — Z- — AY,) + 422, or:
Zo +AY,=Z, et Z-+AY,=-Z, car AK,>0, par suite:
H,= (AY, — AY,)’ — 42Z.Z,.
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Il en est de méme par symétrie si s € Sx N S&.
—Si s€SyN S%,
H, = (AY, — AY,)%

En regroupant les différentes valeurs de H, on obtient le résultat. 0O

2.2. Majoration sur le PBR. Dans la démonstration du théoréme principal de la troisiéme
partie nous utiliserons une méthode de point fixe qui nécessitera la majoration de la différence
de deux processus croissants, solutions du PBR. Plus précisément en utilisant une idée de M.
Métivier et J. Pellaumail (voir [12]) nous désirons majorer:

E[supo<s<: | Kt — K:|*] ol 7 est un temps d’arrét.

Nous procédons en deux étapes: tout d’abord nous obtenons une majoration sur [0, 7], puis
nous nous ramenons a [0, [ a ’aide d’un résultat de [12].

PROPOSITION 8. Soit (Z, K) (resp. (Z, K))la solution du PBR associé a la semzmartmgale
nulle en 0, Y (tesp. Y), dont on choisit une décomposition en Y = M + V(tesp. Y=M+ V) ou

M (resp. M) est une martingale de carré intégrable et V (tesp. V) un processus dont la variation
est de carré intégrable; alors il existe une constante C telle que pour tout temps d’arrét:

©) E[sup0<ss,|zs—ZS|ZJSCE[[M—M,M—ML+“ dv - V)sl) ]

PREUVE. Désignons par A., supo<s<.| Z, — Z| et remarquons tout d’abord que si les
hypothéses de la proposition sont satisfaites

E[A,] = 2E[suPo<ss: | Zs ]| + E[Supo<s=: | Zs|*] < +oo.

En appliquant la Proposition 7 et en remarquant que I'expression:

t t
-2 f Z,dK: -2 f Z, dKS — 4 Yocoet (Isgnsy + Lsgns )(9)Z, Zs

est négative, nous obtenons:

2z, - Z‘t)zszf (Zs-—Z-)d(Y - Y),+[Y-Y, Y- V],

]

+E[Y-Y, Y- Y]T]

d’ou

E[A?] =< 2E[supo<s5, f (Zu- — Z) dM — M),

+2E { SUPo<s=r

f Zu-— Z,-)dV — V),
<2 + 2L, + Is.

Appliquons I'inégalité de Davis (voir [13], page 349) a la martingale de carré intégrable [

(Z,- — Z,-) d(M — M),, nous obtenons:
1/2]
< CE[A[M - M, M — M]¥¥

= CE[AZ)E[[M — M, M — M].]"* ou C est indépendante de .

I = CE{

f | Zy- — Zo_|*d[M — M, M — M],
0
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Nous avons de méme:

r T 21/2
Ist[A,I | d(V - f/)s|] SE[Af]VQE[<J’ |d(v - f/)s|) ] .

Enfin il est facile de voir que:

Iy < 2E[[M — M, M — M), + So<s= A(V = V)?]
. 2
SZE[[M—M,M—M]T+ (J |d(V — I")sl) ]
Nous en déduisons

T 1/2
E[A%] = 2C'21/2E[[M -M,M—-M], + J’ |d(v — I7)s|2] E[A2]V2

+2E[[M—M,M—M],+f ld(V - I")slz]

ou C’ = sup(C, 1).

Remarquons que cette inégalité est du type x* — 2bx — b> <0 avec 0 < x < +o et b =
C2'2E[[M — M, M — M], + (J5 d(V — V)5|)*]"? < +. Il s’en suit que E[AZ] =< (I +
21/%)p, soit en posant C = (1 + 2"/%)*C”* I'inégalité annoncée. O

Puisque Z solution du PBR(Y) est égal a Y + K, nous en déduisons immédiatement:

COROLLAIRE 9. Il existe une constante C = C telle que pour tout temps d’arrét:
T 2
(10)  E[supo<s=: | Ks — Ki|*] = C‘E[[M —M,M—M], + <J |d(V — f/)s|) ]

Enoncgons le résultat essentiel de [12] (Théoreme 1) qui nous permettra de déduire de
I'inégalité précédente une majoration sur [0, 7.

ProPOSITION 10.  Etant donnée une martingale réelle, cadlag et de carré intégrable, M, pour
tout temps d’arrét 7 il existe une martingale, M *, réelle, cadlag et de carré intégrable qui posseéde
les propriétés suivantes:

). lp,- X M* = 1p,.(M;

). E[[M* M*).]= E[(M*, M*).] < E[[M, M].- + (M, M), ]

Nous pouvons maintenant étudier la majoration sur [0, 7[.

THEOREME 11.  Soit (Z, K) (resp. (Z, K)) la solution du PBR associé a la semimartingale
nulle en 0, Y (tesp. ¥), dont on choisit une décomposition en Y = M + V (resp. Y= M + V) ot
M (vesp. M) est une martingale de carré intégrable et V (vesp. V) un processus d variation finie;
alors il existe une constante C telle que pour tout temps d’arrét:

[sup0<s<-r |Ks - Ksl]z

11
(b SCE[[M—M,M—M]T_+(M—M,M—M>r—+j [a(V - V)slz]-
[0,r[

Preuve. Les hypothéses du théoreme étant satisfaites, il existe une suite de temps d’arrét
croissant vers l'infini, (7,)s=1, pour laquelle M;,, et M., soient des martingales de carré
intégrable, et, fro,r,c |dVs| €t [fo., |dV;| soient de carré intégrable. II suffit de montrer
Iinégalité pour les temps d’arrét 7 A 7,, car on l'obtiendra pour 7 en faisant tendre n vers
I'infini. '
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Fixons n. Soient M* et M* les martingales de carré intégrable associées aux martingales
M+, €t M4, par la Proposition 10, V'* et V' * les processus, dont la variation est de carré
intégrable, définis par:

1[0,1'/\1',,[ V* = l[0,‘1-/\‘1-n[ v, l[O,-rA‘rn[ I‘/* = l[O,'rA‘rn[ f/
et sur 'ensemble [7 A 7,, +oo[: V*=V,., et V*=V,,, et considérons (Z*, K*) (resp.AZA *,
K*) la solution du PBR associé a la semimartingale Y* = M* + V* (resp. Y* = M* + V'*),
Alors, l'unicité de la solution du PBR entraine en particulier que sur [0, 7 A 7,[:
K—K=K*—-K*
Par suite:

E[Supo<ss-r/wn |Ks - Kslz] = E[Sllpo<ssnf,, |K: - K:lz] = E[Supo<ssmr |K§k - K:lz]

et nous pouvons appliquer la majoration (10) du Corollaire 9. Nous obtenons I’existence d’une
constante indépendante de 7 et de n pour laquelle:

TATy

2
E[suPo<s=rar, | Ks — Ks|1? = CE[[M* — M*]nr, + (J |d(v* - I‘/*)s|) ]

o

La construction des martingales M* et M* montre facilement que leur différence M* —
M* est associée A la martingale M.a,, — M 4., et donc:

E[[M* -~ M* M* —M*),., |<E[[M—~M,M— M), + (M—M,M—M),.. ]
L’inégalité résulte immédiatement de la définition de V* et V'*. O

2.3. Inégalité du type Burkholder-Davis-Gundy. Nous allons considérer la solution du PBR
associé a une martingale locale et établir comme dans [3] des inégalités du type Burkholder,
Davis, Gundy; elles ne servent pas directement dans la suite mais donnent un encadrement de
la norme L” du sup de la solution en fonction seulement de la donnée Y.

PROPOSITION 12.  Soit Y une martingale locale cadlag et (Z, K) la solution du PBR associé
a Y. Pour tout p; 1 < p < oo, il existe 2 constantes strictement positives C et D, ne dépendant que

de p telles que:
CE(LY, YI?’*) < E(sup #2) <= DE([ Y, Y]"?).

PREUVE. Désignons par (A) I'inégalité de gauche et par (B) celle de droite.

(a). Commencons par justifier (B). Par construction, Z = Y; + K, avec K; = K,_ + AK,. Si
A, désigne sup(, ) Y., d’apres la Proposition 2 les inégalités suivantes sont satisfaites: K, < A,
+ 2AA, =34, ce qui entraine que:

sup; Z; < 4 sup;| Y.
Nous concluo;ls a l'aide des inégalités de Burkholder-Davis-Gundy qui impliquent:
E[sup| Y:|”] = GE([Y, Y]2®) et donc:
E[sup: Z£] < 4f’c1E([ Y, Y]2/%).

(b)' Remarquons tout d’abord qu’il suffit d’établir I'inégalité (A) pour une martingale de
H'. En effet, si Y est une martingale locale cadlag il existe une suite croissante de temps
d’arrét, (T )nen, qui réduit fortement la martingale locale Y, ce qui entraine que les martingales
Y™ appartiennent a H'. Désignons par (Z", K") la solution du PBR(Y7~). D’apres la

! Nous tenons a remercier Monsieur C. Stricker qui nous a communiqué cette démonstration plus
€légante que celle initialement donnée par les Auteurs.
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Proposition 8, Z" est égal p.s. a Z sur [0, T.[, donc si (A) est satisfaite pour (Z™, Y™), il est
clair qu’il en sera de méme pour (Z, Y) apres avoir fait tendre n vers +oo.

On suppose donc que Y appartient a H'. On démontre alors aisément (A) a partir des
Théorémes 23 et 24, pages 346 et 347 de [13], (lemme de Garsia). On a:

E[K./%r] — Kr_ = E[Kw — Kr/%r] + Kr — Kr_ < E[Z, — Z7/%7) + 2Z7 < 4E[Z%/%7]

ol Z# désigne le processus croissant suppo,; Z. Dans ce cas d’apres les deux théorémes cités
ci-dessus on a:

E[K5]/P < 4pE[Z¥]/? pourp=1,

d’ou I'on déduit immédiatement existence d’une constante ¢, ne dépendant que de p, telle
que:

E[sup.[Y.]"]"? = , E[Z%]"7,

Cest a dire (A) grace au Théoreme 31 de [13] (inégalité de Davis appliquée a Y). U

3. Troisieme partie. Systeme différentiel stochastique dans Rj. Dans cette derniére
partie, nous allons résoudre un systéme différentiel stochastique dans R3, qui est I'analogue
dans le cadre de la réflexion des équations stochastiques d’Itd associées a un opérateur intégro-
différentiel (cf. Skorokhod [14] Lepeltier-Marchal [11]).

La méthode suit essentiellement celle de Doléans-Dade et Meyer dans [5] pour des
équations différentielles stochastiques sans réflexion du type

t
X, = H + j f(s, Xo-) dM,

ol M est une semimartingale cadlag nulle en 0.

Cette résolution, qui utilise le PBR précédent, généralise au cas discontinu les résultats de
El Karoui et Chaleyat-Maurel [3].

Afin de rendre compte des équations de réflexion les plus générales, nous intégrons par
rapport a la mesure de comptage des sauts de la semimartingale, aussi, est-il nécessaire de
rappeler quelques notions sur les processus ponctuels et leur mesure martingale associée (cf.
El Karoui-Lepeltier [7] et Jacod [9]).

3.1. Rappels sur les processus ponctuels. Nous utilisons systématiquement les notations et
définitions de [7]. (U, %) désigne I'espace R — {0} muni de sa tribu borélienne, § un point
a linfini et (U, %) l'espace U U {8} muni de sa tribu borélienne. Toute fonction f définie sur
U est prolongée a U par f(5) = 0.

Soit un espace probabilisé satisfaisant aux conditions habituelles, nous dirons qu’un
processus ponctuel, Y, a valeurs dans U, est o-discret s’il existe une suite croissante H"
d’éléments de B(R*) ® F® % telle que DY, = {t; (¢, w, Yi(w)) € H"} soit discret pour presque
tout w et D, = {t: Yi(w) # 8} = U.D? pour tout w. A tout processus ponctuel o-discret Yy,
nous associons une mesure aléatoire de comptage p définie sur Z(R™) X % par:

- p(w, -) = Yo<sen, € ® &(w),

ol € est la mesure de Dirac sur R*. Le processus ponctuel, Y;, sera dit o-fini, adapté s’il existe
un processus H, #® % mesurable (2 tribu prévisible), strictement positif, tel que E[ p(H)]
< +oo et si pour toute fonction f positive, % mesurable, le processus

Ptf= Zo<sst f( Ys)

est un processus croissant adapté. Alors on peut associer a pf sa projection duale prévisible
qui s’écrit

. j N(s, -, f) dAs
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ol N(t, w, -) est un noyau de transition o-fini de 2vers (U, %) et A, un processus strictement
croissant prévisible. Le couple (N, 4) (unique) est appelé le systéme de Lévy du processus
ponctuel o-fini Y.

Introduisons les espaces de processus 2 ® %-mesurables sur lesquels sont définies les
mesures aléatoires associées a un processus ponctuel de systéme de Lévy (N, 4):

LN, 4) = {Z:EU dAsf N(s, du)) Z(s, u)l] <°o}
o U
gl,loc(N’ A) = {Z . j dAsj N(S, du)|Z(s, u)l < OOPp—s}
o U
LY N, A) = {Z:EU dAsf N(s, du)| Z(s, u)IZ] < °°}
o U

LN, 4) = {z:f dAsJ’ N(s, du)| Z(s, w)|* < °°Pp—s}.
o U

Si Z appartient & £"'*(N, A) nous pouvons définir une mesure aléatoire a variation finie
par la relation:

9(Z) = p(Z) — J’ dAsN(s, Z;)

qui est une martingale locale cadlag. Remarquons que si Z appartient 3 (N, 4) N £(N,
A), g(Z) est une martingale de carré intégrable de processus croissant prévisible

t
j dAN(s, Z2) — Ts<t (A4’ NY(s, Z,).

Par les méthodes habituelles la mesure martingale g peut s’étendre aux éléments de £*(N,
A), puis L*"°(N, A), et ainsi nous obtenons le résultat d’existence suivant:

PrOPOSITION 13.  Si le processus Z appartient a (N, A) (resp. £>'*(N, A)), il existe une
unique martingale de carré intégrable (resp. locale localement de carré intégrable), que nous
notons g Z), de processus croissant associé

t
J dAN(s, Z2) — Vo<t AA2N%(s, Z,)
telle que si Z appartient a £*(N, A) N LY (N, A):

q(Z) =p(Z) — f dA;N(s, Z,).

3.2. Systéme différentiel stochastique de réflexion. Nous pouvons maintenant introduire le
systéme différentiel stochastique de réflexion dans R, auquel nous donnerons un sens et dont
nous établirons sous certaines conditions I'existence et "unicité.

DEFINITION 14. Soient (Q, 7, (), P) un espace probabilisé satisfaisant aux conditions
habituelles; (M) une semimartingale d-dimensionnelle continue et nulle en 0; (Y,) et (Y.) deux
processus ponctuels o-finis a valeurs dans U et (H,) un processus cadlag a valeurs dans Ry,. Pour
toute f(1, w, x) (resp. g(t, w, x, u) et h(t, w, X, u)) fonction aléatoire mesurable, d-dimensionnelle,
définie sur R* X Q X R (resp. R* X & X R3 X U) nous dirons que le couple (X,, K,) est
solution du systéme différentiel stochastique S(f, g, h) si:

(i) X: est un processus cadlag adapté d-dimensionnel,

(i) K. est un processus croissant cadlag, adapté, nul en 0,
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(iii) X} (w) = Hi(w) + [511(s, w, Xo(w)) dM3(w) + [5 [ g'(s, w, Xoo(w), w)q(w, ds, du) +
Se=t RS, @, Xom(w), Yo(w)) + Ki(w)

t
X;l = O, j 1(Xj=0) dK§ = Kf, AK; = 2X¢1 si AK,# 0;

(iv) pourtout2 <i<d

Hw) = Hi(w) + j S5 w0, Xo(w)) dM ()

+ J j g2'(s, w, Xo—(w), u)q(w, ds, du) + Yo<s=t h'(s, w, Xoe (w),' Ys(w)),
o U

ou q est la mesure martingale associée au processus ponctuel (Y.). De plus, nous dirons qu’il y a
unicité de la solution si tous les couples (X, K) solutions sont indistinguables.

Remarquons que, n’ayant pas plus précisé les conditions de mesurabilité des processus f, g
et h, nous n’avons pas donné un sens aux différentes intégrales stochastiques intervenant dans
la définition. Ce sens apparait dans notre théoréme d’existence et d’unicité énoncé ci-dessous
et dont la preuve sera établie au paragraphe suivant.

THEOREME 15. Il existe une unique solution au systéeme S(f, g, h) si les fonctions f, g, et h
satisfont aux hypothéses suivantes:

(Hi). pour (w, t) fixés f(t, w, -) est lipschitzienne de rapport K, pour x fixé f(-, -, x) est un
processus cadlag adapté:

(Hs). g est P X Bra @ U mesurable, g(t, o, -) appartient @ F>"°(N, A) et il existe un
processus 1(t, w, u)P ® U mesurable, positif, appartenant @ £>"°*(N, A) tel que pour tous t, ,

X, y:
| g(t w, x, u) — g(t, w, p, W| =0t 0, w)|x — y|;

(Hs). La fonction h est PQ RBre @ U-mesurable. Il existe € > 0 et un processus 7(t, w, u) P
® U-mesurable, positif, porté par {|u| = €} tels que sur {|u = €} pour tous t, w et tout couple

> »)
| At @, x, u) = h(t, w, y, w)| < A(t , u)|x = y|
et pour tout t P. p.s..
P(i) < +w, ezt |h(s, 0, To)| (jv,1<g < +oo.

Remarquons tout d’abord que le systéme stochastique S(f, g, #) a bien un sens. En effet,
si le processus X est adapté cadlag, le processus f(#, X;) I'est aussi grace a la condition de
Lipschitz (cf. [5]) et la premiére intégrale stochastique existe. De méme, grace a ’hypothese
(Hz) le processus g(t, X;-, u) est # ® %-mesurable et appartient 3 #>'°°(N, A) et par suite
nous pouvons définir I'intégrale stochastique par rapport a ¢. Enfin, grace a ’hypothese (Hs)
Py(hx-) = Y=t h(s, Xs—, ¥;) est un processus a variation finie cadlag adapté.

Nous aurions pu énoncer le théoréme précédent relatif a un systeme S comportant plusieurs
intégrales stochastiques par rapport a un nombre fini de semimartingales continues nulles en
0 et plusieurs processus ponctuels. En particulier, étant donnés un Brownien d-dimensionnel
nul en 0 et un processus de Poisson ponctuel (Z), a partir du théoreme précédent, en prenant
pour Y le processus Z1(z=y et pour ¥ le processus Z 1z 1) nous pouvons résoudre les
systémes différentiels stochastiques intégrodifférentiels d’Itd avec réflexion dans Rg7; nous
indiquerons en Section 4 comment utiliser ces résultats pour établir I'existence d’un processus
de Markov de type intégrodifférentiel avec condition frontiere; ces questions étant développées
dans [4].

Le théoréme précédent permet en particulier de résoudre les systemes de réflexion associés
aux semimartingales. En effet, considérons une semimartingale M,, enlevons-lui ses sauts
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d’amplitude supérieure a 1, alors la semimartingale:
lMt = Mt - 2353 AMsl(I AM,;I > 1)
est une semimartingale spéciale qui admet une décomposition unique:
‘M, =M;+ N¢ + V¢

ol M° est une semimartingale continue, N¢ une martingale locale, localement de carré
intégrable, purement discontinue et V¢ un processus a variation finie purement discontinu (cf.
les caractéristiques locales d’une semimartingale [10]). A la semimartingale (A ) nous pouvons
associer un systéme (S) en prenant pour M la semimartingale continue M°, pour Y le processus

ponctuel des sauts de la martingale N et pour Y le processus ponctuel des sauts du processus
a variation finie

Vit Tocoe AMM(|AM,| > 1).
Nous en déduisons la résolution d’un systéme similaire aux équations de Doléans-Dade et

Meyer [5].

PROPOSITION 16.  Si la fonction f est continue a gauche et adaptée le systéme (S’) associé a
la semimartingale M,

t
Xi=Hi+ f Sl X-) dM} + K,
@ °
t

X}ZO, f 1(X15=o) dK§=Kf, AK;=2X} si AK;#O

(ii) pour tout 2 <i<d

t
Xi=Hi+ J' (s, Xo-) dM'.

admet une et une unique solution.

En effet les hypotheses (H.), (Hz) et (Hs) sont manifestement vérifiées par les processus f{(z,
w, X), f(t, @, X)ul(ju)<1) et F(t, w, x)ul (4|51 Tespectivement.

Signalons en particulier le travail d’Emery [8] sur les équations de Doléans-Dade, qu’il
résoud sous des conditions plus abstraites.

Pour terminer, précisons sous quelles conditions le processus croissant K est continu;
rappelons qu’il en est toujours ainsi dans le modéle Markovien, lorsque la “frontiére” est
réguliere pour elle-méme.

PROPOSITION 17.  Sous les hypotheéses du Théoréme 15, le processus croissant K est continu
des que pour tout (1, x, w):
(12) X'+ AHXw) + g'(t, x, Yi(w)) + h'(t, x, Fw)) = 0.

PreUVE. Par définition de la mesure martingale g le saut du processus
¢ t
Hi + f fis, Xo) dM; + f f g'(s, Xo-, u)q (ds, du) + Yo<s=: h'(s, Xi-, V2)
o o JU

au point ¢ est P p.s.:
AH; + g'(t, X, Yo) + h'(t, X, Y)).

Nous en déduisons immédiatement la Proposition 17 a l'aide de Iinégalité (12) et de la
Proposition 2. O
Nous pouvons souligner toutefois que méme si I'inégalité (12) est satisfaite, le procédé de
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construction des solutions du PBR, tel qu’il est développé ci-aprés met en oeuvre des processus
intermédiaires solutions de PBR associés a des processus croissants non continus.

3.3. Démonstration du Théoréme 15. Pour établir 'existence et I'unicité d’une solution du
systeme (S), nous utilisons le procédé standard, qui consiste 4 construire une suite strictement
croissante de temps d’arrét 71, - -+, T, - - - tendant vers l'infini telle que sur chaque intervalle
[T., Tn[ les processus qui interviennent aient des propriétés suffisamment réguliéres pour
pouvoir utiliser une méthode de point fixe. Le lemme suivant permet alors de conclure.

LeMME 18. S’il existe une unique solution (X, K) au PBR sur lintervalle [o, T[ oi o et T
sont deux t.a. tels que o < T, il existe une unique solution sur lintervalle [o, T'].

PrREUVE. Pour les composantes d’indice = 2, on a nécessairement:
AX7 = AHY + g4(T, Xr-, Yr) + h'(T, Xr-, V)

ce qui détermine donc uniquement les X’ pour i = 2. Quant a la premiére composante c’est
une conséquence de la Proposition 2, inégalité (6), puisque nécessairement:

Xr=|Xr-+ AHY + g'(T, Xr-, Yr) + KT, Xr-, Y1)|. . O

Nous ne donnerons la démonstration de I’existence que sur un intervalle du type [0, TT, et
utiliserons les notations qui suivent. #'désigne 'ensemble des processus X adaptés, cadlag sur
[0, T, a valeurs dans R tels que: X* = sup,<r| X,| appartienne a4 L muni de la norme
[[X1]= [l X* | 2. D’autre part, si X appartient a #; nous définissons sur [0, 7T le processus

S(X): par:
t t
H, + f f(s, X) dM, + j J g(s, Xo-, u)q (ds, du) + Yost h(s, X, ¥2)
o o JU

et par (R(X):, K(X).) la solution du PBR associée a S(X)., Cest a dire que R(X), est un
processus a valeurs dans R, dont la premiére composante est la solution du PBR (S'(X)) et
dont les composantes d’indice = 2 sont identiques a celles de S(X). Nous allons établir que
sous certaines hypotheéses sur 7

(i) si X appartient a 5, R(X) appartient & #,

(ii) pour tous X et X" de o [[R(X) — R(X)]1=h[[X — X']]avecO<h < 1, ce qui prouve
aisément que I'équation R(X) = X a une solution unique dans #

(a). Condition (i). (ii) étant supposée vérifiée il suffit pour obtenir (i) de montrer que R(0)
appartient a J¢.

LEMME 19.  Si le temps d’arrét T est tel que:

) 0.7(
0)|dVs|, Pr-(|go|*) et Pr-(| ho|) sont bornées, alors R(0) appartient a H#, o1l g, (resp. h,) est
le processus g(t, o)(tesp. h(t, 0)).

T
sups<r| Hs|, pour tout i, f | fi(s, 0) d(N*, N%), f dA,N(s, | g(s, 0)|?), J | f(s,
o [0, T

PrReEUVE. Nous avons

[[RO)]P = 25[[[H]]2 + [[ J' f(s, 0) st}} + [[ J' f(s, 0) st}}

+1g - (g + [P - (h)IF + [[K(O)]]2];

[[H1) = E[sups<r| Hy|*] = C? < 4.
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t
Appliquons I'inégalité de Doob a la martingale continue f f(s, 0) dN;:

. 2 t
l:l:j f(s, 0) st}] =42y, E[f | f(s, 0)|® d(N", N’)s] =429 4C < +o.

Appliquons I'inégalité de Métivier-Pellaumail & la martingale localement de carré intégrable

L= j J g(s, 0, u)q (ds, du):

[[L1P = 4E[[L, L]+ + (L, L)1-]
<4E (PT—(|go| ) + f dA, N(s, | g(s, o)|2)) — YocscTAAEN(s, | g(s, 0)|®)]
L .71

=4E| Pr-(|g.|®) + j

0,77

dA, N(s, | g(s, o)|2)]

=8C < +ox;

f(s,o)st:H sE[(f |f(s,o)||st|) ]SC2<+00\
L Jo [0,7[

[[P- (| k)11 = E(Br-(| Bo|))*] = C% < +oo.

| —

Enfin par application du Théoréme 11 et des majorations qui précedent nous voyons que
[[K(0)]] est aussi finie. Par suite R(0) appartient a #. []
(b) Condition (ii).

LEMME 20. Supposons que les conditions suivantes soient satisfaites:

v, pr-(d), f dA, N(s, n’(s)),

[0,7r

—les v.a. Y&, (N, NY), f

[0,7[

( Pr-(#))’ sont bornées par b;

—sur [0, T[, leprocessus | Y.|<e lorsque {Y#8).
Alors si X et X appartiennent a #,

(13) [[R(X) = R(X)]] =< KB[[X — X]].

PREUVE. On a manifestement

[[RX) - R(X)]]2<24[ HJ (f(s; X) = fis, X)) dNH ]

+ [[ f (f(s Xo) = £(5, %)) dn”

. 2
+ [[ J J (g(s, Xo-» u) — g(s, X, u))q (ds, du)“
o U

+ [[P(hx — h)]F + [[K(X) — KOOI

L’inégalité de Doob, la condition de Lipschitz et 'hypothése du Lemme 20 sur les processus
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croissants montrent aisément que:

H j (fGs, Xo) = f(s, X.)) st” = K b[[X — XTP

et que l:l:j (f(s, X:) = f(s, X)) st]] = K;b[[X — X]T".

La majoration du terme suivant s’obtient a partir de I'inégalité de Métivier-Pellaumail, des
conditions de Lipschitz et des hypotheses du Lemme 20:

[I:J f (g(s7 Xs" u) - g(s’ ‘Ys_’ “))q (dS, du):l]
o U

= 4E[PT-(gX — g2’ + j dAs N(s, g(s, Xe-, -) — g(s, X, .))2} = K:B[[X — X2
0.7

De méme, puisque sur [0, 7], | Y. | < €, nous pouvons utiliser 'hypothése de Lipschitz (H)
et en déduire que:

[[P(hx — h2)]) < BKL[[X — X 1T~

Il reste a déduire, des majorations du Théoréme 11 et des inégalités que nous venons
d’établir que [[K(X) — K(X)II* = Ksb[[X — X1 En conclusion:

[[R(X) — RUIT = Kb[[X — X]T". u

(¢) Construction de la suite T,. Nous nous fixons b tel que Kb < 1 et construisons la suite
T, par récurrence de la maniére suivante:

t
T, est le premier t > T, tel que les processus | H, — Hr,_, |, J’ | f(o, 5)| d(N', N*)s,
Tn—l

t

L (N, N — (NS NY g, f

Tna

t
| f(s, 0| Istl,j |dVil,p(1g51) —pr...(1&51), pe(n®)
T,_
t t !
- PTn-l("Iz), f dAs N(S, |g(S, 0) |2)’ j dAS N(S, 7’2)’ ﬁt(| h0 |) - P~Tn—1(|h0|) et |P-‘(ﬁ) -
Tpy Tn-1
Pr., () |* dépassent b et | ¥, | dépasse €. Les hypothéses faites sur les coefficients assurent que
la suite T, est strictement croissante et tend vers +o.

3.4. Application. La résolution du systéme stochastique de réflexion nous permet d’établir
existence et I'unicité d’un processus de Markov associé 4 un opérateur intégrodifférentiel
dont la partie elliptique peut étre dégénérée et a une condition frontiére de type Neumann.

Comme dans le cas continu (voir D. Stroock et S. Varadhan [15] et N. El Karoui [6]), ces
questions se traitent & I'aide d’'un probléme des martingales que nous énoncerons plus loin.

L’existence et l'unicité du probléme des martingales sont équivalentes a I’existence et
Iunicité en loi de la solution d’un systeme différentiel stochastique de réflexion associé, la
résolution de ce systéme résulte alors immédiatement du Théoréme 15.

Exposons brievement ces questions qui seront développées dans [4].

(a). Le probleme des martingales. Soit L un opérateur intégrodifférentiel défini sur le
demiplan de R?, G = {x' > 0}, pour toute fonction f de C3}(G)? par:

i ¥ e f
Lf(x) = 5 Zi=1 a;(x) Frrm + Yim1 bu(x) ,

+ f [fCx +u) = f(x) = Lui=y (u, Vf(x)) | S(x, du)
R {0}

2 C3(G) est I'ensemble des fonctions sur G deux foix continiiment différentiables et bornées.
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avec a semielliptique borélienne bornée; b borélienne bornée; S noyau positif o-fini sur G X
R? — {0} ne chargeant ni le point a l'infini de R? — {0}, ni la demidroite {u' < —x'} pour
tout x, et intégrant uniformément en x la fonction | #|*1(juj<y + |#| l(ju|>1, €t soit enfin v,
une fonction positive, minorée, bornée et définie sur G = {x' = 0}.

Alors nous dirons qu’une probabilité P, définie sur I’espace canonique, résoud le probleme

des martingales partant de x a l'instant 0, s’il existe un processus croissant continu, (4¢)s=o
adapté tel que:

—P(X, = x) =1
1
— A= f laG(Xs) dAs

— pour toute fonction fde C3(G)
t

f(X)) — f(Xo) — j LA(X;) ds — j v1(X5) g (X;) dAs soit une martingale.

Dans le cas ou ai; est minoré, I'existence et I'unicité de ce probleéme sont équivalentes a
’existence et I'unicité (en loi) des solutions du systéme suivant:

(b). Le systéme stochastique. Donnons nous sur un espace de probabilité (Q, % P) un
mouvement Brownien d-dimensionnel issu de 0:(8:).=, et un processus de Poisson ponctuel
(Zt)e=o0 & valeurs dans R? — {0}, de mesure de Lévy m et de mesures aléatoires associées p et

Alors nous dirons que le couple (X, A:):=o de processus adaptés, 4, étant croissant, est
solution du systéme (s) s’il vérifie:

—)?=x+j o(Xs)d,Bs+J’ b(X.) ds

+J f(X-, u) q(ds,du) + f f(X-, u) p(ds,du)
o Ju|=l o

lu|>1
t
+J ¥(X.) dA,
- X!'>0

t
- f lo(X;) dAs = A,

avec:

_Y=(Y170’ ""0)

—oo* =a

— b(x) = b(x) + f f(x, u) m(du) — J [f(x, u) m(du)

|u|=1,| flx,u)|>1 |u|>1,] f(xu)|<1
— pour tout 4 de Bra_(qy, S(x, 4) = La( f(x, u)) m(du)
R4 (0}
ou fi(x, u) — x: est positif, et j | f(x, w) |* m (du) + | f(x, u)| m (du) uniformément
|u|=1 |u|>1

bornée, (voir J. P. Lepeltier et B. Marchal [11]).

(c). Résolution. Le Théoreme 15 permet de résoudre I'existence et I'unicité de (S) sous les
hypotheses suivantes:

(i) o et b Lipschitziennes bornées,
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(ii) f vérifiant de plus:
f | fCe, ) = f(p w)|? m(du) = K| x = yl?
lul=1

(iii) y1 bornée, minorée par une constante strictement positive.

En effet, il suffit de prendre pour Y le processus Z1( z <)) et pour ¥ le processus Z1(z/>1.
On obtient alors un couple unique (X, K) ou K est continu grace a la Proposition 17 et au fait
que fi(x, u) — x: est positif. On en déduit I'existence d’un unique processus croissant A parla
formule:

t
A, = j y1i(X:) dKs.

On montre enfin, a 'aide d’arguments classiques I'existence et I'unicité d’un processus de
Markov dans le demiplan, de générateur infinitésimal L et associé a la condition fronticre y..
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