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LOI FONCTIONNELLE DU LOGARITHME ITERE POUR LES
. PROCESSUS DE MARKOV RECURRENTS

PAR ABDERRAHMEN TOUATI
Université de Paris-Sud

Let X be a Harris recurrent Markov process (in discrete or continuous
time). We give a functional law of the iterated logarithm for the additive
functionals of X which are (close to) square integrable martingales with
respect to the invariant measure of X. The proof is based on the Skorokhod
embedding technique and the construction of an atom for a Harris chain. In
contrast with the positive recurrent case, “the suitable normalizations” are
random in the null recurrent case. Moreover it is shown from two examples
how to use the law of the iterated logarithm to get the rate of almost sure
convergence of an estimator.

1. Introduction. Ce travail compléte les résultats de convergence en loi que
nous avons obtenu dans [18] pour des fonctionnelles additives de processus de
Markov récurrents au sens de Harris. Il a pour but de généraliser la loi du
logarithme itéré de Strassen [16] aux fonctionnelles additives martingales
(F.A.M.) de tels processus.

L’approche est basée sur une extension facile du principe d’invariance de
Strassen aux variables aléatoires indépendantes équidistribuées avec renouvelle-
ment et l'utilisation des chaines atomiques comme dans [18].

Le plan de l'article est le suivant: la fin de ce paragraphe est consacrée aux
données, rappels et notations. Au paragraphe 2 on généralise le principe d’invari-
ance de Strassen aux variables i.i.d. avec renouvellement. L’application de ce
principe d’invariance aux F.A.M. de processus Markov est réalisée aux para-
graphes 3 et 4. Enfin le paragraphe 5 est consacré a quelques exemples d’applica-
tion.

Notations. On désignera par %[0, 1] I’espace des fonctions continues de [0, 1]
dans R, muni de la topologie de la convergence uniforme.
Pour simplifier les écritures on utilisera les notations suivantes:

U, -, _ . U P ps. pour la convergence presque stire sous la loi P,
. 1; indicateur de T.
. [u] partie entiére du réel u.

. 8, masse de Dirac en x.

N N

Enfin I'abbréviation v.a. (r.) signifiera variable aléatoire (réelle).
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Données—Rappels. La donnée fondamentale est un processus de Markov
homogéne X = {Q, #,(P,; x € E),F =(%, te T T),(X; t€T)} indexé par
T = N (cas discret) ou T = R, (cas continu), a valeurs dans I'espace mesurable
(E, &). F désigne sa filtration naturelle et [P, sa loi partant de x.

Dans le cas continu on suppose que:

1. (E, &) est un espace localement compact & base dénombrable muni de sa tribu
borélienne.

2. F est convenablement complétée et rendue continue a droite.

3. X est continu a droite et fortement markovien.

On note (R,; A > 0) la résolvante de X:
+ o0
R,(x,T) = [Ex(f e MpoX,dt|, x€E, T€Eé.
0

Dans le cas discret on suppose (sauf dans la partie 3.1) que la tribu & est
dénombrablement engendrée. On note Il la probabilité de transition de la
chaine X. :

On suppose toujours que dans le cas continu (resp., discret) il existe une
mesure positive o-finie, p sur (E, &) invariante par R, (resp., II) et telle que
pour tout I' € & chargé par p on ait:

+ 00 o
Px{/ “rOXSdS = +oo} =1, [resp., Px{Z‘I]FoXn—_- +OO} _ 1]’
° 0

pour tout x € E. (Récurrence au sens de Harris de X.)

Le processus est dit récurrent positif (resp., nul) suivant que p(E) < + o0
[resp., p(E) = + 0]

Rappelons qu’une fonctionnelle additive (F.A)) A = (A,, ¢t € T) de X est un
processus [F-adapté nul en 0, cad-lag dans le cas continu, tel que pour toute loi
initiale » sur (E, &) et pour tous s, tde T: A,,, = A, + A, °6,P, ps.[6,t< T,
étant les opérateurs de translation sur (2, %)].

Une FAM. M= (M; t€ T) de X est une F.A. telle que pour toute loi
initiale », M soit une (F,P,) martingale c’est-a-dire: E (M,) = O pour tous ¢t € T,
x € E.

2. Loi du logarithme itéré pour des v.a. i.i.d. avec renouvellement.
Dans ce paragraphe (£, #,P) est un espace de probabilité fixé une fois pour
toutes, sur lequel on suppose donnés:

1. Une suite (§£,, n € N*) de v.a. i.i.d,, telle que
E(¢) =0, E(¢)=02 o>0.

2. Un processus croissant (N,, ¢t > 0) a valeurs dans N.
3. Une suite croissante (V,, n € N*) de v.a. positives.
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Posons pour n € N* et A > 0:
(2'1) Sn = gl + o +£n (SO = 0)’ Sn* = SN,,’ grf = Sn* - Sn*—l'
(22) o(A) = (2AloglogA)* '/ siA>e® et @(A)=1 si0<A<e®
et considérons les processus (¢,, n € N*) de %([0, 1]) définis par:
(23) () = (qooV)‘l{si* + (Vir = V) T8V, = V)b)
lorsque V, < tV, <V, ,,i=0,...,n— 1. On a le résultat suivant:

THEOREXME 1. Supposons que le processus (N, t>0) et la suite (V,,
n € N*) vérifient les hypothéses suivantes:

N,—— + = 2 g2 P
| 2P, ’ \% n—+o N nrox o p.s.
n+1 n

(i) La suite (y,, n € N*) vérifie la propriété L.L.1. ce qui signifie que: P
Dpresque siirement celte suite est relativement compacte dans l’espace €([0,1]) et
l’ensemble de ses valeurs d’adhérence pour la convergence P presque-siire,
coincide avec le compact K de %([0,1]) défini par:

dx,\?
s ) ds < 1}.

(24) K= {x € ¢([0,1]), x, = 0, x absolument continu, fl(
0

(ii) En outre pour toute suite de v.a. (M,,, n € N*) telle que:
(<P°Vn)_1maX|Mi_Si*| 0 Pp.s.
isn

n—»oo
les processus (A, n € N*) de ¥([0,1]) définis par:

(25) A (1) = (qooV)‘l{M- + (Vier = V) 78V, = V(M — M)}
lorsque V, < tV, <V, ,,i=0,...,n — 1, vérifient aussi la propriété L.L.I.

DEMONSTRATION. Elle est basée sur le lemme suivant dit 4 Hall et Heyde
([7], page 118):

LEMME ([7]). Soient (B,, t > 0), (T,, n € N*), (V,, n € N*) respectivement
un mouvement brownien réel standard et deux suites croissantes de v.a. posi-
tives définis sur un méme espace de probabilité (Q, #,P). Posons S} = Br,

£x =8-S}, pour n € N* et conszderons les processus (Y, n € N*) de
([0, 1]) deﬁnzs par

Un(8) = (@2 V) TH{S* + (Viey = V) (8, = V)i,
lorsque V, < tV, <V, ,eti=0,...,n— 1.
Si les hypothéses suivantes sont vérifiées:

T — + o0,

— 1 —
n np—oo T+1 n—oo 7’ T n—ow
n

alors la suite (Y,,, n € N*) vérifie la propriété L.L.1I.
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En effet d’aprés le théoréme de représentation de Skorokhod on peut supposer
qu'’il existe un espace de probabilité [noté encore ({2, &, P)] sur lequel les familles
de v.a. (¢,, n € N*), (V,, n € N*) et (N,, t > 0) sont définies simultanément
avec un mouvement brownien réel standard (B,; ¢ > 0), indépendant de ces trois
familles et tel que: S Bg,ou (R,, n € N*) est une marche aléatoire sur R
vérifiant E(R,) = o2 Posant alors T, = Ry ,on a S*

Le lemme s apphque alors et la suite (xl/n, ne N*) deﬁme par (2.3) vérifie la
propriété L.L.I. La deuxiéme partie du théoréme s’obtient en remarquant que:

sup |¥,(t) — A, ()] s3(¢°‘€,)_1r§1<a,§IMi—Si*l =20 Pps.

0<t<l1

Conséquences. (a) En prenant N, = [¢] et V, = a%n on retrouve le principe
d’invariance de Strassen [16]: la suite des processus

((o%(7)) " {Stay + (1t = 0]z }; 0 s £ < 1)

vérifie la propriété L.L.I. (Ici on utilise le fait que la fonction ¢ est a variations
réguliéres d’ordre 1 en +00.)

(b) limsup (o N,)"~ SN = —11m1nf(q>°N) SN =o0.

n— + o
Cela résulte du fait que la fonction constante égale a 1 sur [0, 1] appartient & K
et est sa borne supérieure et de V,/N, =, _, ., 02 P p.s. (cf. [7]).

3. Loi du logarithme itéré pour des F.A.M. de processus de Markov.

3.1. Cas des chaines ayant un point récurrent. Dans ce paragraphe, on
suppose que la chaine de Markov X = {Q, #,(P,; x € E),(X,,, n € N)} admet
un état récurrent a € E, tel que P (limsup,{X, = a}) = 1, pour tout x € E.
Soit T'=T, le temps de retour de X en a, T,=inf(n > 0; X, =a} et
(T,, n = 0) la suite des itétés de T (T, = 0, T, = T). »

La mesure invariante p de la chaine X est donnée par: u(T') = E (X7 M0 X,);
F'eéfetona|pu]|=p(E)=ELT) < +o0. L’état a est récurrent positif (resp.,
nul) suivant que E (T') < + oo [resp., E(T) = +o0].

Soit maintenant M = (M,, n € N) une F.A.M. de X de carré intégrable sous
P, pour tout x € E [i.e., E,(M?2) < oo pour tours x € E, n € N*] et telle que
0 <oy = E,(M?) < c0. Soit (M) = ((M),, n € N*) la F.A. croissante prévisi-
ble associée a M. Alors pour tout x € E, le processus: {Q, #,P,; (M - M,
(M)p, — M)y, T, — T; n>2)} est une marche aléatoire sur R X R X N*
associée a la loi de (M,, (M), T') sous P,,

IEa(MT) = 09 IEa(M%) = lEa(<M>T) = IE;L(M12) = 01‘2'1
Posons pour ¢t > 0 et n € N*;
N,=inf{n >0, T,,, > t}, S, = My, S =Sy, Ex=8-8Sx,,

et considérons pour toute suite croissante (V,, n € N*) de v.a. positives sur
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(R, ) les processus (¥, n € N*) et (A,, n € N*) de €([0,1]):

(3:1)  (t) = (9oV,) H{S* + (Viuy = V) ' (#V, = V)EAL),

(32) A(t) = (9oV,) M+ (Viyy = V) 'V, = Vi) (Miyy — M)}

lorsque V, < ¢V, <V, ,,i=0,...,n— L

THEOREME 2. Si la suite (V,, n € N*) vérifie (M),/V, =, o1 P, p.s.
pour tout x € E, alors les suites (Y,, n € N*) et (A, n € N*) définies par (3.1)
et (3.2) vérifient la propriété L.L.1. sous P, pour tout x € E.

COROLLAIRE 1. Pour tout x € E, on a
(3.3) limsup (poV,) "M, = — liminf(¢oV,) 'M,=1 P, p.s.
n n
COROLLAIRE 2. Si [’état a est récurrent positif, alors les processus (I,
n € N*) de %([0,1)]) définis par )

(3.4) T,(t) = ("““_1/20M(p(n))_I{M[nt] + (nt - [nt])(M[nt]+1 - M[nt])}

[l|n)l = E (T)] vérifient la propriété L.L.1. sous P, pour tout x € E. En parti-
culier:

e limint " = 4|, P
—— = —llminf —— = ||u (9 e P-S.
n o o(n) n o(n) M

pour tout x € E.

lim sup

DEMONSTRATIONS. (a) On a

(M)r, 2
— =2 0y P, p.s. pour tout x € E.
n

D’ol 'on déduit facilement:

(Mg, (M), (M),
N . Nt tendent p.s. vers 0.

n n n

(3.5)

(b) Soit f une fonction positive, bornée, p intégrable, (fdu >0 et Al =
YrfoX, Ona (AL, —AD/Al <|fll/AL >,..0 P, ps. pour tout x € E
[l f 1l = sup, <  f(x)], ce qui signifie que A/, ,/Al -, 1P, ps. Or d’aprés le
théoréme ergodique quotient on a (M),/Al —,_ . o%/u(f) P, p.s. pour tout
x € E [p(f) = [fdp]. D’ot:

(M), L ot
(M)pir "7 v,

n+1

(3.6) —=2 1 P, ps.pourtout x € E.

Vu (3.5) et (3.6) la premiére partie du théoréme 1 montre que la suite
(Y,,, n € N*) vérifient la propriété L.L.I. sous P, pour tout x € E.
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(c) Posons pour tout p € N:
Y = max |M,—M;|= max |Mn+Tp - MT,,|-

p T,<n<T,,, p 0<n<T,,,—T,

La suite (Y,, p € N) est, sous P,, indépendante et équidistribuée suivant la loi
de Y, sous P, et I'inégalité de Doob donne:

2
E(¥5) = B, ( max M,1)°) < 4£.(M3) = 4o < oo.

Orsi (Z,, p € N) est une suite de v.a. positives intégrables et de méme loi on
a (1/n)max,_,Z, >, .0 ps. Dou: (1/\/_)maxpsn —,.500 0 et
N 2max p<N, Yp ?noe 0 P, ps. Compte tenu des 1nega11t% évidentes sui-

vantes: |M S*| < Yy < maxp<NY pour i < n et de (3.5), on a

(3.7) (povV)™! max|Mi - 8* ;=20 P, ps.pourtout x € E.

La deuxiéme partie du théoréme 1 montre alors que la suite (A n € N¥%)
vérifient la propriété L.L.I. sous P, pour tout x € E.

(d) Le corollaire 1 est une conséquence classique du théoréme 2 (cf. [7]). Le
corollaire 2 s’obtient a partir du théoréme 2 et du corollaire 1 en remarquant que
lorsque I’état a est récurrent positif on a (M )n/n ——>n_,°° Il "o P, p.s. pour
tout x € E; on peut donc prendre V, = n||p|| "o, o4 > 0. Et puisque ¢ est &
variations réguliéres d’ordre 5 en +oo @(V,) est équivalent & |||~ %0,,9(n)
en +oco0.0

REMARQUE 1. Dans I'éconcé du théoréme 2 et dans celui de son pre-
mier corollaire on peut prendre V, = [M,] ou ([M,], n € N) est le processus
variation quadratique de M car d’aprés le théoréme ergodique quotient on a
(M>,/[M], —>,.., 1P, ps. pour tout x € E.

REMARQUE 2. Si M est une F.AM. de X telle que 0 < oy, = E,(M?) < oo,
M est de carré intégrable sous P, pour p-presque tout x € E. Par consequent si
(V,, n>1) est une suite croissante de v.a. positives sur (2, %) telles que
(M /' Ve 2noel P, ps. pour p-presque tout x, le théoréme 2 et ses deux
corollaires s’appliquent sous P, pour p-presque tout x € E.

3.2. Cas des processus récurrents au sens de Harris. Considérons d’abord le
cas discret. La tribu & est ici supposée dénombrablement engendrée, la proba-
bilité de transition II de la chaine X vérifie '’hypothése de minoration (cf. [11]):

Il existe un entier 2 > 1, une fonction mesurable % de E dans

+ telle que 0 < A <1 et [Adp > 0, une mesure de proba-
bilité », sur (E, &) tels que IT,, > & ® », 4 savoir: I1,(x,T) >
h(x)r(I') pour tous x € E, T € &.

(M)

ETaPE 1. On suppose que la chaine de Markov X vérifie 'hypothése (M)
avec k =1 (i.e,, Il > A ® »,). On associe & X une chaine de Markov atomique
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irréductible X* = (@*, #*,(P%; x* € E),(X,}; n € N)} d’espace des états
E* = E X {0,1} et d’atome E, = E X {1} (cf. [18]) pour les détails et les
notations. L’atome joue ici le role de 1’état récurrent du paragraphe précédent.

Notons: F* la filtration naturelle de X*, IT* sa probabilité de transition,
T = Ty, le temps de retour de X* dans 'atome E;: T = inf(n > 0; X,* € E},
(T,) la suite des itérés de T.

Pour tout a, € E;: T* » p*(I'™) =E ;‘X(ZITIF*(X,,* )) est une mesure positive,
invariante par II* et peut-étre considérée comme l’extension de la mesure p a
E*; E3(T) < +o0 ou EZ(T) = + oo suivant que la chaine X est récurrente
positive ou nulle, la chalne X* est récurrente au sens de Harris pour la me-
sure p*.

Pour toute va. Z sur (Q, %) soit Z* la v.a. sur (Q* F*) définie par
Z*(w*) = Z(w), quelle que soit la mesure positive », sur (E, &), telle que
E(Z) < oo, 0n a EX(Z*) = E(Z) ou v* est I'extension de » & E* (cf. [18)).

Soit M une F.A.M. de X de carré intégrable sous P, pour tout x € E, telle
que 0 < oM E (M}) < oo et (M) =((M),, n €N)saF.A. croissante prévisi-
ble associée. Alors M* est une F.A. M de X* de carré intégrable sous Pgh pour
tout x € E, telle que EX(M,; *2) = g2 et sa F.A. croissante prévisible associée
est (M*) = (M)*. En plus la loi du couple (M*,(M*})) sous P* est celle du
couple (M, (M) sous PP, pour toute loi initiale » sur (E, &) et {Q*, F* PJ%;
(Mg — M#,(M*)r, — (M Yo T, — T; n > 2)} est une marche aléatoire sur
R X R,X N associé¢e a la loi de (M#, (M*)r, T) sous Pj(a, € E)),
EX(Mg) = 0, EX(M#2) = o,

Pour toute suite croissante (V,, n € N) de v.a. positives sur (£, %),
considérons la suite de processus (A%, n € N*),

(3.8) AX(t) = (9oV,*) M + (Vi — V*) T I(tVix — Vi*) (M, — M)}

lorsque V* < tV* < V*,i=0,...,n — 1. Si la suite (V,, n € N) est telle que:

n/(M)n now 1 Py ps. pour tout x € E, alors V,*/(M*), —,_,, 1 Pgt ps.
pour tout x € E. Le schéma de la démonstration du théoréme 2 s’applique et la
suite (A}, n € N*) vérifie la propriété L.L.I. sous Ps% quel que soit x € E. Les
processus (A,, n € N) de %([0,1]) définis par:

(39) A1) = (9oV,) { M+ (Viuy = V) ' (tV, - V)( My, — M)}

lorsque V, < tV, < V,,,, i=0,..., n — 1, vérifient donc aussi la propriété L.L.I.
sous P, quel que soit x € E.

THEOREME 3. Soit X = (Q, #,(P,; x € E),(X,; n €N)} une chaine de
Markov homogéne, a valeurs dans [’espace mesurable (E, &). On suppose que
la tribu & est dénombrablement engendrée; que la chaine X est récurrente au
sens de Harris pour la mesure . invariante par la probabilité de transition de X
et qu’elle est apériodique.

Alors pour toute F.A.M. M de X de carré intégrable sous P, pour toutx € E,
vérifiant 0 < oy = E (M{) < oo et pour toute suite croissante de v.a. positives
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(V,, neN) sur (2, %) telles que: (M),/V, —,_ .1 P, p.s. quel que soit
x € E, les processus (A ,, n € N*) définis par (3.9) vérifient la propriété L.L.1I.
sous P, quel que soit x € E.

En outre si p(E) = 1, les processus (I,, n € N*) de ¢([0,1]) définis par:

(3.10) T,(t) = (OM(p(n))_l{M[nt] + (nt = [ne]) (M4, — M[nt])}7

vérifient aussi la propriété L.L.1. sous P, quel que soit x € E.

ETAPE 2. Cas général: X est une chaine ou un processus de Markov vérifiant
les hypothéses du paragraphe 1.

On se propose d’établir les résultats suivants:

THEOREME 4. Soit X = (Q, #,(P,; x € E),(X,; t € T)} un processus de
Markov homogéne canonique, indexé par T = N (cas discret) ou T = R, (cas
continu) et vérifiant les hypothéses du paragraphe 1, notamment: X est ré-
current au sens de Harris pour la mesure invariante p et la tribu & est
dénombrablement engendrée dans le cas discret.

Supposons de plus que, lorsque p(E) = + oo, le critére (C) suivant est vérifié:

Il existe une fonction v: R,— R, continue strictement
croissante vers + oo, a variations réguliéres d’ordre a €

©) [0, 1[‘en + o0 [i.e, v(?\r)/v(A) Satteo PV r>0] et une
fonction positive f, p-intégrable, u(f,) = [f,dp, telles que:
([1/0(ODE(AL) = o, st B(fo) 1 D-5. OW AL = Eify° X,
(cas discret); Ao = [if,° X, ds (cas continu).

[Lorsque p(E) < + oo (C) est vérifié pour la fonction v: X > N/u(E) et toute
fonction f € LY(p). C’est le cas correspondant @ a = 1.]

Alors pour toute FAM. M=(M, t€T) de X de carré intégrable
sous P, pour tout x € E, vérifiant 0 < o5y = E (M) < oo et pour toute fa-
mille croissante de v.a. positives (V; te€ T) sur (R, F) telles que:
(M)/V, > .0 ter 1 P, p.s. pour tout x € E, les processus (A,, n € N*)
définis comme en (3.9) vérifient la propriété L.L.I. sous P, pour tout x € E.

COROLLAIRE 1. Pour tout x € E, on a

3.11 limsup (¢°V,) "M, = —liminf(@oV,) 'M,=1 P, p.s.
t t T t t x

teT te

CoROLLAIRE 2. Si w(E) =1, les processus (T,, n € N*) définis comme en
(3.10) vérifient aussi la propriété L.L.I. sous P, pour tout x € E. En parti-
culier,

(3.12) limsup (¢(¢)) " 'M, = — lim%rnf(q)(t))_lMt = 0y.

teT te
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DEMONSTRATION DU THEOREME 4. Posons:
O(x,-) =e ' Y[1/(n - )NII(x,-);
1

IT est un noyau markovien sur (E, &) vérifiant 'hypothése de I’étape 1. _

A la chalne (resp., au processus) X on associe la chaine de Markov X de
probabilité de transition I (resp., R,) dont on construit une version de la
maniére suivante: soient F' la loi de Poisson (resp., exponentielle) de paramétre 1
sur N* (resp., R,); T = {@, #',P{¢; (T,}; n € N)} une version canonique de la
marche aléatoire 7" sur N* (resp., R ,) associée a la loi F et partant de 0 (i.e.,
TS = 0).

Posons: @ =QxQ, F=F0F, P, =P, 0P, X (0, 0)= XT (@),
0w, w) = (@4 opp @iy — @3 (,n) €T X N) alors X= @, #,®,; x<E),
(X, ne N),(8,, n € N)} est une chaine de Markov homogene de probabilité de
transition II (resp ., R;), récurrente au sens de Harris pour la mesure p invari-
ante par 11 (resp R,)). En outre pour tout n € N: X,,,, = X, 4. On note F sa
filtration canonique.

Pour toute F.AM. M vérifiant les hypothéses du théoréme 4 M =
(M7, n € N) est une F.AM. de X telle que E (MZ) = o2 et sa F.A. croissante
prévisible associée est (M) = (M)q;, n €N).

Posons V, = (Vr,, neN), et considérons les processus continus (A, n € N¥),
(A, n € N) définis par:

A1) = M+ (Viey = V)" u = V) (M, — M)

(3.13) lorsque V;<u<V_,i=0,...,n—-1,
(3.14) (u) - M + (Vz+1 - Vz) l(u : Vz)(Mil - Ml)
lorsque V;<u<V,,,i=0,...,n—1.
Alors on a
(3.15) A(t)=(poV,) 'A(tV,), O0<t<l.
De méme on définit les processus (A ,, n € N*) de #([0, 1]) par:
(3.16) A(t)=(p°V,) B (¢V), O<t<l.

Admettons provisoirement les deux lemmes suivants:

LEMME 1. Soit A une F.A. de X croissante, nulle en 0 et telle que 0 <
E,(A,) < o0. Alors pour tout x € E on a P, ou P, p.s.

A A

. n n
1 1, = — 1.
() An+1 m An+1 noe
A,
(i) — ==z L
An n— o
A

D S
(iii) i — — 1, alors ‘—/;l-——>ev;—>.
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LEMME 2. Soient M (V,, t € T), une F.A.M. de X et une famille de v.a.
comme dans le théoréme 4. Alors pour tout x € E, les processus (A,, n € N*),
(A,, nE€N), (A,, n€N*), (A,, n €N*) définis respectivement par (3.13),
(3.14), (3.15) et (3.16) sont tels que:

(i) sup [R,(¢) - (9o¥,) 'B,(tV,)

= (q)o‘7n)_1 sup |Zn(tvn) - Zn(tv;z)l

O0<t<1

no o 0 Px p.Ss.

(if) sup |A,(t) — (p°V,) 'R, (tV,)|

0<t<1

= (9°V,) ™" sup [A,(tV,) — B, (V)]

O0<t<1

— 0 P, p.s.

n— oo

Plagons-nous d’abord dans le cas discret. Puisque la chaine X de probabilité
de transition IT vérifie les hypothéses du théoréme 3 et (M),/V, -, . 1P,
p.s. pour tout x € E d’apreés I’assertion (iii) du lemme 1, il en resLllte que la suite
(A,, n € N*) définie par (3.16) vérifie la propriété L.L.I. sous P, quel que soit
x € E. Compte-tenu du lemme 2 et du fait que V,/V, —»,_ . 1 P, ps. la suite
(A,, n € N*) vérifie aussi la propriété L.L.I. sous PP, pour tout x € E. Le
théoréme 4 est donc établi dans le cas discret. On 'obtient dans le cas continu en
utilisant la chalne X de probabilité de transition R; [qui vérifie les hypothéses
du théoréme 4 relatives au cas discret, y compris le critere (C) (cf. [18]) et le
lemme 2. Donc le théoréme 4 est complétement établi sous réserve de la validité
des lemmes 1 et 2. O

DEMONSTRATION DU LEMME 1. Le schéma de la preuve de (i) est exactement
le méme que celui de la partie (b) du théoréme 2 du paragraphe 3.1. L’assertion
(ii) est triviale dans le cas de la récurrence positive car:

An Ep.(Al)
—_— ——— P.p.s.
n =% w(E) PP
et
A E (A, E(A _
— “( 1) = “( ) P, p.s.

n =2 w(E)  p(E)

quel que soit x € E. Le critére (C) sert uniquement pour établir (ii) dans le cas
de la récurrence nulle. En effet si (C) est vérifié la suite (A,/A,, n € N¥)
converge en loi vers 1 sous P, si 0 <a <1 et (A[v—l(n)]/A[v—l(n)], n € N¥)
converge en loi vers 1 sous IP si a =0, d’aprés [18] (v~ ! étant la fonc-
tion rec1proque de v). Mais d’apres (i) ona A,/A, ., 2,01 P, ps. et
An/A » 1 P, p.s. pour tout p € N*. Il en resulte que la suite (A,,/A

n+p n
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n € N*) est de Cauchy P, p.s. et d’aprés ce qui précéde A /A, >, .1 P, ps.
pour tout x € E. L’assertion (iii) résulte de (ii). O

DEMONSTRATION DU LEMME 2. Commencgons par établir la partie (i) du
lemme 2 dans le cas discret. Puisque la chaine X de probabilité de transition IT
vérifie les hypothéses du théoréme 3, il en résulte que la suite (A,, n € N¥)
vérifie la propriété L.L.I. sous P, pour tout x € E. En particulier elle est
relatlvement compacte P, p.s. dans %([0,1)), ce qui implique qu’il existe N c Q

P.-négligeable tel que, pour tout & & N, on ait

(317) W, = limsup(q)o‘_/n)_l sup sup |A,((¢+ R)V,) — A, (V)] — o.

n—-o 0<t<1|h|<n ni0

Mais d’apres I'assertion (iii) du lemme 1: v,/v, >, 1P, ps. Donc il existe
un ensemble N, c @, P  -négligeable, tel que, pour tout h € R* et pour tout
w & Nl, on puisse trouver un entier n @) tel que pour tout n > n,(®):
\V./V, — 1|(w) < |A|, d’olt sup, ., 1|V, — tV,[(®) < |h|V(w) Compte tenu de
@.17)_0[1 a hmn—» +oo((p °V;z)_lsup05t51|An(tVn) - An(tVn)l(w) =0 pour w $
N U N,.

L’assertion (i) est donc établie dans le cas discret. Pour établir I'assertion (ii)
du lemme (dans le cas discret ou continu) posons pour tout > 0: N/ =
inf{n > 0; T,/,, > t} et remarquons que si V;<u<V,_,, i=0,...,n—1, ou
%’— V,on a VN, <u< VN,+1, i=0,...,n, car Ty, <t <Ty,,, pour tout ¢

ou

sup [A,(u) — A, (u) < max |M My + max |M;,, — M|
(3 18) O<u<V, 0<i<n-1 ! ¢

+ max |MN,Jrl MN,/|-

0<i<n

Soit ([M1],,, n € N) le processus variation quadratique de (M, n € N) et (M1,
n € N) celui de (M,,, n € N). On a

max |M;,, — M| < V[M]nr max |MN{+1 - MN,-’I < V[M]N#l'

O<i<n-—1 O<i<n
Puisque (M), /[M], =, o L P, D8, (M), /{M}, .1 =, ., 1P, ps.;ilest aisé
de voir que [M]N,+1/[M] » 1P, ps. D'ou

(poV,)™" max |M,,, -M| —20 P,ps,
<i<n-1

(3.19)
(poV,) ™" maleN’+1_MN|_)O P, ps.

n—oo
Afin de montrer:

(3.20) (poV,) ™! Jmax |M My)| =20 P, ps,

n— o



LOI FONCTIONNELLE DU LOGARITHME ITERE 151

remarquons que:

max |M; - MN,| < max Y, ou (Y;,, p €N),
P<N,

O<i<n <N, P

est la suite définie par:

Y = max |Mq - MT’l = max | +T‘; - MTprl = Y’O ° ﬂp

» T, <q=<T,, P 0<g=<Tj,,~

et d’aprés 'inégalité de Doob (appliquée sous IPx),

IEF(YOZ) = Eu(( max_ |M, |) ) < 4EM(MT2{) = 405 < .

0<q=<T;

En suivant les idées de [2], on vérifie que le théoréme ergodique quotient
s’applique a la chaine X, d’oui:

e Zny2 [L(YO2)
i Oy, T ok
Compte tenu du fait que: X3*'Y?/Y2Y2 >, 1P, ps,ona
((M),)"*Y, 72 OB, ps.

nn—»oo

ﬁx p-s. pour tout x € E.

En utilisant les indices d’échelle de la suite (Y,) on montre que IP p.s.:

<M> ) 1/2ma'xp<nY “now O d’ou (<M>N ) 12 maxps N’Y t— + o0 0.
Comme <M>t/<M>N' e, teT 1 P, ps,ona (V,)™"/? max p<NYp 2t 0P,
p.s., ce qui implique (3 20). Vu (3.18), (3 19) et (3.20), la partle (11) du lemme est
etabhe Le lemme 2 est donc valable dans le cas discret ce qui implique que le
théoréme 4 est vrai dans le cas discret. Comme la chaine X de probabilité de
transition R, vérifie les hypothéses du théoréme 4 (relatives au cas discret), il en
résulte que la suite (A, n € N*) définie par (3.16) vérifie la propriété L.L.I. sous
P, pour tout x € E. Donc I’assertion (i) du lemme est vraie aussi dans le cas
contmu, d’apreés le raisonnement du début de la démonstration. Le lemme 2 est
donc complétement démontré. O

PREUVE DU COROLLAIRE 1. Pour T = N, la propriété (3.11) résulte immeédi-
atement du théoréme 4. Pour l'obtenir dans le cas continu avec T =R, on
remarque que puisque la suite (A ,, n € N*) définie par (3.16) vérifie la propriété
L.L.I. sous P, quel que soit x € E, on a
M- =

n

-1 1

—liminf(p°V,)  M,=1 P, ps.
n

n

(321)  limsup(g-V,)
D’ou:

lim sup (¢ oVNt,)—lll_th, <1 P,ps,
teR,

1—
htrélu:nf(q) VN,) My, > -1 P, ps.
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Compte tenu du fait que P, p.s.:
-1/2, T 17
(V) ™VAM, — My| =0 et V,/Vy, —— 1,
on a

(3.22) limsup(@oV,)"'M,<1 et liminf(poV,) 'M,> -1 P, ps.
teR | teR

Vu (3.21) et (3.22) on a la propriété (3.11) dans le cas continu avec T = R ,. O

PREUVE DU COROLLAIRE 2. Si u(E)=1ona (M),/t =, ;c1 05 Par
conséquent la propriété (3.12) est une conséquence immédiate de la propriété
(3.11). En appliquant le théoréme 4 & la suite V, = noj, o > 0, on voit que la
suite (T,,, n € N*) vérifie la propriété L.L.I. sous P, quel que soit x € E. O

REMARQUE 3. La remarque 2 est valable pour les théorémes 3 et 4 et leurs
corollaires respectifs.

4. Application aux temps d’occupation centrés. Désignons par @ 'un
quelconque des noyaux R; ou II et par

= {f € LY p) NZ%(p), telle que ffdu = 0 et il existe / € £%(p)
vérifiant Qf = QI — L p p.s.},
€= {f € ZY(p), telle que f soit bornée, ffdp. = 0 et il existe

{ mesurable bornée vérifiant Qf = [ — QI partout sur E }

Dans le cas continu notons A (resp., A) le générateur faible [resp., fort sur
£2(u)] du processus X et 2, (resp., £;) son image. Dans le cas discret posons
A=T-1I sur £%(p) et A =1 —TII sur 'ensemble des fonctions mesurables
bornées de E dans R. On a alors:
1. §=R, 0 ([ €LY, [fdp=0), @=Rz0 {f€Lp) [fdu=0),
2. €=R, et % = R, lorsque p est bornée,
3. ¢= R; = {(f<€L%n); [fdp=0)}si X est récurrent au sens de Doeblin (cf.
[17D).

Remarquons aussi que ¥ contient 'ensemble des charges 4" défini par:
= {f e L (p); ffdu = 0, |f| est bornée et spéciale}.

En outre, lorsque le noyau @ est fellérien 4" (donc %) contient toute fonction f
bornée 4 support compact et d’intégrale nulle car dans ce cas |f| est spéciale.
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Soit f = Ag une fonction de %, alors le processus M/ défini par:

M/=goX,—goX,~ [foX,ds, teR,,

(4.1) n
MI=TlgeX,-TlgeXo+ LfoX,, neN* M{=0,
1

est une (F,P,) F.A.M. de carré intégrable pour tout x € E. En outre dans le cas
continu le processus:

(4.2) N,f=g"‘oX,—g2oX0—2fO‘gfoXsds— (M'y,,  teR,,

est une (F, P,) martingale centrée pour tout x € E.

Lorsque f = Ag € % les processus (M/,P,) et (N/,P,) vérifient les mémes
propriétés pour p-presque tout x.

Dans le cas discret (resp., continu) (4.1) [resp., (4.2)] donne

2
(43) of = oy =E,((M])’) = 2/fgd,u - ff%m (resp., —2/fgdu).
Avec les notations précédentes on a les deux résultats suivants:

THEOREME 5. Soit X un processus (une chaine) de Markov vérifiant les
hypotheéses du théoréme 4 (du théoréme 4 ou du théoréme 3 ou du paragraphe
3.1). Pour toute fonction f = Ag (resp., = Ag) de (resp., %) telle que
0,2 > 0, considérons les processus (A!, n € N*) de %([0,1]) définis par:

(4.4) AL = (9oU,) " {A] + (Uphy = U) (U, - U)(AL, - Al)}
lorsque U; < tU, < U,,,,i=0,...,n— 1, ot

U, = —2f0t(fg)°Xsd8[2Z(fg)°Xk— Y2 X, |,
1 1

al= [foX,ds| L1 o X, .
0 0

Alors la suite (AL, n € N*) vérifie la propriété L.L.I. sous P, pour toutx € E
(resp., p-presque tout x).
En particulier:

limsup(poU,) 'A/ = — liminf (¢ U,) 'A/ =1 P, p.s.
t— +o0 t= +o0

(4.5)
limsup (¢ U,) 'Al = — liminf (¢ U,) 'A[ = 1P, p.s.
n— +oo

n— +oo

pour tout x € E (resp., p-presque tout x).

THEOREME 6. Soit X un processus (une chaine) de Markov vérifiant les
hypothéses du théoréme 5. On suppose en plus que p(E) = 1. Pour toute
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fonction f = Ag (resp., f = Ag) de € (resp., ¢ ) considérons les processus
(Tf, n € N*) de 4([0,1]) définis par:

T/(e) = (@(n) ™" ["f o X, ds
(4.6) [nt]
[r,,f(t) - (w(n))'l{ L fe X+ (- [nt])f"X[m]H}]-

Alors pour tout x € E (resp., u-presque tout x € E), la suite (T, n € N*) est
P, p.s. relativement compacte dans l’espace ¥([0,1]) et ses valeurs d’adhé-
rence pour la convergence P, presque siire a supprimer coincident avec le
compact o; K (méme si o; = 0). En particulier:

limsup(tp(t))—lftf o X,ds = — liminf(tp(t))_lftf ° X, ds = o
0 t— + o0 0

(a7 777 " " .
[mnsup(q»<n>>'1zzka= ~liminf (p(n)) " Lf o X, = o,].
n— + oo 0 n— oo 0

REMARQUE 4. Dans le cas continu, le théoréme 6 améliore le résultat 2.7 de
[4], énoncé sans démonstration pour f € £2%9(u), § > 0, comme conséquence
directe d’un corollaire de [7] ce qui est, nous semble-t-il, illicite. Dans le cas
discret, le théoréme 6 améliore le résultat 6.1 de [12].

DEMONSTRATION DU THEOREME 5. D’aprés le théoréme ergodique quotient
et (43)on a

(M, E,((M)])
l]t tox IE;L(UI)

teT

=1 P, ps.toutx € E

(resp., p-presque tout x). On peut donc appliquer le théoréme 4 & la F.AM. eM/
(e = 1 dans le cas discret, e = —1 dans le cas continu) et a la suite (V,,) = (U,) ce
qui nous permet d’affirmer que la suite (A ,, n € N*) des processus de ([0, 1])
définie par

A(t) = e(@oU,) " { M/ + Uy, — U) N, - U)(M/,, - M/ )},

vérifie la propriété L.L.I. sous P, pour tout x € E (resp., u-presque tout x € E).
Or

(4.8) sup |AL(¢) — A (¢) < 3(poU,)"" max |A] — eM]/|,
O<t<l1 0O<i<n
[IIg|e X, + |IIgle X,, e=1,
4.9 Al — eM]| < { '
(+9) | S lgle X+ lgle X, o= -1

Vu (4.8) et (4.9) la premiére affirmation du théoréme résulte du lemme suivant:
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LEMME 3. Soit G une fonction positive, mesurable et telle que p(G) =
[Gdp < +o0. Soit A =(A; t€T) une F.A. croissante de X et telle que
0 <E,(A,) < co. Pour toutx € E, on a

(4,) 'maxGeX,—0 P, p.s.

=
psn n— oo

PREUVE. D’aprés le théoréeme ergodique quotient on a P, p.s. pour tout
x € E,
L0G ° X, r(G)
A n—e [ M(Al) ’

Comme (X2%'Go X,) '(X2G°X,) »,., 1, on en déduit que (A,) 'Go
X, 2, - 0. En utilisant les indices d’échelle de la suite (G ¢ X,,), on montre que
(A,) 'max,_,G° X, > 0 P, p.s. pour tout x € E. O

p<n n-—oo

Dans le cas discret la propriété (4.5) résulte de la premiére affirmation du
théoréme. On l'obtient dans le cas continu en appliquant le corollaire 1 du
théoréme 4 4 la FAM. (—M') et 4 la suite (U,), puis le lemme 3. O

DEMONSTRATION DU THEOREME 6. Supposons d’abord 0,2 > 0. Comme
(MDYt >,y teT o/, on peut affirmer grace au corollaire 2 du théoréme 4
appliqué a la F.AM. eM/ (e =1 dans le cas discret et ¢ = —1 dans le cas
continu) que la suite des processus (I',, n € N*) définie par:

L,(¢) = E(‘P(n))_l{Mif + (nt - i)(Mif-H - Mif)}

lorsque i <nt<i+ 1, i=0,...,n— 1, est, pour tout x € E (resp., u-presque
tout x € E), P, ps. relativement compacte dans %([0,1]) et ses valeurs
d’adhérence pour la convergence P, p.s. coincident avec le compact o;K. Or si
(T'/, n € N) est la suite définie par:

Ti(e) = (o(n)) " {Al + (nt = i)(Al,, - A])},
pouri<nt<i+1,i=0,...,n—1, Al = ["fo X ds[L:f°X,].Ona

sup [T,(£) = TJ()l < 3(@(n)) ™" max |A] - eM/;

0<t<1 O<i<n
donc grace a (4.9) et au lemme 3, on peut affirmer que pour tout x € E (resp.,
p-presque tout x € E) la suite (I'/, n € N*) vérifie les mémes propriétés que la
suite (T,, n € N). Mais (T, n € N*) coincide avec (I/, n € N*) dans le cas
discret et dans le cas continu on a

- _ [nt]+1
sup [T(¢) = Li(6)] < 2(9(n) ™" sup [""iflo X, ds
O<t<l1 0<t<1v[nt]

(4.10)

n—co
p

<2(e(n))”" mg;ffpﬂlfl °X,ds 752 0 P, ps,
= p

d’aprés le lemme 3. La premiére affrimation du théoréme est donc établie lorsque
of > 0. Les propriétés (4.7) résultent de (4.5) car: U/t =, , o, ;1 0f P, p.s. Le
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théoréme est donc complétement établi lorsque 0,2 > 0. Il est vrai aussi lorsque
0,2 = 0, car dans ce cas on a M/ =0 P, ps. pour tout x € E (resp., p-presque
tout x). Autrement dit:

fr{(t) = (‘P(n))_l{g° X[nt] -&(Xy) + (nt - [nt])(g° X[nt]+1 —8° X[nt])}
[E(2) = —(9(n)) " {Tlg o Xp,y — Tg(X,)

+(nt = [nt]) (g e Xppg.y — Hge X[nt])}] .

Grace au lemme 3 et & (4.10), on voit que: sup, ,1|T/(¢)] =, 0 P, p.s. pour
tout x € E (resp., p-presque tout x) et les propriétés (4.7) en résultent. O

REMARQUES 5. (i) Supposons que les hypothéses du théoréme 6 soient
vérifiées et qu’en plus le noyau @ soit féllerien [ce qui sous-entend que (E, &) est
un espace localement compact a base dénombrable, muni de sa tribu borélienne
dans le cas discret]. Soient f, g deux fonctions de E dans R, mesurables bornées,
4 support compact et pu(g) = [gdp # 0. Alors la fonction F = fu(g) — gu(f)
est bornée & support compact et d’intégrale nulle. Donc |F| est spéciale et
F e #°C € et il existe une fonction G bornée sur E telle que F = AG. Le
théoréme 6 et le théoréme ergodique permettent alors de montrer:

imsup | [ AL _ B
rer” | 2loglog? | AF ~ u(g)
L]t Al u(f) s
= — liminf W(A_f_;@ =op(n(g))" P.ps,

ou A= [lho X ds[L2h° X,] [0y définie comme en (4.3)].

(ii) Si on renforce les hypothéses du théoréme 6 en supposant que la chaine de
probabilité de transition @ est récurrente au sens de Doeblin, alors les résultats
(4.11) sont valables sous P, p ps. pour f et g dans £%(u) a condition que
fgdp # 0. Cela résulte du fait que ¢= (h € £%n); [hdp = 0} dans ce cas.

(4.11)

5. Exemples.

ExXeEMPLE 1 (Mouvement brownien sur R). Soit X le mouvement brownien
réel, il est récurrent et la mesure de Lebesgue (notée dx) est staticnaire. De plus
le critére (C) est vérifié pour toute fonction appartenant & #'(dx) avec la
normalisation v(A) = (2A/7)/2

Soit f une fonction de R dans R vérifiant les hypothéses suivantes:

f continue bornée, ff(x) dx =0, f|xf(x)| dx < +o0.

Posons: F(x) = [* _f(t) dt, alors pour tout x € R on a P, p.s.

-1
limsup[ftF2oXsd31 f‘foxsds
t—>+o0 L¥O ]

(5.1)

-1
= —liminf[ftF2°Xst] ftf°Xst=2.
0 0
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En effet, si g(x) = [*2|x — y|f(¥) dy, un calcul facile donne:
g'(x)=2F(x), 3g"(x)=f(x) (e, f=Ag),

[ ) dx = =3[ [ Jr = 2 )i() dedy,

+ 00
f |g’(x)|dx < o0 ce qui implique que g est bornée.

En appliquant la formule d’Itd & la fonction g, on obtient:
M/ =goX,~goX,~ [foX,ds=2[FoX,aX,.
0 0

D’ou: (M"Y, = 4[{F? o X, ds et le résultat découle du corollaire 1 du théoréme 4.
Dans ce cas, le théoréme ergodique quotient donne le résultat suivant, beaucoup
moins précis que (5.1):

If Otf ° Xs dSl

f 0’ 'F2o Xs ds t—ow

0P, ps.

REMARQUE 6. On peut donner un résultat semblable a (5.1) pour le mouve-
ment brownien plan, pour les processus de Bessel d’indice 1 et 2 et pour les
processus a accroissements indépendants symétriques stables d’indice 8 > 1 (cf.

[18]).

EXEMPLE 2 (Processus d’Ornstein et Uhlenbeck). X est la diffusion cano-
nique solution (forte) de I’équation différentielle stochastique:

dX,= —6X,dt + dB,, X, ==,

ou B est un mouvement brownien réel issu de 0 et § un parameétre réel
strictement positif; le processus X est récurrent positif de mesure stationnaire p,
de densité y — /6/II exp(—6y?).

L’estimateur du maximum de vraisemblance de 6 vaut:

0’\ / 0th dXS f 0th dBS
‘T JiXlds T [{XZds'
D’ou:
1 fOth2 ds

(t9(£) ™" Z=—(6 - 4) = (9(1) " [', aB,.

Comme ¢ Y[{X2ds =, (20)"! P, , ps. pour tout x €R, le théoréme 6
implique:

I L (9-4)
1mts PV 21oglog ¢ ¢
t A
= - hmtmf V Zloglog ¢ (6 -4, =(20)" P, . p-s. pour tout x € R.
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Remarquons que les v.a. (V£ (8 — @); t € R.) convergent en loi sous P, , vers
la distribution normale de moyenne O et de variance 26.

ExEMPLE 3 (Chaine AR1). On donne § €] — 1, +1[ et une suite (¢,, n > 1)
de v.ar. i.i.d. de fonction de répartition F centrée de variance 1. Soit X, une
v.a.r. indépendante de la suite (¢,, n > 1). On définit la suite (X,, n > 1) par:

X,=0X, | +e,.

Dés qu’elle est irréductible la chaine X est récurrente positive. Sa loi stationnaire
pe est celle de £0" 'e,; py, a une moyenne nulle et une variance égale a
1/(1 — 6?). La suite (M,,, n € N*) définie par:

n
M, = Z(XiXi—l - 0Xi2—1),

est une F.AM. de X, telle que E (M?) < oo pour tout x € R et E (M}) =
1/(1 — 6%) = 6% < 0. On peut lui appliquer le théoréme 6 sous P, pour tout
x € R. En particulier:
limsup(cp(n))_l Z(XiXi—l - aXi2—1)
n 1
n

—liminf (g(n)) ™" Y(X.X,_, - 6X2,)

i
1

1-6%)"" P, ps.

x

D’ou:

n ~ n ~
hms pw/—(o,,—o) —liminf]/—(on—())
(5.2) 2loglogn n 2loglog n

_ (1 _ 02)1/2

en posant §, = Y7X, i X;_ /L1 X7 | estimateur des moindres carrés de 6.

Remarquons que 0 = e 0 P, p.s.; que lorsque F est la loi normale centrée
réduite, 0, est l’estlmateur du maximum de vraisemblance de #; enfin que la suite
[/_ (0 - 0)] converge en loi vers la distribution normale de moyenne 0 et de
variance 1 — 62

L’exemple précédent montre que la loi du logarithme itérée peut étre utilisée
pour préciser la vitesse presque-siire d’un estimateur. Voir [19] pour une
généralisation du résultat (5.2) aux chaines AR1 multidimensionnelles non né-
cessairement irréductibles.
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