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D � 	 � + � � � 	 � �|��� � � � , � 	 � �r� � B � < � z � � B � �'� � D * � �-, � � G + ��� � � � B � � ��, � � �
*)� 	 � � � � � � 	 & 	 ��, � � � , � � � � � 	 � � � + � � � 1 , � G)�-G � � � � � � � � � � ,

∫ ∞

0

f(B
(µ)
t )1{B(µ)t <0}dt and

∫ ∞

0

f(B
(µ)
t )1{B(µ)t >0}dt

� 	 � * 	 ��,=� � � ��G �¡ < � , � *)* 	 � � � < + � � � 	 � ��� � �-, � < � * 	 �r� � & � � ,���G � � � < � 	 � � G � D � ��D � � < � � + �� � � < � ��� � ��, & � � � < � � � � � � < � � � < � ~ � � 	 ��, � � � � � � � � � � � �� � < � , � � 	�	 ��, * � � G), � �
f(x) = exp(−2x)), * � � � � � + � � � � � � � ��D * � 	 � � � � 	�� � � � � � < �/, � � G � � � + � � D � � 	 � �� 	 � B � � � � D � � � � � &J� , � G)� � � � � � �U� � � �6B B � � < � < � � 	 , � < � ��� � � + � ��D � � � 	 � � ��,=,�� �* 	 � � �-,�, � y � � � < � 	 � � � � � � � � � � � 	 � , � � + � � � � 	 � ��� � � � � < � , � � � � �'� � � ,

∫ ∞

0

(a+ exp(B
(µ)
t ))−2 dt,

B < � � < � ,Q,��-� � &�� � � < � � � ,�� µ = 1/2, � � � � � G4� � � � � � �4� � � �6B B � � < � < � � 	 , � < � ��� � � +� ��D � � � 	 � � 	 � B � � � � D � � � � � B � � < G 	 � � � µ = a/2.¡ < � *\�!* � 	 � , � � � � � � G4��G � � G � , � � ,�, � � + < � B � < � � � � � D � � 1�� � � � � 	 D � � � � � �� � � ,=��G � � � � G � < ��G � , � 	 � � � � � � � � � ��* � 	 * � � � � �9� � � � + 	 � � � � � � � � � � � ���
� K
	�� aJMCiUd� ¡���D � � < � � + � &r; � D * � 	 � � � 	 � � , � � 	 D � � � � � &"� ��,=,�� � * 	 � � ��,�,=��, &�: � ���� � � + < ��� < � � 	 � D , & � � � � D � � 1�� � � � � 	 D � � � �� � t��������qd�S ��� Kr^!R¢^$VbT)d�d�`�� ^"T4RP`gacY��� � 7�� #�& � � 7�� ��& � � 7 0 �4�
� � � D� �=� ��G � � � 7 ( � � } � 	 � < . �!&� �"�!2)� � � � � ��� � 	 , � � � � ��� � * � ��G � � 7 � � � � 	 � �P �& �"�$#��
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1 2035476�8
9;:;<=4?>@8A3 BC3D9 E?:DF F BG6IH 8CJK4ILNMO6PMQEI:NR�4IE

; � �
B(µ) = {B(µ)

t := Bt + µt : t ≥ 0} � � � � 	 � B � � � � D � � � � � B � � < G 	 � � �
µ > 0 � � G &Q� � � � � < � � + � � ,�� � ,o, � � G & B � � ,=, � D � � < � � B(µ) � ,o, � � 	 � ��G � 	 � D �4�� � � � � 	 �!+ �-G � � � � � D � � 	 � � ��� � D * � ��, ��� , � ��G � � � � B & B � B � , < � � +$� � � � � �=� � 	� � G)� 	 , � � � G � � +lB < � � � � � � � � + 	 � � � � � � � � � � � � � � � < � � � * �

I∞(f) :=

∫ ∞

0

f(B(µ)
s ) ds,

B < � 	 � f � , � � � � 1 � � +"� � ��� � D � � , � 	 � � � � � � � � � � � � &?� , � G)� � � � � � ��� � � �6B B � � < � < �� 	 , � < � ��� � � + � ��D � � � ��* � � � � � � 	 , � D � � � < � 	 G ��� � , � � � � � � � � 	 � � & B � � � � * � ,=�� � � � � � � + � � , � � �-, � � � � � � 	 � � � 	 � � � 	 � 	 � G ��� � , � � � � � , � � � G � � B(µ).
� � � � � � & � < �	 ��, � � � , � � � � � � � � �  � 	 � � � � 	 � � � � , ��� � �'� � � � G)��G � � 	 � 	 � � � 	 � 	 � � 	 � � , � � � � G ��� � 1, � � � , G)� � � 	 D� � �-G � � � , � � � < � , � � � G ��� � 	 � � � � � � � � � � � � � � �TS � 	 � � � � 	 ��, � � � � < �

*)� 	 � � � � � � 	 � � ,�� B � � < B(µ) � , D � � ��� � � �-G � � � < � � � D � 	 � � ,�, � � G � ��, � � G 	 �-, � � � ,
� ,�, � � � � � ��G � � � < � � � � � � � � � � �

∫ ∞

0

exp(−2B(µ)
s ) ds.

� �6%

."0!.



¡ < � , � � � � � � � � � � BF� , � 	 , � � � � , � G)� 	 ��G � � ~ � � 	 �-, � � � ��� �P#�� B < � 	 � � � � ,¢,��-� � &� D � � + � � < � 	 � < � � + , & < � B � < � � � � � � � � � � ��� �P% � 	 � ,=��, � , �h* � 	 * � � � � � � � � � � 	 �����Dl� � � � + * 	 � � ��G � 	 � � � � G � , � 	 � � � D � G)� ���� � � � B 	 � �r� � B , � D � � � ,=��, � � * � 	 * � � � � ��� � � � + 	 � � � � � � � � � � � � , B < � � < � 	 �� G)� � � � � � �v� � � �6B B � � < � < � � 	 , � < � ��� � � + � ��D � �Q; � �
Ha(Z) := inf{t : Zt = a}

G4� � � � � � < � � 	 , � < � �=� � � + � ��D � � � � < � * � � � � a � � 	 � G ��� � , � � � Z.��� � ��� � 	 � #���� � ,���� � # . � � � 	 � � � � + ��� , < � 	 � � , � � � � � � %Q� � � , , < � B � � < � � � � 	 � < �~ � � 	 �-, � � � � � � � � � � � � �I�P% B � < � � �
∫ ∞

0

exp(−2B(µ)
s ) ds

(d)
= H0(R

(δ)),
�| "%

B < � 	 � R(δ) � , � � ��,=,�� � * 	 � � �-,�, � � G ��D � � , � � � δ = 2(1− µ) , � � 	 � ��G � � �"& � � G (d)
=	 � � G),
	 � , � G4� � � � � � �v� � � �6B B � � < 	 � : � � � ��� � � , � � < � �

∫ ∞

0

exp(−2B(µ)
s ) ds

(d)
=

1

2γµ
,

� . %

B < � 	 � γµ � , �w+$� DD � 1 G � , � 	 � � � � �-G 	 � � G � D � � 	 � � � � � B � � < *\� 	 � D � � � 	 µ. � �
	 � � � 	 � � � � � � � G � , � � G � � � z � � � � 2 � � � � 	 � G � , � � ,=, � � � � � ~ � � 	 ��, � ��$E, � � � � � � � � � �� � 	�	 � � G � D BF� � z , �� � ¡ < �o� � �-, � � � , z � � ¡ � � � � 	 � G)� � � � � � >

∫ ∞

0

1{R(δ+2)s <1} ds
(d)
= H1(R

(δ)),
�b2N%

B < � 	 � R(δ) � � G R(δ+2) � 	 � � ��,�,=� � * 	 � � �-,�,��-, � � G ��D � � , � � � δ > 0 � � G δ + 2,	 ��, * � � � ��� � � � & , � � 	 � ��G � � ��� � � 	 � * 	 �r� � & ,���� � ������� � D , � 2$��� * � �6#!5 � � G  ��!�"&
� � G � � 	 � 2"5���& � # ��� * �¢#!���U� � � < � � � ,�� δ = 1 � < � 	 � � , ��*\� � < B � ,=���� * � � � � � � � �G � � � � ~o�c� ������� � D , ��� � 	 � � � 	 � � , � � � &�� � �r� 	 � � G � < � 	 * � �  !��� * ��5"��& � � G � �� � � � � � . � � � 	 ��+ � � � 	 � ��� � � � � � � � � � � � , � � � � ,�, � � *\� � 	 , � � G ��� � , � � � , � � ��� � � , �~ � � � � ��1I} � 	 � � � � � G � � 	 � �P � � � G ~ � < � � � � � , � � G } � 	 � � � � � � 0 ���� � ¡ < � � G4� � � � � � G � � � � � � � � � � . � � � G � D < � � �  . � >

∫ ∞

0

1{B(µ)s <0} ds
(d)
= Hλ(B

(µ)),
�|#"%

."0 2



B < � 	 � λ � , � 	 � � G � D � � 	 � � � � � � � G4� * � � G)� � � � � B(µ) � � G ��� * � � � � � � � ��� � G � , 1� 	 � � � � �-G B � � < *\� 	 � D � � � 	 2µ � � G B(µ)
0 = 0.( � ¡ < � � G4� � � � � � G � � � � ~ � � � � ��1 } � 	 � � � � � G � � 	 � � . � * ���6�!2"2 >

∫ ∞

0

ds

exp(2R
(3)
s )− 1

(d)
= Hπ/2(R

(3)).
� � %

B < � 	 � R(3) � , � � < 	 ��� 1 G ��D � � , � � � � �\� �-,�,�� � * 	 � � ��,=,X, � � 	 � ��G � 	 � D �4� � ��� � � . � � � , �� � 	 �l* 	 � � � � ����� , � � � �'� * � � � � � � � � � � � � %��� � � � � � � � �  � � � < � , *)�!* � 	 B � * 	 ��,=� � � ��+ � � � 	 � �cD � � < � G � � ,���G � � � � � $E, � � G¡ � � � z � $E, � � 	 D � � � � � � G 	 � � G � D � ��D � � < � � + � � � � < � � � � ��, B < � � < � � �)� � � � , � < �G � , � 	 � � � � � � � � � �l* � 	 * � � � � �9� � � � + 	 � � � � � � � � � � � � � � � < � � � � � � 	 , � < � ��� � � + � ��D � �¡ < � , D � � < � G + ��� �-, � , � < � � G)� � � � � � �� "% � � G � � , � � < � � � ��� � B � � + � B < � � < Df� + < � � �� � ��� ��G � < � 	 � � � � � � � + � � � � � � 	 *\� 	 � � � �| !%�% >
∫ ∞

0

exp(−2aB(µ)
s )1{B(µ)s >0} ds

(d)
= H1/a(R

(δ)), δ = 2µ/a.
� 0 %

B < � 	 � � < � � ��,�,=� � * 	 � � �-,�, R(δ) � , , � � 	 � ��G � � � � � G & � � � < � � � ,�� 0 < δ < 2,	 � � � � � ��G � � �4� ' � B � � � 	 & � < �L, ��D * � ��, � � � ,��L� D � 	 + � � + � 	 � D � � 	 �!*)* 	 � � � < � � � G4,� , � � � < � � G)� � � � � �
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� � 	 � � 	 � B � � � � D � � � � � B � � < G 	 � � � µ, R(δ) � � 	 � � ��,=,�� � * 	 � � ��,=,� � G ��D � � , � � � δ, � � G B̃(µ)
� � 	 � 	 � � � � � �-G � 	 � B � � � � D � � � � � B � � < G 	 � � � µ. ¡ < �* 	 � � �-,�,=��, � � � < � � � � � � &)� � � � � < � � + � � ,�� � ,�, � � G & � 	 ��, � � 	 � ��G � 	 � D ���

."0 �



Ref. Functional (a > 0, µ > 0) Hitting/occupation time

(2), (21)

∫ ∞

0

exp(−2aB(µ)
s ) ds H0(R

(2−2µ/a)),

R
(2−2µ/a)
0 = 1/a

(7), (22)

∫ ∞

0

exp(−2aB(µ)
s )1{B(µ)s >0} ds H1/a(R

(2µ/a))

(23)

∫ ∞

0

exp(−2aB(µ)
s )1{B(µ)s >0} ds

∫ ∞

0

1{R(2−2µ/a)s <1/a} ds,

R
(2−2µ/a)
0 = 1/a

(12), (24)

∫ ∞

0

exp(−2aB(µ)
s )1{B(µ)s <0} ds

∫ ∞

0

1{R(2−2µ/a)s >1/a} ds,

R
(2−2µ/a)
0 = 1/a

(13), (25)

∫ ∞

0

exp(2aB(µ)
s )1{B(µ)s <0} ds

∫ ∞

0

1{R(2+2µ/a)s <1/a} ds,

R
(2+2µ/a)
0 = 1/a

(8), (35)

∫ ∞

0

(a exp(B(1/2)
s ) + 1)−2 ds Hr(B

(1/2)),

r = log((1 + a)/a)

."0 5



Ref. Functional (a > 0, µ > 0) Hitting/occupation time

(9), (36)

∫ ∞

0

1{B(1/2)s >0}

(a exp(B
(1/2)
s ) + 1)2

ds Hr(B̃
(1/2)),

r = log((1 + a)/a)

(37)

∫ ∞

0

1{B(1/2)s <0}

(a exp(B
(1/2)
s ) + 1)2

ds Hλ(B
(a/2)),

λ ∼ Exp(1 + a)

(69)

∫ ∞

0

(a+ exp(B(1/2)
s ))−2 ds Hr(B

(a/2)),

r = 1
a
log(1 + a)

(5), (49)

∫ ∞

0

1{B(µ)s <0} ds Hλ(B
(µ)), λ ∼ Exp(2µ)

(4), (34)

∫ ∞

0

1{R(δ+2)s <1/a} ds H1/a(R
(δ)), δ > 0

(6)

∫ ∞

0

(exp(2R(3)s )− 1)−1 ds Hπ/2(R
(3))

(52)

∫ ∞

0

exp(−2R(3)s ) ds H1(R
(2))

(53)

∫ ∞

0

(1 +R(3)s )
−2γ ds, γ > 1 H1/(γ−1)(R

((2γ−1)/(γ−1)))

. �"�



� � M 6�� M 4I:;BCR > 354?M�� 6 BCR J%:D3;<=4?>@8 3DB R E B E��D6PE*4 LN>@474?> 3��
4?> F M E

; � � {B(µ)
t : t ≥ 0} � � � � 	 � B � � � � D � � � � � B � � < G 	 � � � µ > 0 � � G f � � � � 1� � +$� � ��� � � � � � ��� � � � � � + 	 � � � � � � � � � � � � �/¡ < � � � ,=��� � � + � � � � 	 � � � G � � � � � �65�� � � G� � ��D� � � � � � G � � 	 � 2$#�� %
I∞(f) :=

∫ ∞

0

f(B(µ)
u ) du <∞ a.s. ⇔

∫ ∞
f(x) dx <∞.

� �P#!%
� � � � 	 � 	 , � * 	 � * � , � � � � � � � � ,Q, � � � �-G & � � G4� 	 , � D � � G)G � � � � � � � � ,=, � D * � � � � , � �

f,
� < � �/� < � 	 �o�'� � , � , � G ��� � , � � � � � � , � 	 � � � ��G � � � < � , � D � * 	 � � � � ����� � � , *\� � � � ,

B(µ) , � � < � < � ��� < � * � 	 * � � � � � � � � � + 	 � � � � � � � � � � � � I∞(f) � , � � , � � � � � � � � � < �� 	 , � < � ��� � � + � ��D � � � �l* � � � � � � 	 � < � ,�G ��� � , � � � ���MPaJO acd�` RP`gacY �
	 ������
f : R 7→ R � ��������������������� �"!$#�%#&���'�(!)�'*���*,+.-0/213!)457698

:���;!<� � -;>=�*?��#��;!;���@+A*�#CBD�;BE�F�
r := limx→∞ f(x)

.GF!H+A�;+AIKJ ���;6L��1'*�#&M�(B�%�31N1O!P�(!RQ�
=�*?��#��;!;���S�?-

Is :=

∫ s

0

(f ′(B(µ)
u ))2 du.

T +9+�*,��U=�*,6A�;B�76%�;BE�F�
f ′(x) 6= 0 �V��1

∫ ∞
(f ′(x))2dx <∞.

����
Z � >�W13!H4X*,+9!$����YO!RQ�7� � /

Zt := f(B(µ)
αt ),=R��6

t ≥ 0 +A*�#CBZ�(BE�[�
αt := inf{s : Is > t} <∞.\ B�7�2�FI]+AI

∫ ∞

0

(f ′(B(µ)
s ))2 ds = inf{t : Zt = r}. �I� � %

^ ��6L&�_Q�:6L�
Z

!)+`��+a��-P*F�(!;���@��=b�;B�>cFd>e

dZt = dβt +G ◦ f−1(Zt) dt, Z0 = f(0),
�fB�76a

β
!)+`��gb6L�?�"�N!<�?�������(!$�����?��1

G(x) :=
1

(f ′(x))2

(1
2
f ′′(x) + µ f ′(x)

)
.

�I� 0 %

. �4�



��������� ¡ � � � � G4� � , & � � z � f � � � � � � � 	 � � , � � + �Q� � � � � $E, � � 	 D � � �
f(B(µ)

u )− f(0) =

∫ u

0

f ′(B(µ)
s ) dB(µ)

s +
1

2

∫ u

0

f ′′(B(µ)
s ) ds

=

∫ u

0

f ′(B(µ)
s ) dBs +

∫ u

0

(f ′(B(µ)
s ))2G(B(µ)

s ) ds.

: � * � � � � � + u � � αt B � � � � � � �
Zt − Z0 =

∫ αt

0

f ′(B(µ)
s ) dBs +

∫ αt

0

(f ′(B(µ)
s ))2G(B(µ)

s ) ds.

� � � � � ,��
I ′s = (f

′(B(µ)
s ))2 and α′t =

1

I ′αt
= (f ′(B(µ)

αt ))
−2

� � � � ��� � B , � 	 � D ; � � � $ , � < � � 	 � D � < � �
βt :=

∫ αt

0

f ′(B(µ)
s ) dBs, t ≥ 0,

� , � � 	 � B � � � � D � � � � � & � � G B � � � � � � � � < � � � � ��D ��G � ~ � >
Zt − Z0 = βt +

∫ t

0

(f ′(B(µ)
αs ))

2G(B(µ)
αs ) dαs

= βt +

∫ t

0

G ◦ f−1(Zs) ds.

� � � � � ,�� B(µ)
t →∞ � , t→∞ B � < � � �

lim
t→∞

f(B
(µ)
t ) = r, a.s.

� � � � ��� � B , � � B � 	 � D
ZIt = f(B

(µ)
t ) < r� � � � ��� � � + t→∞ � < � �

I∞ = Hr(Z) a.s.,� � D * � � � � � + � < � * 	 �r� � � ¤

. �$ 



-¢K�p T)M����5	�� ; � �
f � � G Z � � � , � � ( 	 � * � , � � � � �  ����"��¡ < � � &QD � G � � � � � + � < �* 	 �r� � � � � � � &\� � � ,�,��-� � � � 	 x > 0 � < � �

∫ Hx(B(µ))

0

(f ′(B(µ)
s ))2 ds = inf{t : Zt = f(x)} a.s.

� �6�"%
� ��� � & B � � � � , � G)� 	 * � 	 * � � � � �L� � � � + 	 � � � � � � � � � � � � , 	 ��, � 	 � � � ��G � � R+.

� � 	, ��D * ��� � � � � B � � � z � f � � � �G)� � 	 � � , � � + & � � G � � � � � � < � � � ,���� f � � � 	 � � , � � + � � �� < � 	 � � G)� 	 � � � 	 � < � 	 & B � � ,�� � < � � � � � � � � �
M

(−µ)
t := sup{B(−µ)

s : s ≤ t} := sup{Bs − µ s : s ≤ t}, µ > 0.
: � � � ��� � < � �

{ρ(µ)t :=M
(−µ)
t −B

(−µ)
t : t ≥ 0} �I�65$%

� , � G)� � � � � � �/� � � ��B � � � 	 � � � � � � � + � 	 � B � � � � D � � � � � B � � < G 	 � � � µ, �|� � ��& � < �, � � � � � � � � � � z!� 	 �!z < � G*$ , 	 � � � � � � � � � � � � � � � � � ,=��� � 24��� � < � * � � 	 �L� ; � DfD �  ����P%G 	 ��� � � � �
−B(−µ)

t = (−Bt) + µ t, t ≥ 0.
��MPaJO acd�` RP`gacY �
	 � ����

f
�V��1

G �  �?+>!H���"6L���f��+.!P�(!$����	FI�
_I T +.+A*,��%����6L&�_Q�:6
�;BE�F�

f
!H+K1N�#:6La�?+9!H�FY��V��1W-;��

ρ(µ) � ��V+�YO!PQ�:� !H���
�����I"����

A+t :=

∫ t

0

(f ′(ρ(µ)s ))
2 ds, and α+t := inf{s : A+s > t}.

d ��N�������6L��#�:+9+
Z

Q�!<�
Zt := f(0)− f(ρ

(µ)

α+t
)

=R��6
t ≥ 0 +A*�#CBZ�(BE�[�

α+t <∞.
\ B�7�

I+∞ :=

∫ ∞

0

(f ′(B(µ)
s ))2 1{B(µ)s >0} ds

(d)
= inf{t : Zt = r?}, �� !�$%

�fB�76a
r? := f(0)− r.

\ B��� 6a��#�7+.+
Z

!)+`��+a��-P*F�(!;���@��=b�;B�U6L����#����1�cFd>e

dZt = dβt −G ◦ f−1(f(0)− Zt) dt+ L
0
t (Z), Z0 = 0,

�fB�76a
β

!H+K� gb6L�?�"�N!<�V� �����(!$����� {L0t (Z) : t ≥ 0} !)+U� �'���S8�1F�#:6LL�V+9!)�[Y���6L��#�:+9+
�fBN!;#CB !)��#:6LL�V+L7+>���N- /2��� �;B���V:6L� +L��b��=

Z,
�?��1

G
!H+`�?+ !)���"6L���f��+9!R�(!;����	FI�
,I

. � .



-¢K�p T)M����5	 ( � � � � D *\� 	 � , � � B � � < � < �{, � � � � D � � � � � � % � � ( 	 � * � , � � � � �  ����"& � � 1� � � � � < � ��� < ��� � � � ��� � � � � �� !�$% < � � G), � � � � � � � � G � , � 	 � � � � � � � �
��� ����� ¡ < ��, � � 	 � � � +�* � � � � � , � < � � � ,=� 	 � � � � � �

I+∞
(d)
= A+∞,

� � G & < � � � � & B � � � G � < � � ��B � � A+∞. y , � � � < � * 	 �r� � � � ( 	 � * � , � � � � �  r��� B � � ,��� � � $E, � � 	 D � � �
f(0)− f(ρ

(µ)
t )

= −
∫ t

0

f ′(ρ(µ)s ) (dM
(−µ)
s − dB(−µ)

s )− 1

2

∫ t

0

f ′′(ρ(µ)s ) ds

=

∫ t

0

f ′(ρ(µ)s ) dBs − f ′(0)M
(−µ)
t −

∫ t

0

(1
2
f ′′(ρ(µ)s ) + µf

′(ρ(µ)s )
)
ds.

� � � ,�� � � � � � � � & � � 	 t ≥ 0 , � � < � < � � α+t <∞
Zt =

∫ α+t

0

f ′(ρ(µ)s ) dBs − f ′(0)M
(−µ)
α+t

−
∫ α+t

0

(f ′(ρ(µ)s ))
2 G(ρ(µ)s ) ds

= βt −
∫ t

0

G ◦ f−1(f(0)− Zs) ds+ L
0
t (Z),

B < � 	 � L0t (Z) := −f ′(0)M (−µ)
α+t

G)� � � 	 D� � ��, � � � � 1 G)� � 	 � � , � � + * 	 � � ��,�, B < � � <� � � 	 � � ,���, � � � � � � � < � � � 	 � ,�� � � � {Zt : t ≥ 0}.
� � < � � G), � � , � � < � �

0 ≤ Zt < r∗ := f(0)− r� � 	 � ��� t ≥ 0 , � � < � < � � α+t <∞.
¡ � � � � � � � G)� � < � * 	 �r� � & � � ,=� 	 � � � < � �

ZA+∞
= lim

t→∞

(
f(0)− f(ρ

(µ)
t )
)
= r∗

+ ���r� � + �| !�$%�� ¤

-¢K�p T)M����5	 # ¡ < � D � � < � G � � 	 � � G � D � ��D � � < � � + � � , � � , � � ,=��G � � &�� � �r� 	
� � G � < � 	 * � �  !��� � � � � � � � # � , � � �r� � � � � � D * � � � � < � G � , � 	 � � � � � � � , � � , � � *)* ��G� � � � � � � � � � , � � � 	 � B � � � � D � � � � � ��¡ < � � 	 � G4� � � ,L, ��D��� � 	 � � � < � � � � � � ( 	 � * � 1, � � � � � ,  ���� � � G  �� . & � < � � � , & � � � G)� � � � � � � < � � � � � � � � � � � B � � < � < � � 	 , � < � �=� � � +� ��D � � � �l* � � � � � � 	 , � D � � � < � 	 G ��� � , � � � �

. �!2
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y , � � � 	 � *)� 	 � � � � � � 	 � � ,=� � � � � 	 D � � < � G & B � , � � G � � � B � < � � G4� � � � � � �� "%o� � 	�� ��P% � � � � B % � � G � � , � � 	 � � � , � � � 1 , � G)�-G � � 	 � � � � , � � � 	 D � 	 �oG4� � � ��� , � � � � � 	 � � � +�� "%'& B � 	 � � � 	 � � � # . � * �X� � � � � 	 � < �_H � � � � G � , � 	 � � � � � � � � � � < � � � � � � � � � � � , � � �| . %� � G �| C2N%'& ,��-� � � ��Df� � � � � � G � � 	 � 2"2��|� � � � � � � � � � 2 � � � D * � � 2)� 0 � � � G)G � � � � � � �� < � 	 � � � � 	 � � � � � � � � ,�G)� 	 ��� �-G � � 	 � < � � � � � � � � � � � , � � �| 2$%'�
��MPaJO acd�` RP`gacY.�
	 ������

B(µ) �"!R�(B
µ > 0 �  +��P�?6���&1 =<6L���%$OI \ B'7�Z=R��6

a > 0�;B�U=R��-H-;�?�"!H�FY'& !$1N7�'�(!R�(!$7+ B���-$1T 
∫ ∞

0

exp(−2aB(µ)
s ) ds

(d)
= H0(R

(2−2µ/a)),
�� ��P%

�fB�76a
R(2−2µ/a)

!)+`� g 7+9+a7- � 6L��#&7+9+���="13!)��7�F+9!;���
2− 2µ/a +A�R�?6A� �1��F� 
)([�FI� 

∫ ∞

0

exp(−2aB(µ)
s )1{B(µ)s >0} ds

(d)
= H1/a(R

(2µ/a)),
�� " "%

�fB�76a
R (2µ/a) !)+�+A�R�?6A� �1��F�*$ �?�'1N�'!H� �(B� #L�V+L

0 < µ < a,
6L����#����1��F�*$OI^ 

∫ ∞

0

exp(−2aB(µ)
s )1{B(µ)s >0} ds

(d)
=

∫ ∞

0

1{R(2−2µ/a)s <1/a} ds,
�� . %

�fB�76a
R(2−2µ/a)

!)+�+A�R�?6A� �1��F�
1/a

�?�'1�+�!H-)-$�1 �"B'7� !P��BN!P�;+,$_Ii  � � � ��� 0 � %=%'&
∫ ∞

0

exp(−2aB(µ)
s ) 1{B(µ)s <0} ds

(d)
=

∫ ∞

0

1{R(2−2µ/a)s >1/a} ds,
�� 2N%

�fB�76a
R(2−2µ/a)

!)+�+A�R�?6A� �1W=<6L���
1/a

�?��1�+3!H-)-$�1 �"B�:�@!R�fBF!P�(+-$OIK�
∫ ∞

0

exp(2aB(µ)
s ) 1{B(µ)s <0} ds

(d)
=

∫ ∞

0

1{R(2+2µ/a)s <1/a} ds,
�� "#"%

�fB�76a
R
(2+2µ/a)
0 = 1/a.

-¢K�p T)M�� �5	��k� � � � � � & � , � , � � � � 	 � 	 � D � < � * 	 �r� � , � � � � B & � < � � G4� � � � � � �-, �| ��P%�&�� . %�&v�| C2N%'& � � G �| !#"% < � � G � � , ��&r�|� � ��& � < � � �-,�,�� � * 	 � � �-,�,��-, �!*4* � � 	 � � + � < � 	 � � � � � �� � � � � , � 	 � � � �-G � � � < ��, � D � * 	 � � � � ����� � � , *\� � � B < � 	 � B(µ) � , + ��� � � �
. �$#



��� �����T  � � � � �
a = 1;

� < � � � ,�� B � � < � 	 � � � 	 � 	 � a � � � � � � 	 � � � ��G � , � � + � < �, � � ��1� � + * 	 � * � 	 � � � < � B � � � 	 & ,���� � < � * 	 �r� � � � �� " "% B < � 	 � B � B � 	 z B � � < � 	 � � � 	 � 	 �
a
%'� y *)* � � ( 	 � * � , � � � � �  r��� B � � < f(x) = exp(−x). � � B f

� ,�G)� � 	 � � , � � + & � � G, � 	 � � + < � � � 	 BF� 	 G � � D * � � � � � � � ,F, < � B � < � �
G(x) = (

1

2
− µ) exp(x).

¡ < � * 	 � � ��,=, Z � , + ��� � � � � � < � � ~ � � � � � ; � D * � 	 � � $ , � 	 � � , � � 	 D � � � � � � �"�P%=%
dZt = d βt +

1− 2µ
2Zt

dt, Z0 = f(0) = 1.

� � � ,�� � � � � � � � & Z � , � � �-,�,=� � * 	 � � ��,=, � � G ��D � � , � � � δ = 2 − 2µ, � , � � � ��D �-G � ��� ��P%�� � � � � � � � < � � B � & < � � � � & < � � � � � , � * 	 � � �-G � < � ; � D * � 	 � � 	 � * 	 ��,=� � � � � � � ��I�"�P% � � � < � � � ,�� ξ � , � � 	 � B � � � � D � � � � � B � � < G 	 � � � ν = −µ. } � 	 � � � � 	 &\� � � �-, 1� � +"� � � � + � < � * 	 �r� � � � ( 	 � * � , � � � � �  ���� * 	 � �r� G4��,L� � , ��� � �¢* 	 �r� � � � � �!�P% B < � � ν� , � � � 	 � � � 	 � 	 � * � , � � ��� � � � D � � 	 ��  ' � 	 � B � � ,�� ( 	 � * � , � � � � �  �� . B � � < f(x) = a−1 exp(−ax) B < � � < � � � G), � ,� � � � � , � G)� 	 � < � � G4G � � ��� � � � � � � � � � � �
A+t :=

∫ t

0

exp(−2a ρ(µ)s ) ds

B < � 	 � ρ(µ) � , � 	 � � � � � � � + � 	 � B � � � � D � � � � � B � � < G 	 � � � µ > 0
� ,=��� �I�65$%�%��l� �( 	 � * � , � � � � �  �� . � < � * 	 � � ��,�, Z + ��� � � � �

Zt :=
1

a
(1− exp(−a ρ(µ)

α+t
))

, � � � , � �-, � < � � ~ �
Zt = βt + (

µ

a
− 1
2
)

∫ t

0

(
1

a
− Zs)

−1 ds+ L0t (Z), Z0 = 0.

: � � � ��� � < � � α+ � , � < � � � � � 	 ,�� � � A+, � � G L0(Z) � , � � � � 1 G4� � 	 � � , � � + * 	 � � ��,=,B < � � < � � � 	 � � ,���, � � � � � � � < � � � 	 � ,�� � � � Z. ( 	 � * � , � � � � �  r� . � � � � G), � � B
∫ ∞

0

exp(−2aB(µ)
s )1{B(µ)s >0} ds

(d)
=

∫ ∞

0

exp(−2a ρ(µ)s ) ds

(d)
= H1/a(Z).

. � �



� � 	 � D � � � , � � , < � B � � � �X�| ! "%�% � < � � H1/a(Z)
� , � G4� � � � � � � � � � �6B B � � < H1/a(R

(2µ/a)).S � � BF� � � � G � � < � , � , � � � � D * � � � � < � ; �!* � � � � � 	 � � , � � 	 D � � H1/a(Z)
� � � , � � +� < �{, � � � G � 	 G�G ��� � , � � � � < � � 	 � � ,=��� � � � � � G } � � � � � �  2�� � 	 � 2 � �=� ���6� * �F�6�$%�� y, ��� + < � � � , < � 	 � � 	 BF� � � , � ��� � ,=� 	 � � � < � � {1/a−Zt : t ≥ 0}

� , � � ��,=,�� � * 	 � � �-,�,� � G ��D � � , � � � 2− 2µ/a , � � 	 � �-G � � 1/a, 	 � � � � � �-G � � 1/a � � G z ����� �-G B < � � � � < � � ,��& G4� � � � ��G R̃(2−2µ/a) � ¡ < � , + ��� ��, � ,
H1/a(Z)

(d)
= H0(R̃

(2−2µ/a)).� � � � ��� � & � < � � � � ��D
H0(R̃

(2−2µ/a))
(d)
= H1/a(R

(2µ/a)),
�� � %

B < � 	 � � < � � �-,�,=� � * 	 � � �-,�, R(2µ/a) � , , � � 	 � ��G � � 0, � � � � � � � 	 ��� �-G � � , � 	 � � + < � � � 	 1BX� 	 G � � � � � � + < � � � � D * � � � � � � � , B � � < ; � * � � � � � 	 � � , � � 	 D , �F� y ,Q,=��� � � � � � � � � � �. �  r& � < � � � �-, � � � , z � � ¡ � � � � 	 � G)� � � � � � � � ��� � B ,F� � , ��� � � 	 � D �| � %�%'�
^�� i  ¡ � * 	 � � � �| . % � � G �| 2$% B � � ,=� � < � ; � D * � 	 � � � 	 � � , � � 	 D � � � � � � �"�6% � �� < � � � ��� � B � � + � � 	 D > � � �

A
(1)
t =

∫ t

0

exp(−2aB(µ)
s ) ds

� � G
α
(1)
t := inf{s : A(1)s > t},� < � �

{1
a
exp(−aB(µ)

α
(1)
t

) : t ≥ 0} �| 0 %
� , � � ��,=,�� � * 	 � � �-,�, � � G ��D � � , � � � 2 − 2µ/a , � � 	 � �-G � � 1/a � � G z ����� �-G B < � � � �< � � , �4� ; � �=� � � + R(2−2µ/a) G)� � � � � � < � , � �-,�,�� � * 	 � � �-,�, B � � � � � � �

∫ ∞

0

exp(−2aB(µ)
s )1{B(µ)s >0} ds

=

∫ ∞

0

exp(−2aB(µ)

α
(1)
s

)1{B(µ)
α
(1)
s

>0} dα
(1)
s

=

∫ H0(R(2−2µ/a))

0

1{R(2−2µ/a)s <1/a} ds
�� !�$%

=

∫ ∞

0

1{R(2−2µ/a)s <1/a} ds.

. � 0



� � 	 �| 2$% B � < � � ��, ��D��� � 	 � �
∫ ∞

0

exp(−2aB(µ)
s )1{B(µ)s <0} ds

=

∫ ∞

0

exp(−2aB(µ)

α
(1)
s

)1{B(µ)
α
(1)
s

<0} dα
(1)
s

=

∫ H0(R(2−2µ/a))

0

1{R(2−2µ/a)s >1/a} ds.
�� !5$%

=

∫ ∞

0

1{R(2−2µ/a)s >1/a} ds.

K� ¡ < � � G)� � � � � � �| "#"% � � � � � * 	 � � ��G � , � � + � < � ; � D * � 	 � � � 	 � � , � � 	 D � � � � � �| 0 %B � � < � � +$� � ��� � µ. ¡ < � , � � � � � , � � � � � 	 D � � � � ��G � � 	 µ > 0 � � G4� � � � � +
A
(2)
t :=

∫ t

0

exp(2aB(µ)
s ) ds

� � G
α
(2)
t := inf{s : A(2)s > t}.¡ < � �
{1
a
exp(aB

(µ)

α
(2)
t

) : t ≥ 0} � . �$%
� , � � �-,�,�� � * 	 � � ��,=, � � G ��D � � , � � � 2 + 2µ/a & G)� � � � �-G R(2+2µ/a), , � � 	 � �-G � � 1/a.� � � ,�� � � � � � � � & � , � � � < � * 	 �r� � , � � ^ � � G i � � � � � &

∫ ∞

0

exp(2aB(µ)
s ) 1{B(µ)s <0} ds =

∫ ∞

0

1{R(2+2µ/a)s <1/a} ds.

¤

-¢K�p T)M�� �5	 ��� ��� y *)* � � � � + : � D � 	 z  ��A � � 	 D � � � �6��& B � � � � � � � � 	 � D �| r�P%
∫ Hx(B(µ))

0

exp(−2aB(µ)
s ) ds

(d)
= Hf(x)(R

(2−2µ/a)),
� . �P%

B < � 	 � x > 0, � � G f(x) = exp(−ax)/a. ¡ < � ; �!* � � � � � 	 � � , � � 	 D , � � � < � � 	 , �< � ��� � � + � ��D �oG � , � 	 � � � � � � � , � � � ��,=,�� � * 	 � � �-,�,��-, � 	 � B � ��� z � � B � & ,=��� � � � � �  !���
. �"�



� � G � 2�� * ��� .". � � G * �����4� � � � � � � & � < � ; �!* � � � � � 	 � � , � � 	 D � � � < � G � , � 	 � � � � � � �� � � < � � � � � � � � � � � � � � < � � � � � < � � G, � G)� � � � . �6% � � � � � , � � � � � � � G � � � 2 �c ��A ����6�4� .* � . �$ r& � � G 5��  �� �4� . * � �  C2)���� � � � � � � � � < � � � � � � ,�� a = 1 � � G µ = 1/2 � < � � G4� � � � � � �� " "%�� ,=��� � � , � �| �$%�%� � z �-, � < � � � 	 D
∫ ∞

0

exp(−2B(1/2)
s )1{B(1/2)s >0} ds

(d)
= H1(ρ)

� .  "%
(d)
=

∫ H0(B)

0

1{Bs<1} ds

B < � 	 � ρ � , � 	 � � � � � � � + � 	 � B � � � � D � � � � � , � � 	 � �-G � � ��� � ��D��� � 	 � � &9�| 5$% � � � � �B 	 � �=� � � � ,
∫ ∞

0

exp(−2B(1/2)
s )1{B(1/2)s <0} ds =

∫ H0(B)

0

1{Bs>1} ds.

� 	 � D � 2 � � � 	 D � � � �"�  r� 24��� * �  �"�4& � � 	 γ ≥ 0
E1

(
exp

(
− γ

∫ H0(B)

0

1{Bs>1} ds
))
=

1

1 +
√
2γ
.

� � � < � B � ��� z � � B � � � 	 D � � � � � � � � 2 � � � 	 D � � � �"�A ��A����� * ���65"�$%
Ex

(
exp(−γH0(B))

)
= exp(−x

√
2γ), x > 0, γ ≥ 0,

� � G & � < � 	 � � � 	 � &
∫ ∞

0

exp(−2B(1/2)
s )1{B(1/2)s <0} ds

(d)
= Hλ(B),

� .". %

B < � 	 � B � , , � � 	 � ��G � � � � � G λ � , � � ��� * � � � � � � � ��� � � B � � < *\� 	 � D � � � 	 �P% G � , 1� 	 � � � � �-G 	 � � G � D � � 	 � � � � � � � G)� * � � G)� � � � � B. � � � � � � � < � � � .  "% � � G � .". % � � �� � , � � � � � � � � � �-G � 	 � D � . � % � � G � .$0 %F� � ( 	 � * � , � � � � � . � # � � D � � � � * � � � � + � < �-,��� G)� � � � � � ��, B � � < a2, � � �=� � � + a→∞ & � � G � , � � + � < �X, � � ��� � +{* 	 � * � 	 � � � � � 	 � B � � � �D � � � � � �
� � � � � � < � ; � D * � 	 � � � ��D � � < � � + � �I�"�P%�& � + � � � 	 � � * � 	 * � � � � �Q� � � � + 	 � � � � � � 1� � � � � � � � + � � D � � 	 � � � 	 � B � � � � D � � � � � � � � � � �'� * 	 ��,=,���G � � � � 	 D , � � � ��,=,�� �

. �"5



* 	 � � �-,�,=��, � , � � ��� � B , >
∫ ∞

0

f(exp(aB(µ)
s )) ds =

∫ ∞

0

(aR(2+2µ/a)s )−2 f(aR(2+2µ/a)s ) ds

=

∫ ∞

0

(aR(2−2µ/a)s )−2 f
( 1

aR
(2−2µ/a)
s

)
ds,

B < � 	 � R(2−2µ/a) � , z ����� �-G B < � � � � < � � , �4�
����� � �!��� ����#!��� ����� "
	 #� � ������ ��� �	
¡ < � � G)� � � � � � �| ! "%¢� � � � � � , � �| � %�%�� , � � B �!*)* ��� �-G � � G)��G � � � � < � B � ��� z � � B �� � G * � � � ��� � + � � ��, � � � , z � � ¡ � � � � 	 � G)� � � � � � �b2$%
� � 	 � . 2$% � � � � B %'& ,����{� � ��, � � � , z � � � G¡ � � � � 	 � � ��& � � G � � , � � � 	 � 2"5�� � � G � #!���|& � < �!* � � � ���MPaJO acd�` RP`gacY.�
	 ( \ B�K=R��-H-;�?�"!H�FY�!;1F7���;!P� /�!)��-<�_�DB���-$13+��

∫ ∞

0

1{R(δ+2)s <1/a} ds
(d)
= H1/a(R

(δ)), ∀ δ > 0 � . 2N%
�fB�76a��;B�Kg`7+.+L:- � 6a��#�:+9+L:+��?6aU+��P�?6����1��F�*$OI
��� ����� � � ( 	 � * � , � � � � � . ��� � � � G ^

H1/a(R
(2µ/a))

(d)
=

∫ ∞

0

1{R(2−2µ/a)t <1/a} dt,

B < � 	 � R(2−2µ/a) � ,{, � � 	 � ��G � 	 � D 1/a.
8 , � � + � < �o, � � � G � 	 G � ��D � 	 � � � 	 , � � � 	 + � 1D � � � � ,��-� (Q� � D � � � � G � � 	 � . 5�� * � . 2)�6% B � � � � � � �

∫ ∞

0

1{R(2−2µ/a)t <1/a} dt
(d)
=

∫ ∞

0

1{R(2+2µ/a)t <1/a} dt,

B < � 	 � R(2+2µ/a) � ,¢, � � 	 � ��G � � 0. ; � ��� � � + δ = 2µ/a + ��� �-, � � B � < � � � � ��D �-G� G)� � � � � � � . 2N%'� ¤

. 5"�



����� � � "�����#!" ��� � 	 
���� ��� ���� ����
��� ���! ��"�#

y � � � � � 	 ��, � � � + � � ,��L� D � 	 + � � + � 	 � D ( 	 � * � , � � � � �  ����{� , B < � � � < � � � � � � � � � G � ��I� 0 %/� ,L� � � � � � � � � � � , � � � � c, , � � � � � 	 � � + < � � � 	 BF� 	 G � � D * � � � � � � � ,{, < � B � < � �� < � , � � � � G4, � , � < � � � � � � � � � � �
∫ ∞

0

(
c

µ
+ A exp(2µB(µ)

s ))−2 ds,

B < � 	 � A � , � � 	 �-� � � � , � � � � � � � � , � � � � 	 � � � � � ,�, � D � � < � � c > 0 � � G A > 0.
� �� < ��, � � ��� � +�* 	 � * � 	 � � � � � 	 � B � � � � D � � � � � &

∫ ∞

0

(
c

µ
+ A exp(2µB(µ)

s ))−2 ds
(d)
=

1

4µ2

∫ ∞

0

(
c

µ
+ A exp(B(1/2)

s ))−2 ds

� � G � � � � � � + � < � � B � � 	 � &
� � � � � � & � � � � � � � � + � � � � 	 D � � � � � � � � � � � � � � � 	 � B � 1� � � D � � � � � B � � < G 	 � � � µ = 1/2.
� < �r� , � � + � < � � � � , � � � � , �!*4* 	 � * 	 � � � � � � & � < � ,� � � � � � � � � �|& B < � � < � � � 2"2��F� , � � ��� ��G ~ � � 	 ��, � ��$E, � 	 � � , � � � ��G * � 	 * � � � � � � & � � � � ���� * 	 �-,�,���G � � � < � � � 	 D

∫ ∞

0

(a exp(B(1/2)
s ) + 1)−2 ds

B < � 	 � a > 0. � � � 2"2�� B ��G)� 	 ��� � � < �FH � � � � ; � * � � � � � 	 � � , � � 	 D � � 	 � < � � � ��, � G)��G� � 	 � � � � , � � � < � , � � � � � � � � � �|& � < � � � , & � � 	 � < � � � � � � � � � � � , � � � . � % � � G � ."0 % � � 1� � B � ' � 	 � B � + ��� � � � � B G)� 	 ��� � � � � � � � � < � , ; �!* � � � � � 	 � � , � � 	 D � � ,��-G � � � < �: � �
� � � � + < ��� < � � 	 � D � � 	 � 	 � B � � � � D � � � � � , � � *4* ��G � �
� < � � 	 , � < � ��� � � + � ��D � �' � B � � � 	 & � � � � 	 � � < � , & B � � < � 	 � � � � 	 � � � � < � � � � � � � � � � � � � G � � , � � � 1 , � G)��G � � 	 � � � � ,�r� � < � �=� � � + � ��D �-, ���MPaJO acd�` RP`gacY.�
	 # c * � �f��+a��(BE�[�
B
(1/2)
0 = 0.

\ B�:� �(B� =R��-H-;�?�"!H�FY � !;1N:���;!P�(!$:+
B'��-;1T 

∫ ∞

0

(a exp(B(1/2)
s ) + 1)−2 ds

(d)
= Hr(β

(1/2)),
� . #"%

�fB�76a
a > 0, r = log((1 + a)/a),

�?�'1
β(1/2)

!)+K�Mg 6L�,�"�F!<�?� �����;!;��� �f!P�(B 1O69!)=��
1/2

+A�R�?6A� �1��F�*$OI� 
∫ ∞

0

(
a exp(B(1/2)

s ) + 1
)−2

1{B(1/2)s >0}ds
(d)
= Hr(β̃

(1/2)),
� . � %

. 54�



�fB�76a
a

�?��1
r

�?6a �?+ � � �,Q��� �?��1
β̃(1/2)

!)+%6L����#��(!)�[Y gb6L�?�"�N!<�V�Z�����(!$��� �"!P�(B
1O69!)=��

1/2
+A�P�V6A��&1��[� $_I^ 
∫ ∞

0

(
a exp(B(1/2)

s ) + 1
)−2

1{B(1/2)s <0}ds
(d)
= Hλ(β

(1/2)),
� .$0 %

�fB�76a
a > −1, λ !H+ 9G �f����:���;!<�?-H-0/ 13!)+��(69! � *N� �1 �"!R�(B �5�?6:�?�����:6

(1 + a),
�V��1

β(1/2)
!)+`�?+�!)�� � &���I

��� �����T  � � , � � � G � � , ��D * � � 	 � � � 	 � � + � � ( 	 � * � , � � � � �  ����"&�� � � , * � 	 < �!* , D � 	 � � � , � 	 � � 1� ��� � � � + � � < 	 � � + < � < � � � D * � � � � � � � �v� � � < � , BF� � B � � � , � +$� � � � � ��� � 	 � � G)� 	 1, � � � G � � +�B < � � < � � � ,=� µ = 1/2 � , � , * � � � � � � � � � ~ � � � �
f(x) := log

( a

a+ exp(−x)
)
,

� � G � � ,=� 	 � � � < � �
f ′(x) = (a exp(x) + 1)−1.� � � � � $E, � � 	 D � � �

log (a+ exp(−B(µ)
t ))− log(a+ 1) = −

∫ t

0

dBs

a exp(B
(µ)
s ) + 1

+(
1

2
− µ)

∫ t

0

ds

a exp(B
(µ)
s ) + 1

− 1
2

∫ t

0

ds

(a exp(B
(µ)
s ) + 1)2

.
� . �$%

� � � 	 � G � � �
At :=

∫ t

0

ds

(a exp(B
(µ)
s ) + 1)2

,

� � G
Zu := f(B(µ)

αu ) = log
( a

a+ exp(−B(µ)
αu )

)
,

B < � 	 � α � , � < � � � � � 	 ,�� � � A. � � < � � � Z0 = log(a/(1+a)) < 0, � � G Zu < 0
� � 	

� ��� u , � � < � < � � αu < ∞.
} � 	 � � � � 	 & � 	 � D � . �$%
� � � ,/,��-� � � < � � Z � , � , � � � � � � �� � � < � � ~ �

Zu = Z0 + β
(1/2)
u + (µ− 1

2
)

∫ u

0

ds

1− exp(Zs)
,

. 5$ 



B < � 	 � β(1/2) � , � � 	 � B � � � � D � � � � � B � � < G 	 � � � 1/2 , � � 	 � � � + � 	 � D �4� � � � ,�� 1� � � � � � � & � � � � � ,=� Zu → 0 � , u → ∞ B � � � � � � � & � ,{�'� * � � � � ��G � � � < � * 	 �r� � � �( 	 � * � , � � � � �  ����"& ∫ ∞

0

ds

(a exp(B
(µ)
s ) + 1)2

= H0(Z),

� � G &\� � *\� 	 � � � � � � 	 & � � 	 µ = 1/2 B � < � � � � . #"%���  ¡ < � � G)� � � � � � � . � % � � � � � * 	 � � ��G � � G � 	 � � � � � � *)* � � � � + ( 	 � * � , � � � � �  �� . &
� � G B � � � � � � � < ��G)� � � ��� , � � � < � 	 � � G)� 	 �^  � � � , � G)� 	 � � B � < � � G)� � � � � � � ."0 %'�.S � 	 * 	 �r� � � � � < � , 	 � ��� ��, � � � < � : � ���� � � + < � ¡ < � � 	 � D #��A + ��� � � � � y *)* � � G � � � �
� < ��� � G � � � < � *\�!* � 	 � � � 	 , � � � & � � 	� 	 � � � 	 � 	 � µ > 0 B � < � � � � � � < � � ��� � *\� � � � � � ��D � � � 	 D � � �
∫ ∞

0

(
a exp(B(µ)

s ) + 1
)−2

1{B(µ)s <0}ds =

∫ 0

−∞

(
a exp(y) + 1

)−2
Ly∞(B

(µ)) dy,

B < � 	 � Ly∞(B(µ))
� , � < � � � � � �v� � � � � � ��D � � � B(µ) � � � � � � � y. � � ¡ < � � 	 � D #r�  �&

∫ 0

−∞

(
a exp(y) + 1

)−2
Ly∞(B

(µ)) dy
(d)
=

∫ ∞

0

(
a exp(−y) + 1

)−2
Zy dy,

B < � 	 � Z , � � � , � ��, � < � � ~ �
dZy = 2

√
Zy dBy − 2µZy dy.¡ < �lG � , � 	 � � � � � � � � � Z0 � , � < ��G � , � 	 � � � � � � � � � L0∞(B(µ))

&���� � ��& � < ���'� * � � � � � � � �G � , � 	 � � � � � � � B � � < *\� 	 � D � � � 	 µ. � � � , � G4� 	
(a exp(−y) + 1)−1 Zy − (a+ 1)−1 Z0

= 2

∫ y

0

(a exp(−u) + 1)−1
√
Zu dBu

−
∫ y

0

2µ+ (2µ− 1) a exp(−u)
(a exp(−u) + 1)2 Zu du.

� . 5$%
~ � � � � � � 	 y ≥ 0

Cy :=

∫ y

0

(a exp(−u) + 1)−2 Zu du,

� � G � � � c G)� � � � � � < � � � � � 	 ,�� � � C. S � �r� � � , � � & Cy
� , � � � � , � � � � � � 	 y ≥ H0(Z)� 	 � � � ��� � < � � H0(Z) < ∞ � � , � %�� � 	 � D � . 5$% B � � � � � � � � � 	 µ = 1/2 � � G y <

CH0(Z)

(a exp(−cy) + 1)−1 Zcy − (a+ 1)−1 Z0 = 2 βy − y,

. 5 .



B < � 	 � β � , � � 	 � B � � � � D � � � � � � � � � � � Zcy > 0
� � 	 y < CH0(Z)

� � � � ��� � B , � < � �
∫ ∞

0

(
a exp(B(1/2)

s ) + 1
)−2

1{B(1/2)s <0}ds
(d)
= CH0(Z)

= inf{y : β(1/2)y = ξ}, �g2$�$%
B < � 	 � ξ = Z0/2(a + 1)

� ,/�'� * � � � � � � � ��� � G � , � 	 � � � � ��G B � � < *\� 	 � D � � � 	 (a + 1).
¤

-¢K�p T)M�� �5	�� ¡ < � � � 	 D � � � � �6�$% � � : � D � 	 z  ��  + ��� ��,
∫ Hp(B(1/2))

0

ds

(a exp(B
(1/2)
s ) + 1)2

= Hq(β
(1/2)),

B < � 	 � p > 0, � � G q = log
(
(a+ 1)/(a+ exp(−p))

)
.

� � * 	 � � ���-G � � � � D * � � � � + � < �
H � � � � ; �!* � � � � � 	 � � , � � 	 D � � � < � � � � � � � � � � � ,� *)* � � 	 � � + � � � . � % � � G � ."0 %'& � � G & � < � , & � < � 	 � � � � 	 � � � � < � � 	 H � � � � G � , � 	 � � � � � � � �¡ < � , ; �!* � � � � � 	 � � , � � 	 D � , � � , � + ��� � � � � � 2"2�� � � � < � 	 � B � + ��� � � � � B G4� 	 ��� � � � � �B < � � < � 	 � D � � 	 * � � � � � � �r� � B < � ,
, � D � � � G)� * � � G4� � � � � � � 	 �-, � � ~ � � � �
∆(±)

a :=

∫ ∞

0

1{B(1/2)s ∈R±}

(a exp(B
(1/2)
s ) + 1)2

ds.

��MPaJO acd�` RP`gacY.�
	 ��� � ��� �����	��
����������

k,K

�����
c

F (k, c,K) := E0

(
exp

(
− k∆(+)

a − c L0∞(B
(1/2))−K∆(−)

a

)) �g2)�P%
=

√
8k + 1 exp( r

2
)√

8k + 1 cosh( r
2

√
8k + 1) + (2c(a+ 1) +

√
8K + 1) sinh( r

2

√
8k + 1)

,

��� 
 ��
 r = log((a + 1)/a). � ����� � �!�"$#&%'� ��( � ��� � � � 
)� ������!� ���*��+,��� �����-� �.+$����� ���
/10�2 (

F (k, 0, k) = E0

(
exp

(
− k

∫ ∞

0

(a exp(B(1/2)
s ) + 1)−2 ds

))

= E0

(
exp

(
− k Hr(β

(1/2))
))

= exp
(
− r

2
(
√
8k + 1− 1)

)
,

. 5!2



F (0, 0, K) = E0

(
exp

(
−K

∫ ∞

0

1{B(1/2)s <0}

(a exp(B
(1/2)
s ) + 1)2

ds
))

= E0

(
exp

(
−KHλ(β

(1/2))
))

=
1 + a

a+ 1
2
+
√
2K + 1

4

,

�����

F (k, 0, 0) = E0

(
exp

(
− k

∫ ∞

0

1{B(1/2)s >0}

(a exp(B
(1/2)
s ) + 1)2

ds
))

= E0

(
exp

(
− k Hr(β̃

(1/2))
))

=

√
8k + 1 exp( r

2
)√

8k + 1 cosh( r
2

√
8k + 1) + sinh( r

2

√
8k + 1)

.

� � ��
�����
 �-(
∆
(+)
a

�����
∆
(−)
a

� ��
 "������������ ������%�%�� �����&
	��
$���&
$��� ������
$�
L0∞(B

(1/2)).

��� ����� � � � � + � � � , � � � 2"2 � � � Gh�'� * 	 ��,=, � < � � � � � � � � � � � , ∆(±)
a

� � � � 	 D , � � �� 	 � B � � � � D � � � � � B � � < � � � G 	 � � � � � � 	 , � � � & � � � � � � � < � �

∆(+)
a

(d)
=

∫ ∞

0

exp(2B
(−1/2)
s )1{B(−1/2)s <0}

(a+ exp(B
(−1/2)
s ))2

ds,

� � G
∆(−)

a

(d)
=

∫ ∞

0

exp(2B
(−1/2)
s )1{B(−1/2)s >0}

(a+ exp(B
(−1/2)
s ))2

ds.

� � �!*)* � � � < � ; � D * � 	 � � � 	 � � , � � 	 D � � � � � � . �"% B � � < µ = −1/2 � � G a = 1 � � � < �� � � � < � � G�, � G)��, � � � < �-,�� � G)� � � � � � ��, �Q: � � � ����� � + � < � � R(1) � , &�� � � � � � & � � 	 � B � � � �D � � � � � z ����� �-G B < � � � � < � � , � B � � � � � � �
∆(+)

a

(d)
=

∫ H0(B′)

0

1{B′s<1}
(a+B′s)

2
ds, ∆(−)

a

(d)
=

∫ H0(B′)

0

1{B′s>1}
(a+B′s)

2
ds,

B < � 	 � B′ � , � � 	 � B � � � � D � � � � � , � � 	 � ��G � � �"� � � , � � � G � � B � 	 z � � +wB � � < �� 	 � B � � � � D � � � � � B′ , � � 	 � � � + � � � B � � � � 	 � G � � � � � � � B � � 	 � B � � � � D � � � � �
. 5$#



B = 1−B′ , � � 	 � � � + � � �4� 8 , � � + , *\� � � � � < � D � + � � � � � � � � � 	 � B � � � � D � � � � � B �� � � � � �
∫ H0(B′)

0

1{B′s<1}
(a+B′s)

2
ds

(d)
=

∫ H1(B)

0

1{Bs>0}
(a+ 1−Bs)2

ds =: ∆+,

� � G
∫ H0(B′)

0

1{B′s>1}
(a+B′s)

2
ds

(d)
=

∫ H1(B)

0

1{Bs<0}
(a+ 1−Bs)2

ds =: ∆−.

� � � < � � �-� � *)� � � � � � ��D � � � 	 D � � �
(∆(+)

a , L0∞(B
(1/2)), ∆(−)

a )
(d)
= (∆+, L0H1(B), ∆

− )

=
( ∫ 1

0

L1−yH1
(B)

(a+ y)2
dy , L0H1(B) ,

∫ ∞

1

L1−yH1
(B)

(a+ y)2
dy
)
,

B < � 	 � L1−yH1
(B)

� , � < � � � � � � � ��D � � � B � � 1− y � * � � H1(B).
� � � ,=� � � � � � � � &

E0

(
exp

(
−K∆−

)
| L0H1(B) = u

)

= E0

(
exp

(
−K∆(−)

a

)
| L0∞(B(1/2)) = u

)

= E0

(
exp

(
−KHu/2(a+1)(B

(1/2))
))

= exp
(
− u

4(1 + a)
(
√
8K + 1− 1)

)
,

B < � 	 � B � �!*4* ��� ��G � ."0 %�� ,��-� � � , � �g2$�$%�% � � G � < � B � ��� z � � B � � � 	 D � � � � � 	 � < �; � * � � � � � 	 � � , � � 	 D � � � < � � 	 , � < � ��� � � + � ��D � � � 	 � 	 � B � � � � D � � � � � B � � < G 	 � � � �� 	 � D � < � : � ��� � � � + < � ¡ < � � 	 � D #������ � � � B � � ��� � B ,
E0

(
exp

(
− k∆(+)

a − c L0∞(B
(1/2))−K∆(−)

a

))

= E0

(
exp

(
− k

∫ 1

0

X
(2)
s

(a+ s)2
ds − cX

(2)
1 − X

(2)
1

4α
(
√
8K + 1− 1)

))

= E0

(
exp

(
− k

∫ 1

0

X
(2)
s

(a+ s)2
ds − γ X

(2)
1

))
,

�g2N "%

. 5 �



B < � 	 � X(2) G)� � � � �-, � < �  P1 G ��D � � , � � � � � , � � � 	 �-G � �-,�,=� � * 	 � � �-,�,Q, � � 	 � ��G � � � � � G
γ = c+

1

4 (a+ 1)
(
√
8K + 1− 1). �b2 . %

� �'� � & 	 � � � ��� � 	 � D (Q� � D � � � � G � � 	 � 2"��� � 	 : � � � � � � G � � 	 � 2)��� � �4� 	 � � ,�� �"� . 2* � 2N# . � < � � � � 	 ��+ � � � 	 � � , � � � 	 ��G � ��,�,=� � * 	 � � �-,�, X(δ), δ ≥ 2, � � G � � 	 � � �* � , � � ��� � : � G � � D � � , � 	 � m � � [0,∞), B � < � � � � � 	 x ≥ 0 � � G t > 0
Ex

(
exp

(
− 1
2

∫

(0,t]

X(δ)
s m(ds)

))
= φ(t)δ/2 exp

( x
2
φ ′(0)

)

B < � 	 � v 7→ φ(v)
� , � � � � � � � * � , � � ��� � & � � � � � � � � � , � � G � � � 13� � � 	 � � , � � + � � � � � � � �, � � � , � � � � + � � 	 0 ≤ u ≤ v ≤ t

φ′(v)− φ ′(u) =

∫

(u,v]

φ(s)m(ds), φ(0) = 1,
�b2"2N%

� � G B < � � < � , � � � � , � � � � � � 	 v ≥ t
� � �

φ ′ B � D � � � � < � 	 � + < � < � � G , � G)�G4� 	 ��� � � ��� � � � φ. � � � � � � � 	 � D �b2"2N% � < � � φ � , � � � � ��� � � (0,∞) � � < �r� , � � +
m(A) =

∫

A

2k ds

(a+ s)2
+ 2γ ε{1}(A),

B < � 	 � A � , � � � 	 � � ,�� � � � (0,∞) � � G ε{1} � , � < � ~{� 	 � � D � � , � 	 � � � 1, � � � � G),

E0

(
exp

(
− 1
2

∫

(0,1]

X(2)
s m(ds)

))

= E0

(
exp

(
− k

∫ 1

0

X
(2)
s

(a+ s)2
ds − γ X

(2)
1

))

= φ(1).
�b2N#"%

¡ � � � G � < � � � � � � � � � φ, B � * 	 � � �-��G � � � , ��D��� � 	 D � �)� � 	 � , � � � 2$��� � � � D * � � �* ��2 .  r� � � � � ��� � B , � 	 � D �b2"2N% � < � � φ(v) � � 	 v ≤ t
� , � < � � � � � � � � � � � , % , � � � � � � �� �

φ′′(v) =
2k

(a+ v)2
φ(v),

�b2 � %
, � � � , � � � � + � < � � � � G � � � � � , � � � � � � � � < � � φ′(1) = 0 %

φ(0) = 1, φ′(1−) = −2γφ(1). �g2 0 %
. 5 0



� � � , � � � D � � � � 	 � � � � < � � z � < � � y(v) = (a+v)α � , � , � � � � � � � � � �g2 � % � � � � G � � � �� �
α(α− 1) = 2k, � < � � � ,

α =
1

2
(1±

√
8k + 1) =: α±.� � � 	 � G � � � � +

y+(v) := (1 +
v

a
)α+ and y−(v) := (1 +

v

a
)α− ,

� � 	 � � , z � , � � � � G � � � , � � � � , A � � G B , � � < � < � �
φ(v) := Ay+(v) +B y−(v),� � �����\��� , �g2 0 %'� � ��, z � * � < � G)� � � ��� �-G � � D * � � � � � � � , � � G , � � � � � � � � � < � 	 �-, � � �

� ���-G)��G � � �b2N#!% >
φ(1) = w

(
y ′+(1) + 2γy+(1)− (y ′−(1) + 2γy−(1))

)−1
,

B < � 	 � w = √8k + 1/a � , � < � � 	 � � , z � � � � ¡ < �LG4��, � 	 �-G � � 	 D � � � �g2)�P% � � ( 	 � * � 1, � � � � � . � 0 	 �-, � � � , � � B � 	 � D �b2$ "% � � G �b2N#!% � � 	 � � � ����� � + � < �lG)� � � � � � � � � � γ � ��g2 . % � � G , � � , � � � � � � � + r = log((a+ 1)/a). ¤

-¢K�p T)M�� �5	 �k� � � ,�,��-� � � 	 � D � < � * 	 �r� � � � � � � � � � z � γ = 0 % � < � � � � 	 a > 0
E0

(
exp

(
−k

∫ 1

0

X
(δ)
s

(a+ s)2
ds

))
=

(√
8k + 1

a

)δ/2 (
y ′+(1)− y ′−(1)

)−δ/2
.

¡ < � , � � 	 D � � � � , � � ��� G � � , � � � 	 0 < δ < 2 B < � � � < � � � � � G � 	 � * � � � � �� , � � z � �� � � � 	 � � � � � � � + � � � *\� 	 � � � � � � 	 & X(1) � , � � 	 � B � � � � D � � � � � , � � � 	 ��G � � ��Df��� � 	 � � &� � 	 a > 1
E0

(
exp

(
−k

∫ 1

0

X
(δ)
s

(a− s)2
ds

))

=

(√
8k + 1

a

)δ/2 (
x ′−(1)− x ′+(1)

)−δ/2
,

�g2$�$%
B < � 	 � � � 	 v < a

x+(v) := (1−
v

a
)α+ and x−(v) := (1−

v

a
)α− .¡ < � � � 	 D � � � �b2$�"% � ,lG)� 	 ��� �-G � � } � � , � � � .  �� � � 	 , � � � 	 ��G � 	 � B � � � � D � � � � �� , � � + G ��� � 	 � � � � � � < � � � � �-, � � � � � � � , � � , � � � G � � � � ��G � < � 	 � � � � < � � � < � 	 ��, � � � � � �� � � � � � � � ��G � � � < � BF� � * 	 ��,=� � � ��G � � � � � %'� � ��� � � , � } � � , � � � . ��� � � 	 � � � ,�� � �	 � � � � �-G 	 ��, � � � , �

. 5"�



����� � � ������ ��� � 	 ��
� �� �� �!"��� "�� �����
	 ��
� �'� � B � � � � , � G4� 	 � < � � G)� � � � � � �|#"% � 	 � � � D � � 	 �-G �b2$5"% � � � � B % � � � � G � � �X� � � �� . � � � G � D < � � �  . �|�{¡ < � , � G)� � � � � � � , � � , �¢� � ,�� 	 � ��G � � � 2 . ��� � � � �)� � � � � � � B � � <� , � � 	 � + � * 	 � � �-,�, �L¡ < �oG � , � 	 � � � � � � � � � � < � 	 � � G � D � � 	 � � � � � Hλ

� � � � � 	 � � + � �� < � 	 � + < � < � � G , � G)� � � �b2"5$%�� , � � � < � , � � � � ��� � � � ��� �-G � < � :�� 	 � B � � � � D � � � � � 1� � � ����� � 	 � � D�1 � ��D � 1 � � 1 � D * � � � �-,�,�G � , � 	 � � � � � � � & ,���� y � � � � � � G � < � ��� � ������ � + ��� � � B � * 	 �r� � , � � � < � �X� � � � � � D < � � � G)� � � � � � �b2$5"%'�U¡ < � � 	 , � � � � � , � � ,=��G� � � < � : � ��� � � � + < � ¡ < � � 	 � D #��A � � G � < � 	 � � G � D � ��D � � < � � + � � � � < � ��� � ��, �& ��� � � � < ��,=� � �r� � , � < � * 	 �r� � � � ,�� � � � , � � 	 � , < � 	 � � � � � � � � & B � 	 � * � � ��� < � � G)� �� � � < � * 	 �r� � � � � ."0 %�� � ( 	 � * � , � � � � � . �A#�� ¡ < ��,=� � � � G * 	 �r� � � , � � , � � � ,=��G � �	 � � G � D � ��D � � < � � + ��, � � � � � B B � B � 	 z �r� � ¡ � � � z � $E, � � 	 D � � � � ¡ < � , � � �=� � 	* 	 ��,=� � � � � � � � � , � � � ,�� � � � < � � � � � ��� ��2��� ,=��� � � , � �X� � � � � . � %'& � � � B � B � , <� � + ��� � � � � � � BF� � � � G)� D � � , � 	 � � � � < � � � �)� � � � � � � , � � � B �-� � � ��� � *\� � � � � � � G< � ��� � � + � ��D �-, ���MPaJO acd�` RP`gacY.�
	��� ��6
µ > 0
∫ ∞

0

1{B(µ)s ≤0} ds
(d)
= Hλ(B

(µ)),
�g2$5$%

�fB�76a
B(µ) !)+�+��P�?6���&1 �[� $@�?�'1

λ
!)+M�?� 9G �f���'7���;!<�?-H-0/ �(�"!P�;B �5�?67�V�����76

2µ
�

1O!)+A�;69! � *N��&1 67�?��1F��� Qa�?69! � � -$ !)��1N �f7�'1N7�'����=
B(µ).

�"6a����= 
 � � �?+L&1���� �;B���U�&/������N! YOB�� \ B�&��6L:� &3I 	FI � � � � ,=� � < � � � � � � � � � � � G� < ��, � 	 � � � � 	 � � � � < � * 	 �r� � � � � ."0 %X� � ( 	 � * � , � � � � � . � #r� � � 	 , � � � & � � � < � � �-� � *)� 1� � � � � ��D � � � 	 D � � � � � G ¡ < � � 	 � D #r�  
∫ ∞

0

1{B(µ)s <0}ds =

∫ 0

−∞
Ly∞(B

(µ)) dy
(d)
=

∫ ∞

0

Zy dy,

B < � 	 � Z , � � � , � ��,
dZy = 2

√
Zy dBy − 2µZy dy.

��#!�$%
¡ < �lG � , � 	 � � � � � � � � � Z0 � , � < ��G � , � 	 � � � � � � � � � L0∞(B(µ))

&���� � ��& � < ���'� * � � � � � � � �G � , � 	 � � � � � � � B � � < *\� 	 � D � � � 	 µ. � � 	 � < � 	 � � G � D � ��D � � < � � + � &\� � � 	 � G � � �
Cy :=

∫ y

0

Zu du

� � G � � � c G)� � � � � � < � � � � � 	 ,�� � � C. � � � � ��� � B , � 	 � D �|#!�$%
Zcy − Z0 = 2 βy − 2µ y,

. 5"5



B < � 	 � β � , � � 	 � B � � � � D � � � � � � � � � ,�� � � � � � � � & � � � � � ,�� Zy → 0 � , y →∞ B �� � � � � � �g2$5$%��
¤�"6a����= 	 � � �V+L�1 ��� �(B� \ �?�S� +?��=R��69��*,- ����I � � � , � G)� 	
(B

(µ)
t )− = −

∫ t

0

1{B(µ)s ≤0} dB
(µ)
s +

1

2
L0t (B

(µ)),

B < � 	 � L0(B(µ))
� , � < � � � � � � � ��D � � � B(µ) � � � � B � � < 	 ��, * � � ��� � � < � ; � � �-, + � �D � � , � 	 � %�� � � � 	 � G � � �

A−t :=

∫ t

0

1{B(µ)s ≤0} ds, and α−t := inf{s : A−s > t}.

¡ < � � � � ��� � � + `(µ)t = 1
2
L0t (B

(µ)), � � G �!*)* � � � � + � < � ¡ � � � z � � � 	 D � � �
B
(µ)

α−t
= −(B(µ)

α−t
)− =

∫ α−t

0

1{B(µ)s ≤0} dB
(µ)
s − `

(µ)

α−t

=

∫ α−t

0

1{B(µ)s ≤0} dBs + µ

∫ α−t

0

1{B(µ)s ≤0} ds− `
(µ)

α−t

=

∫ α−t

0

1{B(µ)s ≤0} dBs + µ t− `
(µ)

α−t
.

� � � , � , � 	 � � + < � � � 	 BX� 	 G � *)* ��� � � � � � � � � � < � 	 ��, � � � G � � � � ~ � D � � , & � � G ~ � � � � ,� � G � � < BF� 	 � � ,=��� : � � � � � � G � � 	 � 24��� * �
�6���P% � < � �
� < � * 	 � � ��,=, + ��� � � � �

βt :=

∫ α−t

0

1{B(µ)s ≤0} dBs

� , � � Fα−t

� � 	 � B � � � � D � � � � � � � � � � � � � < � � � � � � � ,�� B(µ)

α−t
≤ 0 B � < � � � � � 	 � ���

t ≥ 0
`
(µ)

α−t
≥ βt + µ t.

��#��P%
� � � � 	 � � & A−t = A−Λ0

� � 	 t ≥ Λ0 := Λ0(B
(µ)) := sup{t : B

(µ)
t = 0}. � � � ,�� 1� � � � � � � & {B(µ)

α−t
: t ≥ 0} � ,�G)� � � ��G � � � � � � 	 t < A−Λ0 � � G

lim
t→A−Λ0

B
(µ)

α−t
= B

(µ)
Λ0
= 0.

2"�"�



� � � � � ,�� α− � , � < � � � � � 	 ,=� � � A− � � G `(µ) G � ��, � � � � � � 	 � � ,=� � � � � 	 Λ0 B � � � � � � �
0 = −βA−Λ0 − µA−Λ0 + `

(µ)
Λ0
= −βA−Λ0 − µA−Λ0 + `

(µ)
∞ .

� 	 � D ��#��P%X� � � � B � � ��� � B , � < � �
A−∞ = A−Λ0 = inf{t : βt + µt = `(µ)∞ }.� � � � � ,�� β � , � � 	 � B � � � � D � � � � � � � G � < � P0

� G � , � 	 � � � � � � � � � `(µ)∞ � ,U��� * � � � � � � � �B � � < *\� 	 � D � � � 	 2µ � � 	 � D � � � , � � * 	 � � � � < � � β � � G `(µ)∞ � 	 � � � G)� * � � G)� � � �{¡ �G � � < � , &)� � �
A+t :=

∫ t

0

1{B(µ)s ≥0} ds, and α+t := inf{s : A+s > t},

� � G * 	 � � ���-G � , � � � � � � �� � � � � �
(B

(µ)

α+t
)+ = B

(µ)

α+t
=

∫ α+t

0

1{B(µ)s ≥0} dB
(µ)
s + `

(µ)

α+t

= γt + µt+ `
(µ)

α+t
,

B < � 	 � {γt : t ≥ 0} � , � � 	 � B � � � � D � � � � � �
� � � � � ,�� B(µ)

α+t

� , B � ��� G)� � � ��G � � G� � � 1 � � +$� � ��� � � � 	 � ��� t ≥ 0 B �¢G)��G � � � � 	 � D � z!� 	 �"z < � G*$E, 	 � � � � � � � � � � � � � � � �� < � �
`
(µ)

α+t
= sup

0≤s≤t
{−γs − µs},

� � G � � ��� � � + t→∞ + ��� �-,
`(µ)∞ = sup

s≥0
{−γs − µs}.

� 	 � D � < ����� � � � G4��G � � 	 D � � � � � + < � $E, � < � � 	 � D � ,���� � 24��� * ���6� . % B � z � � B � < � �
β � � G γ � 	 � � � G)� * � � G)� � � � � G & � < � 	 � � � 	 � & � � , � `(µ)∞ � � G β � 	 � � � G)� * � � G)� � � � ¤
����� � ��� "�#�#)� � ������� ��� �	
� 	 � D � 	 � * 	 �-,�� � � � � � � � � � 	 D � � � � � ; ��& � ��� � . ��� B � � � � G)�-G � � � � < � 	 ��, � � � � ���#" "% � � � � B & ,��-� ~ � � � � � 1 } � 	 � � � � � G � � 	 � � . � * �F�6� 2"2 � � G ���$#" �� � � � < � , ,�� � � � � �B � * 	 � � � �|#" "% � , � � + � ��D � 	 � � � 	 , � � � 	 + � D � � � � � G � ��D � � < � � + �-, � ¡ < � , � � � �
� *)* ��� � � � � � � � � � < � � � � ,=, � � � � � ��D � 	 � � � 	 , � � 	 ��, � � � BF� , * � � � � �-G � � �{� � � , � � � �' � 	 � � � �g� � � < � � � � � �'� � � � �|# . %�%��

2"�4�



��MPaJO acd�` RP`gacY.�
	 � � \ B'K=R��-H-;�?�"!H�FY�=R��69��*,- � B���-;1O+��
∫ ∞

0

exp (− 2R (3)
s ) ds

(d)
= H1(R

(2)),
��#" "%

�fB�76a��;B�Kg`7+.+L:- � 6a��#�:+9+L:+��?6aU+��P�?6����1W=<6L��� $OI
��� ����� � � 	 x > 0

� � �
Λx(R

(3)) := sup{t : R
(3)
t = x}. ¡ < � � � � � ������� � D , $� ��D � 	 � � � 	 , � � 	 �-, � � � & ,��-� � 2)� � * � . � 0 � � G � 2�� * � . #� � � , � � � 	 � � 	 � < � 	 	 � � � 	 � � � ��, %�&

∫ Λx(R (3))

0

exp (− 2R (3)
s ) ds

(d)
=

∫ H0(B)

0

exp (− 2Bs) ds,

B < � 	 � B � , � , � � � G � 	 G � 	 � B � � � � D � � � � � , � � 	 � ��G � 	 � D x.
; � � � � 	 t > 0

At :=

∫ t

0

exp (− 2Bs) ds

� � G & � , � , � � �|& αt � , � � , � � � � 	 ,=� � � � � < � ; � D * � 	 � � � 	 � � , � � 	 D � � � � � �� 0 %�& � < �
* 	 � � �-,�, {Zt : t ≥ 0} B < � 	 � Zt := exp(−Bαt)

� , �  P1 G ��D � � , � � � � �/� ��,=,�� �* 	 � � �-,�, � � � � � 	 � � &
Z0 = exp(−x) and 0 < Zt < 1 ∀ t < AH0 .� � � ,�� � � � � � � � &

AH0

(d)
= H1(Z),

� � G � � ��� � � + x→∞ * 	 � � ��, �|#! "%'� ¤

����� � "���� 	 " � � � ����� ��� �	
� � � � � 	 � ��G � < � � G)� � � � � � � � � < � � ��� � * 	 � * � , � � � � � � 	 � D � � ' � 	 � � � �  " �� � � G � � � 	< � 	 � �q* 	 �r� � B < � � < G ��� � 	 , � 	 � D ' � 	 � � � $E, * 	 �r� � � � G � , � � � < � , * � 	 � � � � � < �* 	 ��,=� � � *)�!* � 	 ���MPaJO acd�` RP`gacY.�
	 ��� \ B'K=R��-H-;�?�"!H�FY�!;1N:���;!P� /�B'��-;13+ �

∫ ∞

0

(1 +R (3)
s )−2γ ds

(d)
= H1/(γ−1)(R

(δ)),
��# . %

�fB�76a
γ > 1, δ = (2γ−1)/(γ−1) �?��1 �;B� g`:+9+L:- ��6L��#�:+9+a7+ �?6L"+A�R�?6A� �1%=<6L��� $OI

2"�$ 



��� ����� � � � < �{, � � ��� � +o* 	 � * � 	 � � � � � �-,�,�� � * 	 � � ��,=,��-, � � G � < � � ��� � *\� � � � � � ��D �� � 	 D � � � � < � 	 � + < � < � � G�, � G)� � � ��# . % � � � � � B 	 � �=� � � � ,
H1/(γ−1)(R

(δ))
(d)
= (γ − 1)−2H1(R

(δ))

(d)
=

1

(γ − 1)2
∫ 1

0

LyH1(R
(δ)) dy.

� � � ,�� � � � � � � � & � � ¡ < � � 	 � D #�� . � � y *)* � � G � � � B � � < � < � � � � � � � � � , � , � < � 	 � � � %'&��# . %X� , � � B � � � ��� � � � � � B � � <
∫ ∞

0

Z
(2)
y

(1 + y)2γ
dy

(d)
= (δ − 2)

∫ 1

0

Ẑ
(2)

yδ−2

yδ−3
dy.

��# 2N%
� � *\� 	 � � � � � � 	 & B < � � γ = 2 � � � G δ = 3 % � < � � G)� � � � � � ��# 2N% � � z �-, � < �
, ��D * � � � � 	 D

∫ ∞

0

Z
(2)
y

(1 + y)4
dy

(d)
=

∫ 1

0

Ẑ(2)y dy.
��#"#"%

¡ � * 	 � � � �|# . % �r� � �|#C2N% B � � ,�� � < � B � ��� z � � B � � � � �
� < � �
{Z(2)s : s ≥ 0} (d)

= {(1 + s)2Ẑ(2)1/(1+s) : s ≥ 0}.
�|# � %

� � � � � � � < � � �|#"#!% � � ��� � B ,XG � 	 � � � � � � 	 � D ��# � %'� ' � B � � � 	 & � ��� � � � � � �|#C2N% B � < � � �� � B � 	 z ��� �=� � � D � 	 � � � � � , � � � � � � � + x = yδ−2 � � � < � 	 � + < � < � � G , � G)� � � �|#C2N%, < � B , � < � � �|# 2$%X� ,�� � � ��� � � � � � B � � <
∫ ∞

0

Z
(2)
y

(1 + y)2γ
dy

(d)
=

∫ 1

0

x2(γ−2)Ẑ(2)x dx.
��# 0 %

� � � < � 	 � * 	 ��,�� � � � � � � � �|# � % � < � � � � � < � � G , � G4� � � �|# 0 % � � z �-, � < � � � 	 D
∫ ∞

0

Z
(2)
y

(1 + y)2γ
dy

(d)
=

∫ ∞

0

Ẑ
(2)
1/(1+y)

(1 + y)2γ−2
dy,

� � Gu, � � , � � � � � � � + < � 	 � x = 1/(1 + y)
� � � G), � � � < � 	 � + < � < � � Gu, � G)� � � ��# 0 %'&� � D * � � � � � + � < � * 	 �r� � � ¤

2"� .



-¢K�p T)M�� �5	 � ��� ��� � � � � � � � * 	 � � �-G & � , * � � � � ��G � � � � � � , � � � � ' � 	 � � � &� < � ��� < � � G)� � � � � � �|# . %X� ,�� � � ��� � � � � � B � � <
∫ ∞

0

exp (− 2R (3,µ)
s ) ds

(d)
= H1(R

(2+2µ)),
��#!�$%

B < � 	 � R (3,µ) � , � � < 	 ��� 1 G ��D � � , � � � � �9� ��,�,=� � * 	 � � ��,�, B � � < G 	 � � � µ > 0, ��� � ��& � < �G ��� � , � � � � ,�, � � � � � ��G � � � < � + � � � 	 � � � 	
1

2

d2

dx2
+ µ coth(µx)

d

dx
, x > 0.

� � � < * 	 � � ��,=,��-, � � �|#!�$% � 	 �f, � � 	 � �-G � 	 � D �4� � � � � � � � < � ��� < � � G)� � � � � � ��#" "%L� ,
� � � � � � �-G � 	 � D �|# �$%X� � � � 	 D � ��� � � � � � �=� � � + µ→ 0.

��� � � � � , � G)� 	 � < �o� � ��, � � � , z � � ¡ � � � � 	 � G)� � � � � � �g2N% >
∫ ∞

0

1{R(δ+2)s <1} ds
(d)
= H1(R

(δ)),
��#!5$%

B < � 	 � R(δ) � , � � ��,�,=� � * 	 � � �-,�, � � G ��D � � , � � � δ > 0 , � � 	 � �-G � � �4� � � � , * � ,�, � � � �� � ��� * 	 �-,�, �|#!5"%X� � � � � � 	 � � � ��� � � � 	 D , � , � � + ' � 	 � � � $E, � G)� � � � � � � � G , � D ��, ��D * � �� 	 � � , � � 	 D � � � � � , � � � G)���-G & � � ¡ < � � 	 � D #r�  � � % B � 	 � B 	 � � � �|#!5"%9� 	 , � � � � < � � � 	 D� ,��-� � � 	 � # ��� * � #" !%
1

δ − 2

∫ 1

0

Ẑ
(2)

yδ−2

yδ−3
dy

(d)
=
1

δ

∫ 1

0

Z
(2)

yδ

yδ−1
dy.

� � �$%
y *)* � � � � + ��# 2N% � � � < � � � � � < � � G , � G)� � � � � �"% � � � � G),

1

(δ − 2)2
∫ ∞

0

Z
(2)
y

(1 + y)2γ
dy

(d)
=
1

δ

∫ 1

0

Z
(2)

yδ

yδ−1
dy.

� � �P%
} � z � � + � < � � < � � + � � � � � 	 � � � � �-, x = yδ � � � < � 	 � + < � < � � Gw, � G)� � � � � �P% � � G	 � � � ����� � + � < � � γ = (δ − 1)/(δ − 2) � � � G), � �

1

(δ − 2)2
∫ ∞

0

Z
(2)
y

(1 + y)2(δ−1)/(δ−2)
dy

(d)
=
1

δ2

∫ 1

0

Z
(2)
x

x2(δ−1)/δ
dx.

� �  "%

2"�!2



� � 	 � < � 	 & , � � , � � � � � � � + � � � < � 	 � + < � < � � G , � G)� � � � �  "% y = 1/x � � G � , � � + � < �� ��D � � � � � 	 , � � � * 	 � * � 	 � � � � � �-,�,=� � * 	 � � �-,�,=��, B � � � � � � �
1

(δ − 2)2
∫ ∞

0

Z
(2)
y

(1 + y)2(δ−1)/(δ−2)
dy

(d)
=
1

δ2

∫ ∞

1

y2/δ Z
(2)
1/y dy

(d)
=
1

δ2

∫ ∞

1

Z
(2)
z

z2(δ−1)/δ
dz

(d)
=
1

δ2

∫ ∞

0

Y
(2)
u

(1 + u)2(δ−1)/δ
du,

B < � 	 � Y (2) G)� � � � ��, � < � * 	 � � �-,�, Z(2) , � � 	 � �-G B � � < � � �'� * � � � � � � � � G � , � 	 � � � � � � �B � � < *\� 	 � D � � � 	 1/2 � B < � � < � , � < ��G � , � 	 � � � � � � � � � Z(2)1 B < � � , � � 	 � ��G � 	 � D �"%'�
� � M H 3DF BC3����OBC< B � �N6�8ABC< L 4?8 � M 6�� M 4I:;BCR
> 354?M��C6PBCR

J�:;3;<=4?>@8A3;B R E

� � � < � ,9,�� � � � � � B � , < � B < � B � < � � � � � D � � 1�� � � � � 	 D � � � � � � � � � ,=��G � � � � G � < �; � * � � � � � 	 � � , � � 	 D � � ��* � 	 * � � � � �9� � � � + 	 � � � � � � � � � � � � I∞(f) B < � 	 � f , � � � , � �-,� < � � � � � + 	 � � ����� � � � � � G � � � � � �I�P#"% >∫ ∞
f(y)dy <∞.

� � 	 � D � 	 z � � , � � < � � � � , * � � � � � � � ,=��, � � � � � � � � G � < � � �6B � � ��* � 	 * � � � � � � � � � 1� � � � � � � � ����D� � � � + * 	 � � ��G � 	 ��, � � � � � 	 ��+ � � � 	 � � � < � 	 � � � � 	 � � � � � � � � < � * 	 � � � � D< � , � � � � � � � � � � ��G D � 	 � � � 	 � � � ��� � �� � 	 � 	 � � � D � � � , � � � � � � D � � 1�� � � � � 	 D � � � & B � 	 � � � 	 � � ~ � 	=	 � ��� � � 0 � � � G� � 	 � � � � , � � G � < 	 � � � �  0 ��� � ��� � � , � 7 � � � � � � � � &Z(Q� � D � � � � G � � 	 �  "#� � � 	 � � � 1� � � � � � � , B � � < ��� � � 	 , � � � � < � � 	 � �� � � , � G)� 	 � � 	 γ > 0 � � � G µ > 0 % � < � � � � � � � � �
x 7→ Ψγ(x) = Ex

(
exp(− I∞(γf))

)
= Ex

(
exp
(
− γ

∫ ∞

0

f(B(µ)
s ) ds

))
.

� � � < ��, ��D * � � } � 	 z!� � * 	 � * � 	 � � � � � ,�,��-� � � < � �
� < � * 	 � � ��,=,
{
Ψγ(B

(µ)
t ) exp

(
− γ

∫ t

0

f(B(µ)
s ) ds

)
: t ≥ 0

}

� , � � � � � G)�-G D � 	 � � � +$� � � �
2"�$#



��MPaJO acd�` RP`gacY ( 	 � \ B��=�*?��#��;!;���
Ψγ

!)+%�'���S8�1F�#76aL�?+.!)�FY �?��12+7�F�;!)+ ��7+ =R��6 �?-)-
x�V��1

t ≥ 0

Ψγ(x) = Ex

(
Ψγ(B

(µ)
t ) exp

(
− γ

∫ t

0

f(B(µ)
s ) ds

))
.

� � . %
^ ��6L&�_Q�:6L�

lim
x→∞

Ψγ(x) = 1.
� � 2N%

��� ����� ¡ < � � � 	 D � � � � � . %�� , ��DD ��G � � � � � 	 � D � < � D � 	 � � � +"� � � * 	 � * � 	 � � � ; � �
x < y � � G �!*)* � � � < � � * � � � � � � , � � *)* � � + � < � � 	 � D � �l� � � � � �

Ψγ(x) = Ex

(
Ψγ(B

(µ)
Hy
) exp

(
− γ

∫ Hy

0

f(B(µ)
s ) ds

)) � � #"%
≤ Ψγ(y),

B < � � < , < � B , � < � � Ψγ
� , � � � 1 G)� � 	 � � , � � + � � �'� � � � � � � � � < � �

Ψγ(B
(µ)
t ) exp

(
− γ

∫ t

0

f(B(µ)
s ) ds

)
= E

(
exp

(
− γ

∫ ∞

0

f(B(µ)
s ) ds

)
| Ft

)
.

� � � ,�� � � � � � � � & � � � < � D � 	 � � � +"� � � � � � � � 	 + � � � � � < � � 	 � D &
Ψγ(∞) exp

(
− γ

∫ ∞

0

f(B(µ)
s ) ds

)
= exp

(
− γ

∫ ∞

0

f(B(µ)
s ) ds

)

, < � B � � + � � 2N%�� ¤

-¢K�p T)M�� ( 	�� � � � � � � � 	 � D � � #!% � < � � � � 	 x ≤ y

Ex

(
exp
(
− γ

∫ Hy

0

f(B(µ)
s ) ds

))
=
Ψγ(x)

Ψγ(y)
.

� � D � � � � � ,=��, � < � � � � � � � � � Ψγ
� � � � � � � � � G � � , � ����� � + � ,�� � � � G � 	 G)� 	S�~ � �\¡ < � , � , � � 	 D � � � � ��G � � � < � � � ��� � B � � +��MPaJO acd�` RP`gacY ( 	 � T +9+�*,��2�(BE�F�

f
!)+�� !;&#�A�"!)+L #&�����;!)�'*���*,+ �?�'1 +7�[�(!H+ ��:+ �(B�

!H��� :YO6:� � !H-H!R� / #�����13!P�;!;��� ��
 &���I \ B�7�
x 7→ Ψγ(x)

!)+ �(B��*?�N!��F*���f��+.!P�;!PQ���f�����S8
1F�#:6LL�V+9!)�[Y��?�'1 #����'�(!)�'*���*?+9-0/@13!)4576a7���;!<� � -; +a��-P*F�(!;���@��=b�;B� � 6L� � -;:�

1

2
v′′(x) + µ v′(x)− γ f(x) v(x) = 0,

� ��� %
lim
x→∞

v(x) = 1.

2"� �



��� ����� � � � � � � � < � � B(µ) z ����� �-G � ��� � 	 G � � + � � � < � � G4G � � ��� � � � � � � � � � � �

It(γf) = γ

∫ t

0

f(B(µ)
s ) ds

� , � ��� � � � 	 G ��� � , � � � B• �b� � � < � ,�� � ,�� � � � � � � � G } � � � � � �  2�� %�& � � G � � , � � , � �� < � 	 � � � � 	 � , � � � , � , * �-��G D � � , � 	 � & , � � � � � � � � � � � � � � G z ������� � + D � � , � 	 � % � � � � �G4� � � 	 D� � ��Gn��� * ��� � � � � � � ,=��� � 2 � � � � �=� �A5 * ��� 0 %'� � 	 � D � � . %�� � � � ��� � B , � < � �
Ψγ

� , � � � � � � 	 � � � � � � � � � � � � � � 	 B•. � � � , B � ��� z � � B � � < � � � � � � 	 � � � � � � � � � � � � ,� � � ��� � � � 	 G ��� � , � � � � 	 � � � � � � � � � � , � ,=��� ~ � � z � � � �6��� � � �|� �=� * � 0 %'& � � GG ��� � 	 � � � � � � � � B < � � � < �l, � � � � � � � � � � � � � ,LG ��� � 	 � � � � � � � � � ,��-� � � ��D� � � � � 2N � * �5 . %'� � 	 � D � < � 	 � * 	 ��,=� � � � � � � � � < � � 	 � � � �'� � �-,�, ��� � � � � � � � � � , B � z � � B � < � �� � 	 B• � < � 	 ���'� � , �f� B � � � � � 	 � � � � � � � � � � � � , & G)� � � � �-G ϕγ � � G ψγ � � G � � ��� �-G=�*?��1[�?��7�'�P�?-b+L��-R*N�(!$���N+ � 	 .G
�;6L:�� !H��QL�V69!<�V���U=�*,��#��;!;���F+ & , � � < � < � � � � h � , � �� 	 � � � 	 � 	 � � � � � 	 � � � � � � � � � � � � � < � � � < � 	 �¢�'� � , � , � � � , � � � � , c1 ≥ 0 � � G c2 ≥ 0, � � < � < � � h = c1 ψγ + c2 ϕγ.
} � 	 � � � � 	 & B � < � � �

Px(Hz(B
•) <∞) =





ϕγ(x)

ϕγ(z)
, x ≥ z,

ψγ(x)

ψγ(z)
, x ≤ z,

.

� 	 � D � < � , 	 � * 	 �-,�� � � � � � � � � � � � ��� � B , � < � � ϕ � � G ψ , � ��� � � ��� % � � � < � � � � � 	 � � � ,� � � � � � � � � � � � � � f. � ��� � � � � � � � � < � � & � � � � � ,=� µ > 0,
lim

z→−∞
Px(Hz(B

•) <∞) = 0

+ ���r� � + ϕγ(z)→ +∞ � , z → −∞.
� � � ,�� � � � � � � � & � ���c� � � � 	 � � � � � � � 1 G)� � 	 � � , � � +� � � � � � � � , � 	 � D � � � � * � �-, � � ψγ. � � *\� 	 � � � � � � 	 & Ψγ

� , � D � � � � * � � � � ψγ � � G & < � � � � &� < � � � � G � � � � � � � 2N% G)� � � 	 D� � �-, Ψγ
� � � � � � � � � ¤

-¢K�p T)M�� ( 	 ( y ��� < � * � � � � , � � G � , � � � � � � � � � � � � f � < � � � � � � � � � Ψγ
� , � � ��� � � � ��� ,� � � � � B � � ��D �-,�G ��� � 	 � � � � � � � � �� +�T\pqO_VbK ( 	 # � � � � D * � � � � < � ; � * � � � � � 	 � � , � � 	 D � � � < � � � � � � � � � � �

∫ ∞

0

(a+ exp(B(1/2)
s ))−2 ds

2"� 0



� *)* � � 	 � � + � � �b�$%'� � � � , � G)� 	 & � � 	 � D � D � � � & � < � � � ,�� B � � < + � � � 	 � � µ > 0.¡ � z � � +
f(x) = (a+ exp(x))−2� � � � � % + ��� ��, � , � < ��� � � � � � � �

1

2
v′′(x) + µ v′(x)− γ (a+ exp(x))−2 v(x) = 0.

( � �=� � � + < � 	 � x = ln y � � G g(y) = v(ln y)
� � � � G),

1

2
y2 g′′(y) + (µ+

1

2
) y g′(y)− γ (a+ y)−2 g(y) = 0,

� � 0 %

B < � � < � , & � � � � � 	 ,=� & � < � � � 	=	 ��, * � � G � � + � � � � � � � � � � 	 + � � D � � 	 � � � 	 � B � � � � D � 1� � � � � � � � � D z � �  � �v �� . 5!2 * � 2$5 0 � < � , � � � � � � � � � � � � �{, � ��� �-G � � 	 µ = 1/2 � �D � z � � + � < ��, � � , � � � � � � � �
η(ξ) = g(y), ξ =

√
2γ

a
ln(

y

y + a
),

B < � � < � 	 � � , � � 	 D , � � 0 % � � � < � � � ��� � B � � +
√
2γ η′′ + a η′ =

√
2γ η.

� � �$%
; � ��� � � + β := a/2

√
2γ

� < � + � � � 	 � � , � � � � � � � � � � � �$% � � � � � B 	 � ��� � � � ,
η(ξ) = A exp

(
− (
√
1 + β2 + β)ξ

)
+B exp

(
(
√
1 + β2 − β)ξ

)
.

� � � ,�� � � � � � � � & � < � � � � 	 � � , � � + , � � � � � � � � � � � 0 %X� ,
ψ(y) = exp

(
(
√
1 + β2 − β)

1

2β
ln(

y

a+ y
)
)

=
( y

a+ y

)2−1(√1+β−2−1)
.

� � � � � � � < � � ψ(∞) = 1, � � G � � � � ��� � B ,
Ex

(
exp
(
− γ

∫ ∞

0

(a+ exp(B(1/2)
s ))−2 ds

))

=
( exp(x)

a+ exp(x)

)(2 a)−1 (√a2+8γ−a)
.

� � 5$%
2"�"�



� � 	 �l+ � � D � � 	 � � � 	 � B � � � � D � � � � � X B � � < X0 = x > 0
G)� � � ��G �r� �

Xs = exp(B
(1/2)
s ), B

(1/2)
0 = x,

� < � � � 	 D � � � � � 5"% � � z �-, � < � � � 	 D

Ex

(
exp
(
−γ
∫ ∞

0

1

(a+Xs)2
ds
))
=
( x

a+ x

)(2 a)−1 (√a2+8γ−a)
.

� 0 �$%
¡ < � � G)� � � � � � � � � ��B � � ���$% � � � � �lG)�-G � � �-G � 	 � D � � 5$%�� � 	 � 0 �$%=%'� � � � � � � � � , �� < � � , � � , � � � � � � � + � � � � 5$% x = 0 � � G � � �=� � � + a→ 0 B � � � � � � � � , * � � � � � � � ,�� � �� < � � G4� � � � � � �| "% >

E0

(
exp
(
−γ
∫ ∞

0

e2Bs−s ds
))
= e−

√
2γ ,

��� � ��&
∫ ∞

0

e2Bs−s ds
(d)
=
(
2Z1/2

)−1
,

B < � 	 � Z1/2 � , � Γ � G � , � 	 � � � � �-G 	 ���Z� B � � < *\� 	 � D � � � 	 1/2.8 , � � + ( 	 � * � , � � � � � , 24��� � � G 2)� . B �FG)� 	 ��� � � � � � � � 	 �-, � � � + 	 ��, � � � G � � � � �X� � � �� . � B < � � < � < � 	 � � � � 	 � � ��, � < � � �6B � � �L* � 	 * � � � � �)� � � � + 	 � � � � � � � � � � � � � � B(µ), µ >
0, 	 ��, � 	 � � � �-G � � R−

� � � � 	 D , � � � < � , � D � � � � � � 	 ��, � 	 � � � ��G � � � � � � � � � � � � � � � � < � 	G ��� � , � � � , � � *)* ��G � �l� < � � 	 , � < � �=� � � + � ��D � �w� � 	 � D � 	 z � < � � � � � . � � D � 	 �+ � � � 	 � � , � � � � � � � � � � � � � � � � B(µ) %_� , � � � , � G)� 	 �-G � ' � B � � � 	 & � < � D � � � � � � � 	 ��, � � �� . �\� , � � � � ,=��G � � � �-� � *\� � � � � � ��D ��, & � < � � ��D � � � � + � � + � � � 	 � ��� � � � < �/� � ��, � � � , z � �¡ � � � � 	 � G)� � � � � � �g2N%'� ¡ < � 	 ��, � � � � � � � 	 ( 	 � * � , � � � � � 24� � � ,��'� � 	 � � � ��G � 	 � D: � D � 	 � � � * �  5$# � � � . � � � G � � 	 D � � � � �-G � � 	 B(µ).

��MPaJO acd�` RP`gacY ( 	�� ����
f � �� �f��+9!R�(!RQ� C1 8;=�*,��#��(!;����+A*3#.BZ�(BS�F�
∫

−∞
f(y) e−2µy dy =∞,

� 0 �P%
�V��1

X
� 13!)4X*,+.!;��� �"!P�;B �;B�`YF7�'767�[����6

1

2

d2

dx2
+
(
µ− 1

2

f ′(x)

f(x)

) d

dx
.

2"�"5



\ B�7�
H0(X) <∞

�[I +�I"!)=
X0 < 0,

�?�'1N�'����6L&�_Q�:6L�

I−∞(f) :=

∫ ∞

0

f(B(µ)
s )1{B(µ)s <0} ds

(d)
=

∫ H0(X)

0

f(Xs) ds

�fB�76a
X0

!)+b�P� +�7��� � � b9G �f����:���;!<�?-H-0/ 13!H+A�(6.! � *F���1 ���
(−∞, 0)

�"!R�(B �5�?6:�?�����:6
2µ.

��� ����� � � � � � � � < � �/� < � � � � G � � � � � � 0 �P%�D � � � , � < � �/� < �o, � � � � � � � � � � � � SX � �
X + ��� � � � � � � � � � 2 � �=� � 5 * �
� 0 %

SX(x) =

∫ x

f(y) e−2µy dy

, � � � , � �-,
lim

x→−∞
SX(x) = −∞.

¡ < � , ��D * ��� �-, H0(X) < +∞ � � , � B < � � X0 < 0.
� 	 � D ( 	 � * � , � � � � � 2)� . B � z � � B

Ψγ(x) := Ex

(
exp

(
− γI−∞(f)

))

� , � < � � � � � � � & � � � 1 G4� � 	 � � , � � + � � � � � � � � , � � < � < � �
1

2
Ψ′′(x) + µΨ′(x) = γ1(−∞,0)(x) f(x)Ψ(x)

� 0  "%

� � G limx→+∞Ψ(x) = 1.
� � 	 x > 0 B � � � � � 	 � � < � � �

Ψγ(x) = Px(H0(B
(µ)) = +∞) +Px(H0(B

(µ)) < +∞)Ψγ(0),

� � G & < � � � � &?� � � ,/� � � � + < � � � � D * � � � Ψγ(x)
� � 	 x ≤ 0. � � 	 � < � , & � � � , � G4� 	 � < �� � � � � � � �

1

2
u′′(x) + µu′(x) = γ f(x)u(x).

� 0!. %
; � �

ψγ � � G ϕγ G)� � � � � � < � � � � G � D � � � � � � � � 1 G)� � 	 � � , � � + � � G � � � 13� � � 	 � � , � � + &	 ��, * � � � ��� � � � & , � � � � � � � , � � � 0  "%'& � � G & , ��D��� � 	 � � & ψ̂γ � � G ϕ̂γ � 	 � � < � � � � G � D � � 1� � � � � � 1 G)� � 	 � � , � � +�� � G � � � 13� � � 	 � � , � � + & 	 ��, * � � � ��� � � � & , � � � � � � � , � � � 0!. %'� � � � � � �� < � � f G � �-, � � � < � � � � � , � � � , � � � < � � � � � + 	 � � ����� � � � � � G � � � � � � �P#!%'� ' � B � � � 	 &

24�6�



� � 	 � 0!. %�& B � � � � , � ����� � 	 + � � � , � � � < � * 	 �r� � � � ( 	 � * � , � � � � � 2)� . � < � � � ���F� � 1� � 	 � � � � � � � 1 G)� � 	 � � , � � + � � � � � � � � , � 	 � D � � � � * � �-, � � ψ̂γ. 8 , � � + � � � � � � � � � � � � GG ��� � 	 � � � � � � ����� � � 	 � � � � 	 � D � � � , & ψγ � � � � ����� * 	 ��,=,���G � � � � 	 D , � � ψ̂γ � , � � ��� � B ,

ψγ(x) =





ψ̂γ(x), x ≤ 0,

S(x)
ψ̂ ′γ(0)

S ′(0)
+ ψ̂γ(0)−

S(0) ψ̂ ′γ(0)

S ′(0)
, x ≥ 0,

B < � 	 � S(x) = − exp(−2µx) � , � < ��, � � � � � � � � � � � � � � B(µ).
� � � ,=� � � � � � � � & � � 	

x ≤ 0

Ψγ(x) =
ψγ(x)

ψγ(+∞)
=

2µ ψ̂γ(x)

2µ ψ̂γ(0) + ψ̂ ′γ(0)
,

� � G &\� � *\� 	 � � � � � � 	 & � � 	 x = 0
E0

(
exp

(
− γ

∫ ∞

0

f(B(µ)
s )1{B(µ)s <0} ds

))
=

2µ ψ̂γ(0)

2µ ψ̂γ(0) + ψ̂ ′γ(0)
.

� 0 2N%
¡ � * 	 � � �-��G & G)� � � � � � 	 y ≤ 0

ψ̃γ(y) := 2µ ψ̂γ(y) + ψ̂ ′γ(y),

� � G � � � � � � � < � � ψ̃ ′′γ �'� � , � , � � G � , � � � � � � � � � , � � � � � ,�� f ∈ C1. 8 , � � + � < � � � � �� < � � ψ̂γ , � ��� �-, � 0!. % � � � ,l, � 	 � � + < � � � 	 BX� 	 G � � � � 	 � � � � < � � ψ̃ ′γ > 0,
�|� � ��&

ψ̃γ
� ,

� � � 	 � � , � � + & � � G � < � � ψ̃γ � , � , � � � � � � � � � � < � S�~ �
1

2
u′′(x) +

(
µ− 1

2

f ′(x)

f(x)

)
u′(x) = γ f(x)u(x), x ≤ 0.

� � � � � $E, � � 	 D � � � & � < � * 	 � � ��,�,
{
ψ̃γ(Xt∧H0(X)) exp(−γ

∫ t∧H0(X)

0

f(Xs) ds) : t ≥ 0
}

� , � D � 	 � � � +"� � � � � G & � � 	 � < � 	 & � � � � � ,=� � � � , � � � � G4��G & B � � � � � � � � � 	 X0 = x < 0� � � < ��G � Df� � � � ��G � � � � � 	 + � � � � � < � � 	 � D

Ex

(
exp

(
− γ

∫ H0(X)

0

f(Xs) ds
))
=
ψ̃γ(x)

ψ̃γ(0)
.

� 0 #"%
24�"�



S � ,�� 	 � � � < � �∫ 0

−∞
ψ̃γ(x) 2µ e

2µx dx = 2µ

∫ 0

−∞
(2µψ̂γ(x) + ψ̂ ′γ(x)) e

2µx dx = 2µψ̂γ(0).

� � � ,�� � � � � � � � &c� � X0
� ,
��� * � � � � � � � ��� � G � , � 	 � � � � ��G � � (−∞, 0) B � � < *\� 	 � D � � � 	

2µ,
� 0 2N% � � G � 0 #"%X� � � G � �

∫ 0

−∞
2µ e2µx Ex

(
exp

(
− γ

∫ H0(X)

0

f(Xs) ds
))

dx

= E0

(
exp

(
− γ

∫ ∞

0

f(B(µ)
s )1{B(µ)s <0} ds

))
,

� , � � � ��D �-G � ¤

� +�T\pqO_VbK ( 	 � � � � , � G4� 	 � < � � � � � � � � � � �
I :=

∫ ∞

0

exp(−2B(µ)
s )1{B(µ)s <0} ds.: � � � ��� � 	 � D �� 2N%'& � < � � � < � 	 ����� � , � , � � ��,=,�� � * 	 � � ��,�, R(2−2µ) , � � 	 � ��G � 	 � D 1, � � < � < � �

I =

∫ ∞

0

1{R(2−2µ)s >1} ds a.s.

y , � � � *)* ��� � � � � � � � � ( 	 � * � , � � � � � 2)� � B � G)� 	 ��� � � � � B � < � 	 � � � 	 � � � � � � � � � � < �G � , � 	 � � � � � � � � � I. ¡ � z � � + f(x) = e−2x
� � � , ,=��� � � < � � � < � G ��� � , � � � X

� �( 	 � * � , � � � � � 2)� � � , � � 	 � B � � � � D � � � � � B � � < G 	 � � � µ+ 1. � � � ,=� � � � � � � � &
I

(d)
=

∫ H0(B(µ+1))

0

exp
(
−2B(µ+1)

s

)
ds,

B < � 	 � B(µ+1)
0

� , �'� * � � � � � � � ��� � G � , � 	 � � � � �-G � � (−∞, 0) B � � < *)� 	 � D � � � 	 2µ. ¡ �G4� � � � � * � < � , � � 	 � < � 	 &\� � � x > 0 � � G � ,�, � D � � < � � B(µ+1)
0 = −x < 0. � � < � � �

∫ H0(B(µ+1))

0

exp
(
−2B(µ+1)

s

)
ds

(d)
=

∫ Hx(B̂(µ+1))

0

exp
(
−2 (B̂(µ+1)

s − x)
)
ds

= e2x
∫ Hx(B̂(µ+1))

0

exp
(
−2 B̂(µ+1)

s

)
ds

(d)
= e2x inf{t : R(−2µ)t = e−x},
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* 	 � � �-,�,=��, B � � � � � � �

inf{t : R(−2µ)t = e−x} = inf{t : exR(−2µ)t = 1}
= inf{e−2x t : exR(−2µ)e−2x t = 1}
(d)
= e−2x inf{t : R̂(−2µ)t = 1},

B < � 	 � � < � � ��,=,�� � * 	 � � �-,�, R̂(−2µ) � ,�, � � 	 � �-G � 	 � D ex.
� � � ,=� � � � � � � � &

∫ ∞

0

exp(−2B(µ)
s )1{B(µ)s <0} ds.

(d)
= H1(R̂

(−2µ)),
� 0 � %

B < � 	 � R̂(−2µ)0

� ,�G � , � 	 � � � � ��G � , eξ B � � < ξ ��� * � � � � � � � ��� � G � , � 	 � � � � �-G B � � < *\� 1	 � D � � � 	 2µ. � � � D � � � � 	 � � � D * � � � � � � � ,F, < � B � < � �
P(R̂

(−2µ)
0 > z) = z−2µ, z ≥ 1. � 0"0 %

� � � , � � � � 	 ��, � � � + � � � � � � � � � < � ��� < � 	 � + < � < � � G , � G)� � � � 0"0 % B < � � ��� � � � G4��G � �� D � � , � 	 � � � � < � B < � � � � � R+
� � � � � �r� � B ��G � , � < �L, * ���-G D � � , � 	 � � � R̂(−2µ)� ,��-� & � � + ��& � 2 � y �"�A �� * �
� .". %'�

� � ��� M 3;9;>�� 8 3 � B H�� �O3N>&� L54 4IL;MQ8 6�M F E

� � 	 � � � � , � 	 � � � 	 � � � � & B � 	 � � � ��� < � 	 � � < � : � �
� � � � + < �/� < � � 	 � D , � ,=��G � � � < � ,*)�!* � 	 � ,���� � � 	 � #!��� � � G � 2�� � � 	 D � 	 � � � D * � � � ��, � � � � D � � � , %'�m �UKNaJMPKrp #5	 ������
B � W�2+A�R�?��1[�V6L1Zgb6L�?�"�N!<�V� �����(!$��� +��P�?6����1 =<6L��� $ �?��1

LyH1(B)(B)
!R�(+ -;��#a�?- �;!)���(�"!P�;B 6L:+��f&#�� � � �(B� �� � :+.YE*3@��a�?+A*?6L �@�F� -;�Q�7-

y ≤ 1
* �����

H1(B).
\ B'7� �(B� -$��#L�?-U�;!)�� � 6L��#&7+9+ {L1−yH1

(B) : y ≥ 0} !)+��
+a��-R*N�(!$���@��=b�;B�>cFd>e

Xy = 2

∫ y

0

√
Xs dβs + 2( y ∧ 1 ),

!H�2���;B�76 �"��6L13+a�
�)! � {L1−yH1(B)

(B) : 0 ≤ y ≤ 1} !)+���	?8�13!H��:�N+9!$���S�?- + �F*O�?6L&1 g 7+9+a7- � 6L��#�:+9+
+A�R�?6A�;!)�FY =<6L��� $?�
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�H!)! � {L1−yH1(B)
(B) : y ≥ 1} !)+ � $A8�13!H��7�N+.!;���S�?-"+ �N*_�?6L&1 g`7+.+L7- ��6L��#�:+9+ �"!R�(B

�(B�U+��P�?6��(!)�[Y QL�?-R*�
L0H1(B)

� � �P�?!H���1 =<6L��� �)! ��I
m �UKNaJMPKrp #5	�� T +9+A*?�� �;BE�F�

B
(µ)
0 = 0

�?��1 -$��
Ly
t (B

(µ)) �  �;B� -;��#L�V-b�;!)�� ��=
B(µ) �F� -$�Q�7-

y
�R�"!P�;B@6L:+��f�#���� ���(B� �� � :+.YE*3%��L�?+�*,6L � * � � ���(!)��

t.
d%��N�'

�;B� �����R�?-
-$��#L�?-f�(!H��>��=
B(µ) �[�"-$�Q�:-

y
Q�! �

Ly∞(B
(µ)) := lim

t→∞
Lyt (B

(µ)).

\ B�7�
{L−y∞ (B(µ)) : y ≥ 0} (d)

= {Z(0,2µ)y : y ≥ 0}, � 0 �$%
�V��1

{Ly
∞(B

(µ)) : y ≥ 0} (d)
= {Z(2,2µ)y : y ≥ 0}, � 0 5$%

�fB�76a
Z(δ,2µ), δ = 0, 2,

�?6LU+a��-R*N�(!$���N+U��=b�;B�>cFd>e
dXt = 2

√
Xt dBt + (δ − 2µXt) dt,6a7+ �f�#��;!PQ�:-0/,� �"!P�(B �(B' !)�N!R�(! �V-�QL�?-R*�
X0

9G �f���'7���;!<�V-)-0/ 1O!)+A�;69! � *N��&1��"!P�(B��5�V67�?� 8
���:6

µ.
J �W=;�3#�� �5�(B'�!;1F7���;!P�;!;:+ ������� �?��1���� ��� B���-;1�����!)�'�(- /_���"!R�(B

Z
(0,2µ)
0 = Z

(2,2µ)
0� *N�b���;B�76&�"!)+L

Z(0,2µ)
�V��1

Z(2,2µ)
�?6aU!)�'1N �f:��1N:���9I

S � 	 � � � � : � ��� � � � + < ��� < � � 	 � D � , � � 	 � ��,=,�� � * 	 � � �-,�,=��, � ¡ < � � 	 , � *\� 	 � � ,� � 	 D � � � � ��G � � � � � � 	 . 1 G ��D � � , � � � � �v� �-,�,=� � * 	 � � ��,=, & � � G � � � < ��,�� � � � G *)� 	 � B �� � z � � < �XG ��D � � , � � � *\� 	 � D � � � 	 δ > 2. ; � � Ly
∞(R

(δ))
G4� � � � � � < � � � � � �r� � � � � � ��D �� � y � � � < � � �-,�,=� � * 	 � � ��,=, R(δ) � � � z � � B � � < 	 �-, * � � � � � � < � ; � � ��, + � � D � � , � 	 � %��m �UKNaJMPKrp #5	 �kT� T +9+�*,�� �(BE�[�

R(3)
!)+�+��P�?6����1��F�*$OI \ B�:�

{Ly
∞(R

(3)) : y ≥ 0} (d)
= {Z(2)y : y ≥ 0},

�fB�76a
Z(2)

1N7���3��7+��(B��+ �F*O�?6a�1@g`:+9+a7- � 6a��#�:+9+ ��=b13!H��:�N+9!$����	O�5+A�R�?6A� �1 =<6a���
$V�'!RI �I �

Z(2)
+:�F�(!H+ ��:+ �;B�>cFd>e

dXy = 2
√
Xy dBy + 2 dy.

�  T +9+�*,�� �(BE�[�
δ > 2

�?�'1
R
(δ)
0 = 0.

\ B�7�

{Ly
H1
(R(δ)) : 0 ≤ y ≤ 1} (d)

=
{ 1

(δ − 2)yδ−3 Ẑ
(2)

yδ−2
: 0 ≤ y ≤ 1

}

�fB�76a
Ẑ(2)

1N7�'����:+>�(B� 	?8�13!H��:�N+9!$���E�V-N+ �F*O�?6a�1Mg`7+.+L:- � 6.!;1OY[ �)=<6a��� $ ��� $>�?��1
��=X-$7�FYE�;B 
���I
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