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Résumé. Dans cet article nous démontrons un théoréme de stabilité des probabilités de retour sur un groupe localement compact
unimodulaire, séparable et compactement engendré. Nous démontrons que le comportement asymptotique de F *(2n) (e) ne dépend
pas de la densité F sous des hypotheses naturelles. A titre d’exemple nous établissons que la probabilité de retour sur une large
classe de groupes résolubles se comporte comme exp(—nl/ 3.

Abstract. The main result of this paper is a theorem about the stability of the return probability of symmetric random walks
on a locally compact group which is unimodular, separable and compactly generated. We show that the asymptotic behavior of
F*(21) () does not depend on the choice of the density F' under natural assumptions. As an example we show that the return
probabilities for a large class of solvable groups of exponential volume growth, behaves like exp(—nl/ 3.

MSC : Primary 60G50 ; secondary 22D25
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1. Introduction

Soit G un groupe localement compact, compactement engendré et séparable. Nous démontrons que les probabilités
de retour dans un voisinage de 1’indentité d’une marche aléatoire définie par une densité symétrique bornée admettant
un moment d’ordre 2 et minorée sur un voisinage ouvert de I’identité par une constante strictement positive, ne
dépendent essentiellement que de la structure algébrique du groupe. Ce résultat généralise un énoncé de [9] concernant
les groupes de type fini. Les outils mis en oeuvre sont la dominance spectrale et les traces dans les algebres de von
Neumann. Nous illustrons le résultat principal en calculant le comportement asymptotique de la probabilité de retour
dans certains groupes résolubles unimodulaires. Ces exemples sont a rapprocher de [12—14] répondant & une question
de [11]. Ces résultats ont été annoncés dans [7]. Nous donnons ici les preuves compleétes.

2. Notations

On considere un groupe G localement compact séparable, compactement engendré, unimodulaire. Soit e 1’élément
unité de G, soit K un voisinage compact symétrique de e, qui engendre G. Soit u une mesure de Haar sur G. On
définit la longueur d’un élément g € G relativement & K par

lglk =min{n e N|g e K"}.
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On remarque que pour tout x, y € G, [xy|x < |x|x + |y|x. Ceci permet de définir une distance sur G en posant pour
toutx,y € G,

dg(x,y)=|x"1y| .
Pour x € G, on notera
Bk (x,r)={y € G |dx(x,y) <r}.
On définit pour deux fonctions f et g a valeurs réelles et définies sur une partie / non majorée de R, les relations

f<g <= 3Ja,b>0,3Ir >0, Vreln]r,+ool;bt € IN]r,+oo[ et f(t) <ag(bt),
f~g(t) < (fO=g®etg)=f1).

Dans tout ce travail, on entend par comportement asymptotique d’une fonction ou une suite, la donnée d’un représen-
tant de la relation ~.

Pour toute la suite, pour toute partie U de G, on note 1y la fonction indicatrice de U. Soit v une mesure de
probabilité symétrique sur G. On consideére £2 = G, muni de la structure borélienne produit, P = 8, ® v®" la
probabilité produit sur §2, ou §, désigne la mesure de Dirac au point e.

X, :£2 — G la projection canonique, X la variable certaine égale a e.

Zy(w) = ]_[?:0 X;(w); w € 2 définit comme dans [9] la marche sur G associée a v. Si A C G est un borélien, alors
P(Z, € A) est la probabilité de rejoindre A au temps 7, en partant de e a I’instant 0.

Notre objectif est d’étudier le comportement asymptotique de P(Zy; € B), et d’établir que ce comportement
asymptotique ne dépend pas du choix de la densité lorsque v est une mesure de probabilité a densité F vérifiant
les propriétés suivantes :

(i) F estdans L'(G)NL>®(G).
(i1) Il existe un ouvert U relativement compact symétrique qui engendre G, voisinage de e, tel que F est minorée sur
U par une constante strictement positive.
(iii) F est symétrique.

Pour deux fonctions F et H éléments de L>(G), on définit le produit de convolution F % H par
(F % H)(x) = / F(xy™ ) H(y) du(y),
G

ainsi, on définit F*2 = F x F, et pour tout entier naturel p, F *(p+1) — F & F*P_ Soit F une fonction mesurable
sur G a valeurs réelles, intégrable et bornée, on définit les opérateurs de convolution a gauche et a droite par F notés
respectivement L et Ry sur LZ(G) par

Lrh=F xh, Rrh=hxF.
Pour une mesure v sur G positive bornée, on définit les opérateurs L, et R, par
Lyh(x) =/Gh(y—1x)du(y)
et
Ryh(x) = /G h(xy~!) dv(y).
Remarquons que si v est une mesure bornée a densité F relativement a la mesure de Haar p alors RF = R, et
Lp=L,.

Notation : On note I I’application identique de L>(G), I'opérateur Ar = I — Ry est le laplacien associé a F, plus
généralement, pour une mesure de probabilité v, on définit le laplacien associé a v par A, = — R,,.
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2.1. Définition de la probabilité de retour
Proposition 1. Soit G un groupe localement compact unimodulaire moyennable, a génération compacte, soit F une

densité de probabilité sur G symétrique et bornée, on suppose qu’il existe un voisinage ouvert U de e, symétrique,
relativement compact qui engendre G tel que

inf{F(x),x € U} > 0.

Alors, pour tout voisinage V de e relativement compact, on a :
F*@) () ~ P(Zy € V).

Démonstration. Posons

pi(x,y)=F*(x71y)

on a
Pz(x,y)=/fG p1(x,z1) - p1(zi—1, y) du(z1) - - - du(zi—1) = pi(y, x)

donc F* est symétrique.

1/2 1/2
F*0(g) = / F*’(x)F*%x”g)du(x)s( / F*’(x)zdu(X)> ( / F*’(x)zdu(x‘lg)> = F*®(e).
G G G

Donc en intégrant on obtient
P(ZyeV)= / F*CD(g)du(g) < u(B)F**(e). 0
v

Reste a montrer 1’autre domination, pour cela on utilisera le lemme suivant.

Lemme 1. Soit v une mesure de probabilité sur G, a densité F relativement a la mesure de Haar, symétrique et
bornée. Alors

. 1/2
L5 = nl}I—II—loo(F*Qn)(e)) /2n

et ainsi

] F*(2n+2m)(e)
lim (s ) = ILlI3".
n—-+00 F*(2n) (¢)

Démonstration (Comparer avec [17], Lemma 10.1, p. 110). Posons a, = F*®"(e) et p,(x,y) = F*(x"'y). On
a fG F*(x)du(x) =1, et donc par application de 1’inégalité de Cauchy—-Schwarz a,, = fG F*"(x)*>du(x) > 0, et on
a
Pan+tk(e, €) = / p2n(e, 8)pi(g, e)du(g) < panle, e)/ Pk(g, e)du(g) = pan(e,e),
G G
on en déduit en particulier que 0 < #£L < 1, D’autre part

1
An

Danle,e) = /Gpnﬂ(e,g)pnq(g,e) du(g)

12 1/2
< </Gpn+1(e,g)2du(g)> </Gpn—1(g,e)2du(g)) = pan—2(e, ) * pryia(e, e)'/?
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2
n

Montrons maintenant que / < ||L, ||%.
On a,

An+1
An

. . . .. . 1
ainsi a; < a,_1an+1, donc ( ) est croissante et alors admet une limite /, par suite (a,,/ ) converge vers /.

L, F*a=D () Z/GF*(n—n(g—lx)F(g) d(e) = F* (o)
d’autre part

|73 = [ P ane = e
donc

2 F*(2n) (e)

) T Fx(2n-2) (e) ’

H F*(n— 1)

L
VI FEe=D
par conséquent

F*(Zn)(e)

2
”LUHZZF*T%’

ceci montre que ||L,,||§ >1.
Pour montrer que ||L, |§ <1, on utilise : v?*(K) < F*®" () (K) ot K est un voisinage compact de e.
En utilisant ([2], théoreme 1, p. 174)

limsup v (K)/2" = || L, [13 < lim(F*®" (e)u(K))' /™" =1,
n

: an41 2 : An4m __ n—1 anii+1 2m
ceci montre que == converge vers | Ly |l5 par suite = [Tizo Tary converge vers ILylI5™. ([l

Maintenant nous allons achever la preuve de la proposition 1.

Démonstration de la proposition 1. Le groupe G est moyennable, donc en appliquant le lemme 1, on obtient

F*(2n+2m) (e)
Iim— =
w2 (e)

On peut donc choisir n assez grand pour que

F*(2n+2m) (6)

-~ >
F*(Z”)(e) -

1
>
Puisque V est relativement compact, pour toute constante fixée Co, on peut choisir m assez grand pour qu’on ait
TSR TP 1/2 .
pour tout x € V, I’inégalité dy (e, x) < 'ZTO, donc pour m et n assez grand on a successivement

ml/2 FrCntam) (o) } ml/2
2Cy F*Cme) — 2Cy

r(n,m)= >dy (e, x).

Par conséquent, en appliquant ([8], théoreme 4.2, p. 683), on a I’existence d’une constante Cy telle que pour x € G
tel que I’inégalité

F*(2n+2m) (x) > lF*(2n+2m) (e) (1)
—_— 2 b

donc en intégrant ’inégalité (1) sur V on obtient la domination souhaitée. (|
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3. Une propriété des traces
Nous établissons d’abord une propriété de domination inspirée de [3] avec une 1égere modification.

Proposition 2. Soit A une algébre de von Neumann, t une trace normale fideéle semi finie sur A. Soient x, y deux élé-
ments de A, autoadjoints positifs, tels que x <y et sp(x), sp(y) inclus dans [0, 1], g une fonction continue croissante
sur [0, 1], et r €10, 1[. On suppose g positive sur [r, 1]. Alors la fonction h = g1 17 vérifie T (h(x)) < T(h(y)).

Démonstration. On va détailler la démonstration en plusieurs étapes.

Etape 1 : g étant croissante et continue sur [0, 1], il existe donc une suite croissante (g,) de fonctions en escaliers
croissantes, qui converge uniformément vers g, en effet, on considere pour tout entier naturel n, la fonction en escalier
gn définie sur [0, 1] par g, (x) = g(47) six € [4, S [ ol 0 <k <2" — Let g, (1) = g(1).

La suite (g,) est évidement croissante car si x € [2%, k;;l[ etx € [zi%, %[ alors %
gn+1(x), la croissance des g, découle immédiatement de celle de g.

Soit maintenant € > 0. La continuité uniforme de g assure

< 5%+ par suite g, (x) <
>0, Vu,vel0,1]; |u—v|<8§ = [gw) —gW)|=<e.

Soit N un entier tel que pour toutn > N, an < 6. Pour x € [0, 1, il existe un entier k > 0 tel que x € [2%, kZJ,Zl [.Ona

k+1

ST

=

donc

lg(x) — gn(¥)| <e.

Etape 2 : Pour tout entier n > 0, la fonction /,, = 1{,.1)8, peut s’écrire comme combinaison linéaire a coefficients
positifs de fonctions de la forme 1[4, 1], ou s > 0.

En effet : on écrit g, = 221:_01 AL sei1)» OO (SK)o<k<m une subdivision de [0, 1] adaptée a g,,. Par définition le
symbole 1y, g, ) estégala 15, g, [ pourtoutk €0,...,m — 2 etégal a 1y 4,1 pour kK =m — 1. Quitte a remplacer
(Sk)o<k<m par une subdivision plus fine, on pourra supposer qu’il existe j € {I,...,m — 1} tel que s; =r.

—1 -1 -1
Alors hy =3 30 s Lir1) = 2252 M Lisisioon L) = 2262 Mk Lsgsiq) alors

m—1 m—2 m—1
hn = Z Mcllseseen) = Z Mg 11 — s D) + Am=11s,_, 1 =4 1p + Z M — A=) 1 g, 17
k= k=j k=j+1

Etape 3 : D’apres ([3], p. 170), pour tout s > 0, T (1[5, 4001 (x)) < T(1[s,+00[(})), €t puisque le spectre de chacun des
opérateurs est inclus dans [0, 1], il vient que

(15, 110) < (1 11().

Etape 4 : On a h(x) = sup{h,(x),n € N}, et de m&me h(y) = sup{h,(y),n € N}, en effet pour tout n € N, 0 <
hy(x) <h(x) <|glleo, donc hy, est bornée, d’ou par application du théoreme spectral, i, (x) converge fortement vers
h(x), par conséquent pour tout vecteur & € H, lim,, (h,(x)&|&) = (h(x)&]).

Soit u un opérateur de L?(G) tel que Vn, h;,(x) <u alors

VE€LX(G), (ha(X)EIE) < (uE|E).

Par passage a la limite on trouve (h(x)&1§) < (u&1§), donc h(x) < u. Par suite h(x) = sup{h, (x),n € N}.
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Etape finale : h, (x) et h,(y) sont des combinaisons linéaires a coefficients positifs de fonctions de la forme 15 13
ou s > 0, donc d’apres le résultat de I’étape 3, on a I'inégalité 7 (h, (x)) < t(h,(y)), comme h(x) = sup,, h,(x), par
normalité de la trace on obtient

T (h(x)) =supt(hy(x)) < supt(ha(y)) =7 (h(Y)),
d’ot I’inégalité. ([l

Théoreme 1. Soit A une algébre de von Neumann, T une trace normale fidéle semi finie sur AY. Soient x et y deux
éléments autoadjoints positifs de A de spectres compris dans [0, 1] tels qu’il existe une constante C > 0 vérifiant
I —x<C( —y)alors

r(y") < r(x”) +e .
Pour démontrer ce théoreme on a besoin du lemme suivant

Lemme 2. Soit c un réel dans 10, 1[ etr =1 — c. Pourt > 1, on a les inégalités
(1) YA e[0,r], A% < re .
(i) VA e[r 1], A% <e®=Dr _e=ct 4 pe=c,
(iii) VA €0, 1], e~ (e® — 1) <2xre™ + AL,

Démonstration.

(i) pour A €10, 7], A% = Afe!Mr < pe!*—D < e,
(ii) pour A € [r, 1], )\2t Ale tini < rel =1 — )\(ez(x ) _ —Ct) 4+ e ¢ < el A=1) _ g—ct 4+ ae ¢,
(iii) pour tout A € [0, 1],

400 k 400 k
Z AZt) Z (A2¢) <o
P — (k+ D! ™

donc
e—21 (ezxz _ 1) < ZAte()‘_lnt
par suite pour A € [0, 1/2],
e (ez’\’ —1) <2xre™’
d’autre part pour A € [1/2, 1],
2L —2<InA
et dans ce cas
e—21 (ezxz _ 1) — e()\—l)2t _ e—2t < e()L—l)2t tlnk )\t
d’ol I’inégalité.

Démonstration du théoréme 1. On prend ¢ = C~! en choisissant C assez grand pour que ¢ €10, 1[.

Par le théoreme spectral, il existe des résolutions spectrales telles que y = f[o,l] MAE) et x = f[o,l] ALdE;. Soit
t > 1, on a d’apres ([6], propositon 2, p. 3), si T est dans 1’algebre de von Neumann A, alors pour tout borélien £2,
I’opérateur 1 (T) est aussi dans A, on peut donc écrire

r(y2t):t(/ AztdE;L>:r</ )»Z’dEA>+r(/ AthE,\),
[0,1] [0,r[ 1]
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et en utilisant le point (i) du lemme 2,

r(yzr) < r(f re~¢ dEA) + r(f 22 dE;L> <e “r(y)+ T([ A dEA>
[0,r[ [r,1] [r,1]

en utilisant le point (ii) du lemme 2,

1:(/ 2 dE;L> < r(/ (e(’x_l)t —e_C’)dEA) + r(/ re~¢ dE;L),
1] I 1] 1]

par conséquent

t(y¥) <21 (y) + t(f
[r

Soit £ la fonction définie sur [0, 1] par A(X) = 1}, 11 (V) (=Dt _e=cty p est positive car pour A >r,ona i — 1>
r — 1 = —c. L’inégalité ci-dessus s’écrit donc

t(y¥) <2t(e™ + 1(h(y)).

(e()ﬁl)t _ efct) dE)L>.
,1]

La trace de I — cI + cx est infinie, on tronque cet opérateur a I’aide de la fonction &, puisque y <1 — ¢l + cx,
alors d’apres la proposition 2, on obtient

t(h(y) < t(h(I — cI +cx)).

D’autre part

h(I—cI+cx)=/

h(l —c+ch) dE;L < / (e(—c+ck)t _ e—ct) dE;L
[0,1]

[0,1]

et en appliquant le (iii) du lemme ci-dessus, en remplagant ¢ par ct/2 et en supposant ¢ > 2/c on obtient
Vie[0,1], e (e —1) < hete /4 11/

donc

r(h(l—c1+cx)) < r(/{A

()uctef"t/2 + kCt/z) dEi) =cte " r(x)+ 1 (/
0,1] [

Act/2 dE,’\)
0,1]

d’ou
t(y¥) <e”" +r(x¥). O
4. Invariance des probabilités de retour
4.1. Comparaison des formes de Dirichlet
On considere toujours un groupe localement compact séparable unimodulaire, et v une mesure de probabilité symé-

trique, on lui associe le laplacien définit par A, =1 — R,,.
La forme de Dirichlet associée au laplacien est la forme quadratique définie sur L?(G) par

ev(f, )= (A fI.

Proposition 3. Si v est une mesure de probabilité sur G a densité F symétrique bornée, alors :

1
ev(fs f)=E/G/G!J‘(X)—f(Xy)\zF(y)dM(x)du(y).
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Démonstration (comparer avec [15], p. 97). On a

en(f. f) = /G /G FO(f) — F(xy™))F() dux) du(y)

par changement de variable, on obtient

eo(f, f) = fG fG T ) = F@)F (%) dux) du().

En échangent les roles des variables x et z et tenant compte de la symétrie de F', on trouve

eu(f, )= /G fG TO @ — F0)F (=" x) due) du2)

en ajoutant ces dernieres égalités on obtient
1 2
alf. =5 | f(0) = @] F(z7 %) du(x) du(z).
GJG

En faisant a nouveau le changement de variable xlz= y, on obtient le résultat. O

Maintenant nous allons établir un résultat analogue a celui de [9], il s’agit de la comparaison des formes de Dirichlet
qui va nous permettre par des raisonnement sur les traces de comparer les comportements des marches aléatoires
associées a des mesures différentes vérifiant certaines hypotheses.

Proposition 4. Soit G un groupe localement compact séparable, compactement engendré unimodulaire, vy et v
des mesures de probabilité a densités Fi, F», relativement a la mesure de Haar sur G, telles que F et F» soient
symétriques intégrables et bornées sur G. On suppose qu’il existe un ouvert U relativement compact voisinage de e
qui engendre G tel que infy2 F, > r > 0, ef que F| admet un moment d’ordre 2 relativement a U, c’est a dire que
fG |x|%]F1 (x)du(x) est finie. Alors il existe une constante C > 1 telle que &, < Ce,,.

Démonstration. Dans cette preuve on s’inspire de ([8], p. 682) et de ([15], Proposition VII.3.2).
On a pour f € L?(G) pour x € G,y € U, pour tout z € U,

|f) = fFay)| S| f0) = fFG)|+]|f(xz) — fFxy)

donc

1700 = fFap] <2|700) - fFaa +2|fx) = fFan],

et en intégrant on obtient

’

1) — fon|? < 20! /U £ — £ @) + 20 (0) ! /U £ = o[ dnc).

En effectuant le changement de variable z — yz dans la deuxiéme intégrale, on obtient

£ = fap] <2u@)™! fU|f(x) — f2)) P duz) + 2uU) ! fUz}f(xyw — fOy)[ (@),

Soit maintenant x € G, s € G. 1l existe sg,...,s, € U tel que s =sg---5,, ol n = |s|y et so = e, on a pour tout
i €{l,...,n— 1}, en utilisant I’inégalité ci-dessus appliquée a xs¢ - - - s;—1 au lieu de x et s; au lieu de y on obtient

| f(xso--sim1) — fxso---s)|” < 2u(0>—1/U|f(xso i) — s sim12)] P duz)

+2u(U)! /Uz!f(xm ceesic1si) — fxso - sim15i2)|” du().
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On en déduit

2u(U)~!
£ Gesoosio1) — Fesor s < #fuvuso-w_l) — o512 PP du)
2u(U)!
+#/WU(XSOW&')—f(XSO'~'Siz)]2Fz(Z)dM(Z),

donc en intégrant 1’inégalité par rapport a x, on obtient
2
/G!f(xSO--dH)—f(XSo--~Si)\ dp(x)
2p(U)”! 2
< f// | f(xso--si—1) — f(xso- - si—12)| Fa(z) dpu(z) dpu(x)
U

ZM(U )~
— |f(x50 -8i) = f(xso---si z)| F2(2) du(z) dp(x)
et en effectuant des changements de variables dans les termes de droite, on obtient par la proposition 3

1
/|f(x50 “si—1) — f(xso-- sl)| du(x) < M(r) e, (f, f)

par ailleurs

@) = fas)* <n? Y| flasor--sien) — frso--s)|

i=1
donc

M()‘

/ | £(0) = fs) dp(x) <n v (fs f)

d’ou

1
/f|f(X)—f(XS)| Fl(s)dM(S)dM(X)</ |13 F1(s) da(s) ——— M( L v, (f, f)-

137

O

Remarque. Dans les hypothéses de la proposition, I’existence d’un moment d’ordre 2 pour une densité F ne dépend
pas du choix de U, en effet; si U et U’ sont deux ouverts relativement compacts voisinages de e qui engendrent G
alors il existe un entier p tel que U' C UP donc pour tout x € G, |x|y < pl|x|y’ par conséquent si fG |x|%//F(x)dx

est finie alors fG |x|%] F(x) dx est finie, d’oit le résultat en échangeant les roles de U et U’ .

De cette proposition et du résultat de comparaison des traces on déduit une proprieté d’invariance de la probabilité

de retour.

Théoreme 2. Soit G un groupe localement compact séparable unimodulaire, compactement engendré, F|, F> deux
densités de probabilité symétriques bornées, tels qu’il existe des voisinages ouverts Uy, Uj de e relativement compacts,
symétriques qui engendrent G sur lesquels infy, F; > 0;i = 1,2, on suppose aussi que F; admet un moment d’ordre 2,

c’est-a-dire que fG |s|%]l, Fi(s)du(s) est finie, alors Fl*(zt) (e) ~ F2*(2t)(e).

Démonstration. Soit A la sous-algebre hilbertienne formée des éléments bornés de L?(G), remarquons que

C.(G) c AcC L*(G),
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out C¢(G) est I’ensemble des fonctions continues sur G et a valeurs complexes a support compact. Soit R(A) 1’ad-
hérence faible de I’ensemble {Ry; f € A}. D’apres ([5], 13.10.4, p. 272), R(A) est une algebre de von Neumann
semi-finie. On définit une trace sur R(A)™, en posant pour S dans R(A)t, ©(S) = (f|f) si /%2 = Ry avec f borné
et 7(S§) = +o0o dans le cas contraire. Donc d’aprés ([6], théoreme 1, p. 85) t est une trace sur R(A) fidele, semi-finie
et normale.

D’apres la proposition 4, il existe une constante C > 1 telle que €1 < Ce», ou ¢; est la forme de Dirichlet associée
a F;, ce quirevient a dire que / — Rr, < C(I — RF,), il s’ensuit par application du théoréme 1 que r(R%’Z’) =< r(RIZ,,’:)
par conséquent F22” (e) < F22" (e), d’oul le résultat en échangeant les rdles de F et F».

Le résultat du théoréme 2 s’interprete grace a la proposition 1 comme 1’indépendance du comportement asympto-
tique de la probabilité de retour par rapport a la densité choisie. O

5. Marche aléatoire sur sol(K)

Nous illustrons maintenant le théoréme principal par I’exemple suivant. Notre reference principale sur les résultats et
notations concernant les corps locaux est [16].
Soit K un p-corps, on définit le groupe sol(K) comme étant le produit semi direct de K* par K2, ot K* agit sur

. 0 C
K? par les automorphismes a — (g o ), qui s’écrit alors

a 0 x
sol(K):{(O a”! y),aeK*,x,yeK}.
0 O 1

On désigne par modg la fonction modulaire associée aux translations a gauche. On désigne respectivement par R
et R* la boule unité fermée et la boule unité ouverte associées a modg .
Soit V.=V, UV ol

7"u 0 R
v1={<0 7 u! R),r:O,l,—l,ueR*}.

0 0 1

Ainsi V est un compact symétrique, voisinage de e qui engendre sol(K). On déduit alors que Sol(K) est localement
compact, compactement engendré. Pour appliquer le théoréme de stabilité on vérifie aisément que Sol(K) est de plus
unimodulaire et résoluble donc moyennable.

Soit ;1 une mesure de Haar sur K. Comme R est un compact de K, on peux choisir 1 telle que p©1(R) =1, de
méme 1, mesure de Haar sur K* telle que ua(R*) = 1. Soit 1/ = 1 ® 01 ® po la mesure produit sur K2 x K*, et

a X
¢:K? x K* — sol(K), définie par ¢ (x, y,a) = | 0a~'y |. Considérons la mesure  image de u’ par ¢, définie par
001

1(A) = (¢~ (A)).

Il s’agit de montrer que p est une mesure de Haar sur sol(K), on montre qu’elle est invariante par translation a
gauche, pour cela il suffit d’utiliser un systeme de générateurs de la tribu borélienne de sol(K'). Puisque les boréliens
de la forme S; x S» x S engendrent la tribu borélienne de K x K x K*, par conséquent les boréliens de la forme

A=¢(S; x 5 x8)

S| CK, S, CK, SCK*,

engendrent la tribu borélienne de sol(K). Soit w = ¢ (xgp, Yo, v), montrons alors que u(wA) = u(A), out A est choisi
comme ci-dessus, en effet

¢~ (wA) = {(vx +x0, vy +y0,va) | (x,y) € 1 x Sr,ae S} =8 x S5 x S,
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S| =vS1 + xo, Sy =v"18 + yo, S =vs.

Par ailleurs 41 (S}) = p1(vS1) = modg (V)1 (S1), 141(S5) = 1 (v™'$2) =modk (v 1(S2) et u2(S) = 2 (vS) =
u12(S), donc

W (8] x 8y x 8= mOdK(U)Ml(Sl)mOdK(U_l)Ml(SZ)H2(S) =1 (S) x $2 x 5)

ce qui entraine u(wA) = u'(S] x 85 x §') = p/(S1 x 82 x §) = u(A).
En conclusion nous obtenons une mesure de Haar a gauche sur sol(K).
On considere pour tout entier n > 0,

a 0 x
an{(o a~! y),aeK*,modK(a)e[q_”,q”],x,yen_"R .
0O O 1

En appliquant des arguments analogues a ceux de [4] on obtiendra le comportement de la marche sur sol(K), nous
commengons par calculer dans cette partie le volume de ces boites. On a p(£2,) = (7 ™" R)ZMZ(B), ou

B ={a e K* modk(a) € [q7".¢"]}
etona
p1(7r ™" R) =modg (7 ") u1(R) = 4"

et d’apres le théoreme 3.2, I' = modg (K*) = {¢™, m € Z} donc

B= U {aeK*|m0dK(a):qk}: U {aeK*|modK(nka):1}: U 7 kR*

k=—n k=—n k=—n

donc
pa(B) = (2n+ Dua(R*) =2n+1
d’ot u(£2,) = 2n + g™,
On définit la marche sur sol(K) par la donnée de la densité F = ﬁ ly.

Pour appliquer le théoréme 1, il nous reste a prouver que le groupe est moyennable, pour cela on considere les
fleches suivantes

a 0 «x
d:sol(K) — K*, (0 a! y)n—)a
0 O 1

et
w:K*—>7Z, ar —log, (modk (a))
on a alors la suite exacte
0—-KxK—sol(K)y—-Z—0

par conséquent d’apres le théoreme 1.2, sol(K) est moyennable.

Lemme 3. Si sq,...,s sont des éléments de V tels que pour tout i € {1,...,t}, modg (d(sy,...,s:)) € [¢q7", q"]
alors sy, ...,5; € §2;.
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur ¢, pour t = 1, on a s; € V donc d(sy) s’écrit d(s;) =n"u, ol u €
R*,r €{0,1, —1} donc modg (d(s1)) =q~" €[g~", g] donc 51 € £2,,.

Supposons la propriété pour ¢ et considérons si,...,s;41 € V tels que 'on a pour tout i € {1,...,¢ + 1};
modg (d(s1---s;)) € [g7", q"], en particulier s - - - 5; € £2,, donc s’écrit

a 0 «x
S1--'St=<0 a! y), modg (a) € [¢7".q"].x,yex"R.

0o 0 1
) ) m'u X0
Si s;4+1 € V1, alors on peut écrire 5,11 =| 0 7 7u"'y |,ouu € R*,r€{0,1,—1}, x9, yo € R donc
0 0 1
n"ua 0 axo+x
ST SiSi41 = 0 7 Tu1la! a_lyo +y].
0 0 1

Par ailleurs modg (d(s1 - -+ s¢+1)) € [¢™", ¢"] par hypotheése du lemme, et on a
modg (axg 4 x) < max(modg (axo), modg (x)) < q"

donc axp + x € 1 "R, de méme a_lyo +yex ™R, doUs|- 541 € §2,.

a7u"b 0w xg
Si sy € Vl_l, alors on peut écrire sy = ( 8 n(’)u n’luyo ), oiueR*, ref{0,1,—1}, xg, yo € R, donc
7 'u"la 0 7 "u"taxg + x
S S Si4l = 0 7 ua=! n’ua_lyo +y .
0 0 1
On a
modg (n_’u_laxo + x) < max(modg (n_’u_laxo), modg (x)) < max(modg (7 "a), ¢").

Par ailleurs modg (d(sy - - - $¢+1)) < g" donc modg (n”u’laxo + x) < q", par conséquent 7 "u"laxo+x en "R,
et on montre de méme que 7 ua! Yo+ y € "R, par suite sy - - - ;541 € §2,. O

En utilisant le lemme 3, on obtient le théoréeme.

Théoreme 3. La probabilité de retour de la marche aléatoire sur sol(K) a le comportement asymptotique de
173
exp(—t'/7).

Démonstration (Comparer avec [1]). Soit S1, S2,...,S; les variables aléatoires obtenues en projetant Z1, ..., Z;

sur Z, c’est a dire S; = w od o Z;. (S;) est la marche aléatoire sur Z définie par la mesure %(28_1 + 8o + 261).
En utilisant le lemme 3 on obtient

P(22[ E‘QH)EP(Z] GQn9Z2€~an-~7Z216~Qn)2P(Sl G[_n,n],-u,sh e[_n9n])
et d’apres [10], on a
t
P(Sy €[-n,nl,..., Sy €[—n,n]) zexp(——2>
n
d’ou

t
P(Zy €$2,)>P(Z1€82,,,Z0€82y,...,20 €82) > exp(——z).
n
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Par ailleurs, en utilisant I’'inégalité de Cauchy—Schwartz

P(Zzl € .Qn) :f F*(Zt)(g) dﬂ(g) < M(QH)F*(ZI)(e)

n

par conséquent

t t
F*0(e) = CXP<——2>/612" = em(——z - )
n n

et en choisissant 7 tel que n3 ~ f on obtient F*?9 (e) = exp(—t!/3).

On a d’apres ([8], théoreme 4.1, p. 683), pour tout groupe de croissance exponentielle, F*?" (¢) < exp(—t!/3). On
en déduit que sur sol(K), F*®9)(e) ~exp(—t'/3).

En conclusion pour toute densité F sur sol(K) vérifiant les hypotheéses du théoréme 2.3, on a

P(Z, € 2) ~ exp(—nl/3). [l

6. Conclusions et perspectives

Soit G un groupe localement compact compactement engendré unimodulaire. Le théoréme principal montre qu’il
existe un comportement asymptotique naturellement associé 2 G ; la décroissance de F*" (e).

Quels sont les incidences des propriétés algébriques de G sur la décroissance de F*" (¢) ?

Nous pensons que le cas de sol(K) traité en détail est représentatif pour la classe des groupes algébriques résolubles
unimodulaire sur un corps local.

Une perspective de recherche que nous n’avons malheureusement pas eu le temps de concrétiser et formaliser
dans ce texte est celle de la comparaison entre probabilité de retour dans un groupe et probabilité de retour dans un
de ses sous groupes. Cette comparaison permet par exemple d’expliquer de maniere assez conceptuelle pourquoi la
probabilité de retour dans le groupe Z/27: Z se comporte en exp(—t'/3). Ce groupe est un réseau cocompact dans le
groupe sol(K) ou K est le corps local F2((¢)) des séries formelles a coefficients dans le corps a deux éléments.
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