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Deuxieme partie.

Sur les intégrales de fonctions a4 multiplicateurs.

Soit @(z) une fonction uniforme et réguliére sur la surface R, de
Riemann, admettant le long des coupures @, et b, les multiplicateurs
respectifs m, et m, (k= 1,2,...,p). Lintégrale de cette fonction

fd)(z)dz

posséde des propriétés intéressantes qui la rapprochent des intégrales abéli-
ennes.

Tout d’abord, nous pourrons étendre a ces intégrales la classification
des intégrales abéliennes. Nous dirons d'une intégrale de fonction a multi-
plicateurs:

qu'elle est de premiére espéce, si elle est partout finie,

qu'elle est de deuxiéme espéce, si elle n'a que des infinis algébriques,

qu'elle est de troisiéme espéce, si elle a des infinis logarithmiques.

Intégrales de premieéere espece.

Pour que l'intégrale

Jo(z)dz

soit de premiére espéce, il faut et il suffit: (en supposant comme d’habitude
que linfini n’est pas un point de ramification)
1° que la fonction @(z) devienne & linfini infiniment petite de

I
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2° que les infinis de @(2) coincident avec des points de ramification
et que, dans le voisinage d'un de ces points z = ¢, la fonction

® devienne infinie comme une puissance de . inférieure a
k]

'unité.
En désignant par w(z) une intégrale abélienne de premiére espcce et par
w'(2) la fonction algébrique qui est la dérivée de cette intégrale, on voit
que les conditions précédentes reviennent a celle-ci:
Le rapport ;Uwi—z)) est fimi & Uinfini et aux points de ramification; il ne

devient infini qu'aux zéros de w'(z) situés & distance finie.

Nous allons, d’aprés cela, former I'expression de ce rapport qui est
évidemment, comme son numérateur ¢(z), une fonction aux multiplica-
teurs m, et n,.

On sait que la fonction algébrique w’'(z) devient nulle a distance
finie en (2p — 2) points

TisToseevs JTop—

dont (p— 1) sont arbitraires; ces points sont liés par les rclations sui-
vantes bien connues

(7) Cwlp) ) F ot ) =G Gt

les lettres ¢, , G,, ..., G, désignant des constantes et lc signe = indiquant
que l'égalité a lieu a des multiples prés des modules de périodicité.
(Voyez Brior, Théorie des fonctions abéliennes, p. 147 et 149, ou ces con-
stantes sont désignées par K, et 2C,.)

?(z)
w(z)’
générale réguliére sur R,, admettant les multiplicateurs i, , n, et deve-
nant infinie aux (2p — 2) points

Pour former le rapport il faut donc former la fonction la plus

Tis72s s Fop—2e

Cette fonction admettra aussi (2p — 2) zéros

ﬂnﬁn-“’ﬂu-d
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et sera donnée par l'expression

1
&(z) Cp SO F OOt ot By gy o OF LD 108 M40 10g M F 02 1ou e
w'(z) ’

les zéros et les infinis étant liés par les p relations

j=2p—2
2 [w(8) — wi(r)]
= é log nl.——-z-;—i[bu log m; + b, logm, + .. by, logm,]

En vertu des relations (7) de la page précédente qui lient les infinis
Vis7Tas -+ Japs, les relations ci-dessus s'écrivent plus simplement

F=2p—2

(8) El wi(B;)

=G, + ;log n,‘.——é—lﬁ[bw logm, + b, logm, + ... + b, logm,]

k=1,2,...,p.

Ces relations montrent que, sur les (2p — 2) zéros

/31’,82;---’,32;:—2

, on peut en prendre (p — 2) arbitrairement, par ex-

)
(

de la fonction —
w'(z)

emple B,.15 Boias ooy frps; les p zéros restants

ﬂl’ﬂ?""’ﬂ}’

seront déterminés par les équations (8) au nombre de p. La fonction la

, Oz . .
plus générale a}—((;—; contiendra donc dans son expression (p — 1) constantes
arbitraires, & savoir les (p — 2) zéros arbitraires fB,.1, Boyas - fop—s €b
le facteur constant C. Comme nous l'avons fait remarquer a la page

19, il faut g’assurer que les relations (8) déterminent effectivement p des
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zéros B, f3,, ..., /3, dés qu'on connait les (p—2) autres B,,1, fryays e+s
f2,—s. Pour cela écrivons ces relations sous la forme

i=p
Eiwx(ﬁ,)
1 1 : 7=
=G, + 5 log n, — P [y log my, + by log iy + v+ b, logm, ] — j=§1wk(ﬁj);
(k=1,2,...,p)

or, lon sait que des équations de cette forme déterminent 3, 3,,...,f3,
excepté dans le cas spécial ow les quantités

%lognk—[blk logm, + by logm, + ...+ b, logm,)

seraient nulles & des multiples prés des modules de périodicité. (Voyez
Briot, Théorie des fonctions abéliennes, page 96, § 56.) Ecartons pour le
moment ce cas spécial qui a été examiné aux pages 14 et 15 de ce mé-
moire et dans lequel les multiplicateurs sont ceux d'une exponentielle de
la forme E(z); alors, ce cas étant écarté, on peut choisir arbitrairement
(p— 2) #ros Boyiy fpsas -+ Pops €t déterminer les p zéros restants a
I'aide des équations (8) de la page précédente. En donnant aux (p— 2)
zéros arbitraires différentes positions, on obtient une infinité de fonctions
ayant les infinis et les multiplicateurs donnés. Soient

¢:(2), 02(2) -5 9 (2)

(p— 1) de ces fonctions supposées linéairement indépendantes: 'expression

la plus générale de la fonction g% ayant les mémes infinis et les mémes
multiplicateurs sera

o(

20— ga(a) + mgu() + -+ paaga(2),

oW g, s ..y Myy désignent des constantes arbitraires. En effet, cette
fonction

1 2,(2) + e, (2) + o+ g (2)

posséde les infinis et les multiplicateurs donnés et I'on pourra disposer
des constantes g, g, , ..., #,_, de facon qu'elle f'annule en (p — 2) points
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donnés. Il est d'ailleurs évident qu'il existe au moins (p— 1) fonctions
linéairement indépendantes admettant les infinis et les multiplicateurs
donnés, puisque (p — 2) zéros peuvent étre pris arbitrairement. (Voyez
a ce sujet les théorémes des pages 16 et 17.)

En résumé:

Pour que Uintégrale f O(2)dz reste finie il faut et il suffit que la fonc-
tion @(z) soit de la forme

@(z) = w'(z)[/‘lfpl(z) + /‘25%(5) + e + #p—1¢p—1(z)]

My Moy oo Moy Gtamt des constantes arbitraires.

Théoréme. En dehors du cas spécial ou les multiplicateurs my; , n, sont
ceur dune exponenticlle E(2) (page 14), il eriste (p — 1) intégrales de
premicre espéce linéairement indépendantes

fw 2)da, o, fw 2)dz,
ey @, fw 2) @, 1{2)dz;

toute autre intégrale de premiére espéce w(z) est de la forme

0(2) = po,(2) + t,0,(2) + ... + pa0,4(2) + O,
Moy Mgy - ooy My €lant des constantes.

Cas spécial. Placons-nous maintenant dans le cas spécial examiné
précédemment (page 14) ou les multiplicateurs sont ceux d'une expo-
nentielle de la forme

E(Z) —_ e-—?[l,w\(z)+lzw2(z)+...+l,,wp(z)]’

Ay Ayy ...y A, désignant des constantes. Alors toute fonction, réguliére
sur la surface de Riemann R, et admettant ces multiplicateurs spéciaux,
est de la forme

E(2)R(s, 2)

o R(s,s) désigne une fonction algébrique rationnelle en s et 2. Pour
Acta mathematica, 13. Imprimé le 5 février 1890, 4%
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obtenir les intégrales de premiére espéce, il faudra déterminer cette fonc-
tion R(s, 2) de facon que l'intégrale

fE R(s, #)dz

soit partout finie. Comme l'exponentielle F(#) n’a ni zéros ni infinis,
pour que lintégrale ci-dessus soit finie, il faut et il suffit que I'intégrale

fR(s , &)dz

le soit, c’est & dire que cette derniére intégrale soit une intégrale abéli-
enne de premiére espéce

fR(s, 2)dz = pow (2) + pw,(2) + ... + pw,(2) + C°;
d'oli en différentiant et appelant wi(z) la dérivée de w,(#)

R(s, 2) == mwi(2) + mwi(2) + ... + pw,(2).

Si Tintégrale
f I(2)R(s, 2)dz

est de premiére espéce, elle est donc de la forme
mo,(2) + poz) + ...+ po,(e) +

a condition de poser
= [Ewi(2)dz,  ou(e) = [E(2)wy(e)de,
= [E(#)w)(2)dz

Dans ce cas spécial il y a donc p intégrales de premicre espece linéaire-
ment indépendantes et non (p — 1) comme dans le cas géneral.

Mais, dans ce cas spécial, il y a entre ces p intégrales de premiére

espéce une relation fort simple qui permet d’exprimer l'une d’entre elles
au moyen des (p — 1) autres et de I'exponentielle E(z). En effet, en

différentiant 1'équation

E(Z) — e——?[l]wl(z)+A2un_,(z)+...+lpw,,(z)]
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on a

dE(z) = — 2L(2)[Awi(2) + Awi(2) + ... + Aw,(2)]de;
d’on, en intégrant,
(9) E(2) = — 2[Ao,(2) + Lo,(2) + ... + Lo,(2)] + C

ce qui est la relation annoncée.

Relations entre les piles et les résidus d’une fonction O(z) aux
multiplicateurs donnés m; et n;.

Soit unc fonction ®(z) aux multiplicateurs m, ct n, admettant les
poles «,,a,, ..., @, que nous supposons, pour simplifier, du premier ordre,
distincts des points de ramification et situés & distance finie: appelons
R ,R, ..., R, les résidus relatifs & ces poles. Construisons par la mé-
thode que nous venons d'indiquer, une fonction £(2) ayant les multipli-
cateurs inverses de m,,n;, cest a dire admettant le long de la coupure

I

a, le multiplicateur m,

et le long de la coupure ), le multiplicateur

;I—; formons en outre cette fonction £'(z) de telle facon que lintégrale
k

0(2) = [ @(2)dz
soit finie partout, c'est & dire soit de premiére espéce, Cette fonction £(2)
devient alors & linfini infiniment petite comme ;-2; elle devient infinie
aux points de ramification, mais de telle fagon que son intégrale reste
finie. Dans ces conditions le produit
D(2)4(2)

est unc fonction réguliére et uniforme sur la surface R de Riemann, par
suite une fonction algébrique rationnelle en s et z; en effet le long d’une
coupure, «, par exemple, on a, en appelant comme toujours A un point

du bord gauche de la coupure et p le point situé en face de 2 sur le
bord droit:

0() = mb(p), ()=o),

My
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d’oit Ton conclut

o)) = 0(0)2(p)
On pourra donc supprimer la coupure a, sans que le produit
D(2)2(2)

cesse d’étre uniforme; on pourra répéter la méme chose pour la coupure
b,. Donc ce produit est uniforme sur la surface primitive B de Rie-
mann; il est une fonction rationnelle de s et z. Cette fonction rationnelle

\ . .« . . . I
de s et z devenant & l'infini infiniment petite comme — la somme de

ses résidus est wnwlle d’aprés un théoréme bien connu. Or les pdles de
ce produit
?(2)¥(2)
sont:
1° les poles @, ,a,,...,a, du premier facteur @(z); en ces poles
le produit a pour résidus respectifs R &'(a,), R, 2'(a,), ..., B,2(a,);
2° les poles du second facteur &'(2) qui sont tous situés aux points
de ramification; en ces poles tout les résidus sont nuls puisque
U'intégrale £(z) est partout finie.
La somme des résidus du produit devant étre nulle, on a la relation

(10) R 2(a,) + B, (a,) + ... + R,&(a,) = o.

Lorsque les multiplicateurs m, et %, ne sont pas de la forme spéciale
(page 14) qui permet de les identifier avec ccux d'une exponentielle
E(z), leurs inverses ne sont pas non plus de cette forme spéciale. La
fonction £'(2) est alors une fonction linéaire a coefficients constants ar-
bitraires de (p — 1) fonctions particuliéres £{(2), £:(2), ..., £,_,(2), et
I'on a
(2) = m8(2) + m(2) + . oo + 181 (2),

Py Mys oo Mty désignant des constantes arbitraires. La relation (10)
donne donc, entre les poéles et les résidus, (p — 1) relations distinctes

R () + R2(2) + ...+ R (a,) = o0,
RO () + R,&(ay) + ...+ R8(a,) o,

f

RISJQ—l(al) + Rzg'—l(az) + ...+ ng.;—l(aq) = 0.
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Lorsque les multiplicateurs m, et n, de @(#) sont ceux d’une exponen-

ticlle de la forme
E(Z) — e~2[llw1(z)+/\2w2(z)+...+prp(:)] ,

. 9 . I I . I
les multiplicateurs inverses — et — sont ceux d'une exponentielle ——
mg Ng E(z)

de la méme forme. La fonction &'(z) est alors une fonction linéaire a
coefficients constants de p fonctions particuliéres

2(2) = m&(2) + pl(2) + ... + 1,82 (2),

Mis Moy sy €tant des constantes arbitraires. La relation (10) se dé-
compose donc, dans ce cas, en p relations distinctes que l'on peut écrire

R 2 (o) + B2 (ay) + ... + B, 2(a,) =0
ou
Ek=1,2,...,p.

Dans ce cas spécial, on pourrait aussi obtenir ces p relations en remarquant
que le quotient

est une fonction algébrique et écrivant les p relations bien connues qui
lient les poles et les résidus d’une fonction algébrique.

Nous n’examinerons pas ici comment il faut modifier ces relations
quand certains poles deviennent multiples ou viennent coincider avec des
points de ramification. Ces modifications sont les mémes que dans les
questions analogues relatives aux fonctions algébriques. (Voyez le Mé-
moire de M. ApperLL, Sur les fonctions uniformes dum point analylique,
Acta mathematica, Tome 1, et une Note de M. Goursar, Sur la théorie
des intégrales abéliennes, Comptes rendus de ’Académie des Sciences
de Paris, Tome 97, page 1281.)

Pour avoir un exemple trés particulier des théorémes précédents,
prenons le cas de p = 1. Nous verrons alors qu'il n'y a aucune relation
entre les résidus d'une fonction doublement périodique générale de seconde
espece, mais qu'il y a wme relation entre les poles et les résidus d’'une
fonction doublement périodique de seconde espéce de la forme spéciale
e"“f(u), f(u) étant doublement périodique et A constant,
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Modules de périodicité des intégrales de premiére espeéce.

Pour simplifier I'étude des modules de périodicité, nous allons par-
ticulariser le systéme des coupures a,,a,,..., a,,0,,0,,...,0,,¢,,¢,,
de RieMaNN reproduit par C. Neumany. En nous reportant a la figure
schématique donnée par C. Nrevmann (Riemanw's Theorie der Abelschen
Integrale, zweite Auflage, Leipzig 1884, page 184), figure que nous re-
produisons ci-dessous,

e €

nous voyons que mnous pouvons faire partir la coupure ¢, d’'un point
quelconque de b, pour la faire aboutir en un point quelconque de a,;
nous conviendrons, dans tout ce qui suit, de faire partir la coupure c,
du point de croisement des coupures b, et a, pour la faire aboutir au
point de croisement de 0, et a,; puis nous ferons partir la coupure ¢, de
ce dernier point pour la faire aboutir au point de croisement de b, et
a,; et ainsi de suite, comme le montre cette nouvelle figure

Pour achever de préciser la disposition que nous adoptons pour les cou-
pures ¢,,¢,,..., ¢, reprenons lexemple traité par C. Nrumanx (loc.
cit. page 178) dans lequel I'équation entre s et z est

st = (Z’ _gl)(z - hl)(z —92)(2" - hn)(z '—-93)(2 - h3)(2 — 94)(2 - k4>'
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L’on modifiera alors la figure donnée par NeumanN (loc. cit. page 179)
comme il est indiqué ci-dessous:

Pour ne pas surcharger la figure, nous n'avons pas tracé en entier les
coupures @, et a, sur le feuillet inférieur de la surface; nous avons,
comme NEUMANN, marqué d’'un trait plus épais le bord gauche des cou-
pures et ponctué les coupures situées sur le feuillet inférieur.

Cela posé, soit.

w(7)= [(z)dz

une intégrale de premiére espéce formée comme nous l'avons vu plus
haut, la fonction w’(2) admettant les multiplicateurs m, ct #,. Comme
cette fonction «’(2) est uniforme sur la surface de Riemann R, rendue
simplement connexe a l'aide des coupures

1

Ay Qyyveny @y,
by b,y ..., 0,
Cys o nvy Cpy

et comme les résidus de cette fonction sont tous nuls, l'intégrale w(z)
est aussi uniforme sur la surface de Riemann R, et d'aprés sa formation
méme elle reste finie partout.

Considérons la coupure @, et appelons A un point situé sur le bord
gauche de cette coupure, p le point situé en face de A sur le bord droit.
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La fonction w'(#) admettant le long de cette coupure g, le multiplicateur
M, on a

o'(2) = m,o'(p).
Pour un déplacement effectué le long de la coupure on a
d\ = dp,
puisque les points A et p sont en face 'un de l'autre. On a donc aussi
o'(A)dA — m0'(p)dp = 0
et, en intégrant, on a tout le long de la coupure,
w(2) —mo(p) = 4,

la lettre A4, désignant une constante. Nous appellerons cette constante le
module de périodicité de D'intégrale w(z) le long de la coupure g,.

De méme, les deux valeurs de lintégrale w(2) en deux points A et
p, situés en face l'un de l'autre sur les bords gauche et droit de la
coupure b,, sont liées par la relation

o(d) —mno(p) = B,

ou B, désigne une constante que nous appellerons module de périodicité de
lintégrale w(z) le long de la coupure b,.

Enfin, sur les deux bords d'une coupure c,, on a comme nous l'avons
vu & la page 9 pour toute fonction a multiplicateurs

0(d) = '(p),  W(A)dd— o'(p)dp = o,
d’'on
o(Q)—ow(p)=C,

C, étant constant tout le long de la coupure ¢,. Cette constante C, sera
appelée module de périodicité de lintégrale w(2) le long de la coupure c,.

Donc:

Lintégrale de premiére espéce (z) posséde (3p — 1) modules de pé-
riodicité, & savoir les modules

A, 4,,..., 4, le long des coupures «a,,a,,...,q,
B,B,,...,B, le long des coupures 0 ,9%,,...,0,
C,,...,C, le long des coupures Coy ey Cps
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cest & dire que Uon a

le long de a,: () —mo(p) = 4;, t=1,2,.,p)
le long de b,: () — mo(p) = B, *=1,2,...,p)

(h=12,8, wn )

le long de ¢,: w(A)— o(p) =C,.

Mais ces (3p — 1) modules de périodicité sont liés par p relations
linéaires et homogeénes permettant d'exprimer p d’entre eux & l'aide des
(2p — 1) autres. Voici comment on obtient ces relations.

Figurons le point de croisement des coupures a,, d,, ¢, ¢,y et ap-
pelons '
a’ﬂ’)';a,s;’?’

les sommets des six angles formés par les bords de ces coupures, comme
le montre la figure suivante: |

b

Tk

/ ck+t

a—>»

=R

e
/L-
b

Nous aurons, d'aprés la définition des modules de périodicité, et puisque
Pépaisseur des coupures est infiniment petite, les relations suivantes

Multiplions ces équations respectivement par 4+ 1,n,,%,, — mn, , — mn,,

Acta mathematica. 13. Imprimé le 6 février 1850, . 5%
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— I, puis ajoutons-les membre a membre. La somme des premiers
membres est nulle et I'on obtient la relation

(11) B.(1 —m) — 4,(1 —n,) — mn,C, + n,C,,, = o.

En supposant, successivement, k= 1, 2,..., p, on aura ainsi p relations.
Comme il n'existe ni coupure ¢, ni coupure ¢,,,, il faudra dans ces rela-
tions considérer les constantes C, et C,,, comme étant nulles. En écri-
vant ces p relations en détail, nous aurons

B(1—m)—A4,(1 —n) + n,C, = o,
B,(1 —m,)— A, (1 — n,) —mn,C, + n,C, = o,
B(1 —m) — A,(1 —n,) — mn,C, + n,C, = o

. 3 . . . . . . . . . . . . . .

B, (1t —m,_)— A, (1 — Np_q) — Mp_ 1My C, 1 + n, ,C,=o,

B,(1 —m,) — 4,(1 — n,) — m,n,C, = o.

Ces relations permettent d’exprimer C,, C,, ..., C, en fonction des modules
de périodicité A,, B, et des multiplicateurs m,,n,. Dans le cas par-
ticulier ol tous ces multiplicateurs m, , n, seraient égaux & lumité, l'inté-
grale w(z) deviendrait une intégrale abélienne de premiére espéce, ct les
relations ci-dessus montreraient que les constantes C,, C,
toutes nulles dans ce cas.

En éliminant les (p — 1) constantes C,,C,, ..., C, entre les p rela-
tions (12), on obtiendra une relation entre les modules de périodicité

4,,4,,...,4,, B, B,,...,DB,. Pour cela, multiplions la premiére

y««.y C, seraient

m,m

! . 11
des équations (12) par — la seconde par
[FRLeY 1"

I s e

-—, la troisieme par
‘2

1 I I 1

——— ... la F*" par ——————.—, ..., et ajoutons-les: nous ob-
mmym,; n, m My .. Mg Ny

1772
tiendrons 1'équation

(13) = Bi(1 — my) — A (1 _"").i— o
mm, ... My T

]

»

=1

équation qui est unc identité dans le cas particulier des intégrales abéli-
ennes, puisque dans ce cas tous les multiplicateurs sont égaux & l'unité,



Sur les intégrales de fonctions & multiplicateurs. 35

L’intégrale
() = [o'(2)dz

prise sur tout le contour de la surface de Riemann R, est é¢videmment
nulle. Or la valeur de cette intégrale est facile a calculer en fonction
des modules de périodicité et des multiplicateurs. Si I'on égale cette va-
leur & zéro, on obtient une relation qui n’est pas nouvelle mais qui est
une conséquence des relations précédentes (12).

Cas spécial. Lorsque les multiplicateurs m, ¢t n, (k=1,2,...,p)
gont ceux d'une exponentielle de la forme

E(Z) — 6—2[11w,(z)+7tng(z)+..‘+lpwy(z)]’
il existe, comme nous l'avons vu, p intégrales de premicre espéce
o, (2) =fE(z)w,:.(z)dz. #=1,2,..,9)

Une quelconque d’entre elles, w(z), aura (3p — 1) modules de périodicité
liés par les relations que nous venons d'indiquer. Les modules de pério-
dicité de l'intégrale 2,w,(2) sont égaux et de signes contraires aux sommes
des modules de périodicité correspondants des (p — 1) autres intégrales
ho(2), hao(2), ..., 4w, ,(2). Cest ce quirésulte immédiatement de
I'identité (p. 27) '

(9) 2 w,(5) + Zo,(2) + oo + B (2)] = — E(2) 4 €

dans laquelle les modules de périodicité du second membre sont tous nuls.

Relation entre les modules de périodicité de deux intégrales
de premiére espece aux multiplicateurs inverses.

La relation que nous allons établir est I'extension, & nos intégrales,
de la célébre relation qui lie les modules de périodicité de deux inté-
grales abéliennes de premiére espece. Nous la démontrerons en suivant
la méthode que Riemaxn a donnée pour les intégrales abéliennes.

Soit, comme précédemment, w(z) unc intégrale de premicre espcce
d'une fonction aux multiplicateurs m, , n,, et soient ‘

k=1,2,..,
4, B, C, (h=2:3:...:2)
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les modules de périodicité de cette intégrale. D’autre part, désignons
par £(z) une intégrale de premiére espéce d'une fonction aux multi-
plicateurs m, et n, inverses de m, et m,:

m, == —, Ny, == n—; (*k=1,2,..,p)

et soient
4;, By, €, (=25:7)
les modules de périodicité de cette scconde intégrale £(2).
L’intégrale

(14) I=[0(2)dw(?)

prise sur le contour de la surface de Riemaxny R, est nulle, car la

fonction
2(2)0'(7)

est sur cette surface uniforme et réguliére et a tous ses résidus nuls.

Pour calculer cette intégrale I, appelons avec C. NEUMANN, A un
point du bord gauche d'une coupure et p le point situé en face de 2
sur le bord droit. Lorsque la variable d'intégration z parcourt le con-
tour de la surface R, dans le sens positif, elle parcourt les deux bords
d'une méme coupure en sens contraire. Les parties de l'intégrale rela-
tives aux deux bords d'une méme coupure seront

JT2(R)do(2) — 2(p)do(p)],

I'intégration étant faite dans' le sens positif le long du bord gauche.
L’intégrale I sera donc

I I;‘ZU[Q“ dev (2) — Q<p)(]w(p)]-]-J[.Q(A)dw(/l)—'Q(P>dw(p)]]
+hi:f[g )dw () — L(p)dw(p)],

les indices «,, b,, ¢, signifiant que les intégrales qui en sont affectées sont
prises le long des coupures @, b, ¢,.  Or, sur la coupure @, on a

QA) =m 2(p) + 4;, w(d) = mo(p) + 4,
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d’ou l'on déduit
QN do(X) — L(p)dw(p) = Aido(X) 4+ (mymy, — 1)2(p)dw(p);

mais, comme les multiplicateurs m, et m, ont été supposés inverses l'un

de T'autre, on a
mym, — 1 = 0

et I'équation ci-dessus prend la forme plus simple
2(2)dw(2) — (p)dw () = Aido(2)
On a de méme le long de la coupure b,
Q) = m2(p) + By o)) = ne(p) + By,
d’oi Y'on déduit, puisque n,n, — 1 = o,
2(2)dw(2) — 2(p)dw(p) = Bido ().
Enfin le long de la coupure ¢, on a
Q)= 2p) + Gy w(A) = w(p) + G
d’ou lon déduit
L(2)do(X) — L(p)do(p) = Cidw(A).
D’aprés cela, l'intégrale I devient
i=p h=p

(15) I=;[A;fdw(/1) +B;bfdw(/1)}+;0;,fdw(z).

Nous allons transformer cette expression et l'amener & ne contenir que
les modules de périodicité des deux intégrales 2(z) et w(2). Pour faire
cette transformation, figurons les coupures a,, b, ¢, ¢y, et les points
de croisement des coupures ¢, , b1, Ciyy Coy @eyyy Diyr s Copry Coper Ape
pelons (voyez la figure de la page suivante) a, 2,7, d, ¢, 5 les sommets
des six angles formés par les bords des coupures «,, b, ¢, ¢, en leur

N7 ~

point de croisement; o', #, 7, &', &', %' et ", 87, 7', 0", ", %" les sommets
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des angles analogues aux points de croisement des coupures a,_,, b;_;,

Cie1y Ck €0 Gy, bl:+1 » Cey1y Cigae

S -
B T R
¢
A
o, —»TI72IIT
k
¢
ay ,—=TTTIET

Nous aurons
fda)(/'\) = w(a) — o), ‘[dw()\) = 0(y) — o(a),
JloW=o(&)—o(f),  [lod) = of)— ()

Crtl
car toutes ces intégrales sont prises sur les bords gauches des coupures
dans le sens indiqué par les fleches. (Les bords gauches sont marqués
d’un trait plus gros.)
En calculant ainsi tous les termes de l'intégrale I

(15) 1 =§[A,;fdw(/\) + B,’,‘j‘dw()\)} + hfc;, [dw(2),

on aura lintégrale I exprimée par une somme de termes ou figureront
les valeurs de l'intégrale (z) aux sommets des angles tels que a,/3,7,7, 2,7,
formés par les bords des coupures en leurs points de croisement. Evaluons,
dans cette somme I, les termes qui contiennent les valeurs de I'intégrale
w(2) en Tun des six points a,f,r, d,c, situés au point de croiscment
des coupures a,, b,, ¢, ¢,;,: nous désignerons ces termes par I,. L'inté-



Sur les intégrales de fonctions A multiplicateurs. 39

grale I sera la somme des quantités analogues & I, évaluées successive-
ment pour tous les points de croisement des coupures, et Yon aura

I=21I,.
k=1

D’aprés les intégrales évaluées & la page précédente, les termes de
Vintégrale I qui contiennent les valeurs de w(z) en l'un des six points
a,B,r,0,¢c,n, sont

I, = 40(a) — o ()] + Bilo(s) — o(@)] + CGo(s) — Cipo(f).

Mais la figure de la page précédente donne d’aprés la définition méme
des modules de périodicité

o(a) =mo(f) + B, o(f) = o(r) + Cip,
o(a) = mao(y) + 4, o(y) = no(e) + By

I'on tire de ces relations, en exprimant

(), o(r), w(e), o(y)

en fonction de w(a) et faisant comme plus haut

M, ! n
— = My, {7 T}
my N

o(f) = no(a)—mnB, o(r) = no(a) — B, — Cy,y,
o(p) =mo(a)—md,, o(c)=umno(a)—n(md,+ B).
D’aprés cela, la quantité I, devient:
I, = o(a)[4:(1 — n;) — B(1 — my) + mn, G — 0, Gy
+ A B, + Cup) — m, Bidy — n,Cilmi 4, + B + n,Cy, B.
Le coefficient de w(a)
Ay (1 — n)) — By(1 — my) 4 myn, Cp — m, Gy

est mul, en vertu des relations (12) (page 34) appliquées aux modules
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de périodicité de l'intégrale &£(z) dont les multiplicateurs sont m; et n;.
Il reste alors

I, = A;:(n;Bk + Cipy) — B A, — m.Ci(m 4, + B) + n.C,1 By.

Tels sont, dans Vintégrale I, les termes provenant du point de croise-
ment des coupures «,, b,, ¢, ¢,,,: l'intégrale I sera, comme nous I'avons
déja dit,
. k=p
I=2X1,.
k=1

Puisque cette intégrale I est nulle, on a donc la relation cherchée

k=p

(16) EI[A;‘(MB" + Ck+1) — m B A, — ";0/:(”@;141: + Blr) + ";O;HB/:] =0

entre les modules de périodicité 4,, B,, C, et 4;, B;, C, des deux inté-
grales w(z) et £(z) aux multiplicateurs inverses. Comme les coupures
¢ et c,,, wexistent pas, il faudra, suivant des conventions déja faites,

supposer ’ ,
01=01= p+1=Cp+1=O-

Comme vérification, supposons que les multiplicateurs m, et n, devien-
nent tous égaux a l'unité, alors leurs inverses m; et u, deviennent aussi
égaux & l'unité, et les deux intégrales w(#), £(2) deviennent deux inté-
grales abéliennes de premiére espéce. Dans ce cas limite, les constantes
C, et C, sont toutes nulles, et la relation (16) que nous venons d’établir
devient

k=p
3 (4;B,— 4,B) =o,

ce qui est la relation bien connue liant les modules de périodicité de
deux intégrales abéliennes de premiére espeéce.
Remarque. La relation (16) établie plus haut peut étre transformée
& l'aide des relations (12) de la page (34):
A, (1 — ) — B(1 — my) + mn,C, — 0,0, = 0,

k=1,2,...,p
4;(1 — m) — By(r — my) + mn.C, — m,Cppy = 0.

Cest en se servant de ces relations que l'on pourrait montrer que la
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relation (16) est symétrique par rapport aux deux intégrales w(z) et
8(z), c’est & dire que cette relation ne change pas quand on y remplace
4., B, C,, m,, n, par A, B, C;, m;, n, et inversement.

Supposons, par exemple, les multiplicateurs », et n; différents de
l'unité (k =1,2,...,p). Alors on pourra écrire les relations que nous
venons de rappeler

4 — 13 Crpr — myng G + Bip(1 — my)
kT ’

I — ng

’ ’ 7 7 7 ’ 7
A 1 g1 — mpnz Cp + Br(1 — my)
k = 7
I —n;

.y I I
ou, en remplagant dans la premiére #, et m, par — et
k k

4, = _’ml'cok+1 — Cp — . Bp(1 — my)
k mi(1 — ng)

L'on aura donc, en remplagant dans I,, 4, et A, par ces valeurs et
réduisant '

I, = Ay(mB, + C,yy) — my By A, — m,Ci(m 4, + By) + 0, C;,, B,
_ 1t Br(Ciy1 — Cf) + Bi(Crr1 — Or) + 1k (Cry1Cryr — CrCh) .

I —ng
La relation (16) .
kéIk =0,
peut donc sg'écrire
k=p 0 oy ) , ‘ k=p
(1) Y wAlOn = d Al =00 L 3 (0,00, — 0) = 0
k=1 k=1

ot la symétrie se met aisément en évidence. En effet remarquons que
la somme

k=p
El(okﬂ Cir — CCy)

se réduit &
{4
O +10;+1 —— 0101

p
c'est a dire a #éro, puisque

¢, =C=C,=C, =o.

Acta mathematica. 18, Imprimé le 11 mars 1890. 6%
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Ajoutons alors la moitié de cette somme nulle & la relation (17), nous
aurons

k=p 7 ’ , k=p ,
g Br(Cry1 — Cp) + Br(Cryy — Cr) |, 1 I+ nj , ,
k=1 1 — ny + 2 ’; T_"M(Okﬂ 1 — C.C) = o,

relation dont le premier membre ne fait que changer de signe quand
on remplace. By, C,, m;, n; par By, C,,m;,n, et inversement B, C,, m;, n,
par By, C;, m, .
Ainsi, en supposant le genre p égal &4 2 on a la relation suivante,
puisqu’alors
C,=0C =0C,=C; =o:

(18) n B0, + B0, m,B,C, + B,0, + 0,0, (I L né) _

I — ng I —ng 2 \I—n; 1—ng

Intégrales de troisieme espece.

Soit @(z) une fonction aux multiplicateurs m, et n,, l'intégrale de

cette fonction
Jo(2)dz

est de troisiéme espéce, lorsquen certains points 2, ,,... de la surface
de Riemann elle devient infinie comme

K, log(z — 2,), K,log(e —2,) , ...

K ,K,, ... désignant des constantes.

L'intégrale la plus simple de troisiéme espéce sera celle qui reste
finie sur toute la surface de Riemann, sauf en un seul point z, ou elle
devient infinie comme

log (¢ — 2,).
Une telle intégrale ewiste toujours, excepté dams le cas spécial ou les multi-
plicateurs m; et , sont ceux d'une exponentielle de la forme

E ( P ) — —2[A01(2) + Ag109(2) + ...+ Apwp(2)] ]

Dans ce cas spécial, toute intégrale de troisiéme espéce a aw moins deux
infinis logarithmiques 2, et z, comme nous le verrons plus loin.
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En laissant de c6té ce cas spécial, nous allons former I'intégrale
annoncée qui devient infinie en un seul point z, et cela comme

log (2 — #,).
Soit

B, 2) = [ole, 2)de

cette intégrale. La fonction ¢(z, 2,) devra étre uniforme et réguliére
sur la surface de Riemann R,,, admettre les multiplicateurs donnés m;

et n, et devenir en chaque point & linfini infiniment petite comme

z2,

cette fonction pourra devenir infinie en certains points de ramification {

comme une puissance de inférieure & l'unité; enfin elle devra de-

I
2 —C

venir infinie au point 2, comme

. Pour former cette fonction ¢(z, ¢,),

[}
désignons comme précédemment par

w(z) =fw’(z)dz

une intégrale abélienne de premiére espéce, et par

71972 oo vy Top2

les (2p — 2) zéros de la fonction algébrique w(2) qui sont situés a distance
finie, zéros qui vérifient les p relations connues (page 22)

j=2p—2

21 wi(7,) = Gy (k=1,3, ..., )
o

Le rapport
¢, %)

w'(7)
sera une fonction réguliére sur la surface de Riemann R, admettant les
multiplicateurs m, et n,, et devenant infinic aux (2p — 1) points
ZosTirTar e s s

D’aprés ce que nous avons vu dans la premiére partie, cette fonction
aura aussi (2p — I) zéros

ﬁo’ﬂ1’ﬂ2"")ﬁ2p—27
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et son expression sera

oz, 2,) C RO RN NOL G L PIIPY AP ) log my+15(2) 108 iz ... + wp(z) og my]
= le
w'(z) ’

les infinis et les zéros étant liés par les p relations

Jj= ‘210—2

wi(fo) — wi(2) + ; [Wk(ﬂ;) — w,(75)]
= élognk—z—%&[bm logm, + by, logm, + .. b, log my)

k=1,2,...,p.

Comme l'on a
J=2p—2

T w(r)= G,

ces relations peuvent s'écrire

(19) T w(f)

Il

wiy(2) + G, + Elognk-——-l—.[b,,c logm; + by logm, + ... 4 by logm,)
2 2mi

On conclut de la que Ton peut choisir arbitrairement (p — 1) zéros,

Bos Bosrs - +s Poip—s Dar exemple, et déterminer les p zéros restants fj,,
Bis -+ B en fonction des premiers et de z,.
* 1l est essentiel de montrer que la fonction

¢z, 2)

w'(s)
ainsi déterminée devient effectivement infinie au point donné z,; pour cela
il faut montrer que, les zéros B,, fp11, ..., fop—2 étant choisis arbitraire-
ment d'une maniere convenable, aucun des p zéros restants 8,, 8, ..., fou
déterminés par les équations (19) me coincide avec z,. Si l'un de ces
zéros, 3, par exemple, coincidait avec z,, les équations (19) deviendraient
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j=2p—2

(20) > wi(8)

=1

=G + ilognk—%i[b,k logm, + by, logm, + ... + by logm,)

(b=1,2, ..., p)

et elles’ détermineraient g, , §,,..., B,—1, B, en fonction de £,,1, Bpyz) -+
P23 elles établiraient donc une relation entre 8, et By, foizs--rs Pop_2s
ce qui est impossible puisque nous choisissons arbitrairement §,, 8.1,
Botas o+ s Papa- Il est donc absurde de supposer que f§, coincide avec
2, quand on choisit arbitrairement 8,, B,y1, .. -) Popos-

Il est cependant un cas spécial ou les relations (20) ne détermi-
neraient pas B, B, .-, B, P, en fonction de B, foisy -y Popst
c'est le cas ou les seconds membres des relations (20) se réduiraient aux
constantes G, a des multiples prés des modules de périodicité des inté-
grales abéliennes w,(2), w,(2), ..., w,(2), c’est a dire ot I'on aurait

(21) élognk—gi—n:[blk logm1 + bgk 10gm2 + .« + bpk logmp =0.

(k=1,2, D)

Les équations (20) présenteraient alors le cas d’indétermination déja signalé
(Brior, Théorie des fonctions abéliennes, page 96, n° 56), et elles permet-
tralent de prendre arbitrairement B,, B,y ..., By_s; il 1’y aurait donc
plus une absurdité & supposer que S, coincide avec z,. Mais, lorsque
les multiplicateurs m, et m, satisfont aux relations (21), ils sont iden-
tiques aux multiplicateurs d'une exponentielle de la forme

E(Z) = gl +huye)+...+Apup(2)]

comme nous l'avons vu dans la premiére partie (page 15). Donc, en
écartant ce cas spécial qui sera examiné & part, on pourra former une
fonction

1
@ (Z s zo) C tﬁ,oﬂo(z)+mrlﬂl(z)+...+ lezr—2ﬁ?p—2(‘)+ o [wy(2) log m, +105(2) log ma+-... 4 wp(2) log myp]
— (4
w'(z)

réguliére sur R,, admettant les multiplicateurs donnés, devenant infinie
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du premier ordre au point z, et aux points y,,7,,..., 7y, qui sont
les zéros de w'(z) situés 4 distance finie. La fonction

02, 2,) = Cul(2) e P onsO Tt Oy O L Lor(e) logmy ...+ 05(2) Jog me]
)y %o/ T

a donc, comme seuls infinis, le point 2, et les infinis de w'(2); de plus
elle devient a l'infini infiniment petite de l'ordre de :—, Déterminons le
facteur constant C de telle facon que le résidu de ¢(z, 7,) relatif au
point z, soit égal a l'unité, c'est & dire que la différence

I

50(2’" 2/’0)——

z2— 2,

reste finie pour s = z,. Alors l'intégrale

B(2, 2) _—‘ff”(z, 2,)dz

sera une intégrale de troisiéme espéce devenant infinie au seul point z,
de telle fagon que la différence

@z, ) — log(z — z,)

reste finie pour 2 = z,. Nous employons, pour désigner cette intégrale,
la lettre @ que l'on emploie aussi pour les intégrales abéliennes de troi-
siéme espéce: mais il ne pourra pas y avoir de confusion, car l'intégrale
abélienne de troisiéme espéce est désignéec par @,, () et la notre par
B2, 2,)

Si nous appelons Il(z, 2,) Vintégrale la plus générale d’une fonc-
tion aux multiplicateurs donnés, admettant un seul infini z, de telle fagon
que la différence

”(z’ zo) —log (z'—'zo)

reste finie au point z, cette intégrale sera de la forme
Hz,2)=o(,2) + po,(2) + po,2) + ... + g0, ,(2) + C°,

Ot f1yftyy - -y fpy sont des constantes, ,(2), @,(2),..., @,_,(2) les
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intégrales de premiére espéce de fonctions aux multiplicateurs donnés.
En effet la différence
”(z’ zo) - ‘7’(27 zo)

est une intégrale parfout finie, c’est & dire une intégrale de premiére espéce.
Cas spécial. Examinons maintenant le cas spécial ot les multiplica-
teurs m, et m, sont ceux d’'une exponentielle de la forme

E(Z) —_ e—?[llwx(z)-{-)‘.zwz(z)ﬁ-...—~|-lpwp(z)] .
Alors une fonction réguliére sur la surface de Riemann R, et admettant
les multiplicateurs m, et n, est de la forme

E(2)R(s, 2),

R(s, #) désignant une fonction algébrique rationnelle en s et 2. Comme
le facteur E(z) est partout fini et différent de zéro, les infinis du produit
E(2)R(s, #) sont ceux de R(s,z). L'on sait que, si la fonction algé-
brique R(s, s) est en chaque point & l'infini infiniment petite de l'ordre

de zi,, la somme des résidus de cette fonction R(s, 2) sur toute la surface

de Riemann est. nulle; cette fonction admet donc aw moins deuzr résidus
différents de zéro, si tous ses résidus ne sont pas nuls. Par conséquent,
si le produit E(2)R(s,z) w'a que des infinis dordre infériewr au second,
il a aw moins deux infinis du premier ordre, ou bien il Wen a aucun. Si
donc l'intégrale

: fE(z)R(s,z)dz

ne doit avoir que des infinis logarithmiques, elle en a au moins deux, ou
bien elle n'en a aucun et est de premiére espéce.

Voici comment on obtiendra une intégrale de cette forme avec deux
infinis logarithmiques. Soit, comme précédemment

&-)zo’l(z)
Iintégrale abélienne de troisiéme espéce devenant infinie aux points 2, et
g — 2
2, comme log L et
72—z,

E,;O‘l (Z)
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la fonction algébrique qui est la dérivée de cette intégrale: cette fonc-
tion devient infinie aux points de ramification d'un ordre inférieur a
l'unité, elle devient infinie du premier ordre aux points z, et 2, avec les
résidus — 1 et 4 1. L'intégrale

B(2,2,,2) fE @, (

gsera l'intégrale de troisiéme espéce la plus simple formée avec une fonc-
tion aux multiplicateurs spéciaux my, et n,. Cette intégrale est finie
partout, sauf aux deux points 7, et 2 ou elle devient infinie de telle
facon que la différence

‘7)(37 %) 51) + E(zo) log (z - zo) — E(zl) log (z — zl)

reste finie.
L’'intégrale la plus générale possédant cette propriété est

57, 2, 2) + 10,(2) + 1o,(2) + - . + ppy(2) + const,

[y ftyy -~y pt, désignant des constantes, ,(2), @,(2), ..., @,(2) les inté-
grales de premiére espéce aux multiplicateurs spéciaux m; et n;, intégrales
qui sont au nombre de p. (Page 26.)

Modules de périodicité des intégrales de troisiéme espéce.

Prenons d’abord le cas ol les multiplicateurs m, et n, ne sont pas
ceux d'une exponentielle E(z); soit, comme précédemment, @(z, 2,) I'inté-
grale de troisiéme espéce qui devient infinie au seul point z, de la sur-
face de Riemann R, de telle fagon que la différence

@2, 2,) — log(z —2,)
reste finie pour 2 =2,. Si l'on suppose tracées les coupures
Ay Byyenns @y byybyy oo, b5 6,0,..0,0,

de la méme fagon que plus haut (page 31), on voit que lintégrale
@(z, 2,) n'est pas uniforme sur la surface de Riemann R, ainsi obtenue;
car, si le point z tourne autour de z,, cette intégrale augmente de 27i.
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En suivant la méthode exposée par C. Neumanwy (loc. cit. pages 220 et
suivantes) nous ajouterons aux coupures &, b,, ¢, un lacet I entourant
le point #, et nous supposerons, pour simplifier, que ce lacet ! aboutisse
au point de croisement des coupures @, , b ,c,, comme le montre la
figure. Sur cette figure le bord gauche du lacet ! est marqué d’un
trait plus gros; A désigne, comme précédemment, un point du bord gauche
de ce lacet ou d'une coupure quelconque et p le point situé en face de
A sur le bord droit; enfin a et B désignent les deux points ou la circon-

férence o de rayon infiniment petit entourant le point 2, se raccorde avec
les deux bords de I.

L'intégrale @(2, z,) est alors uniforme sur la surface de Riemann
ainsi découpée que nous désignerons par R,,. On voit, comme on l'a
fait pour lintégrale de premicre espéce (page 32), que l'on a:

le long de la coupure a,: @®(4, 2,) — m@(p, 2,) = &, *k=1,2..»
le long de la coupure b,: @(4, 2,) — ma@(p, 2,) = B, *=1,%..»
le long de la coupure c,: @(A,z)— @(p,%)=C, w=235..»
les lettres d,, &,, C, désignant des constantes que nous appellerons mo-
dules de périodicité de Uintégrale @(z, z,) le long des coupures a,, b,. c,.
Reste le lacet 1. La différence
B, 2)—8(p, 2,)

des valeurs que prend l'intégrale sur les deux bords de ce lacet I est
aussi constante, car sa différentielle est nulle. Cette différence constante
le long du lacet ! est égale en particulier &

@(a,2) — &8, 2,)

Acta mathematica. 13, Imprimé le 1 avril 1890, *
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(voyez la figure de la page précédente), c’est a dire a I'intégrale @(z, z,)
prise dans le sens négatif sur la petite circonférence ¢ entourant le point

z,: elle est donc

— 27,
car la dérivée de @(z, 2,) admet le point 2z, comme péle de résidu + 1.
Ainsi, 'on a, le long de la coupure I,

@, s)—o(p,s)=— 2.

]

En résumé, l'intégrale @(z, #,) admet 3p modules de périodicité, a
savoir

a,,q,,...,d, sur les coupures, a,,a,,...,q,

B, B ,...,B, sur les coupures b ,b,,...,10,

C,,..., € sur les coupures Cyy - oy Cpy

— 27 sur la coupure /.

Relations entre ces modules de périodicité.

En appliquant a l'intégrale @(z, #,) les raisonnements appliqués aux
pages 33 et 34 a l'intégrale de premiére espéce w(2), nous déduirons, de la
considération de chacun des points de croisement des coupures, une rela-
tion entre les modules de périodicité et les multiplicateurs correspondants.

Le point de croisement des coupures a,, b, , ¢, et I, (voyez la figure
de la page précédente) donne ainsi la relation

B,(1—m) — & (1 —n) + 2mn,7i + 0,C, = o;

le point de croisement des coupures a,,,,c,,c, donne de méme la
relation
B (1 —m,) — A (1 —n,) — mn,C, + 2,8 = o;
et ainsi de suite. :
On obtiendra en tout, comme aux pages 33 et 34, le systéme des
p relations suivantes

(22) B(1 —my) — (1 — ny) — mm,C, 4 n,C,,, = 0,

ou l'on fait
E=1,2,...,p
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en convenant que

C, = — 2mi, C,.,=o.

L’élimination de C,, C,, ..., C, entre ces p relations fournira facilement
I'équation

k=2 35k(1 —_ mk) — ak(l — ny) L

2 27 Z =0
(23) i +k=l . .= O

qu'il est intéressant de rapprocher de l'équation analogue relative aux
intégrales de premiére espéce (voyez page 34, équation 13).

Remarque. 11 serait absurde de supposer ici les multiplicateurs m,
et n, tous égaux a l'unité, car, dans cette hypothése, l'intégrale de troi-
sicme espéce @(z,7,) avec wn sewl infini logarithmique w'existerait plus,
comme il est bien connu par la théorie des intégrales abélicnnes.

Relations entre les modules de périodicité de Vintégrale @(z, z,) et
ceux d’une intégrale de premieére espéce aux multiplicateurs inverses.

Désignons, comme plus haut, par £(z) une intégrale de premicre
espece d'une fonction aux multiplicateurs m;, et n; inverses de m, ct n,
et appelons

4;, By, G, (1=23:25)
les modules de périodicité de cette intégrale relatifs aux coupures ay, b, c,.
L’intégrale

J=f!2(z)dw(z, 2,)

prise dans le sens positif sur le contour de la surface de Riemann R,
(voyez page 49) est nulle; car, sur cette surface R,,,, la fonction

da(z, z,)

82(2) P

est réguliére et a tous ses résidus nuls.

Si Ton appelle 2 un point du bord gauche d’une coupure et p le
point situé en face de A sur le bord droit, les éléments de l'intégrale J
correspondant a ces deux points seront:

2)da (L, 2)— 2p)id(p, 2,)
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car les deux bords de la coupure sont parcourus en sens contraire par
la variable d'intégration. Comme, outrc les deux bords des coupures
@y, by, et I, le contour de la surface R, comprend encore la circon-
férence infiniment petite o entourant le point 2z, et raccordant les deux
bords de la coupure /, il faudra avoir soin de prendre l'intégrale J sur les
deux bords de toutcs les coupures et sur la circonférence . On a donc

7= [ (1)@, 2)— 2(p)da(p , 2,)]
+ 1000, 2) — 2(p)ds(p, )] |

h

MM

+

>
f

- [12() a0, ) — 2p)a(p , 4]
+ 1800, 2) — 2p)dalo , 2)] + [2()d0(e, 2)

les indices dont sont affectés les signes d'intégration signifiant que les
premiéres intégrales sont prises le long des coupures marquées par l'in-
dice et la derniére le long de la petite circonférence o dans le sens de
la fléche. Cette derniére intégrale est facile & calculer. En effet, dans
lintérieur de cette circonférence ¢ la fonction soumise a lintégration

do(z, 2,)

2(z) o

admet le pole simple 2, avec le résidu £(z), car le facteur __dm(;z, 2

admet ce pdle avec le résidu 4 1. On a donc, puisque la circonfé-
rence o est parcourue dans le sens négatif autour de ¢z,

f!)(z)da‘;(z ) 2,) = — 2mil(z,).
Quant & l'intégrale affectée de l'indice !

Jle()da (@, 2,) — 2(p)da(p , 2,)];

i
elle est nulle; car le long de la coupure / on a

(1) = 2(p), do(2, z,) = da(p, 2,)-



Sur les intégrales de fonctions d multiplicateurs. 53

Enfin, la somme des (3p — 1) premiéres intégrales relatives aux coupures
Wy by €,y qui figurent dans l'intégrale J de la page précédente, peut
étre déduite de la somme des intégrales analogues qui constituent l'inté-
grale I envisagée & la page 36, en remplacant dans cette dernidre
somme w(#z) par @(z, 2). On en conclut, en répétant la suite des trans-
formations que I'on a fait subir & lintégrale I aux pages 37 et suivantes,
que lintégrale J a pour valeur

J = — 2mi(z)
+ Z [Ak(”k e+ Copr) — m Bi&l, — — m G (&, 4 By) + my 18]

Cette intégrale J étant nulle, on a la relation

k=p
(24) EI[AL("/;&% + @’k+l) ny, By, — n,C; (m’k %+ °B> + ,Cipy k]
= 27mi2(z,),

dont le premier membre se déduit du premier membre de la relation
16 (page 40) en remplacant dans cette relation les modules de périodicité
4y, By, €, de lintégrale de premiére espéce w(z) par les modules de
périodicité ak,ésk,@,, de Dlintégrale de troisiéme espéece @(z, 2,). 1l
faudra bien entendu faire

Cl~01

ptt = Cpy1 = O.

Quant & la constante C, elle doit étre considérée comme égale &4 — ami
qui est le module de périodicité de @(z, 7,) sur la coupure I, comme
nous l'avons déja dit & la page 51.

Cas spécial ou les multiplicateurs m;, et n, sont ceux d’une
exponentielle de la forme

E(z) — e~2[l,w,(z)+).2w2(z)+.,.+A,,wp(z)].

Dans ce cas, comme nous l'avons vu plus haut (page 48), linté-
grale la plus simple de troisiéme espéce d’une fonction aux multiplica-
teurs spéciaux m; et n, est donnée par la formule

B2, 2y, 2,) fﬂ o, (2)dz,



54 P. Appell.

@,,,(#) désignant l'intégrale abéliennc de troisicme cspece devenant infinie
aux points 7, et 2, comme
2 -— 2

log;—; -

1

']

— ’ s Foe . . ’ ala 1 L — \
et @,,(2) étant la dérivée de cette intégrale. L'intégrale @(z, 2,,2,) cst
partout finic sauf aux points z,, 2, ou elle devient infinie comme

E(Zl)vlog (’5 - 'zl) — E(zo) log (z _ ’70)'
Pour obtenir une surface sur laquelle I'intégrale
@2, 2, 2)

reste uniforme, nous suivrons encore la méthode exposée par C. NEUMANN
(loc. cit. pages 220 et suivantes) et nous ajouterons aux coupures a, b, c,

un lacet I 4+ m dont les deux bords sont infiniment rapprochés et qui
renferme deux petites ouvertures circulaires g, et o, entourant les points
2, et z. Nous supposerons de plus que ce lacet parte du point de
croisement des coupures a,, b, , ¢,, comme le montre la figure; nous dé-
signerons, avec C. NEuMANN, par R,,, la surface de Riemann ainsi dé-
limitée.

L’intégrale de troisiéme espéce

@(2,2,,2) =fE(z)&');0,l(z)dz

est réguliére sur cette surface R,,: elle possede (3p + 1) modules de
périodicité & savoir:



T
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a,d,,...,8, lc long des coupures @, a,, ..., q,
B, B,,...,B, le long des coupures b,,5,,...,0,
C,,...,C le long des coupures Cyy v vy Cpy

£,9 le long des coupures 1, m.

Les constantes £ et 91U sont faciles & calculer. En appelant a et b les
deux points ou la circonférence o, entourant z, se raccorde avec les

bords de la coupure I/, on aura
b

S=a,2,s)—a,z,2) =fE(z)cT);o,.(z)dz,

a
l'intégration étant faite sur la circonférence o, dans le sens marqué par
une flecche. Comme, & I'intérieur du cercle g, la fonction intégrée posséde
A . s e IR , . .
le pole 2 =2, avec le résidu — FE(z,), lintégrale qui est prise autour
de ce pdle dans le sens négatif a pour valeur

£ = 2mikE(z,).

Quant & la constante 9N elle est égale & la différence des valeurs de
Vintégrale @(v, 7,,#,) aux deux points ¢ et a ou les deux bords de la
coupure m se raccordent avec la circonférence g,. (Voyez la figure de la
page précédente.)

M= @(d,2,,2) —d, 2, 2)

D’autre part on a aussi, en considérant les deux points 3 et y ott les deux

bords de la coupure ! rencontrent cette circonférence o,

£ = ‘T’(T’ Zy s '21) - (’T)(ﬂ, ) Zl);
d'ou en retranchant

M—EL=a(d,2,2)—o,4,2)+ 6(f,2,2)— o, 2, 2)

Or le second membre de cette relation n'est autre chose que lintégrale
@(2, 2,,2) prise sur la circonférence ¢, dans le sens de la fliche, Comme
la fonction

L(e)®,,,(2)
a, dans le cercle o, le seul pole 2, avec le résidu E(z), 'intégrale de
cette fonction prise dans le sens négatif sur la circonférence o, est

— 2mE(z)).
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On obtient donc la relation

M — € = — 27iE (),
d’'oun, d’aprés la valeur trouvée auparavant pour £:

M = 27i[E(z,) — E(z,)].

Relations entre les modules de périodicité de Vintégrale (2, 2, , 2,).

La considération des p points de croisement des coupures donnera,
comme pour lintégrale de premicre espéce (page 34), les p relations

B(r —my) — Ay (1 —ny) — mn,Cy + 0,8y =0
ou
L=1,2,...,p
avec la convention que

C, = 27”"[E('z0) - E(ZJ]’ @p+1 = O.

L’élimination de C,, € ,..., €, entre ces p relations fournira I'équation

k=p
(25) 2mi[E(2) — E(zo)] +Z§Bk(‘ — my) — &y, (1 — ny) I o .
k=1

mMy ..o My ny;

analogue a la relation (23) de la page ;51.

Relation entre les modules de périodicité de Vintégrale (2, 2,, 2,)
et cenwx d’une intégrale de premiére espéce 2(2)
aux multiplicateurs inverses.

En écrivant que lintégrale
Je@)do, 2, 2,),

prise sur le contour de la surface de Riemann R, est nulle, et trans-
formant cette intégrale comme on T'a fait pour une intégrale du méme
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genre & propos des intégrales de premiére (pages 36 4 40) ou de troi-
siéme espéce (pages 51 & 53), on obtiendra la relation

(26) kg (4 (m B + Cpp)) — m By — m Ci(m 8, + B) + m Gy By]
— 27 0(5) E(s,) — 8(2) E(2,))

Comme verification, supposons que les multiplicateurs m, et n, de-
viennent tous égaux & l'unité, leurs inverses m, et m; deviendront aussi
Punité, 'exponentielle E(z) se réduira également & l'unité, enfin £(2) et
@(2,2,, 2,) deviendront des intégrales abéliennes V'une de premiére I'autre
de troisiéme espéce. Comme, dans cette hypothése, les constantes €,
C,,¢e,...,& et C,C,,...,C, deviennent nulles, les constantes C,,,
et C,,, étant nulles par convention, la relation (26) que nous venons de

trouver se réduit 4 la relation bien connue

(48, — By = ami(0(s) — ()]

qui lie les modules de périodicité &,, &,, d'une intégrale abélienne de
troisiéme espéce, aux modules de périodicité A; et B, d’une intégrale
abélienne de premiére espéce 2(z).

Intégrales de seconde espece.

Soit @(z) une fonction aux multiplicateurs m, et n, (k= 1,2,...,p),
l'intégrale

[o(2)da

sera, de deuxiéme espéce si elle n'admet que des infinis algébriques. D’aprés
eela, l'intégrale de seconde espéce la plus simple gu'on puisse imaginer est
celle qui ne devient infinie qu'en un point 2z, et cela comme

I
z 3z

Une telle intégrale existe toujours, quelle que soit la position du point
Acts mathematica, 18, Imprimé le 2 avril 1890, 8+
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2y, 4 condition que les multiplicateurs ne soient pas ceuxr d'une exponentielle

de la forme
E(z) — 3—2[11“7:(1)+A2W2(2)+---+)‘pwp(’)]

non rédwite @ une constante.

Supposons d’abord que les multiplicateurs ne soient pas ceux d’une
exponenticlle telle que E(2). Nous formerons alors, comme il suit, I'inté-
grale de seconde espéce avec un seul péle du premier ordre de résidu 4 1.

Appelons, comme plus haut, w(z) une intégrale abélienne de pre-
micre espéce et '(z) la fonction algébrique qui est la dérivée de cette
intégrale. Cette fonction algébrique w’(s) devient nulle a distance finie
en (2p — 2) points

TivTes s op—2

liés par les p relations bien connues

J=2p—2

2 w(y) =G, *=1,2,p)

j=1

Formons unc fonction ¢(2) admettant les multiplicateurs m, et n,,
devenant infinie du premier ordre aux points

TysTgseers Top—

et dinfinie du second ordre en un point z, donné arbitrairement. Cette
fonction ¢p(#) ayant 2p infinis, puisque 7, compte pour deux, aura aussi
2p zéros ue nous NOMmMmErons

u?v’ﬂl’ﬂg""ﬂmr—?'

D'aprés ce que nous avons vu dans la premicre partie, cette fonction
¢(2) sera '

- - . - 1
¢’ (5) —_ C’e(uzo"(z)+w’o?'(z)+w7’u71(‘)+"'+w7'2p—2ﬁzﬂ O+ p [w0y(2) 1og my +10,(2) 1og mo-t ... + w0p(2) logmp],

les zeros
Uy Vs By fys o vy By
et les infinis

Py @ TroTar oo Tp—2
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étant liés par les p relations

Jj=2p—-2

w (u) — w(2) + w,(v) — wi(2) + El (we(f) — we(r;)]

= ;log n,‘—:—;;:[bl,, logm, + b, Yogm, 4 ... 4 b, logm,],

k=1,2,...,p.
Comme la somme

j=2p—2

El w(7;)

est égale a la constante G, les relations ci-dessus s'écrivent plus simple-

ment
j=p—2

w(u) + wi(v) + El w(f;)

= 2w, (%) + G + élog ”k'_;;{.g[blk logm; 4+ ...+ b, logm,],

Ces relations montrent que, 2, étant donné, on pourra choisir arbitraire-
ment p zéros
u?”’ﬁp+l’ﬂp+2” "9;521)—2

et déterminer par ces relations les p zéros restants:

BisbBosr-os By

On pourra toujours choisir les zéros arbitraires

u, vrﬁpﬂ ’ ,Bp+2 y oo ’ﬂap—-z
de telle fagon qu'aucun des zéros restants

BirbBarewr B

ne coincide avec le point z,. Alors la fonction ¢(z) deviendra effective-
ment infinie du second ordre au point 7. Si l'on considére le produit

¢ (2)w'(2),
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on voit qu'il ne devient plus infini en aucun des points 7, 7,, ..., 73—z
qui sont les 2zéros de w'(z); ce produit devient infini du second ordre
au point z,; il devient aussi infini aux infinis de w/(2) et cela comme
w'(2); enfin ce produit est, en chaque point a l'infini, infiniment petit de

Vordre de ;—; On pourra disposer du facteur constant C qui figure dans

I'expression de ¢f(2), de maniére que le produit

(¢ — 2,)*p(2)w'(2)

tende vers — 1 quand 2 tend vers z,. Alors, dans le voisinage dec 2=12,,
on aura pour ¢(z)w'(z) un développement de la forme

PEW() = — = b =+ By + Gl — )

P, B,,C,, ... étant des constantes dont la premiére est le résidu de
¢(2)w'(z) au pole z,. D’aprés toutes ces propriétés du produit ¢(2)w'(2),

l'intégrale
[o(2)w(2)ds

reste partout finie excepté au point s, ou elle devient infinic comme

I
7 ~—12,

+ P, log (s — 2,).

Puisque, par hypothése, les multiplicateurs m, et =, ne sont pas ceux
d'une exponentielle E(z), il existe une intégrale de troisiéme espéce
oz, 2,)

dont la dérivée admet les multiplicateurs m, et n, et qui devient infinie
au point z, comme

log (2 — 2,).

Donc la différence
e, 2) = [P()0(2)dz — Pya(s, 2,
deviendra infinie au seul point 2z, et cela comme

I
$—12,
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Nous avons ainsi formé l'intégrale de seconde espéce
t(z, 7,)
partout finie excepté au pdle 2z =2, de résidu 4 1. Nous désignons
cette intégrale par la lettre { que RizmanN et NEuMANN emploient pour
désigner lintégrale abélienne de seconde espéce. Cela ne pourra pas

amener de confusion car notre intégrale est appelée #(z, 2,) et V'intégrale
abélienne avec le péle simple z, est appelée par NEUMANN ¢, (2).

Cas spécial ou les multiplicateurs sont ceux d’une exponentielle E (z).

Dans ce cas on pourra toujours former comme précédemment l'inté-

grale
S (a)w(a)de
qui devient infinie au seul point 2z, comme

I
72—2,

+ P, log(z — 2,);

mais alors il n'existe plus d'intégrale de troisiéme espéce @(z, 2,) deve-
nant infinie en un seul point 7, comme log(s — 7). On ne peut donc
plus former lintégrale ¢(z, 7)) comme dans le cas général qui précéde.
Dans le cas actuel cette intégrale n'existe plus: la constante P, ne peut
étre nulle que pour des positions particuliéres du point z,. En effet, dans

le cas présent, la fonction
¢(z)w'(z)
E(z)

est une fonction algébrigue devenant 4 linfini infiniment petite de I'ordre
de :—,; et 'on sait que la somme de tous les résidus d’'une pareille fonc-

tion algébrique est nulle. Or le seul péle de cette fonction, ayant un
résidu différent de zéro, est le point z,: dans le voisinage de ce point on a

Pl (e) = — = ),+zf°zo+Bo ...,

23— 2,

' AN+ Agye) + .t hprp()]

E(z)
- E’(lzo) + 2(;(—25.,) (i (2) + Aws(20) + -« + Aw(2)] + .. ..
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Si Von forme le produit
H()w(3) 15
et si l'on écrit que dans ce produit, le résidu, c’est a dire le coefficient

de

est nul, on a la relation

(27) P, = 2[hwi(2,) + Ahwy(2) + ... + 2, wp(2)]

qui montre que P, n'est nul que pour des positions exceptionnelles du
point z,.

Ainsi, dans le cas spécial dont nous nous occupons ici, il n'existe
pas d'intégrale de deuxiéme espéce devenant infinie en un point arbi-

traire 2, et cela comme Une telle intégrale ne peut exister que

0

pour des positions exceptionnelles du point z, vérifiant I'équation

Ww(20) + Awh(20) + - - . + Aw)(2) = o.

Mais, quel que soit 2,, il existe alors une intégrale

(s, 8) = [P(a)u(a)ds
devenant infinie au seul point 2z, et cela comme

I

Z—2,

+ Po log(‘z — zo)’

P, ayant la valeur (27) ci-dessus. Cette intégrale z(z, 2,)) est, d’aprés
notre classification, de troisiéme espéce; elle peut aussi étre formée de la
facon suivante. Si l'on appelle, avec NEUMANN,

t.(2)
l'intégrale abélicnne de seconde espece admettant le scul pole 2z, au pre-
mier degré et avec le résidu -+ 1, on aura

I
(2, 2,) = ﬁ(;o—)fE(z)dt,’(z).
En effet la fonction sous le signe f

E(s) %ul®)

dz
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est une fonction aux multiplicateurs spéciaux m, ct n,: dans le voisinage
du point z, on a, en appelant E’(¢) la dérivée de E(z),

E(2) = E(z) + (¢ —2,)E(7,) + ...,

dt,
é:dz_(z_lzo)” + o +ale—2)+ ...

d’ou, en multipliant membre 4 membre, puis divisant par E(z,),

E(z) dt,(z) _ I B(z) 1

B(s) ds G B =) T

L'intégrale
1
7 J E(2)(2)
devient donc infinie an seul point 2, et cela comme

I
2 — 2z,

+ P, log (¢ — 2,),

car la constante appelée P, est précisément

Bz,
T B(y)

Cette intégrale est, par suite, égale & (2, 2,), ou n'en différe que par
une somme d’'intégrales de premiére espéce.

Puisque, dans ce cas spécial ot les multiplicateurs sont ceux de
I'exponentielle E(z), il n'existe pas d’'intégrale de deuxiéme espéce avec
un seul péle du premier ordre, l'intégrale de deuxiéme espéce la plus
simple aura an moins deux poles du premier ordre 2z, et 2. Pour la
former, appelons z(z, #,) lintégrale qui devient infinie au seul point z
comme

I
z—z,

+ P log(z—2), P, = 2[hwi(a) + Awi(a) + ... + Lw(a)],
et considérons l'expression

t(z ’ ZO 4 zl) = PlE(ZO>T(z ’ zO) - 'PO'E(ZI)T(Z ’ zl) + POPI(T)(z’ ZO 4 zl)
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oun @(z,7,,4) est lintégrale de troisiéme espéce devenant infinie aux
points 7, et z, comme

B(z,) log (¢ — £,) — E(e;) log (s — ,).

Cette intégrale t(z,2,,2) w'a plus d’infinis logarithmiques: en effet au
point z, elle devient infinie comme

PE(s)| ;= + Py log(e— %) | — PP, E(z,) log (s — 2,

z_..
y A » r » ’
c'est a dire, en réduisant, comme

P E(z,),

’

z — 2z

de méme au point 2, elle devient infinie comme

—PBE(s)[ ;= + P log(e —=2)| + PPE(z) log e —2,)
c’'est & dire comme
P,E(z,)
—=

Remarque. Si T'on suppose que, dans I'exponentielle

E(Z) J— e-2[l,w,(z)+/\2w¢(z)+...+A,,w,(z)]

toutes les constantes 4, 4,, ..., A, sont nulles, cette exponentielle se réduit
a l'unité et tous les multiplicateurs m, et n, (k=1,2,...,p) devien-
nent aussi égaux & l'unité. Alors la constante P, est nulle quel que
soit 2z, et l'intégrale 7(z, 7)) se réduit a l'intégrale abélienne de seconde

espéce ¢, (2).

Modules de périodicité d’une intégrale de deuxiéme espéce.

Nous venons de voir que, dans le cas général ou les multiplicateurs
m, et m, ne sont pas ceux d'une exponentielle E(z), il existe une inté-
grale de deuxiéme espéce

t(2, 2)
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partout finie excepté au point 2, qui est un pdle simple de résidu + 1.
Cette intégrale est réguliére sur la surface R, de Riemanx: elle posséde,
comme une intégrale de premiére espéce, (3p— 1) modules de périodicité
& savoir:

le long de la coupure g, le module de périodicité I,
(k=1,2, ..., p)

le long de la coupure b, le module de périodicité &,

le long de la coupure ¢, le module de périodicité C,. @-23,...n
Cela signifie que l'on a:

le long de a,: ¢(A,2) —mt(p, zo) = dy,
*k=1,2,..,p)

le long de b,: (A, 2)— mit(o,2) =3B,
le long de ¢,: t(A,4)— t(o,2)=C,. (#=2,3,ccp)

Relations entre ces modules.

La considération des points de croisement des coupures fournira entre
ces modules de périodicité des relations identiques a celles qui ont été
établies pour les modules de périodicité des intégrales de premiére espéce.
(Pages 33 et 34.)

L’on obtient ainsi les p relations

(28) By (1 — my) — A (1 — n) — mn,C + n,C;,; =0

ou
k=1,2,...,p

et ou l'on convient de remplacer C; et C,,, par zéro.
De ces relations l'on déduit par I'élimination de C;, C;,...,C;
I'équation

k= ’ ’
zpéBk(I "-""I,k)—ak(l —’nk) I =0
£ mym, ... My ne

Acta mathsmatica. 18, Imprimé le 19 avril 1890, g*



66 P. Appell.

Relations entre les modules de périodicité de Vintégrale de seconde
espéce t(z, 2,) et ceux d’une intégrale de premiére espéce aux
multiplicateurs inverses.

Soit, comme plus haut, £(z), une intégrale de premiére espéce aux
multiplicateurs m; et n, inverses de m, et n,, admettant les modules de
périodicité 4, B,, C;.

L'intégrale

r =f.Q(z)dt(z ) %)
Rape
prise dans le sens positif sur le contour de la surface de Riemann R
est égale a

abe
— 2717‘-9’(20)’

en désignant par £(z) la dérivée de £(2) par rapport & 2. En effet,
sur la surface R,, la fonction
dt(z, z,)
Q) ——

est uniforme et réguliére: elle admet le péle z, et, dans le voisinage de
ce point, on a

2(2) = 2(,) + (z—zo)‘gl(zo) + .0

dt(z;zo)z__‘.._+ a+4+blz—2z)4+...;

(#—2)"

dt(;;i‘lz, le résidu relatif au pole z, est

done, dans le produit 2(z)

— 2(z,).

Ce produit a d’autres pdles aux points de ramification mais leurs résidus
sont tous nuls; de plus il est & linfini infiniment petit de l'ordre de

zl,-. Donc lintégrale I' prise dans le sens positif sur le contour de la

surface R,,, est égale & la valeur de cette méme intégrale prise dans le
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méme sens sur une petite circonférence entourant le point 7, cest a
dire &
— 2mi2 (z,),

comme nous 'avions annoncé.

D’autre part lintégrale I’ se transformera exactement comme l'inté-
grale I que nous avons traitée aux pages 36 et suivantes; et l'on trou-
vera que cette intégrale est égale a

k=p
Z [Ai(m, + Ciy) — miBidly — m G (miCl; + &) + 0, Crp B
On a donc la relation

(20) X [0 + Cp) — miBLO; — mCilmidl; + ) + 1;0;a ]

= — 27i2(z,)
avec la convention

CY; = O}’)-{-l - @; = @;+1 = 0,

Cas spécial ou les multiplicateurs m; et n, sont ceux d’une
exponentielle E(z).

Dans ce cas l'intégrale de seconde espéce t(z‘ , 2,) avec un seul pdle
simple 2, n'existe plus. Il faut la remplacer par lintégrale appelée
t(z, 2,,2) définie par I'équation (page 63)

Lz, 2,,2)=PE()t(z,2) — PE()t(,2) + PP ok, s, 2)
ou encore, d’'aprés les expressions des intégrales
t(2,2,), t(2,2), @(,2,, 2,),
t(e, 2, 4) = P, [E(2)dt,(2) — P, [E(2)dt,(2) + P,P, [ E(2)d@,(2).

Les constantes P, et P, ont les valeurs

Py = 2[Awi(2) + dwy(z0) + ..« 4+ Awy(z)],
P, = 2[Awi(2) 4 Awi(2) + ... + Lw,(2)]
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Cette intégrale de seconde espéce est, comme toute intégrale de seconde
espece, uniforme et réguliére sur la surface R, de Riemann; elle admet
les deux poéles simples 2, et 2, avec les résidus respectifs

PlE(Zo) y T PoE(zl)'

Appelons encore &, &;, €, les modules de périodicité de cette intégrale
t(z,2,,2) le long des coupures @, b, ¢, (zy2=2). Ces modules sont
liés entre eux par.les p relations

Bi(x — my) — (1 — n) — w0, + 2,8y = 0

k=1,2,...,p,

et
C=¢, =o

Enfin, ces modules de périodicité &, B;, C; sont liés aux modules de
2 ky ¥k h

périodicité A4, B, C;, d'une intégrale de premiére espéce £(z), aux
multiplicateurs inverses, par la relation

k=p
Z [A(m + Co) — m B, — mCi(milly + &) + ., 8]
= 2mi[P E(2,) 2(2) — P, E(2,)2(,)],
que l'on obtient par la considération de I'intégrale

f!?(z)dt(z ) %45 8y)

Rase

prise dans le sens positif sur le contour de la surface R, de Riemann.

Formule de décomposition d’une fonction & multiplicateurs
en éléments simples.

De méme que, par la formule de Riemans-Rocr (Journal de
Crelle, t. 84, pag. 294, et C. NeumanN loc. cit. page 258), toute fonc-
tion rationnelle de s et 2z, c’est & dire toute fonction réguliére sur la
surface B de Riemann, peut s'écrire sous la forme d'une somme d’inté-
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grales abéliennes de seconde espéce, de facon que les pdles et les parties
principales correspondantes se trouvent en évidence; de méme toute fonc-
tion & multiplicateurs peut s'écrire sous la forme d'une somme d'inté-
grales de fonctions a multiplicateurs de premiére et seconde espéce, de
facon & mettre en évidence les poles et les parties principales corres-
pondantes. Cette formule que nous allons établir remplace avantageuse-
ment la formule donnée par M. ArreiL (Journal de mathématiques
pures et appliquées, publié par M. Resar, t. 9 (1883), page 11).
La formule de M. APPELL présente cet inconvénient que I'élément simple
devient infini en (p — 1) points étrangers & la question, tandis que notre
élément ne devient infini qu'en un point.

Soit @(2) une fonction admettant les multiplicateurs m, et =,
(k=1,2,...,p) non spéciaur c'est & dire ne pouvant pas étre iden-
tifiés avec ceux d’'une exponentielle E(z); cette fonction est réguliére sur
la surface R,, de Riemann et admet sur cette surface un certain nombre
g de pdles

By 8y e,

que nous supposons d’abord simples et distincts des points de ramification:

solent
R,R,...,R

q

les résidus relatifs a ces pdles. Considérons la différence
A= @(s)—Rit@,s)—Rie,2)—...— R, 2),

ou £(#, ) désigne, comme plus haut, 'intégrale de seconde espéce, d'une
fonction aux multiplicateurs donnés, qui devient infinie au seul point

z, et cela comme Cette différence A est uniforme sur la surface

2y

R,,, de Riemann, car chacun de ses termes l'est; elle demeure sur cette
surface partout finie, car dans le voisinage du point z = z, par exemple
on a par hypothese

O(2) = B, +oa, +a(z—2)+...

z— 2,

et
’ 'Rl
& — Zx

Rit(e,2) =

+ﬂo +ﬂl(z_—zl)+’



70 P. Appell,

ce qui montre que la différence A reste finie pour z = z; enfin la
dérivée de A par rapport a z est réguliére sur R,, et admet les multi-
plicateurs m, et #;, puisqu'il en est ainsi de la dérivée de chacun des
termes de A. Cette différence A est donc l'intégrale d'une fonction a
multiplicateurs et, comme elle est parfout finie, c’est une intégrale de pre-
micre espéce: elle peut, par conséquent, se mettre sous la forme

/11w1(z) + )uzwg(z) +.. .+ /‘p—lwp—l(z) + %,

Uiy Moy -y Mpy €tant des constantes, w,(2), ®,(2),..., w,_,(2) les (p—1)
intégrales de premicre espéce linéairement indépendantes. En égalant A
a cette derniére expression, on obtient la formule cherchée

(30) O(2) = Rt(z,2) + BRit(z,2) + ... + Rz, 2,)
+ ﬂlwl(z) + /{‘2“’2('5) +o o, (2) + €7,

entiérement analogue & la formule de Riemanx-Rocm. (Voyez C. NEu-
MANN, loc. cit. page 258.)

Pour établir cette formule, nous avons supposé les pdles z,,2,,...,2,
du premier ordre: si I'un de ces péles, par exemple z,, était d'ordre n,
il faudrait remplacer 1'élément

R t(z, 2)
par une expression de la forme

2 n—1
Bt(z,zl)_l_ RI'“(Z’Z‘)-I- L+ R(l,,_])a tfi:i),

92, 7 o

Rl(z ’ zl) + E;

comme il arrive dans toutes les formules de ce genre. Nous avons aussi
supposé les points 2, 4,,..., 2, distincts des points de ramification. Il
serait trop long d’indiquer les modifications bien simples que devrait
subir la formule, si certains des péles 2z,,¢,, ..., , coincidaient avec des
points de ramification; ces modifications sont identiques a celles qui se
présentent dans des conditions analogues pour les fonctions algébriques
et les intégrales abéliennes de seconde espéce. (Voyez une Note de M.
GoursaT Sur la théorie des intégrales abéliennes, Comptes rendus des
séances de ’Académie de Paris, t. 97, page 1281.)

- On peut, comme vérification, déduire de cette formule de décomposi-
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tion, les (p — 1) relations qui lient les résidus RB,, R,, ..., B, et les
poles correspondants z,,2,,..., 2, relations que nous avons établies
directement (page 28). Pour cela, désignons par

14 ’ ’
alr ’ a?r AR b apr’
’ ’ ’
351, ) gB?r LA ’ ngr;
!’ ’ ’
@21'7 @31" . "7@111'7

les modules de périodicité de lintégrale #(z, 2,),

r=1,2,...,¢;

et par
A‘lj , A?j , ------- b Apj,
Blj b B?j ’ ....... ’ Bpj,
02;'7 03;'7 tey ij}

les modules de périodicité de l'intégrale de premiére espéce w;(2),
J=1,2,...,(p—1)

Comme les modules de périodicité de la fonction @(z) sont nuls, puisque
O(z) ‘est une fonction & multiplicateurs, la formule de décomposition
établie précédemment (page 70) donnera immédiatement les (3p — 1)
relations

R.a, + B,y + ...+ Rqa'i'q + #1Ak1 + /12At2 + ...+ #p—l-Ak,p-—l =0,
(3 I) R &, + BB, + ...+ Rq"j?’/'cq + By 4+ By + ...+ llp—lBk,p—l =0,
Rlellzl + R2@1’;2 4.+ Rq@)iq + m Cu + Mo Co+...+ HMp—-1 Oh,p—l =0,

k=1,2,...,p, h=2,3,...,p.

Soit, comme dans tout le cours de ce travail, £(z) une intégrale
de premiére espéce d'une fonction aux multiplicateurs m; et #; inverses
de m, et m,, et soient

{, B, G Goii)

£=2,3,..,p
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les modules de périodicité de cette intégrale. La relation qui lie les
modules de périodicité des deux intégrales de premiére espéce

;(2) , £(2)

aux multiplicateurs inverses est, comme nous I'avons vu (page 40)

k=p
El [Al’c(nl’chj + Ck+1,j) — ”?’I,cBlchkj — ”llcCl’c(m/’:Akj + Blcj) + ”202+1 Bkj] = O,

ou, en ordonnant cette relation par rapport a 4, B,;, C;,, ; et changeant
les signes

k=p '
(32) . ’E[Akj (m;Bl,c + myn; OII:)

+ Bkl(n"collc — m A — ”1201,:+1) — Cip,j A/L] = 0,

C,;,=0C¢

w1 = O = Cpy = 0.

»J

En falsant successivement

J=1,2,...,(p—1)

on obtiendra (p — 1) relations de cette forme. De méme la relation
qui lie les modules de pérodicité de lintégrale de deuxiéme espéce
t(#,¢,) et de lintégrale de premiére espéce £(2) aux multiplicateurs
inverses (page 67) peut s'écrire, si on I'ordonne par rapport aux modules
de périodicité de #(z, 2,) et si on change les signes

k

=p
(33) [ (mB; 4+ miniCy) + &, (G — i di — 2. Cipr) — Chp, 4]

= 27i8'(2,)

’ ’ '’ ’
@1,1' = @p-}—l,r = (] = Cp+1 = 0.

En faisant successivement
r=1,2,...,¢,

on obtiendra ¢ relations de cette forme. Cela posé, multiplions cette
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derniére relation (33) par R, et la relation précédente (32) par p, et
faisons la somme des ¢ 4 p — 1 relations ainsi obtenues

(1‘:::I,2,.-.,q;j=1727""p~1>'

Dans cette somme, le premier membre est nul, en vertu des relations
qui expriment que les modules de périodicité de @(z) sont nuls (eq. 31,
page 71), et il reste

R () + B2() + ... + R(z) = o,

ce qui est la relation établie directement (page 28) entre les poles et les

résidus d'une fonction & multiplicateurs. Cette relation, comme nous
l'avons vu, se décompose en (p — 1) relations distinctes.

Cas spécial ou les multiplicateurs sont ceux d’une exponentielle
de la forme

E(Z’) _— e—?[).lu'l(z)-fA2w2(2)+...+lpwp(z)]'

Dans ce cas, la formule de décomposition que mnous avons établie
ci-dessus n'est plus applicable, car l'intégrale de seconde espéce ¢(z, 2,)
avec un scul infini simple nexiste plus. On pourrait alors établir une
autre formule de décomposition en éléments simples, en prenant pour él¢-
ment l'intégrale de seconde espéce #(z, 2,,2) avec deux infinis simples
qui devient infinie en ces deux points comme

P Bi(z) PE(z) 1

z— 2z, %— 2,

On aurait ainsi la formule

r=¢—1

R, e

()= Y prarstle 2 2) F mon(2) + 1o, (2) o g, () 4 O,
r=1

P, désignant la constante 2[Aw;(2,) + Awi(2,) + ... + Lw.(2,)], o,(2),

w,(2), ..., w,(2) les intégrales de premiére espéce qui sont actuellement

au nombre de p.

! Voir page 63.
Acta mathematica. 18, Imprimé le 19 avril 1890. 10*
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Mais il est bien plus simple de remarquer qu'une fonction aux
multiplicateurs spéciaux m, et n, est de la forme

d(2) = E(2)R(s, 2),

R(s, z) désignant une fonction rationnelle de s et z, et d’appliquer en-
snite & cette fonction rationmelle R(s, z) la formule de Riemans-Rocw,
comme le fait M. AprerL. (Journal de mathématiques, publié par
M. Resar, année 1883, page 13, N° 7.)

Expression la plus générale d’une intégrale de fonctions
a maultiplicateurs.

On démontre sans peine, comme on le fait pour les intégrales abé-
liennes, que toute intégrale de fonction a multiplicateurs est une somme
d'intégrales de premiére ecspcce, d'intégrales de troisiéme espéce, d'inté-
grales de scconde espéce et de dérivées de ces derniéres par rapport au
paramctre.  Clest ce qui résulte de ce fait, qu'en retranchant, d'une inté-
grale de fonction & multiplicateurs, des intégrales convenables de troisiéme
espéce et de scconde espéce et des dérivées de ces derniéres par rapport
au paramétre, on aménera la différence a rester partout finie.



