
0UELOUES PROBL MES ISOPI RIMI TRIOUES. 
PAR 

T. BONNESEN 

it COPENHAGUE. 

Dans quelques m6moires prgcddents nous avons truit6 le problSme des 

isop6rim~tres 1 et le probl~me des is6piphanes z au point de rue de la g6om6trie. 

Les propri6t6s extr6mantes du cercle et de la sphSre - -  savoir que parmi les 

figures "~ p6rimStre donn6, soit dans le plan soit sur la surface de la sphere, 

c'est le cercle qui a la plus gr~nde aire, et que la sphere a un volume plus 

grand que tout autre corps de m~me superficie - -  peuvent 8tre exprim6es par 

des in6galit6s isop6rim6triques (voir w I). Le but de ces recherches fur de don- 

ner des d6monstrations 616mentaires de ees in6galit6s sans supposer et sans 

d6montrer d'avance l'existence d'une figure maximante. Ce but a 6t6 atteint en 

am61iorant les in6gaLit6s isop6rim6triques, c'est-s en montrant qu'au second 

membre de l'in6galit6, au z6ro, peut 6tre substitu6e une quantit6 positive en 

g6n6ral, et qui ne s'annule identiquement que dans le cas du cercle ou de 

la sphere. Par ce proc6d6 nous avons 6vit6 aussi tout emploi de limite, excep- 

tion fare,  cela va sans dire, pour la d6finition du p6rim~tre, de la superficie et 

du volume des figures. 

Dans ee qui suit nous nous proposons d'envisager ces probl~mes au point 

de rue du calcul des variations en d6butant par quelques remarques sur les in6ga- 

1 Comptes rendus. Paris t. 172 (I92I), p. IO87--89. Mat. Tidsskr. Copenhague I921. B, p. 
1--13, 48--51. Math. Annalen t. 84 (192i), p. 216--27 (eit6 par la lettre A). Mat. Tidsskr. Co- 
penhague 1923 B, p. 15--22. Math. Annalen t. 91 0924), p. 252---58 (eit6 par B). 

Festskrift til C. JUEI, Mat. Tidsskr. Copenhague I925 B, p. 73--80. Boll. dell 'Unione 
Mat. Italiana, IV 1925, p. 49--56. Math. Annalen t. 95 (1925) P. 267--76 (cit6 par C). 
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litds isopdrimStriques en gdn~ral. Par la m~thode du multiplicateur d'Euler- 

LagTange tout probl~me isop~rim~trique est li6 s nn problSme d'extremum 

libre. Les deux problSmes ont en effet les mSmes extr~males. Mais l'extr~mante 

du problSme isop~rimdtrique n'est pas toujours aussi extr~mante pour l 'extremum 

libre. Dans le cas off les solutions se confondent l'extr4mante du probl~me libre 

fournit immddiatement l'in~galit~ isop~rim~trique, mais cette in~galit~ ne peut 

[)as 8tre am~lior~e par les m~thodes en question. Dans le cas contraire, off 

l'extr~male du problbme isop~rimdtrique n'est pas l'extrdmante du problSme libre, 

on peut n~anmoins, dans certaines conditions, parvenir s l'indgalit~ isop~ri- 

mdtrique par les proc~dds mSmes de l'extremum libre et mSme ~ une in~ga- 

lit~ am~lior~e. 

Les principes de la section I sur les indgalit~s isop~rim~triques sont ap- 

pliques en ddt~il dans les sections I I I - - V I  aux probl~mes des isop~rimStres, de 

l'aire mixte de deux ovales, des is~piphanes et des indgalit~s de Minkowski 

relatives aux corps convexes. Dans tous le s  cas l'existence de la solution du 

problSme libre est d~montr~e par la construction de Weierstrass. Et par les 

coordonn~es tangentielles utilisdes on peut donner de l'int~grale de Weierstrass, 

f E(x, y, y', p)dx,  une interprdtation gdom~trique qui conduit 's des d~monstra- 

tions directes des in~galit~s isop5rim~triques sans faire usage des m~thodes du 

calcul des variations. 

Avant d'entrer dans les d~tails de ces problSmes il a ~t~ n~cessaire d'ex- 

poser dans la section I I  quelques formules concernant les figures convexes. Ces 

formules sont bien connues en partie; pourtant, nous en avons donn~ les dd- 

monstrations en nous appuyant sur les m~thodes de g~om~trie infinit~simale 

exposdes par M. HJELMfLEV. 

[ In~galit~s isop~rim~triques. 

I. Soient (C) un ensemble de courbes C, Iv et Kc deux fonctionnelles, fonc- 

tions de la courbes C. Envisageons dans (C) le sous-ensemble (C') form4 par les 

courbes pour lesquelles la fonctionnelle Kc a une valeur donn~e K. Le probl~me 

isop~rim~trique g~n~ral consiste en la d4termination dans (C') d'une courbe Co 

telle que Ic, ait dans (C') sa valeur minima (maxima). 

Supposons que le probl~me air une solution pour toutes les valeurs de K 

d'un certain intervaUe, K 1 < K <  K~. Ico est alors une fonction de K:= Kco 
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~i,,,- �9 (K,,,,), 

et par hypoth~se l'indgalit6 

L'~  q)( K( ) 

1~5 

est valable pour routes les courbes C, sur lesquelles FI< Kc<K2. Cette inggalit~ 

sera appellee l'indgalitd isop&~in~trique du probl~me. Citons comme exemples 

l'indgalitd isop4rimgtrique du cercle e~ l'in4galit~ isdpiphanique. 

Soient P le p~rim~tre e~ F l'aire d'une figure plane. L'in~galitd isopdri- 

mdtrique 

I 
- -  P ~ ' - - l " - > . o  
4 ~  

exprime alors que parmi routes les figures de p~rim~tre P c'es~ le cercle qui a 

la plus grande superfieie. 

Soient V l e  volume e~ F l'aire de la surface d'un corps dans l'espace s 

trois dimensions. L'in~galit~ isdpiphanique 

I 3 

- - -  ~ - -  V>_ o 

exprime alors que parmi t o u s l e s  corps is~piphaniques, c.-'s ceux qui ont la 

surface I', c'est la sphere qui a le plus grand volume. 

2. I1 est bien conuu que le probl~me isop~rimgtrique peut ~tre r~solu par 

la m~thode du multiplicateur d'Euler-Lagrange, c'est4-dire qu'il existe, ~tant 

supposge l'existence de la courbe Co, un nombre it tel que Co soit une extr~male 

du probl~me d'extremum libre, qui consiste s d~terminer dans (C) une courbe 

rendant minimum la fonctionnelle Ic-k].K~,. (Un cas singulier apparalt, quand C 0 

est une extr~male de Kc.) En d'autres termes, pour r~soudre le probl~me isop~- 

rim~trique (de l 'extremum lid) on peut commencer par envisager le probl~me de 

l 'extremum libre, savoir de minimer la fonctionnelle Ic+itKc, pour une valeur 

arbitraire de it. Ce probl~me conduit s une ~quation diff~rentielle dont l'int~- 

grale d~finit un syst~me de courbes, les extr~males, parmi lesquelles la courbe 

C o est s d~erminer.  Les constantes arbitraires de l'int~grule sont ~ d~terminer 

par la condition que la courbe appartienne ~ l'ensemble (C). Enfin il faut don- 

ner �9 ~ it une valeur it--=-ito telle que Kco=K. 
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Si la courbe Co trouv4e fournit pour ~:;~o un minimum de la fonctionuelle 

Ic+ ~,oKc par rapport "s l'ensemble (C) ou au moins par rapport s un sous-ensemble 

de (C), un voisinage de C O p. ex., elle est aussi une courbe minimante pour le 

probl~me isop6rim~trique, c'est-s par rapport "s l'ensemble (C'). C'est 5vi- 

dent, car par hypoth~se l'in~galit6 

[c + ZoKc>= Ic,, + ;.oKco 

est vraie pour route courbe C de l'ensemble (C), de sorte que si C appartient 

aussi a (C') on a Kc=Kc., d'ofl il suit que 

Mais la proposition inverse n'est pas exacte. C o peut bien 6tre la solution 

du probl~me isop6rim6trique sans representer le minimum de Ic+]~oKc. C'est 

pourquoi il est ngcessaire duns le calcul des variations de d6velopper pour le 

probl~me isopdrimdtrique une th6orie particuliSre. Ndanmoins nous pouvons nous 

borner, pour les probl~mes qui seront trait~s dans ce que suit, 's consid6rer 

l 'extremum libre, ce qui simplifiera la recherche. 

3- Soit E(s l'extr6male correspondant au probl~me d'extremum libre 

Ic,+).Kc, et continue dans l'ensemble (C). Nous supposons que E(Z) fournit, 

darts (C), le minimum de Ic+),Kc pour routes les valeurs de ), comprises duns un 

certain intervalle (s Z~), Z~<),<Z~, c'est-'X-dire que 

L; + ~]x"c>: [~:r + ,~KEff.), 

ou bien 

h,>= 1>.(~) + ;~ ( h%~)- K(,). 

(i) 

(2) 

Les valeurs de KE(~) dans l'intervalle (gl~ Z~) constituent un ensemble (K). A une 

valeur /~o de (K) correspond donc une valeur g~=~o au moins dans (~t,).~) telle 

que h~C~o)--K 0. Z o est une fonction de K o dans (K). Par  substitution de cette 

fonction s 4 o dans IE(~o), cette fonctionnelle sera exprim6e en fonction de Ko, 

IE(~o)=~(Ko). La courbe C 6rant choisie de mani~re que K c = K  o, l'in6galit6 (2) 

prend la forme isop6rim6trique 

=> (3) 

Posons pour abr~ger I~:C~3= 1(),) et KE(~)= K(]O. Pour que l'extrgmale E(),0) 
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soit miniman~e de '.la fonctionnelle IC+),oKC par rapport  s routes les courbes de 

l 'ensemble (C) il faut  qu'elle soit minimante  par rapport  aux autres extra, males 

E(2), 21~ /~2~ ,  ce qui s 'exprime par la condition 

I().)--I(~o) + ).o {K().)--K(Zo)} :> o 

ou bien 

a v . p -~ ] 

O. - -  ) . o ) t  1 (i(o) +/.o K 0.o), + 2 ()~- ~-o)' {I" (i(o) + ).o K" ().o) } q- (Z-- go) s a >= o, 

en supposant l 'existence des deriv6es I', I", I'", K', K", K'". 
sdquent les conditions n6cessaires suivantes 

I '  (go) + Z o K '  (go)=o, 

1" (go) + ~0 K"(20) >_-- o. 

Si l 'on suppose que 

dans l ' intervalle ).1_--< )._--< )..2 , il faut  que cette extrdmale vdrifie l ' identit6 

et que l 'on air de plus 

dans l ' intervalle (21,).2). 

l ' identit6 

On a par con- 

l 'extr6male E0~  ) est minimante  pour route valeur de Z 0 

I "  (Z) + Z K"(Z) + K '  ().) : o, 

et la condition (5) peut  donc s'gcrire 

g '  (z) =< o. (5') 

En introduisant  la fonction I()~)=O(K().)), l ' identit6 (4) prend la forme 

).:=-- O'(K(Z)). (4') 

L'identit6 (4) conduit  s l '6quation diff$rentielle des extr6males (la condition 

d'Er~L~R) et l'in6g~lit6 (5) conduit  's la condition de LEGEI~DR~,. 

4" Revenons 's la condition de minimum (2) 

Ic>= I ()~) + ;t(K(Z)--Kc) 

F'(z) + z K"(Z) >= o (5) 

Mais la diff6rentiation de (4) par rapport  s • donne 

(6) 

I'(z) + z K'(Z) = o (4) 
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off Ie et K(: sont constantes,  c.-'L-d, qu'elles sont les valeurs des fonctionnelles 

sur une courbe fixe C. Posons 

().) .-= I(4) + ). (K (4) - -  K(,) 

et cherchons la plus grande valeur de ~p(Z) duns l ' intervalle (4~, Z_+). On a 

~(Z) -- ~(Zo)- (4--ko) {~ (Zo) + o ~ (Zo),- K(Zo)--K~} 

+ [() .--) .  *~ ' . . . .  K '  .o) t I (4o)+/.oK (4o)+2 (Zo)}+(4 Zo) sa ,  
2 

ou, par suite de (4) e~ (6), 

I (~__~o)2K, (40) -~- ()__~o)3 o~. ~p(4)-- ~p(Zo)-- (4-- Zo) {K(Zo)-- K(,} + 2 

Soit maintenant  4 o la valeur de ). pour laquelle K(]~o)=Kc et supposons que 

g'(4o) < o, (5'). On a 

( ) . -zo7 K' G)  + (Z-- Zo7 ~(4)-- ~(4o)-- 

et l 'on voR que ~P(Zo) est la valeur maximale de W(E) duns l 'intervulle (4, ~). En 

rdsum6 nous avons le rdsultat  suivant:  

Soil E(~) l 'extr6male minimante corrrdspondant au probl~me de l 'extremum 

fibre de la fonctionnelle Ic+4K~,  ce qui est exprim6 par l 'in6galit6 

[c ~ IE(~.) + ).(K~(~)--Kc) , (2) 

off )~ peut  prendre les valeurs d 'un certain intervaile ) ~ s  Si on consid8re 

comme courbes d e  comparaison les seules courbes C, pour lesquelles il existe 

dans (41, 43) une valeur de Z telle que KE(~o)=Kc, l 'indgalitd (2 ) fourn i t  pour  

cette valeur de ~ l'indgalit6 isopdrimdtrique Ic~IE(~.~l ou bien 

I~, >__ ~(K(,), (3) 

et IE(~) est pr6cis6ment la vaIeur maximale du second membre de (2) dans Fin- 

tervalle (~1,)~). 

5. Consid6rons maintenant  le cas oh l 'extrdmale E(~) n 'es t  pas une courbe 

minimante. C'est dire que nous supposons qu'il est possible de t rouver  une 
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valeur /-=~o telle que la fonctionnelle Kc, air sur E(~0) (qui v6rifie la condition 

(4)) la valeur donn6e de Kc, mais que la fonctionnelle Ic+gKc, n'est pas mi- 

nim6e par E(g0). Dans ces circonstances l'in6galit6 (2)n 'es t  pas exacte pour 

route courbe de comparaison; avant tout elle n'est pas valable par rapport aux 

courbes d'un voisinage de E(g0). N6anmoins on sait, dans certains cas, d6ter- 

miner un ensemble C de courbes par rapport auxquelles E(10) est minimante. 

Divisons la courbe C par une s6rie de points en des arcs partiels Ca, C~ . . . .  C,, 

et supposons que [c=Ic,~ + Ic~ + ... + I% et Kc,=Kc, + Kc~ + ... + K%. Supposons en 

outre qu'il soit possible de subdiviser l'arc d'extrdmale de mani~re que chacun 

des arcs partiels soit minimant par rapport aux arcs correspondants des courbes 

de comparaison. Pour t o u s l e s  arcs subsiste alors une indgalitd analogue ~ (2) 

et par addRion de routes ces indgalitds on voR que l'inSgalit~ (2) sera valable 

pour route courbe formde par les arcs susdits. 

Cela pos~ nous envisageons une courbe de comparaison C et l'extrdmale 

isop~rimdtrique E(g0) , KE(~)-~Kc. Supposons qu'il soit possible de construire un 

faisceau d'extr~males E(Z), Z ~ ) ~ g ~  de sorte que chacune de ces extr~males soit 

divis~e comme C en des arcs partiels de la nature susdite. L'in~galitd (2) subsiste 

alors par rapport s C pour routes les valeurs ~ de rintervalle (~1, Z.~). Puisque 

les  extr~males v~rifient la condition (4) nous avons comme dans le paragraphe 

precedent 

- - 

en ddsignant toujours par ~p(Z) le second membre de (2). Dans le cas en ques- 

tion K'(lo) n'est pas ndgatif (5'). Supposons K'(g0)>o. La fonction ~P(7)a 

alors un minimum relatif pour s  et le dgveloppement pr6c~dente nous a 

montrd qu'il n'existe des maxima et minima relatifs que pour des valeurs de g 

satisfaisant ~ l'dquation KE(~.)=Kc. La valeur '~0 peut ~ r e  ou non situde s 

l ' int~rieur de (Zl, Ze). Dans les deux cas les valeurs ~p(Zi) et ~0(g.2) de ~p(Z) sont 

plus grandes que ~P(~0)--~IE(~o)=q)(Kc). Ainsi nous trouvons ggalement dans ce 

cas l'in~galit~ isopdrimdtrique, q)(Kc) indique une limite infdrieure d e  la fonc- 

t ionnelle/c,  mais ~p(ll) e~ ~p(Z.2) sont des limites inf~rieures plus grandes; en d'autres 

termes l'indgalitg isop~rimd~rique a dt~ amdlior~e dans le cas actuel par l'in~ga- 

lit~ (2), valable par rapport s routes les courbes C, pour lesquelles la construc- 

tion exposde ci-dessus est possible. Les limites (Z1, g~)de l'intervalle de con- 

struction ddpendent de la courbe C en question. Dans la 3 e section, sur le 
17--25389. Acta mathematica. 48. Imprimd le 3 f~vrier 1926. 
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l)robl~me isop6rim6trique proprement dit, nous verrons comment la construction 

peut 8tre faite et comment elle conduit "s une in6galit6 am61ior6e concernant 

route courbe ferm6e. 

L'in6galit6 (2) peut 8tre raise sons la forme suivante, 

en posant I~:(z):r .=--q)  (/~E(z)) (4') et retranchant aux deux membres de 

(2) la quantit6 @(Kc). C'est-i~-dire que 

Ic--q)(Kc)>= -- ~ (Kc-- K~:(zl)'q)~,-(K), (6) 

off K repr6sente un nombre compris entre Kc et KE(~.). De ). = -  q)'K(KE(~.!) 
on tire 

de sorte que 

K'(~.) 

I , , -  ( K c -  (6 ' )  - ' 

oh t* est un certain hombre compris entre ). et ~0. Si K'(]~) est n6gatif dans 

l'intervalle 0.1, he) le second membre de (6') est n6gatif pour route valeur de )., 

except6 pour la valeur ).0 pour laquelle il s'annule, et l'in6galit6 devient l'in6galit6 

isop6rim6trique. Au contruire si K'(~) est positif, nous obtenons une in~galit~ 

isop6rim6trique am61ior6e. 

II. Sur  les figures convexes. 

6. Par  figure convexe du plan ou de l'espace on entend un ensemble de points 

qui contient avec deux points /) et Q tout le segment de droite P Q. La fron- 

ti~re d'une figure convexe et born6e dans le plan est une courbe simple con- 

vexe ferm6e C. Cette courbe peut ~trre compos~e, ou bien en partie, ou bien duns sa 

totalitY, de segments de droite. En tout point de C existe, comme cons6quence 

de la d6finition, deux demi-tangentes formant un angle q~ tel que o<~_--<~. 

Par  dualit6 les points anguleux d'une courbe (off ~ < ~ ) c o r r e s p o n d e n t  s des 

segments de droite. On entend par droite d'appui de C une droite qui a en 
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commun avec C o u  bien un point unique ou bien tout un segment. Les points 

communs sont dits points d'appui de la droite. Par point caract~ristique d'une 

droite variable on entend le point limite de l'intersection de la droite avec une 

droite voisine. Une droite d'appui qui a u n  segment en commun avec (/ a 

donc deux points caractdristiques: les extrgmit~s du segment. Quand la courbe 

est parcourue par un point P, la demi-tangente de P orient~e conform~ment au 

sens de parcours varie en g~n~ral d'une mani~re continue. Cependant, en un 

point anguleux la demi4angente fair un saut. D'une mani~re analogue, le point 

caract@ristique d'une droite d'appui qui parcourt la corbe varie de mani~re con- 

tinue saul au passage par un segment de C, off le point caract~ristique fair un 

saut de l'une des extr@mit~s du segment '~ l'autre. 

Pour les surfaces convexes, fronti~res des corps convexes, on a aussi les 

re@rues rdsultats pour les notions analogues, s savoir celles de plan d'appui et 

de point d'appui. 

7. Pour les recherches analytiques relatives ~, une courbe convexe Ci l  sera 

commode de faire usage de coordonn~es tangentielles polaires. Soient 0 l'ori- 

gine, a et f l les  axes d'un syst~me de coordonn~es rectangulaires. Soient t u n e  

droite d'appui de C, T son point d'appui ou bien le point caractdristique de t 

pour une variation de sens bien ddterming. Soit de plus N le pied de la nor- 

male n abaissde de 0 sur t. Nous supposons que la courbe C est orient~e con- 

form~ment au sens positif du syst~me de coordonn~es aft-+-~, et que le 

sens positif de t est conforme "s l 'orientation de C. Choisissons enfiu le sens 

positif de n de mani~re que < ( n t ) : +  7~ Posons <(at)--x, ON:-y. Alors 
2 

(x, y) sont les coordonn~es polaires de la droite t. y est sur C une fonetion 

continue et p~riodique de x de p~riode 2z. Si 0 est choisi '~ l'int~rieur de C, 

y est positive pour route valeur de x. Le lieu du point N est la podaire (N) 

de C par rapport 's l'origine 0. L'~quation de C en coordonn@es tangentielles 

est en m~me temps l'dquation de (N) en coordonndes ponctuelles polaires. 

8. La ggomgtrie infinit@simale de la droite variable prend une forme ex- 

tr@mement simple par la m~thode des repr~sentants (diff~rentiels) de lVI. ttJ~.LMS- 

LEV 1, dont nous donnerons ici un r~sum~. 

J. HJELMSLEV, Lrerebog i Geometri til Brug ved den polytekniske L~ereanstalt, Copen- 
hague I918 (2. 6d. 1923). - -  Les principes infinit~simaux sont exposds par M. HJELM.~LEV dans sa 
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Soit t' une droite variable tendant vers une droite t, et soient-P, Q, R , . . . ,  

des points fixes sur t. Des droites invariables passant par P sont coup6es en 

P1, P~, P ~ , . . .  par t ' .  Les segments PPi, PPo,... tendent vers z6ro, mais les 

rapports PPI:PP~,.. .  out 6videmment des limites d6termin6es, puisqu'il en est 

ainsi pour les angles des triangles PPIP~,... Reprdsentons les segments infini- 

ment peLits PP1, PP~,... par des segments finis PP', PP", . . .  d0nt l'un, PP' 
p. ex., est choisi arbitrairemenL, les autres 6rant ddtermin6s de mani~re que 

PIP" : P I P ' =  lira (PP~ : PP1),... Cela pos6, les points P',  P " , .  seront 6videm- 

ment situ6s sur une droite p parull~le ~ t, appelde la directrice de P. Pour bien 

d6fiuir la vuriution de t' il suffit de connaltre la limite du rapport Q Q~:PPi, off 

(2~ est le point d'intersection de t' avec une droiLe donn6e passant par Q. On 

construit le repr6sentant QQ' de (~)Qi de sorte que Q{f:PP'-~ lira (QQt :PP1), 

et la direetrice q de Q esL d6termin6e. I1 n'est pus difficile de montrer alors 

qu'~ tout point R de t correspond une direetrice r bien d6termin6e. Si qr es t l a  

distance mutuelle de q e t r  on a en effet qr:pq=QR:PQ. Sur t il existe un 

point T, dont la direetrice eat lu droite t elle-m6me. T est le point earaet6ris- 

tique de t. Lorsque deux des directrices se confondent, il en est de m6me de 

touLes les direetrices, et le point T est ulors ~ l'infini. S i t  et t' sont coup6es 

en P e t  /)1 par une courbe donn6e, lu droite PP~ tendru vers la tangerine en P 

et le repr~sen~ant du segmen~ PP~ sera d6eoup6 sur la tungente par t et p. 

Consid6rons maintenanL deux droites t et s qui varienL simultan6ment de 

mani~re qu's touLe position de s corresponde une position d6termin6e de t, et 

supposons que les syst~mes des direetrices de s e t  t soient donnds. Soit P l e  

point d'intersection de s eL t, (P) le lieu de P. En g6ndrul on pent alors con- 

struire la tangente de lu courbe (P). Soit en effet P~ un point de (P) voisin de 

P. Le repr6sentunt du segment PP~ aura son ex~r6mit6 P '  sur les deux 

directrices de s e t  de t correspondant au point P. PP' est par consdquent 

tangente s (P). I1 n'y u que duns le cas off P est le point curuet6ristique 

rant de s que de t, que la tangente reste ind6termin6e. 

Soient enfin P Q un segment d'une droite variable, /)1 Q1 un segment voi- 

sin et supposons que PP~ et Q Qt aient des reprdsentunts d6termin6s PP' et 
Q Q'. L'accroissement PIQ1-PQ aura alors un repr6sentant 6gul ~ la diff6- 

rence entre les projections sur t des repr6sentants Q Q' et P t  r 

th~se de doctorat, Copenhague I897 (JOHANNES PETERSEN, Grundprinciper for den infinitesimale 
Deskriptivgeometri). 



Quehtues problbmes isopdrim6triques. 133 

9. Revenons "2 la courbe convexe C et '2 sa podaire (N) par rapport s 0, lieu 

de l'intersection des deux droites variables t et ~, dont les points caractdristiques 

sont T et 0 respectivement. Pour trouver la tangente de (N)en N i l  faut 

construire les directriees de J~ e~ t correspondant au point N. Entre ~ et la 

droite voisine n' est d~coup6 sur la droite t regard~e comme fixe un segment reprd- 

sent~ par NN'=ON. Sur 1~ droite fixe n e s t  d~coup6 entre t et la droite voi- 

sine t' un segment dont le repr4sentant doit avoir la longueur NN"~-NT. En 

t 

/p. 
Fig .  L 

effet n e t t  ont la m~me vitesse angulaire, l'angle n t dtant constamment ~gal 

a - .  Les directrices N'M~n  et N " M ~ t  d(~terminent la tangente N M  ~ (N). 
2 

Des triangles 6gaux ONT et J l N " N  on ddduit imm~diatement le th6orbme 

connu sur la tangente ~ la courbe podaire, savoir que < OTN=-< O,~M. 

Le repr~sentant de l'accroissement du rayon vecteur ON-~y de la podaire 

est 6gal "s la projection NN" du reprdsentant NM. Mais N-hr":NT et par 

suite, 

dy 
d-x -y'(x)-=NT. (7) 

Soient p la normale de t en  i', OP la perpendiculaire ~'~ t, et soit < tp-~ 
7g 

+ - .  Le point caractdristique R de p est situd sur la d~veloppde de C. 
2 

Maintenant on a OP=NT=y'(x) et d'apr~s (7), PR=y"(x) et T R : T P +  PR---: 
ON+PR==y+y", c'est-'~-dire que le rayon de courbure de C a pour longueur: 

#+y" .  
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IO. Soit A un point fixe sur la courbe U, et posons 

O n  a 

s (x)=  ,_, A T +  T 5  ~. 

~,.' (x) = v (*), (8) 

pour une variation off 7' est le point caract~ristique. Pour d~montrer cette 

formule il suffit de trouver le reprgsentant de l'accroissement infiniment petit 

s(x+ Jx) - -s (x ) .  Soient /'1 et N~ les points voisins de T et N corr~spondant 's 

l 'amplitude x+./Ix.  On a alors 

8' (X + / J X )  - -  3 (X)~- L) A T 1 -t- T l N,  - - ( ~  A T+ .T.V) 

: = u  T ~'~ + (T~N~-- T N). 

Le rep%sentant de N N  1 est N]tl, dont la projection sur t e s t  N N ' = O N .  TTx 

a l e  mSme reprdsentant que sa projection sur t et ce rep%sentant est ggal au 

reprdsentant de l'arc T T  1. Le rep%sentant de s ( x + J x ) - - s ( x ) e s t  par cons(~- 

quent ~gal g ON=y(x). Ce qui d~montre la formule (8). 

Soient tl et ts deux droites d'appui de coordoandes (xl, yj) et (x 2, y~), Tx 

et T2 leurs points d'appui et N~ et _h~ les pieds des perpendiculaires abaiss~es 

de 0. I1 rdsulte de la formule s'(x)=-y(x):que 

x.  2 

N, ~', + ,_, T~ l; + '&.,5 = j ' v  (x) 
:r I 

dx. (9) 

Posant x2=x 1 + 2 J/:, on trouve pour la longueur P de C l'expressioa bien connue 

2$g 

1' - j ' y  (x) d x. 

0 

(io) 

Par largeur de la courbe (7 duns la direction n on entend la distance 

num~rique des deux droites d'appui perpendiculaires g n. La largeur 1/ est 

une fonction p&iodique -//----_//(x) de l'angle x=an ,  de p&iode ~r. De (Io) on 

d~duit alors la formule 

t '  = J ' A  (x) d x, 
O 

(10 
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qui peut 6tre aussi d6duite d'un th6or~me plus g6n6ral de CAUCHY. ~ La largeur 

moyenne de C est 6gale d'apr~s (i I) 's ~ P, d'oh il suit que .4(x) prend la valeur 

I 
P pour deux valeurs de x au moins, z/(x) 6tant une fonction continue. 

7~ 

Remarquons encore qu'on peut d6montrer la formule (IO)directement quand 

C est un polygone. Soient (a, ~) les coordonn6es rectangulaires d'un sommet du 

polygone et, par cons6quent, y-=a cos x+ f l  sin x l'6quation du sommet en coor- 

donn6es tangentielles. Pour d6montrer la formule (9), il suffit de d6terminer la valeur 
2" 2 

de l'int6grale ~ y  dx, oh Xl et x~ sont les amplitudes des cSt6s adjacents; dans 
t d  

Xl 

ce cas oT~T~ est 6gal .s z6ro. La formule (Io), d6montr6e pour un polygone, 

s'6tend '~ route courbe convexe, celle-ci 6rant la limite d'une s6rie de polygones. 

II. L'aire F limit6e par (' est exprim6 e par la formule 

(i2) 

2 ~  

En effet ~ f y ~ d x  est l'aire limitde par la podaire de C par rapport h O, et 

0 

2z 

-I 2 ;y '~dx  est l'aire engendr~e par le segment . . . .  1 ~\ =:~!, quand - I  

0 

eourbe, e'est-~-dire l'aire limit6e par C' et la podaire. 

Avee les m~mes notations que ei-dessus on a de plus 

t parcourt la 

A O~\~T1 + secteur 0 T 1T~ +/~ 0 T. o. -- 2~ 

a't 

(i3) 

off les signes des aires des triangles et du secteur sont conformes aux sens de 

parcours indiqu6s. 

Paris, comptes rendus, XIII  (I84I), p. Io6o--65. 
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I2. Par le raisonnement qui nous a conduits s la formule (I2), nous pou- 

vons calculer le volume d'un corps de r~volution, dont la courbe m4ridienne est 

uue courbe convexe C symgtrique par rapport s l'axe a. Tout d'abord le volume 

limit~ par la surface podaire engendr~e par la rotation de la courbe podaire (N) 

de C autour de l'axe a e s t  ~gal ~ ~ z ; y ~  sin xdx.  I1 reste ~ calculer le vo- 
3 J "  

0 

lume limitd par les d e u x  surfaces de rdvolution. Les coordonn~es rectangulaires 

des points N e t  T sont (aL-~y cos x, fll~-Y sin ~c) et (a2~y cos x~y' sin x, f l~-  

y sin x+y' cos x). Par un accroissement infiniment petit dx de x le segment 

.NT=y' engendre un secteur infinitgsimal, dont l'aire est dgale s Izy'~dx. Le 

) centre de gravit~ de ce secteur a les coordonn~es 3 1 + ~  2 I , L e  

volume engendr~ par la rotation de ce secteur autour de a a donc la valeur 

zy'~(y sin x+[y  ' cos x)dx, et la mesure du volume du corps de r4volution en 
3 

question est 

V = ~ ; ( 2 - y  3 sin x - - y y  '~ s i n x - - - ? l  ''~ cos x dx. (14) 
. J \ 3  3 
0 

13. Donnons enfin une expression de l'aire F de la surface engendrde pur 

la rotation de C: 
y~ 

0 

Cette expression n'est qu'un eas particulier d'une formule vMable pour route 

surface convexe, que nous nous proposons maintenant d'~tablir. 

Soient t u n  plan d'appui d'une surface convexe S, T son point d'appui et 

N le pied de la perpendiculaire s t abaissde d'un point fixe 0 situ~ ~ l'int~rieur 

de S. Ddcrivons de 0 comme centre une sphere de rayon ~gal s l'unit~, et soit 
_____) 

enfin n le point d'intersection de cette sphere avec la demi-droite ON. La sur- 

face de S p e u t  ~tre exprimde par l'int~grale 

(16) 
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d~o d6signant l%16ment de surface sph~rique au point n, et l 'iut6gration dtant 

6tendue ~ route la sphere. Pour une surface de rdvolution on a NT=y', d'ofi 

rdsulte la formule (I5). 

La formule (I6) peut 8tre d6duite d'un thdorSme de CAUCHY 1 concernant 

l'aire d'une surface quelconque S. Soient p u n  point sur la sphbre de centre 

0 et de rayon I, dw l'~16ment de surface sph6rique au point p et soit z~ un 

plan perpendiculaire ~ Op, le plan tangent en p p. ex. Soit Q la somme des 

valeurs numdriques des projections sur .~ de t ous l e s  6ldments de la surface S. 

L'aire F de S p e u t  alors 8tre exprimde par l'int~grale sph6rique 

F= f Qd ,. (17) 

Cette formule de Cauchy peut 6tre v6rifi6e par un calcul direct dans le cas off 

O ~- 

d/3 

p 7-" 

Fig.  2. 

S est une portion de plan. Par consequent elle est 4galement valable pour 

route surface, l'aire d'une surface quelconque dtant la limite d'une cer~aine s6rie 

de surfaces polyddriques. 

Prenons maintenant pour S u n e  surface convexe. Le contour de la pro- 

jection de S sur le plan z e s t  une courbe convexe C dont les droRes d'appui 

sont les traces de eeux des plans d'appui de S qui sont perpendieulaires s z. 

Soient N '  et T '  les projections sur z de N e t  T .  La somme Q des valeurs 

num~riques des projections des ~l~ments de S est ~gale au double de l'aire 

limitde par C. On a done, par la formule (I2), 

1 Paris ,  Comptes  rendus,  X I I I  (I84I), p. IO6O--66. 

18--25389. Acta mathematica 48. Imprim6 le  4 f4vrier 1926. 
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~ r t  

~2 : �9 . ] ' (p  3 '~-- N'  I ''~) ,I.,', 

0 

off p N ' -  ON et N'T'=--~ NI '  cos ~:, a 6rant l 'angle que fair T N  avec le plan ,-~. 

2 ~  

6J ----.f(O N 2 - - N I  '-~ cos 2 ,) dx, 

'2 ,"[ 

, = l I - 2 . T  . ( O N t -  

o 

3"T-" cos  -~ , ) , l~ . .  ( iS)  

L'angle  x que fair p N '  avec un axe fixe du plan ~ peut  6tre mesur6 sur le 

grand cercle polaire de p, tandis que a peut  6,tre mesur6 sur le grand cercle 

1)olaire de n. L'616ment de surface sph6rique d o  au point  p peut  6tre regard6 

comme le produi t  de deux 616ments l infaires da et d,3, le premier  mesur6 sur le 

grand cercle polaire de n. le second sur le grand cercle p n .  Envisageons dans 

l'inb6grale tr iple (18) les 616ments qui corr6spondent  au m6me plan d'appui t, le 

point  p~ 6rant fixe, tandis que p varie sur le grand cercle polaire de , .  La 

somme de ces ~16ments est 6gale ?t 

2 r r  

dx dfl J'(O X ~ -  X 

0 

T "~ cos e et) d r t=2zd , , ' d ,8 ( ( )X" - - !  .V 7"~) �9 

L'616ment lin6aire dfl sur le grand cercle p n  peut  6tre t ransport6 du point  p au 

point  ~t, et le produi t  dxdt~ consti tue alors un 616ment de surface dco correspon- 

dant  au point  u. L ' int6grale  (I8) peut  ainsi 6tre raise sous la forme 

I (  ) 
F : :  r N ~ -  I- N T 0~ do,. (16) 

Dans son m6moire ~,Volumen und Oberfliiche:: ~ MINKOWSKI a donn6 une 

expression de l 'aire d 'une surface eonvexe ,~ courbure continue, d'ofi ( I 6 )p eu t  6tre 

deduite  par une int6ga'ation par parties. M. BLASCHKE 2 a donn6 "~ la formule de 

Minkowski la forme suivante 

t HERMANN MINKOW.~KI, Gesamnlelte Abhandlungen,  Bd. 2, p. 235- 41. 

" W. BLA.~CKE, Kreis und Kugel p. l lo (lmipzig ~916). 
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og H =  O N  est une fonction du point: n de la sph&re, e~ oh J H  repr6sente le para- 

m~tre diff6ren~iel du premier ordre de Beltrami. Un calcul direct permet de 

v6rifier que ~ H =  N T  ~. 

III. Le probl~me des isop~rim~tres. 

I4. Le probl~me isop6rim6trique propremen~ dit eonsiste ~ d6terminer 

parmi routes les courbes planes ferm6es de p6rimStre donn~, celle qui renferme 

la plus grande aire. 

I1 es~ bien connu que c'es~ le cercle qui fournit la solution du probl8me. 

Soient P l e  p~rimgtre, F l'aire d'une courbe ferm6e. L'aire du cercle isopdri- 

m6.trique est 6gale ~ --~ P~, et la propri~t6 maximante du cercle peut donc ~tre 
4 z  

exprim~e par l'in6galit6 isop6rim6trique classique 

I -  >o,  (I9) 
4 z  

dans laquelle le signe d'6galit6 ne vaut que pour le cercle. La quantit6 

I 
- - P ~ ' - - I , '  scra appel~e dans ce que suit le d~ficit isop~rim~trique de la figure, et 
4 z  
nous nous proposons de d~montrer que le d6ficit est effectivement positif, c'est-~- 

dire qu'il est plus grand qu'une quantit~ positive, g~ometriquement d6termin6e 

par la figure m~me. Seulement dans le cas du cercle cette quantit6 s'annule. 

En d'autres termes, nous nous proposons d'~tablir une in~galit6 isop6rim6trique 

am61ior6e. 

II suffit de consid~rer les figures convexes. En effet, le d6ficit d'une figure 

nonconvexe A est plus grand que celui de la figure convexe lu plus petite qui 

renferme A en son int6rieur. Ferons donc usage des formules (Io) et (I2) pour 

le p&-im~tre e~ pour l'aire d'une courbe convexe: 

p .... fy dx, 
0 

(io) 
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1,'- 2' f (Y"-Y'") 2) 
0 

I1 faut se rappeler que les coordonn~es (x, y) repr~sentent une droite, tan- 

dis qu'un point est repr~sent~ par une ~quation de la forme y : a  cos x + f l s i n x ,  

off (a, fl) ddsignent les coordonn~es rectangulaires du point. Un cercle de rayon 

r, dont le centre a les coordonn~es (a, ~) a pour ~quation y - ~ r + a  cos x §  sin x. 

Le probl~me isopdrim~trique de trouver le maximum de l'int~grale I"  (ou 

bien le minimum de --~') pour une valeur donn~e de P conduit au probl~me 

libre de minimer l'int~grale 

2 ~  

0 

d x .  

Mais ce probl~me n'a aucune solution, car la valeur de cette int~grale prise surun 

cercle de rayon R e s t  dgale s 2 z r R - - z R  ~, quantit~ qui ne prdsente pas de mini- 

mum. Par  consequent il est n~cessaire de restreindre la nature des courbes pour 

lesquelles se pose le probl~me. Nous nous proposons alors le probl~me suivant. 

Etant donn~es deux droites t~, (x~, yj) et t~, (x~, y~), mener un are con- 

vexe dont les extrdmitds soient situ~es sur t~ et t~ de mani~re que l'int~grale 

x.  2 3".~ 

" H ( x ,  y ,  y') d x  = r y  - -  2 

2" 1 9' t 

(2o) 

prise sur cette courbe soit minimum. 

Supposons x ~ > x l  et Yl et y~ positifs. Le sens de la convexit~ de l'arc est 

ddfini par la condition que x ~ < x < x ~  pour route droite d'appui de l'arc. Nous 

n'exigeons pas que t~ et .t~ soient des tangentes de la courbe, mais seulement 

qu'elles soient des droites d'appui. L'arc est engendr~ par la droite d'appui de 

sorte que ses points limites en forment des prolongements tangentiels de l'arc, 

dont l'~quation est y - a  cos x §  flsin x. 

Rappelons aussi la signification geomdtrique des int~grales 

1~1: - - J ' y  

z l  

d x .-- N 1 I" 1 + ,,J 1' 1 I '  3 -}- ~'~ No (9) 
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�9 T 2 /i 
_F~= ~(y~--y'~)dx=~ONtTl+ secteur OT~I'~+ ~O:1�89 (13) 

I~. 

Lagrange  

Les extrdmales du probl~me sont ddtermin~es par  l!~quation d'Euler- 

dont  l ' intdgrale complete est 

Hy--d tL~ , -~r - -y - -y" :o ,  

y=r+a cos x+fl sin x. (21) 

Les extr~males sont donc des cercles de rayon r. 

I ~ Si x~--xl<z il existe un cercle de rayon  r et un seul t angen t  s tl et 

conformdment  aux conditions aux limites. Ce cercle est divis6 par  les points 

de contact  en deux arcs, dont  l 'un a une courbure totale  dgale s x.~--xl. C'est 

cet arc qui fourn i t  la so lu t ion  du probl~me, comme nous le verrons ci-dessous. 

2 ~ Si x~- -x~z ,  de sorte que t~ est parallble s t~, il n 'existe  aucun cercle 

t angen t  s t~ et t~ s moins que y~ +y~_:2r, et dans ce cas il en existe une infinit~. 

Si, dans ce cas, l e  syst~me de coordonndes est choisi de mani~re que x ~ o ,  

y ~ r  et  x ~ - ~ ,  y~-~r, l '~quation de l 'extr~male a la forme y ~ r + f l  sin x, off fl 

est un param~tre arbitraire.  Ce sont les demi-cercles correspondant  ~ o ~ x--~ 

qne l 'on dolt  considdrer comme les arcs d 'extr~male du probl~me. 

3 ~ Si z<x.~--x~<2z il existe comme dans le premier  cas un seul cercle 

du rayon  r t angen t  s t 1 e~ t~. ~ Mais l 'arc d 'extrdmale en question, dont  la cour- 

bure totale  est x~--xl>z, ne peut  pas minimer  l ' int~grale (20). En  effet, tous 

les cercles de rayon  r tangents  ~ t~, (x~, Yl) sont aussi tangents  s la droi te  

t'~, ( x l + z ,  2r--y~) qui est parall~le s t~ s la distance 2r. t'~ est la t angen te  

conjugude de t~; eUe est situde entre  t~ et t~ (x~<x~+z<x~), et l 'arc d 'extr~male 

ne satisfai t  pas ~ la condit ion de Jacobi.  A l 'aide de la signification g~om~tri- 

que des intdgrales (9) et (I3) on volt  aussi immddiatement  que la valeur  de 

l ' intdgrale (2o) sur un cercle de rayon R~ t angen t  s t~ et t~, t end  vers A_~, 

quand R--~ m. 

I6. P ou r  vdrifier que les arcs de cercle de rayon r tangents  s t 1 et t~ 

const i tuent  le minimum demandd dans les cas I ~ et  2 ~ utilisons la mdthode 

de Weiers t rass  en construisant  un champ d'extr~males. Ce champ sera form~ 
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par ies demi-cercles de rayon r (x~<=x<=x~+z) qui sont tangents  ~ t~ et '~ I~ 

' dem~-cerctes consti tuent  ewdemment  droite t 1 parall~le s :t~ s la distance zr.  Ces " �9 " " " 

un ch~mp de Weierstrass,  puisqu'il existe un seul de ces arcs qui soit t angent  s 

une droite (x, y) donn~e, oh x~<x<x~+g. 
Posons pour at)r~ger x ~ = o .  L'~qua~ion d 'une extr~male 

alors 

d'ofi 

y = r +  (:~--r) cos x-~ fl sin x, 

y ' =  - - (yl - - r )  sin x + 3  cos x. 

du champ est 

(~) 

L'extr6male r '2 nne droite t, (x, y) donnde est d6~ermin6e pur 

c o s  x 

sin x 

En subst i tuant  cette valeur ~ fl duns l 'expression de y', o n  ~rouve lu ))pente>) 

p(x, y) de eerie extr6male en fonet ion de (x, y): 

p (x, y ) =  (Y-~') eo~ ~-(.~/,-  ~') (:3) 
sin x 

D'apr~s 17)p(x, y) repr~sente la distance du pied de la perpendiculaire s t 

abaiss~e de l 'origine 0 au point de contact de t et de l 'extr~male. 

Consid~rons main tenan t  un arc de comparaison C, y = f ( x )  (o ~ x ~ x~) entre 

t 1 e t t  2. Tout~e droite d 'appui t de C est ~angente ~t un seul arc d 'extrdmale 
*q~z 

du ch~mp construit.  L a  difference entre l ' intdgrale t H ( x ,  y, y')dx ~tendue "2 
. 2  
o 

C et la m~me int6grale ~tendue ~ l 'extrdmale E tangente  "s ti et t~, c'est-s 

la variation to,ale ,  peut donc ~tre exprim~e par l ' int~grale de Weierstrass 

off 

f E ( x ,  y, p, y') dx, 

~(x, y,p,  y ' ) =  H(x, ~, y')--H(~, y, p) -- (y' --p) H~, (x, y,p) 

I 
E(x, y, p, y') - ~ (y'-p)'. (24) 
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tangente s t~ et t, (x, y). 
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la ddrivde de y=f(x)  et p la pente (z3) de l'extr~male 

La variation ~otale 

H(x, ~, y')--~ H(x, ~, :/ )= i j(.~--~) dx  (25) 

est ~videmment positive, pour route eourbe de comparaison, saul lorsque y' (x) 

est identique ~ p (x, y), c'est-s quand la courbe coincide avec l'extr6male E, 

ou bien, dans le 2 ~ eas, avec l'uue des ex~gmales (en hombre infini) du pro- 

blame. Ces extrgmales fournissent donc le minimum de l'int6grale (2o), et on 

volt que dans le 2 ~ cas la valeur de l'int~grale est la m~me sur routes les extrd- 

I 
males, savoir - z r  ~. 

2 

1" 
17. I1 est remarquable que l'intdgrale de Weierstrass _lE(x, y, p, y ' )dx  

a, grace aux coordonn~es tangentielles utilisdes ici, une signification gdom~trique 

tr~s simple. Soient en effet T le point d'appui de la droite d'appui g~n~ratrice t 

de C et S le point de contact de t avec rextrdmale du champ tangente ~ t; 

on a alors y'--p~--ST. L'aire infinit~simale engendrde par S T  pour un acroisse- 

ment infiniment petit dx de x est ~gale s i S T ~ d x _ I  (y'--p)~dx. Quand t 
2 2 

parcourt l'arc C de t ~  t~ le point S d~crit une courbe (S) aboutissant aux droites 

t~ et t2. L'Int6grale I 'E(x, y, p, y')dx est par consequent dgMe s l'aire limitde 
J 

par C, (S), t 1 et t~. 

I8. Evaluons maintenant la valeur de l'int~grale minimale. En posant 

Xl=O et x~=u l 'gquation d'une extr~male tangente s (o, Yl) s'6erit 

y = r  + (yl--r) cos x + fl sin x. 

Pour que le cerele soit aussi tangent ~ (u, y~) il faut que 

y 2 = r +  (Yt--r) cos ~ + ~ sin u. 

Si u ~= z la valeur de fl est ddtermin6e par cette ~quation. 

la vMeur trouv6e l'6quation (26) devient 

t26) 

(27) 

En substituant ~ 
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d'ofi 

(y~--r) sin x+(y~--r) sin (u--x) 
y ~ r § s i n  u 

y,= (.v~-r) co~ x--(:~-~-) cos ( . - x )  
sin u 

Sur ce cercle les int~grales P~o et F~.o prennent les valeurs Po eL F o suivantes 

u + (Yl + Y~) tg P o z - - 2 r  t g ~ - -  (z8) 

&off 

F o = - - r  ~ t g ~ - -  - -2  (y~+y~)~c~176 

rPo-- l%=--r  2 t g ~ - -  +r(yl+y~)  tg 2 ~ cot u--y~y~ cot u2 

I ~ U ~ ~ .  

que l'indgalitd 

r P o -  1"o est le minimum de l'intdgrale r P l . o -  FI~., de sorte 

, ' P ~ - ~  => ,~ ' o -  ~o 

est vraie pour route courbe de comparaison. 

2 ~ u z jr. Darts ce cas l'~quation (27) entralne la condition aux limites 

yl -~- f f2  ~ 2 r  

indiqu~e ci-dessus. A cette condition la valeur de fl reste ind&ermin6e, et on 

trouve pour P o e t  /% les valeurs 

A~ 0 I ~,r ~ + 2 ~'/~, 
2 

r P 0 - F o  = [ ~ r  ~. 
2 

D'ofi il r~sulte l'in6galit6 

,.P,_o-~fi~->_ -~ ~-~. (3z) 
2 
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3 ~ r c < u ~ 2 z .  Duns ce cas la quanti t6 r P 0 - - ~  o n e  repr6sente n i l e  mi- 

n immn absolu ni un  min imum relat i f  de r P ~ - - F l e  duns le sens ordinaire.  Pre- 

nons p. ex.  pour  courbe de comparaison un are  de cerele de rayon  R t angen t  

t~ et  tv Les valeurs de PA~ et FI~ sur ce eercle s 'obt iennent  en subst i tuant  R 

(u 21 r dans (28) et (29). On t rouve alors r P l ~ - - F l ~ - - ( r P o - - ~ o ) - ~ ( R - - r )  ~ tg 2 - -  �9 

Mais comme daus ce cas tg u _  u < o, on voit  que par  rappor t  aux cercles con- 
2 2 

sid6r6s, tangents  ~ tl et t~, l 'extr6male fourn i t  le maximum de r_P1~_--F12, 

N6anmoins on peut  indiquer  une classe de courbes re la t ivement  auxquel- 

les l ' ex t r6ma le  E fourn i t  un  minimum. Menons s E une s6rie de tangentes  

t', t " , . . ,  t(") correspondant  aux valeurs x', x " , . . ,  x (~0 de x de manibre que 

�9 " ' < u - - x ( " )  <=~. Nous consid6rons x ' < x " <  . - < x ( n ) < u  et  que x ' ~ z ,  x - - x = ~ , . . .  

des courbes C pour  lesquelles tx, t', t " , . . ,  t ('0, t~ sont des droites d'appui. Les 

arcs de cercles compris entre  deux tangentes  cons6cutives sont  minimants  rela- 

t ivement  aux ares corr6spondants des courbes C; c'est une cons6quence des r6- 

sulfurs trouv6s duns les cas i ~ et 2 ~ . P o u r  ehncun de ces arcs subsiste une 

in6galit6 de la forme (3 I) ou (32), et par  addit ion de routes ees in6galit6s on 

voit  que l ' in6galit6 (31) subsiste pour  l 'arc to~al C en question. Les int6grales 

P ~  et F ~  prises sur cet are sont en effet les sommes alg6briques des quantit6s 

analogues correspondant  aux arcs partiels. 

Consid6rons main tenan t  en part icul ier  le cas off u = 2 z .  Duns ee cus, P0-----2zr, 

2 ' 0 = z r  ~ et r P 0 - - F o - - Z r  ~. Quelles sont les courbes convexes ferm6es de p6ri- 

m~tre P et de surperficie F p~r rappor t  auxquelles le cercle E de rayon r 

rend min imum la quanti t6 r P - - F ?  Pou r  bien le voir menons h E soit deux 

tangentes  parall~les soR trois tangentes  fo rmant  un  tr iangle circonscrit  s E .  Soit 

C une courbe inscrite duns ce t r iangle  ou dans la bande limit6e p a r  les tangentes  

parall~les. Duns le dernier  cas la courbe a duns une certaine direct ion la 

largeur  2 r. Les r6sultats trouv6s duns les cas I ~ et 2 ~  alors npplicables 

aux arcs part iels  de cette courbe, de sorte qu 'on a l ' in6galit6 

r P - -  F >  ~ r  ~. (33) 

L 'ensemble des tr iangles circonscrits :s E n 'est  pas complet,  mais en a jou tan t  

les bandes parall~les circonscrites qui sont des figures limites de ces triangles,  

nous obtenons un  ensemble Complet. 

Nous avons donc le th6or~me: 

19--25389. Ac~a nvahemafica. 48. Imprim6 le 4 f6vrier 1926. 
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Soient E un cercle de rayot~ r, (T) l'e~zsemble complet des triangles et des barn 

des parall~les T circonscrites d E. Soit e@n ((/) l'et~semble des courbes eonvexe.; 

.ferrules qui peuvent ~tre inscrites da~s une dec figure,r T. Entre le p$rim~tre P e t  

l'aire F d'une telle courbe C on a l'i@qalitd: 

r P - -  I ''> lrr~. (33) 

Le signe d'~galitd est applicable au cerele E lui-mOme ai~si qu'h une fi.qure 

compoge de deux demi-eercles de rayon r et d'un rectal@e, dont deux cdtds oppos& 

ont la longueur 2r ta,ndis que la longueur des deux autre.r est arbitraire. 

I9. Revenons main tenan t  au probl~me isop~rim~trique. 

E tan t  donn~es deux droites t L e t  t~, on se propose de mener  un arc con- 

vexe dont  les extr~mit~s soient situdes sur t~ et t~ de mani~re que l ' int~grale 

3", 2 

Pl~. - f Y  dz (9) 

air une valeur donn6e et que l ' int~grale 

s I ~ ,~ 
l " 1 ~ = ~ ( V - - Y  ) d x  (I3) 

air sa plus grande valeur. 

I ~ x2- -x l=u<zv .  Le rayon r du eerele extr~mal du probl~me d 'extrdmum 

libre, savoir le probleme de minimer  l ' intdgmle ~ P ~ - - t  ~, doR ~tre tel  que Pr2 

ait  sur le eerele la valeur  donn~e. De la formule (28) on tire, en posant  Po=P,  

U _ _  p (ul + u~) tg 
r0 ==- ' ( 3 4 )  

2 tg 2 - -  

u u 
- -  > o. C'est-'s qu'il  existe une off tg 2 2 

valeur P j ~ = P  ~ condit ion que 1 ' <  (qj +7/~) tg 2 .  

extr~male corr~spondant  ~ la 
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Si M est le point d'intersection de t 1 et ~, on a 
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(35) 

ce qu'on voit facilement par un raisonnement direete sur l a  figure, ou en posant 

r = o  dans la formule (28). Le cercle est alors reduit au point M lui-m~me. De 

(29) on d6duit de la m6me manibre 

En posant 

A O N ,  M+/~OM3~-~y~y~  e~ --  ~(Y~+Y~)~ cot u. 

P'�88 + MN,,_, 

F'=- A O  N~M+ /~ O M N . ,  

(36 ) 

la condition trouv6e pour l'existence d e  l'extr6male est que 

En substituant la valeur trouv6e de r o (34) dans l'in6galit6 (3 I) on obtient 

l'in6galitg isop6rim6trique du problbme, qui  peut 6tre raise sous la forme 

( / " - -  P)'~ < F '  " 

4 tg 2 -- 
(37) 

Soient T 1 et T~ les extr6mit6s de l'arc C de comparaison. Aiors P ' ' P =  

= T 1 M + M T 2 - - u T 1 T ~ ,  et F ' - - F  est 6gM s l'aire de la figure non-convexe 

T 1 M T ~ T  1 limit6e par tl, t~ e~ Fare C. Le r6sultat peut donc ~tre exprimd par 

le th6orbme suivant. 

Soient LM1V un angle convexe de mesure ~ - - u  et C = u L s  un arc convexe 

mend de l'un des c6tds de l'angle ~ l'autre et tournant sa convexit6 vers le sommet 

M. En ddsignant par 19 la quantitd p - - L M  + M N - - w L N  et par f l'aire de la 

figure non-convexe L M N L ,  on a l'indgalitd 

p2 
(3 8 ) 
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L e  signe d'dgalitd n'est  valable que pour les arc~' de cercle tangentv aux  cdtds de 

l' angle. 

Une consdquence du rdsultat trouv6 au w 4 est que l'in~galit~ isop~rim&rique 

(37) ou (38) ne peut pas ~tre am6lior6e. En effet, l ' int6grale P~ :-= Po (28) prise 

sur le cercle minimant  de l 'extr~mum libre 

++ - -  + +(Yt + Y_~) t g  2 P o -  --2 r tg 2 

es~ une fonction ddcroissante du multiplicateur I' d 'Euler-Lagrange. On voit 

aussi que la fonction ~p(r) du w 4, qui a ici la valeur 

~(,') . . . . .  r" tg  ~- -- + ," yl + y._,) tg ~+ I ., 
2 2 

a sa plus grande valeur pour la valeur (34) de r. 

2 ~ . u : z .  t l ~ t ~  .. y l + y 2 - - 2 r .  Le probl~me libre a une infinit~ d'extrd- 

males, qui sont des demi-cercles d'~quation y : r + f l  sin x, ~ &ant  arbitraire, fl 

peut &re d&ermin~e de fa~on 

donn~e P, 

L'in~galitd (3 2) 

que l ' intdgrale 

P+:-~+rr+ 2 i~. 

r P _ F ~  ~rr o- 
2 

P~e air une valeur quelconque 

est l'in~galit~ isopdrimgtrique de ce probl~me. Elle ne peut pas ~tre am~lior~e 

puisque r ne peut avoir qu'une seule valeur, savoir la moiti~ de la distance des 

deux droites paral]~les donndes, t~ et t~. 
u u 

3~ ~ u ~ 2 ~ v .  t g - - - -  ~ o .  Supposons, comme auparavant,  que y~et  
2 2 

y~ soient positifs. 

tions, des quantit~s 

Soit M le point d' intersection de tl et t2. Dans ces condi- 

U 
N, M + M = (y, + tg i 

/ k  O N 1 M +  /k  OMN~- - - - y l y  z cot u __ I (yl +yz)  ~ cot u, 
�9 2 2 

qui peuvent &re d~duites des formules (28) et (29) pour r-~o, la premiere est 
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ndgative. D6signons leurs valeurs respectivemen~ par - -P '  et --1,". 

(3o) peuvent alors gtre ~crites sous la forme: 
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(28), (29) et 

Le rayon r o de l'extr6male du problbme libre peut 8tre ddtermin6 de fagon que 

P0 air une valeur B donn6e d'avance; pourvu que P + P ' > o ,  on a 

p + p '  

Pour cette valeur de r, 

roPo--~o= (p+p,)2 _ (P+P')P'  + F ' .  

Menons maintenant un arc convexe C de t i ~ t~, sur lequeI l'int6grale P12 

air la valeur donn~e P, et ddsignons par F la valeur de F12. Soit t ' ~  tx, t'~ ~ t.2 
deux droites d'appui de C, correspondant respectivement aux valeurs z et u - - z  

de x. Soi~ t u n e  droite d'appui entre t'~ et t'~ correspondant ~ une valeur de 

x telle que u - - z < x < = z .  I1 existe un cercle tangent s tl, t~ et t; soit r le rayon 

de ce cercle. Sur celui des deux arcs de ce cercle, dont la courbure totale est 

6gale a u, l'intdgrale rP1,.--F~ aura une valeur plus petite que la valeur de 

l'int~grale prise sur C, comme nous l'avons vu ci-dessus w I8, 3 ~ On a par 

consequent l'in~galitd 

que l'on peut ~crire de la manibre suivante: 
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4 

(P + P')~ 
(4o) 

Cette indgalitg est valable tout au moins pour routes les valeurs de r, qui cor- 

%spondent aux droites d'appui t entre t /  et t'l, celles-ci inclues. C'est bien 

l'in~galitd isop6rim6trique am61io%e du probl~me. On v o l t  que le second 

membre s'annule pour la valeur r~--r 0 (39), qui est bien ainsi le rayon du cercle 

<<isop6rim6trique>>. Mats ce cercle ne se trouve pas n6cessairement parmi les cerc- 

les susdits. 

P + P '  est le p6rim~tre et F + F '  est l'aire de la figure convexe limit6e par 

tl, t.2 et l'arc C. Le r6sultat trouv6 peut donc 6tre exprim6 par le thgor~me 

suivant. 

Soient L M N  un angle convexe de mesure u - - z  et C = ~ L N  un arc convexe 

reliant l'un des cdt6s de l'angle 5 l'autre et tournant sa concavitd vers le sommet 

M.  S i  l'on d6signe par p le perim~tre et par f l'aire de la figure convexe L M N L ,  

on a l'in6galitd 

p2 
(4i) 

Le signe d'dgalit6 n'est valable que pour les arcs de cercle ta~gents aux cOtOs de 

l'angle. Pour un arc donn6 C o~ peut  6crire l'in~galiti am61ior6e 

] . . . .  / . _ _  

oit r est le rayon du cercle inscrit dans un triangle limit6 par les cSt6s L M  et M N  

de l'angle et par une droite d'appui arbitraire de l'arc donnd C. 

20. Envisageons maintenant le problSme isop6rim6trique dans le cas off 

U ~ 2 ~ 1 ; .  

Le probl~me consiste ~ d6terminer, parrot routes les courbes convexes fer- 

m6es de p6rimStre donn6, celle qui a la plus grande superfieie. 

Soit C une courbe convexe ferm6e quelconque ayant le p~rimStre P e t  

l'aire F.  D6signons par T soR un triangle, soR une bande, circonscrR ~ C, et 
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soit r le rayon d u  cercle S inscrit dans T .  Par  suite du th4or~me p. ~46 on a 

l'indgalite 

r P--F>= ~r  ~, 

ou encore, 

I p~,__F= > I I  (2~ ~. (4 2 ) 
4~c 4 z  

L'ensemble des triangles et des bandes circonsrites g C est ferm& On peut 

ddmontrer sans difficultd que le plus grand des cercles S est identique au plus 

petit cercle qui renferme C, et que le plus petit des cercles S est identique 

au plus grand cercle contenu g l 'int&ieur de C Par consequent il existe 

p a m i  les cercles S des cercles isop&im~triques g C. Soient B e t  r les valeurs 

extremes du rayon du cercle S. On a alors 

' p 2  1 , ,>  - ~ (R --,')~. (43) 
4 ~  4 

En effet, le d~ficit ~ P ~ ' - - F  est plus grand que les deux q u a n t i t & ~ ( 2 z R - - P )  ~, 
4 ~  4~: 

et 4~I (P--2  ~,')~ et, par consequent, que 4~\I/2 ~ R  -- P2 + P - - 2  ~ r )  2. 

De l'indgalit~ (43) on d~duit ainsi que le d~ficit I _  p .~_  1,' ne peut s'an- 
4 ~ 

nuler que dans le cas off R = r ,  c'est-g-dire lorsque C est un cerele. Le pro- 

blSme isop&im~trique est donc complStement r~solue par l'indgalitd (43), et cette 

in~gali~4 isop~rimdtrique a 6t6 obtenue en consid~rant seulement l'extrdmum libre, 

sans avoir recours aux m&hodes sp~eialement 4tablies pour rdsoudre les problS- 

rues isop~rim&riques. 

Ce qui est le plus important dans cette recherche, c'est la ddmonstration 

de l'existenee d'une courbe minimante dans les cas I ~ et 2 ~ de l'extr~mum libre, 

ddmonstration faite g l'aide du ~hdorSme fondamental de Weierstrass. Mais Fin- 

t~grale de Weierstrass a, nous l'avons vu, une signification gdom6trique trSs 

simple, ee qui nous permet de nous lib~rer tout g fair du caleul des variations 

et de donner une d~monstration purement g~om~trique de l'indgalit~ (42). 

2I. La figure T 1 T~ T~ T4T 1 reprdsente une courbe convexe fermge C avec 

un triangle circonscrit J .  0 est le centre du cercle inscrit dans le triangle J ,  
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N 1 et ~ sont ses points de contac t  avec les cbt~s tl et t~ du triangle. Soient 

0 l'origine et ON l'axe polaire d'un syst~me de coordonn~es tangentielles 

polaires, et posons comme auparavant 

P1 ~-- N~ T~ + ~ T~ T T2 + T~ N~ = f y  d x 
i ]  

0 

!"~.~- /~ ON 1T~ + secteur 0 T~ T~ + A 0 T ~ .  

s 
I' 

O 

I ~ - -  

t, 

Fig .  3. 

Soient t, (x, y) une droite d'appui de C et s, (x, r) la tangente au .cerele parallble 

s t, T et S leurs points d'appui respectifs .  Par  S menons la droite SS'  pa- 

rall~le s tl coupant t e n  S'. Entre les ordonndes t? et fl' de S et S' on a la 

relation 

(~--/?) sin x =  y - - r .  (44) 

Quand la droite t se d6place de t~ s t~ le point S' ddcrit un arc (S') dont T1 et 

Na sont les extr6mitds. 
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Pour les aires des seeteurs ON1T1S'2g.O et ON1SN~O on a les  expressions 

sect. 0 N1 T1 S'N~ 0 + A 0 N,, N'_~ = f ~ '  d ~ sin x, 

o 

?t 

sect. ON1SN20 + A O  N'o= f sin x, 
o 

off de d&igne l'616ment lin6aire du eercle, et off N'~ est la projection de N~ sur 

O N  1. La soustraetion de ees expressions donne, d'aprbs (44), 

sect. ONIT,jS'N~,O = sect. ON1SN~O + f (y--,')d~ 

= I-r~u+rp~--r~u 
2 

~ ' P 1 2 - -  i _7_ _ ~ , 2 U .  

2 

L'arc (S') est situ6 g l 'ext&ieur de la courbe C. On voit par cons6quent que 

rP,.2 -- [r=u > F~o. 
2 

Par addition de cette in6galit6 et des in6galit6s analogues correspondant 

aux autres arcs de C on obtient t'in6galit6 isop6rim6trique 

r P - - ~ r 2 >  F. 

Pour une bande circonscrite, les constructions seraient les m~mes que pour un 

triangle. 

P 
L'aire limit6e par (S') et C est 6gale g r P - - F - - z r  ~, qui prend pour r = -  

2 ~  

sa valeur maximum ! P 2 - - F ,  et cette valeur de r peut ~tre obtenue pour une 
4~ 

infinit6 des figures en question. D'ofi le th6orbme: 

C ~tant une courbe convexe ferm& arbitraire, on peut construire une autre 

20- -25389 .  . 4c ta  m a t h e m a t i c a .  48. Impr im6  lo 3 f6vrier 1926. 
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eourbe S renfermant C de sorte que l"aire limitde par C et S soit dgale au ddficit 

isopdrimdtrique de C. 

Ajoutons que la construction susdite peut ~tre renvers~e pour ainsi dire. 

Menons en effet T T '  parall~le "~ t ,  T'  6tant situ6 sur S. Le point T' d6crira 

un arc (T') situ6 en dehors du cercle. L'aire limit6e par le cercle et la courbe 

ferm~e compos6e des arcs (T') aura la m~me valeur r P - - F - - z r  ~ que l'aire 

ci-dessus. 

L'in6galit6 (43) a 6t6 d6montr6e pour la premiere fois par des consid6rations 

tout 616mentaires (A). Une autre d6monstration 616mentaire (B) "~ l'aide des triangles 

circonscrits est fond~e sur la consid6r~tion de la s6rie lin6aire de courbes 

convexes d~terminSe par la eourbe C et le cercle inscrit au triangle. ~ L'aire de 

C est eonsid6r6e ici comme la diff6rence entre le triangle et les trois secteurs 

non convexes, limit,s par C et les c6t~s du triangle. C'est au g6om~tre danois 

M. C. C~oyw ~ et ~ F~ov~.s~us s que cette id6e est due. La r6presentation g6o- 

m~trique du d6fieit isop6rim6trique est aussi donn6e par l 'auteur (B). Ces dd- 

monstrutions sont d'ailleurs conformes s la construction appliqu6e ici. 

IV. L'aire mixte  de deux ovales. 

22. Pour l'~tude g6om~trique du probl~me des isop6rim6tres M. ttER~AN 

BRUNN a introduit la notion de s6rie lin6aire d'ovales. 4 Soient C et (/1 deux 

orates, c.-'s deux courbes convexes ferm6es, et soient y ~ y ( x )  et y = z ( x )  les 

6quations respectives de C et de C 1 dans un syst~me de coordonn6es tangentielles 

polaires. Nous construisons une nouvelle courbed'6quation y-~ay(x)+a~z(x),  

off a e t a  1 sont des hombres positifs, avec a + a l ~ - I .  Cette courbe est engendr6e 

par une droite d'appui qui est parall~le aux droites d'appui (x, y) et (x, z) de 

C et C~ et qui divise la distance entre ces droites dans le rapport a~ :a. On 

peut d6montrer clue la nouvelle courbe est 6galement convexe. Lorsque a varie 

(o =< a ~ I), la courbe engendre ))une s6rie lin6aire,). L'aire de la courbe, donn6e 

par la formule (I2), a pour valeur 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Une  ddmons t r a t i on  de la m ~ m e  n a t u r e  a dte donn~e pa r  W. BI,ASCHKE: Abh.  au s  dem 

Math.  Seminar ,  H a m b u r g  t. I, p. 2 o 6 - - o  9. 

2 C. CRONE. Om P r i sma l o i dens  Volumer .  Nyt .  T idssk r .  f. Math.  (Copenhague)  B. I9O4, 

p. 73--75. 
s c. FROBENIUS, Sitzungsberichte, Berlin 1915, p. 387--4o4. 
4 HERMAN BRUNN, Ovale u n d  Eifl~ichen. These .  Mi inschen  1887. 
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~ F + 2 ~ M  + cc~ F~ 
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(45) 

off F eL F1 sont les aires de C et C1, tandis que M esL exprim4e par l'inLdgrale 

2 ~  

0 

(46) 

q u i a  dtd nominee par Minkowski <<l'aire mixLe>> de C et C1. La valeur de M 

n'est pas alLdrde par une translation de C ou de C1. On doit g M. Brunn eL 

g Minkowski ~ l'indgalitd 

M ~ ~ .FF~, (47) 

off le signe d'~galitg ne s'applique que lorsque C et C~ sonL homoLh&iques. 

Lorsque C1 est un cercle de rayon I, on a F l = z  eL 2 M - - P ,  off P ddsigne 

le pdrimStre de C. L'inggaliLd (47) esk dans ce cas, identique "s l'in6galR6 iso- 

pdrimdtrique du cerde. 

On peuL donner une ddmonstraLion de l'in~galit~ (47) par la r&oluLion du 

problSme isop&imdtrique suivant: 

EtanL donnde une courbe convexe fermde C1 d'~quaLion y = z(x). DdLer- 

miner une eourbe eonvexe C, y ~ y  (x) de sorte que l'aire de C 

2 ~.1 - - g  ) g x  
0 

soit maximum, tandis que l'inLdgrale 

2 ~  

M= if( -2 y z - -y ' , ' )  

0 

d x  

a u n e  valeur donnde. 

Ce problbme isopdrimdtrique conduit s un problbme d'extrdmum libre: 

Etant  donndes la courbe convexe fermde C1, y = z (x) et deux droites tD 

(O, Yl)e t  t 2, (u, Ys), et posant 

1 HERMANN MINKOWSKI, Ges. Werke, t. II. 
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tt 

I I" , p 

M(.) - - -  " I ( t jz-y  z )dx, 
0 

-- '~ dx ,  F(u) 
0 

metier un arc de courbe convexe de t I s t~ de mani~re que l ' int~grale 

I t  

f( )) 2 ) . M ( u ) - - F ( u ) -  ) . ( y z -q ' z ' )  - -  I (y~ y,~_ dx ,  
' 2 

0 

(4s) 

dtendue ~'~ cet arc, air sa valeur minimale. 

L '~quat ion diffdrentielle d 'Euler  corrdspondante s l ' int~grale (48) est 

dont  l ' iut4gralc complete est 

Y 

!1" + :q ==). (g" + z), (49) 

:) ,z  +a  cos x + f l  sin x. (50) 

Ou voit que les extr~males du probl~me sont des courbes homoth~tiques s  

courbe donn~e C1, y = z ( x )  dans le rappor t  ) . : I .  

(;1 est divis~e par  les deux droites d 'appui  parall~les s tl et t~ en deux 

arcs. Envisageons celui de ces arcs qui correspond aux valeurs o_--<x=<u de x, 

et construisons un arc E homoth~tique s cet arc dans le rappor t  ) . :1 .  

Si u=4=z on peut  ddplacer E par  t ransla t ion de fa~on que les extr4mit~s de  

l 'arc soient situ~es sur t~ ett..,. Si au contraire  u : z ,  cette construct ion n 'est  

pas possible, s moins que le rappor t  de la distance entre t~ et t~ '~ la distance 

des droites d 'appui  parall~les de (/, ne soit ~gal "~ L : I .  A cette condit ion la 

construct ion a une infinit~ de solutions. 

Les extrdmales pour  lesquelles t I e s t  une droite d 'appui ont pour  dquation 

y :  ).z + (yl-- ).z 0 cos x + ~  sin x ,  

off z t --z(o). Ces arcs const i tuent  un champ de Weierstrass.  Outre tl, ces extrd- 

males ont  encore en commun une droite d 'appui parall~le '2 t~, c'est-'s que 

dans le i er cas o1~1 u<~-g, et aussi '~ la condit ion sus-dite, dans le 5 ~ cas off u : ~ r ,  
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on peut construire, pour route droite d'appui d'une eourbe de comparaison quel- 

conque, un arc d'extr6male du champ qui s'appuie sur cette droite. L'int~grale 

de Weierstra~s j ' E ( x ,  

0 

y ,p ,  y ' )dx  a pour valeur 

~t 

i f(y, 2 - -p  d:c, 
0 

d'ofi r6sulte que l'extr~male E eonstruite est 

L'int~grale 2 ~ [ - - / ~  a sur E la valeur 2I )/. j (z" 

0 

consdquent l'in~galitd 

vraiment la courbe minimante. 

z'~ On a par 

2 (,,)_>_ o,  (5i) 

pour route eourbe de comparaison, avec u ~ 7r. 

On voit que tout se passe comme dans le probl~me des isopdrimStres. L'in- 

t6grale de Weierstrass peut ~tre interprdtde de la m6me manibre en substituant 

au cercles minimants les courbes homothdtiques "s CI dans le rapport ).. 

Soient maintenant C et 6~ deux ovales quelconques et d et d I deux 

triangles, ou deux bandes parall~les, homothdtiques, circonscrits 's C et Cj 

respectivement. Soit ). le rapport de similitude de d et dx. Pour chacune des 

paires d'arcs homologues de C et C~ limitds par les points de contact avec d 

et d.o on aura donc une indgalit6 de la forme (5I). Par  addition de ces indga- 

litds on trouve l'indgalitd 

2 ).M--F---)."I"~ ~ o. (52) 

Le signe d'dgalit~ n'est valable pour t o u s l e s  d et "J1 que dans le eas off C et 

C~ sont homoth6tiques, et alors ). ne peut avoir qu'une seule valeur, savoir le 

rapport de similitude de C et (/1. 

L'indgalit~ (5 2) peut ~ r e  mise sous la forme 

ou encore 
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C'est l'in6galit6 de Brunn-Niinkowski am61ior& ~ 
I 

Dans Is s6rie lin6aire form6e par C et C 1 on trouve pour a-~-cq = -  la 
2 

courbe moyexme de C e~ C~, dont l'aire S est 6gale 

s = 4 ( F +  2 M + ~'1). 

(53) entralne alors pour S l'in6galit6: 

- + - 1/-~,- �9 
2 2 Y .  ( 5 4 )  

La construction qui, ~ la fin de la section pr6c6dente, eonduisait ~ la d6- 

monstration de l'in6galit6 isop6rim6trique s'applique aussi, mutstis mutandis, 

l'in6galit6 (53)- I1 n'est pas n4cessaire d'en donner les d&ails. 

V. Le probl~me des is~piphanes. 

23. D&erminer parmi tous les  corps de superficie donn6e celui qui a l e  

plus grand volume, voici en quoi Consiste le probl~me classique des is6piphanes, 

dont la solution est la sphere. V &ant le volume et F l'aire de la surface d'un 

corps quelconque, la 

l'in6galit6 

propri&6 extr6mante de la sphere peut &re exprim6e par 

3 

- F ~ - - V > o .  (55) 
6 V ~  

3 

En effet le volume de la sphgre de superficie F est 6gal g ~6]/~F~. 

3 
I ~ 

tit6 ~ / ~  - - -V  sera appel6e le d6fieit is6piphanique du corps. 

posons de d6montrer et d'am61iorer l'in6galit6 is6piphanique (55). 

La quan- 

Nous nous pro- 

i Voir  W. BLASCHKE, lOC. cir. 
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Pour commencer nous limiterons la recherche aux corps de r6volution et 

nous supposerons de plus que ces corps sont convexes; nous pourrons donc 

utiliser les formules 

' ) V = z  2 y3 sin x - - y y  '~" sin x - -  y'3 cos x 
3 

0 

j ( i )  
F = 2 ~ r  y*"--2 y'~ sin xdx .  

0 

(i5) 

Dans ces formules l 'axe de rotat ion est choisi pour axe polaire a des coordon- 

n6es tangentielles polaires, et l 'origine 0 est prise ~ l ' int6rieur du corps, y~-y(x) 
est l '6quation de la courbe m6ridienne C du corps. Puisque C esf sym6trique 

par rappor~ ~ a on a y ( x ) - y  (2z r--x). 

Pour  r4soudre le problSme isop6rim6trique de d6terminer le maximum de V 

(ou bien le minimum de -- V) pour une valeur donn6e de /,'1 nous nous pro-. 

posons d 'abord le probi~me de l 'extremum libre, savoir de minimer l ' int4grale 

7r 
2 

0 

oh 

H(x,  y, y')~- 21.(y ~ -  I j s i n x - -  (4 ~ 3  y 

y, y') dx, (s6) 

sin x - -2  y y"-' sin x -  ~ y,S cos x) .  (s7) 

r e s t  le multiplicateur d 'Euler-Lagrange,  et nous avons affect6 ~r r le coefficient 

2, ce qui sera commode dans la suite. I1 est n6cessaire de diviser l'inf~gra- 

7t: 7g  , 
tion en deux parties, de x = o  s x---- --, et de x = -  a x----~r. 

2 2 

d H y , ~ o ,  est L'6quation diff6rentielle d'Euler, Hy --  ~/-~ 

O U  

p p  . yr  (2 (y+y) - -~ ) (2y  sin x §  2 cos x - - r  sin x)=r~ sin x, 

~/~(2 y sin x + 2 y '  cos x - - r  sin x) ~--- 2 r  ~ sin x cos x. 

(ss) 
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De cette dquation on t ire 

v I ~2  1 F2 . ,) v2 
\ 

y s i n x + y  c o s x - - r s i n x  ~ - SUl 'x+Yo , (59) 
�9 2 / 4 

Y'0 d6signant la valeur de y'(x) pour  x = o .  

On peut  ddduire de l 'dquation (58) une propri6td bien connue des extr~ma- 

les E.  En effet (w 9) y+y"=Rt est la valeur du rayon de courbure de la conrbe 

m~ridienne au point  de contact  de la droite (x, y) et fl--y sin x+y' cos x est 

l 'ordonn6e de ce point.  Le  second rayon de courbure principal  I~ 2 de la surface 

de rdvolution engendr~e par  la courbe F, est donc 

R~ = Y s!n  x .+  y'  cos x 
S i l l  X 

L'dquat ion (58) peut  alors 6tre dcrite sous la forme 

t(, i) l 
2 R~ + R_~ r 

c.-~.-d, que la courbure moyenne des surfaces de r6volution extr~males est con- 

stante.  

24. Nous n 'avons pas encore indiqu~ les valeurs l imites de y correspon- 

z 
dant  aux valeurs x = o  et x . . . .  Nous ne voulons pas, en effet, fixer d 'avance 

z 

la droite d 'appui  correspondant  s x - - o ,  mais laisser, au contraire  cette droite 

limite arbitraire,  ce qui impose "s l 'extr~male la cond i t ion  Hy, (x, y, y')=o pour  

x--=o. Puisque H,j,=--- 2 y' (--r sin x + 2 y sin x + y'  cos x), la condit ion "s la limite 

est ea  effet y'o=O. A cette  condition, l '~quation (59) se divise en 

et 

y sin x + y '  cos x = o  

y sin x + y '  cos x ~ r  sin x. 

L ' int~grale de la premiere de ces dquations est y=-a cos x, qui repr~sente le point 

(a, o) situd sur l 'axe a. Cette solution qui exige que y prenne, pour  x :  , 
2 

la valeur limite y - - o ,  n 'offre aucun intdr~t. L ' intdgrale  de la deuxi~me dqua- 

t ion est 
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y = r + a c o s  x ,  (60) 

qui rep%sente un eerele de rayon r dont  le centre (5, o) est situ6 sur l 'axe 5. 

Pour  que le problgme pos6 (56) admette  une solution il fau t  done donner ~ y 

pour x =  la vMeur limite y =  r, En d 'autres termes les corps de %~olution 
2 

pour lesquels peut se poser le probl~me d 'ex t%mum libre (56) sont tels que le 

rayon de leur plus grand parallgle soit 6gal s r. 

L 'arc  d'ex~%male du problgme est le quart  d 'un cercle (60) correspondant 

o ~ x < z .  I1 y en a une infinit6 v6rifian~ les conditions aux limites et tous 
2 

tangents  s la droit.e ~ ,  r . C'est pour eette raison qu'il  ~ 4tg n4eessMre de 

distinguer les deux intervalles 

7g 21; , 
x = o  ~ x  et x = -  a x = z .  

2 2 

Les arcs d'extr6mMes const i tuent  un champ de Weierstrass. En effet (x, y) 

6rant une droite quelconque ( o _ _ < x < ~ ) ,  il existe un arc d'extrdmale et un 

d ~ 

seul tangent  s (x, y), d6termin6 par 

y - - - r  

COS X 

Puisque y ' = - - a  sin x, la ))pente~) p(x ,  y) de eette ext%male est 

p (x, y) = - ( y - r )  t g  x. 

EvMuons main tenant  la fonction E(x ,  y, p, y') de Weierstrass. 

z (., y, p, y ' )=H(~ ,  y, y ')-  H ( . ,  y, ~,)--(y'--p)g.,  (x, y, p) 

y, p, y ' )=  (y' p}21__ r sin x + 2 y sin x + ~ ( y ' + e p )  cosx~" E (x, 
t 3 ) 

(61) 

En subst i tuant  dans le second facteur la vMeur (6I) de p, i[ vient 

21--25389.  

" ' '  - - '~ /2  x ) +  /~ (x, y, p, y ) = tY --/J) (3 (y sin x + y' cos 

t r 2 I } 

E (x, y, p, y ) = (y -p)~ [3 ~ + 3 ~' ' 
Acta mathematica. 4S. Impr im6 le 5 f6vrier 1926. 

r sin x ,  
3 
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off r sin x + y '  cos x est l'ordonn6e du point d'appui de la droite d'appui (x, y), 

et /~-----r sin x celle du point de contact de l'extr~male tengente s (x, y). 

Le difference entre les valeurs de l'int~grale r V - - z F  pour un arc quel- 

conque et pour l'arc d'extr~male est exprim~e par  l'int~grale de Weierstrass. La 

valeur de l'int6grale sur l'extr6male &ant 2 - 7171"3~ Oi l .  a 

3 

2 

f: (; ; )  - = ~ r  3 = 2 z  (y ' - .P ) '  ,~+ 8~ ,Tx. r/~1--2 Vt 3 

0 

L'intervalle de x = -  a x - - ~  nous fournit une dquation analogue, et par addi- 
2 

tion de ces deux dgalit~s, il vient 

fi ,) r F - - 2  V - - 4 z r  "~ 2 ~ (y ' - - l ) )  ~ [3 + fll d x .  
3 ? 3 

0 

(62) 

Lu valeur de l'int~grele de Weierstrass est positive s moins que y' ne soi~ 

identique & p duns tOUt l'intervalle, ce qui ne peut se produire que sur l'extrd- 

male. Celle ci est pour chacune des intdgrales Un quart de cercle c'est-&-dire 

que la courbe mdridienne C peut ~tre un cercle de rayon r, ou bien composde 

de deux demicercles de rayon r, et de deux segments de droite parallbles & l'axe 

de rotation et situ~s & la distance r de cet axe. I1 r~sulte de l& que l'in~galit~ 

r F - - 2  V-- 4- zr3 > o (63) 
3 

est valable pour tout corps de r6volution convexe, dont le plus grand parallgle 

a le rayon r. En posant z r ~ = S ,  cette in6galit6 peut 4tre raise sous le forme 

61!r r_F V >__--   (tJr2-- + VS). (64) 

Le second membre est positif & moins que F = 4  S. Le signe d'6galit6 est valable 

pour les deux corps de r6volution ci-dessus indiqu6s, rams la sphere est le seul 

d'entre eux & v6rifier la condition F = 4  S. Le premier membre, savoir le d6fi- 

cit is6piphanique, est per consgquent positif pour tout corps de r6volntion con- 

vexe autre que !a sphgre. 
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y = r + a c o s  x ,  (60) 

qui rep%sente un eerele de rayon r dont  le centre (5, o) est situ6 sur l 'axe 5. 

Pour  que le problgme pos6 (56) admette  une solution il fau t  done donner ~ y 

pour x =  la vMeur limite y =  r, En d 'autres termes les corps de %~olution 
2 

pour lesquels peut se poser le probl~me d 'ex t%mum libre (56) sont tels que le 

rayon de leur plus grand parallgle soit 6gal s r. 

L 'arc  d'ex~%male du problgme est le quart  d 'un cercle (60) correspondant 

o ~ x < z .  I1 y en a une infinit6 v6rifian~ les conditions aux limites et tous 
2 

tangents  s la droit.e ~ ,  r . C'est pour eette raison qu'il  ~ 4tg n4eessMre de 

distinguer les deux intervalles 

7g 21; , 
x = o  ~ x  et x = -  a x = z .  

2 2 

Les arcs d'extr6mMes const i tuent  un champ de Weierstrass. En effet (x, y) 

6rant une droite quelconque ( o _ _ < x < ~ ) ,  il existe un arc d'extrdmale et un 

d ~ 

seul tangent  s (x, y), d6termin6 par 

y - - - r  

COS X 

Puisque y ' = - - a  sin x, la ))pente~) p(x ,  y) de eette ext%male est 

p (x, y) = - ( y - r )  t g  x. 

EvMuons main tenant  la fonction E(x ,  y, p, y') de Weierstrass. 

z (., y, p, y ' )=H(~ ,  y, y ')-  H ( . ,  y, ~,)--(y'--p)g.,  (x, y, p) 

y, p, y ' )=  (y' p}21__ r sin x + 2 y sin x + ~ ( y ' + e p )  cosx~" E (x, 
t 3 ) 

(61) 

En subst i tuant  dans le second facteur la vMeur (6I) de p, i[ vient 

21--25389.  

" ' '  - - '~ /2  x ) +  /~ (x, y, p, y ) = tY --/J) (3 (y sin x + y' cos 

t r 2 I } 

E (x, y, p, y ) = (y -p)~ [3 ~ + 3 ~' ' 
Acta mathematica. 4S. Impr im6 le 5 f6vrier 1926. 

r sin x ,  
3 
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rSvolution et s un plan d'appui, dont la distance au point 0 soit ~gale s y. 

Quand le plan d'appui n'est pas tangent, dF est nul. Le volume du corps peut 

~tre exprimd par les deux intdgrales 

V-- f .~t/~'  cos x = ~ ' I  (ydI~ 

off x d~signe l'angle aigu formd par t et le plan normal s a, et off l'intdgration 

est dtendue s ~oute la surface. La premiere de ces intdgrales s'obtient en divi- 

sant le volume en couronnes cylindriques parall~les s a, efla deuxi~me, en le 

divisant en ~ldments coniques de sommet 0. Le volume W peut ~tre exprimd 

par l'int~grale 

Or on a 

et par consequent 

w = f ~  

(al--a) cos x - - r - - y ,  

d ~ c o s f f  x+r dF-- ydF-~rF--2V. 

Les points T' ~tant ext~rieurs ~ la sphere E ou sur la surface m~me de ce~te 

sphSre, on obtient enfin l'indgalitd 

rF--2 V--4~rr~>~o. 
3 

:z7. La validitd de l'indgalitg (64) peut ~tre dtendue s un corps quelconque 

e~ la quantit~ S peut avoir la valeur de tout travers du corps rant int~rieur 

qu'ext6rieur. Par  travers extdrieur nous entendons l'aire de la projection ortho- 

gonale du corps sur un plan. Pour  d~finir le travers intdrieur, considdrons les 

figures d'intersection du corps par une sdrie de plans parallSles; l'aire maximale 

d'une telle section est appel~e un travers intdrieur du corps. 

La dgmonstration qui suit I e s t  fond~e sur les constructions cdl~bres de JAco~ 

S T m N ~  et de H. A. SCnWARZ que nous pouvons appeller respectivement ))la 

sym~trisation>) et Q'arrondissement)). Etant donnd un corps L de volume V e t  

Voir: C, 
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de surface F, STEINER en d6duit l a  construction d'un corps symdtrique L 1 de 

m6me volume V et dont la surface F~ n ' e s t  pas plus grande que F, F~--_< F .  

Pour  cela le corps est coup~ par des droites perpendiculaires ~ un plan fixe P. 

Chacune de ces droites a un ou plusieurs segments int~rieurs s L. Soit s la somme de 

ces segments pour une quelconque de ces droites. A partir du plan P deux segments 

I 
de longueur - s SORt ddcoupds sur la droite considdrde. En faisant varier la droite ces 

2 

segments engendrent un corps symgtrique L1, dont [e volume est eVidemment dgal 

�9 s V. Si L est un poly~dre il est facile de ddmontrer que F I < F  en gdndral. Dans 

le cas seul off les deux corps L e t  L 1 sont dgaux on a F i e F .  Par  consd- 

quent on a /~'~ ~ F  pour un corps quelconque, puisque la surface d'un corps est 

toujours la limite de la surface d'une certaine s~rie de poly~dres. La condition 

ndcessaire pour l'~galitd F 1 : F est toujours que Lt~L, mais la d~monstration 

est un peu compliqu~e pour les corps non polyddriques. 1 Pour  notre but il suf- 

fit de savoir que FI<=F. Remarquons que la section de LI par le plan de 

symdtrie est identique s la projection orthogonale du corps L sur ce plan. 

L'aire de cette projection est un travers ext~rieur de L. 

A partir  d'un corps donn~ L SCKWA~Z c0nstruit un corps de rdvolution L~ 

de la mani~re suivante. L e s t  coupd par des plans perpendiculaires ~ un axe 

fixe A. Dans chacun de ces plans on construit un cercle dont le centre est 

situd sur A e t  dont ra i re  est dgale s la somme des aires ddcoupdes sur le plan 

par la surface de L. Les circonfdrences des cercles ainsi obtenus constituent 

la surface d'un corps de rdvolution L 1 qui a dvidemment le m6me volume que 

L. Dans son memoire ~Sulle proprieta di minima della sfera)) ~, oh )/I. LE0~IDA 

T O ~ L ~  a donn~ le premier une demonstration complete de la propri~t~ mini- 

mante de la sphere, ~ :  Tonelli commence par d~montrer que F~ < F dans le 

cas off L est un polygdre. Pour  un corps quelconque on a par cons6quent 

F~ ~ F, e t  ce r~sultat suffit pour notre recherche. Mais on peut ajouter que 

F ~ :  F dans le cas seul oh L ~ L .  Remarquons que l'aire du plus grand pa- 

rallgle de L~ est dgal ~ la somme maximale des aires d~coupdes ~ l'int~rieur de 

L sur des plans perpendiculaires ~ A, c'est-s le travers intdrieur de L per- 

pendiculaire ~ A. Ajoutons que si la surface de L contient des aires situdes 

dans un plan perpendiculaire g A, on retrouve sur L t u n e  aire dquivalente 

ayant la forme d'un cercle ou d'un anneau circulaire. 

W. BLASCHKE: Kreis und Kugel. Leipzig 1916. 
2 Rendieonti di Palermo. t. 39 (I915)- 
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28. Maintenant nous allons faire usage des constructions pr~cddentes de 

l'un ou l'au~re des proc~dds suivants. Nous pouvons commencer par arrondir 

le corps donn~ L par rapport s un axe arbitaire A, puis sym~triser le corps 

nouveau par rapport 's un plan perpendiculaire 's A pour finir ainsi par un corps 

symdtrique de r~volution, L'. Ce corps est coupd en deux points au plus par 

des droites parall~les ~ A ou perpendiculaires "s A, abstraction f a re  des droites 

situ~es dans les parties planes ou cylindriques de la surface de L'. Si S est le 

travers int~rieur de L perpendiculaire 's A, le rayon r du plus grand cercle de 

L' est donc d~termin~ par z~r~:S. Nous pouvons, au contraire, commencer par 

la sym~trisation du corps L par rapport "s un plan perpendiculaire '~ A, puis 

arrondir par rapport "s A l e  corps symdtrique ainsi obtenu. Nous obtenons ainsi 

un corps L' de la m~me nature qu'auparavant; seulement, l'aire ~r  '~== S du plus 

grand parall~le de L' est maintenant ~gale au travers extdrieur de L. 

Le corps de rdvolution et sym~trique L'  n'est pas convexe en g~ndral. 

N~anmoins on peut construire la surface (I") d~crite ci-dessus de la m~me manibre 

qu'auparavant. Soit de nouveau (a, ,8) un systbme de coordonndes rectangulaires 

tel que l'axe a coincide avec l'axe de rotation et qne l'axe fl soit situ4 dans le 

plan de sym~trie de L'. Si la courbe m~ridienne C' contient des segments paral- 

l~les s a, correspondant 's des parties cylindriques de L', on  peu~ s'en ddfaire 

en rapprochant les autres parties de L' comme celles d'un tdldscope. On voit 

facilement que la quantit~ ; ' / ,"--2 V' sera diminu~e par ce proc~d~. Ce n'est 

que dans le cas off la partie cylindrique est situ~e sur le cylindre circonscrit 

L' que la quantitd rF ' - -2  V' ne sera pas altdr6e. Ces segments enlevds, l'or- 

donn~e ~/ sera sur C' une fonction univoque et non croissante de a, de sorte 

que les volumes de L' et de (I") l)euvent ~tre calculus de la m~me mani~re 

qu'auparavant. Quant 's la surface de L' elle est toujours la limite de la sur- 

face engendr6e par une certaine ligne polygonale tendant vers la courbe m~ri- 

dienne C', et la m~thode est encore applicable s ces surfaces, compos~es de 

parties coniques. Ajoutons encore que lorsque C' a u n e  tangente de rebrousse- 

ment paraU~le k l'axe de rotation, la surface (7") s'dtend 's l'infini en se rap- 

prochant asymptotiquement d'un cylindre de r~volution, mais le calcul n'en subsiste 

pas moins dans ce cas. Par  consdquent, l'in~galit5 

rl '"- 2 V - - - 4 ~ r 3 ~ o  
3 
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corps donn4 L: 
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le corps de rdvolution L'  et puisque F >  F '  on a pour le 

r F - - 2  V-- -4~r~> o. 
3 

Dans cette in~galit6 la quantitd z r  ~ - - S  peut avoir la valeur de tout travers 

rant intgrieur qu'ext6rieur de L, d'o~ l'inggalitd is-dpifanique amdlior6e: 

3 

6 v__>_ (VI , ' -  2Va) (V, ,' (64) 

2 9. I1 nous reste g ddmontrer que c'est pour la sphere seule que le d6- 

ficit s'annule. Pour que le d6ficit s'annule il est ndcessaire que le second membre 

s'annule aussi pour routes les valeurs de S en question, c.-g-d, que tous le s  

travers rant ext6rieurs qu'int6rieurs aient la valeur I 1,'. La surface F peut ~tre 
4 

exprimde par l'int6grale de Cauchy (i7) 

off Q ddsigne la somme des valeurs num6riques des projections de tous les 616- 

ments de la surface sur un plan quelconque. Soit S, l'aire de la projection du 

corps sur le mgme plan, savoir un travers extdrieur. On a 6videmment Q > 2 $1. 

Et le signe d'ggalit6 n'est valable pour tout plan de projection que lorsque le 

corps est convexe. Si l'on suppose que $1=  ~ ~' pour route projection on a 
4 

= ~ r  L d w = l  , 

d'ofi suit que dans ces circonstances le corps est n6cessairement convexe. Par 

la condition que les travers int~rieurs soient ~gaux aux travers extdrieurs on 

volt que la courbe de contact de la surface avec un cylindre circonscrit quel- 

conque doit ~tre une courbe plane. Or il r~sulte, d'un th~or~me de M. Blaschke 1 

que les ellipsoides sont les seuls corps convexes qui satisfont g cette condition, 

1 W. BLASCHKE, Kreis und  Kugel, p. i57. 
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et comme, en outre, le plan de contact est duns notre cus perpendiculaire aux 

g6n6ratriees du cylindre circonscrit, le corps est ndcessairement une sphere. 

30. Voici quelques remarques, sur l'histoire du problbme des is6piphanes. 

Avant tout il faut rappeler les belles recherches g6om~triques de Steiner. La 

m6thode de la sym~trisation dont nous avons fair usage ici permet ~ Steiner 

d'en tirer la cons6quence que parmi tous les corps de volume donn6 la sphere 

est le seul qui puisse avoir la plus petite surface possible. Mais Steiner a tacite: 

ment suppos6 que duns l'ensemble infini des corps de volume donnd, il dolt y 

en avoir un dont l~ surface constitue effectivement le minimum. En d'autres 

termes Steiner avait, par des proc6d~s g6om6triques trouv6 l'extr6male du pro- 

blame, ou encore, duns le langage du calcul des variations, la sphere satisfait 

la premiere condition n6cessaire e.-s s l'dquation diff6rentielle d'Euler. C'est 

Weierstrass qui u donn~ le premier, duns ses le(~ons sur le calcul des variations, 

des conditions suffisantes, et cela ~ l'aide de sa th~orie du champ d'extr6males, 

dont la construction est diff6rente dans les deux cas de l'extr6mum libre et du 

probl~me isopgrim6trique. 

Schwarz reprit alors le probl~me is~piphanique du point de vue du calcul 

des variations. Mais les probl~mes de variation duns l'espace ~ trois dimensions 

sont bien compliquds, et c'est pour cela que Schwarz rdduit le probl~me is@i- 

phanique s un probl~me isopdrimdtrique du plan s l'aide de la construction dire 

arrondissement. Schwarz construit alors le champ de Weierstrass corr~spondant 

au probl~me isopdrim6trique eu faisant usage de coordonn~es ponctuelles polaires 

et r6ussit ainsi ~ d6montrer que la sphbre eonstitue effectivement le minimum 

demandd. 

La m6thode de Weierstruss a 6t6 appliqu~e plus tard par M. I. O. !V[i)I~LEIr 1 

sans faire usage de l'arrondissement de Schwarz. L~ d~monstrution an~lytique 

est fond~e sur la repr6sentution de is surface par des coordonn6es ponetuelles 

polaires et M. Miiller suppose que le rayon vecteur n'a qu'un seul point com- 

mun avee la surface. 

La d6monstration la plus complete du th~or~me is6piphanique est due g M. 

LEO~IDA TONELLI. ~ Tandis que Schwarz suppose que la surface est composge 

de portions de surface analytiques en hombre fini ou bien de portions de sur- 

Uber die Minimaleigenschaft der Kugel. (These. GSttingen I9o3). 
~" loc, cir. 
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faces qui aient des plans tangents s variation continue, M. Tonelli envisage le 

corps le plus g~n~ral considdr~ au point de vue de la thdorie des ensembles. La 

ddfinition de l'~ire d'une surface est celle introduite par M. Lebesgue. La dd- 
monstration de M. Tonelli est essentiellement gdora~trique et fond~e, pour com- 

mencer, sur la construction de Schwarz appliqu~e '~ un polybdre. Le corps de 

rdvolution ainsi obtenu est alors arrondi par rapport ~ un axe de rdvolution B 

coupant s angles droits l'axe A du premier corps de r~volution. Puis, le second 

corps de rgvolution est arrondi par rapport s A, le troisi~me par rapport s B 

et ainsi de suite. M. Tonelli montre que la surface du corps est effectivement 

diminude par chacun de ces constructions, et que la s~rie des corps construits 

converge vers la sphgre ayant m~me volume 

th6orbme est ainsi ddmontr6 pour un polygdre, 

monstration s un corps tout ~ fair arbitraire. 

que le polybdre de ddpart. Le 

et M. Tonelli ~tend enfin la dd- 

La dgmonstration que nous avons donn~e ici de l'in~galit~ is~piphanique est 

fond~e comme celle de Schwarz sur la th~orie de Weierstrass. Seulement il a 

suffi de consid~rer un probl~me d'extr~mum libre et le champ plus simple y 

correspondant, et de plus, l'in~galitd is~piphanique a pris par cette in,rhode une 

forme am~lior~e. L'application des coordonn~es tangentielles a permis de donner 

de l'int@rale de Weierstrass un support g~om~trique favorisant l'interpr~tation de 

la d~monstration analytique, ce qui est plus conforme s l'allure g~om~trique du 

probl~me. 

En r~sum~, pour r~soudre ce probl~me de g~om~trie il a ~t~ n@essaire aux 

g~om~tres de demander le secours de l'analyse, mais d'abord il fallait accommo- 

der convenablement le probl~me aux instruments que l'analyse mettait ~ leur 

disposition. L'analyse a alors g~n~reusement pr~t6, son assistance puissante et 

m~me elle a permis de recouvrir le travail du masque de la g~omStrie. 

Les recherches purement g~om~triques de Steiner ont ~t~ reprises par M. 

Herman Brunn pour les corps convexes et ~ ee point de rue Minkowski a d~- 

montr~ l'in~galit~ is~piphanique classique. Le c~l~bre g~om~tre allemand a m~me 

dScouvert deux in~galit~s nouvelles coneernant les corps convexes. Dans ce qui 

suit nous d~montrerons ces in~galites pour les corps convexes de r~volution. 

VI. Sur les in6galit6s de Minkowski. 

3 i. Soit S une surface convexe fermde, S' la surface parall~le ext4rieure 

S s la distance r. La formule (I6) permet d'dtablir faeilement une relation 
2")--25389. Acta mathematica. 48. Imprime le 5 f~vrier 1926. 
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entre les aires 1" et 1 ~'' de S e t  S'. Dans le passage de S 's S" le vecteur ON 

est augment6 du segment r tandis que le vecteur N T  ne change pas de valeur. 

On a done, en posant O N ~  H, 

off 

,, 
F +  2 r M + 4  lrJ ''~, (65) 

M = l ' H  d w, (66) 
3 

l'int6gration 6rant 6tendue s la surface de la sph5re de rayon I. La valeur 

moyenne du vecteur H est donc 6gale 's I M, ou bien la largeur moyenne du 
4 z  

corps est 6gale s j-- M, ce qui donne une signification g6om6trique de M in- 
2 ~  

d6pendante du syst~me des coordonn6es. 

Si S est la surface d'un polySdre, S' est compos6e I) de polygones 

plans 6gaux aux faces de S, la somme de ces polygones 6rant alors 6gale "l. 

F;  2) de polygones sph6riques; les centres de ces spheres sont les sommets de 

S, et la somme de ces polygones est 6gale ~ 4zr~ 3) par des portions d'aires 

cylindriques de r6volution autour des arStes de S. La somme de ces aires est par 

cons6quent dgale s 2 rM. Si a est la longueur d'une ar4te et u l'angle ext6rieur 

form6 par les faces adjacentes, l'aire cylindrique correspondante est 6gale ~ r a u ,  

c.-s que 2 M - - - ~ a u .  

Pour une surface 's courbure continue Steiner a aussi indiqu6 une signi- 

fication de M, savoir que M est 6gal s l'int6grale de la courbure moyenne de 

S 6tendue '~ route la surface. Soient R, et //~ les rayons de courbure principaux 

au point. T de S' et d F l'616ment de surface corr6spondant. Alors 

o u  

( j } i  i 
M = -p-~ + dl'" (67) 

M = + G )  d,,,; 

off do~ est la repr6sentation sph6rique de dl" .  L'int6grale (67) a 6t~ intro- 

duite par Steiner lui m4me. Pour une surface de r6volution, en particulier, il 

est assez facile de v6rifier la formule (68). Soit y = y(x), l'6quat.ion de la courbe 

m6ridienne en coordonn6es tangentielles. On a alors 
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R 1 ~ y  + y", R , - -  y sin x + y'  cos x 
sin x 

et, par  suite, 

r 

0 

y") sin x+(y sin x+y'  cos x)}dx 

Ff 

~ 2  $~f'~J s i n  ~,~fydfl)--~M. 
0 
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32. 

quelconque, aux in~galitgs de Minkowski 

M~ >= 4 n l:, 

F~ ----> 3 M ~., 

d'0fi l 'on d~duit, par  substi tution,  les in~galit~s 

M 3 ~ 48 z ~ I .  

3 
1:~_- > 6 ~':~ ~'. 

Nous nous proposons ici de 

vexes de r6volution, en nous servant  des formules:  

/ ( :  , V - -  ~ y~ sin x - -yy  '2 sin x - -  3 

0 

7g 

0 

le 

Les trois quantit~s V, F et M donnent  lieu, pour  un corps convexe 

(69) 

(70) 

(70 

(so) 

d~montrer  ces in~galit~s pour  les seuls corps con 

63 cos x) dx 04) 

05) 

M =  2 sin x d x.  

0 

(66) 

P o u r  d~monSrer l ' in6galit6 (7 I) nous cherehons le maximum de V (ou bien 

min imum de - - V )  pour  une valeur  donnge de M. Comme duns le cas du 
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probl~me 

0 

is-6pifaniqug il est n6cessaire de diviser les intdgrales en deux parties 

f f  + . Quant  aux valeurs de y aux limites x=o,  x-~- - ,  x = ~ ,  supposons 
2 

0 
2 

que y(o) et y(~) restent arbitraires, tandis que y ~ = y ~ > o  est donn~e d'avance. 

pos6, nous nous proposons le problgme d'extr~mum libre de minimer Ceci 

l ' intdgrale 

off 

, )  

- "1= f H(x, 
o 

y, y') dx,  (67) 

i ) 
H(x, y, y ' ) = 2  r~y sin x - -  y~ sin x - - y y  ''2 sin x . -  y,3 cos x - 

3 

I1 est commode dans ce qui suit de d6signer par r 3 le mult ipl icateur d'Euler- 

Lagrange,  off r e s t  un nombre positif. 

L 'gquat ion d 'Euler  peut 8tre 6crite sous la forme 

(y sin x+y '  cos x)(y" + y ) = r  2 sin x, (68) 

qui exprime 

I 
~gale s r~, 

que la courbure de Gauss des surfaces extrdmales est constante et 

(68) s'dcrit 

: x  (y Sin x + y' cos x) ~=2  s i n x c o s x ,  F 2 

d'ofi l 'on d6duit 

(y sin x + y '  cos x )~=r  ~ sin s x+y'~o, 

Y'0 dtant  la valeur de y'(x) pour x = o .  Le fair que la valeur limite y(o) reste 
p 

a r b i t r a i r e  entralne la condition, Hy, (x, y, y')-=o pour x = o ,  c.-s que y o=O. 

A c e t t e  condition on trouve les extrdmales 

off il f au t  choisir 

y =  + r + a  cos x,  

y ~ r - ~  ~ c o s  x ,  

qui repr6sente des cercles de rayon r, dont  le centre (a, o) est situ4 sur l 'axe 
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de rotation. Pour que le probl6me air une solution il est done n6eessaire de 

choisir la vateur y ~ = y { ~ )  ~gale ~ r, c.-s que les corps de r~volution admis- 

sibles ont le rayon de leur plus grand parall~le ~gal ~ r. I1 existe alors une 

infinitd d'extrdmMes y = r + a cos x v~rifiant les conditions aux limites. L'arc 

d'extr~male en question eg le quart d'un tel Cercle correspondant aux valeurs 

de x comprises entre o e t  ~.  Ces arcs constituent un champ de Weierstrass. 
2 

La pente de t'extr~mMe tangente g la droite (x, y) est (6I) 

p (x, y) = - (y-,.) t~. x, 

et on trouve pour la fonetion E(x, y, p, y') l'expression 

E(x, y, p, y')=(y'--p)~(~ (y' + zp) cos x+ys inx)  

- r  sin x = (y'--p)~ (ysinx+y'cosx)+ 3 

=(y ' -~)~ (~ ~ + ~,~). 

est l'ordonnde du point d'appui de la droite d'appui (x, y) de la courbe de 

point de contact de l'extr~male tangente 

fl 
eomparaison, fll es~ l'ordonn6e du 

(x, y). 

o~ 

La valeur de l ' i n t~gra le -  f H ( x ,  y, y')dx 6tendue s l'extrdmale est ~gale s 
. /  
0 

_4r3" 

3 
courbe de comparaison et sur l'extrgmale est par consequent 

La diffdrence entre les valeurs de l'int6grale rSM1 - ~1 prises sur la 

2 

2 r~M~-- Vj--4zr3-= 2Jr" 3 (Y'--P)'~ " I~d-3~ l  " 

0 

Pour l'intervalle z ~ x ~ z  on obtient une ~quation analogue, et l 'addition 
2 

de ces dquations donne 
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3 ; 3 
0 

(69) 

On voit que l'int~grMe est positive ~ moins que y'--=p, c.-~-d, que les extra- 

males fournissent effectivement le minimum demand& Les corps minimants sont 

compos6s d'un cylindre de rgvolution de rayon r et de deux demi-sph~res de 

m@me rayon. 

33. L'interpr6tation de l'int@grMe de Weierstrass est ~vidente. Soient de 

nouveau (fig. 3 ) t ,  (x, y) une droite d'appui de la courbe m6ridienne C de com- 

paraison, T son point d'appui. Soient encore B un cercle fixe de rayon r, ayant 

pour centre l'origine, et S le point de contact de ce cercle avec la  droite s (x, r). 

Par  S nous menons la droite SS'  parallgle ~ l'axe de rotation jusqu's son 

intersection S' avec t. Lorsque t varie, le point S' d~crit une courbe (S'). Le 
second membre de (69) reprgsente le volume limit~ par les deux surfaces de rg- 

volution engendr~es par C et (S'). Remarquons que cette construction est pour 

ainsi dire la construction inverse de celle que nous avons employge pour le 

probl~me is@iphanique (w 25). Dans les deux cas, la figure de d@art  est la 

re@me. A partir des droites d'appui variables t et s e t  des droRes SS'  et T T '  
sont construites les deux surfaces (S') et (T'), la premigre entourant la surface 

de r~volution en question, la seconde entourant la sphgre. Les volumes limitgs 

par (S') et~ la surface de rgvolution, dans le cas present, et, par (T') et la sphgre 

dans le cas des is@iphanes, repr6sentent les variations totales des intggrales 

respectives; ces volumes ne sont pas 6gaux. On se rappelle que dans le cas 

des isop6rimgtres au contraire les deux constructions inverses ont conduit s des 

aires ~gales entre elles et ggales s la varation totale. 

34. La formule (69) entralne l'inggalitd 

t-"M-- V-- 8 ~r3> o, 
3 

qui peut se mettre sous la forme: 

I 
;8- ~ 1]i - -  V ~  4 ~~'I-2~ ( J l - -4  ~r)~ ( 2 ~ i + ~  8 err ) ,  (70) 
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Le signe d'~galit6 est valable pour le corps ci-dessus indiqu~, compos~ d'un 

cylindre de rdvolution de rayon r et de deux demi-sphgres de m~me rayon. 

Si h est la hauteur du cylindre, les valeurs de M et V sont 

V = z r ~ h +  -4zr3. 
3 

Pour  une valeur donnde de M, M_-->4zr , on peut par cons6quent construire 

un corps minimant, relativement au probl~me d'extr~mum libre, de la quantit6 

r~M--V, et c e  corps constitue en m~me temps la solution du probl~me isopdri- 

m&rique posd, savoir de trouver le maximum de V pour une valeur donn6 de 

M. Les corps admissibles sont les corps de r6volution pour lesquels le rayon des 

plus grands parall~les a la valeur r. (70) est l'in~galit~ isop~rim~rique du pro- 

blgme. On voit de plus que le second membre de (70) s'annule dans le seul cas 

off M--4zcr. D'autre part les deux membres de (7 o) ne sont dgaux que pour 

le corps minimant et pour ce corps la condition M = 4 z r  exige que h = o .  Par  

consequent, dans la relation de Minkowski 

I - - M  s -  V > o ,  
48z  = 

le signe d'4galit4 n'est rulable que pour la sphere. 

35. Posons maintenant 

fs i ) A = r  F - -  2 V -  43 ~ r~ = 2 ~ (Y' - P)~ ~ + 3 ~1 dx ,  

0 

(62) 

fi 2 ) B=r~M-:-V--8zr3=2z  (Y' fl+ fll dx, 
3 ~ 3 

0 

(69) 

oh A et B sont les deux volumes construits ci-dessus. De ces formules on d~duit 

/i 2A--B=2r],'--r2M--3V=2~ -(y'--p)~fldx, 
2 

0 

(7i) 
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2 ]3--A = 2  r"Bl--r]"-- 4 zr:~--2 z d:r. (7 2) 
u 

Ces deux int6grales ne sont pas n6gatives, et l 'on a par consdquent les in~galit6s 

2 r l " - - r " M - - 3  V>_>-o, 

2 r M - -  F - -  4 ~r~" >_- o, 

ou encore 

1"~--3 M V ~ ( F - - r M )  "~, (73) 

I111'--1">: " I (21[--4 ;~") -~. (74) 
4Ir 4Ir 

Ce sont les in6galit6s (69) et (7o) de Minkowski am41ior6es, mais seulement pour 

les corps de r6volution. :Nous avons donn6 (A) de l 'in6galit6 (74) une d6monstra- 

t ion valable pour tout  corps convexe, d6monstrat ion fond6e sur l 'in6galit6 iso- 

p6rimdtrique. L'in6galit6 (74) est beaucoup plus simple que (73) en raison de la 

circonstance que le volume V n'y figure pas. 

Dans la relation (74) le signe d'6galit6 n 'est  valable que pour le corps 

compos6 du cylindre et des deux hgmisph~res. L' int6grale (72) ne s 'annule en 

effet que si y'=--p, car le facteur  fl~ ne s 'annule que pour les valeurs x ~ o  et 

x=e~. De plus le second membre de (74) s 'annule pour 31/~-4zr,  c'est ~-dire que 

la sphere est l 'unique surface de r6volution pour laquelle M E - 4  Jr/,'. 

L' int6grale (7 I) s 'annule si l 'on a sur la courbe m6ridienne soil y ' - -p ,  soi~ 

fl = y sin x+ y' cos x = o. Cette derni~re condition est v6rifi6e pour y -- a cos x, 

6quation d 'un point /) situ6 sur l 'axe de rotation.  La  courbe m4rldienne pea t  

donc ~tre eompos6e d 'un tel point P et d'arcs de cercle. Le corps de r6volution 

corr6spondant peat  6tre construit  de la mani~re suivante. Au corps ,> CS,> com- 

pos6 du cylindre et des demi-sph~res circonscrivons un c6ne de r6volution de sore- 

met  P. De la surface de CS on supprime la patt ie visible du point P, et on 

substitue ~ la pat t ie  supprimde la partie du cSne s 'dtendant de P au cercle de 

contact. 

Pour  un tel corps, appel6 par Minkowski un corps ~ eapuchon du corps 

CS, le signe d'6galit~ est valable clans la relation (73). Pour  que F 2 - - 3 M V - - o  
il est en outre n6cessaire que I,'-~rJ{, ce qui exige que le corps CS se rgduise 

une sphere. Ce r6sultat est conforme au th6or~me de Minkowski, savoir que 

l '6quation 1"2--3 MV==o est valable pour les corps "~ capuchon de la sphere et 
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pour celle-ci seulement. Nous n'avons considdrg ici que les corps de rdvolution. 

Dans le cas gdndral la sphSre peut 8~re garnie d'une infinit~ de capuchons. Et 

on v0it sans difficult8 que pour un tel corps s capuchons on a 3 V ~ - r F ,  

F----rM et par consdquent F e ~ 3  M V. 

36. Les dquations (7 I) et (72) sont d6duites des 6quations (62)e t  (69). 

Mais on peut aussi les obtenir directement en rdsolvan~ les deux problbmes de 

variation de minimer les intdgrales 2 rF- - r~M--3  V e t  2 rM- -F .  On volt alors 

que 2 A - - / ~ > o  et 2 B - - A > o ,  puisque les fonctions sous les signes de (7I) et 

(72) ne sont jamais ndgatives. Les in~galitds A ~ o e t  B ~ o son~ maintenant 

une consequence immgdiate des in~galit~s 2 A ~ B  ~ o e(; 2 B - - A  ~ o. Mais il 

faut se rappeler ici que nous n'avons traitd que le cas par~iculi~rement simple 

des corps de rdvolution. Dans le cas g~n~ral il semble difficile de d4montrer 

l'indgalit~ (7o) tandis que l'in~galitd isdpiphanique a ~tg ddmontrde dans route sa 

g~n4ralit~. En effet nous ne savons pas donner aux int~grales (7~) et (72) une 

interprdtation gdomdtrique directe. Ces int~grales repr~sentent les differences 

2 A - - B  et 2 B - - A ,  off A et B sont des volumes que nous avons obtenus par 

Et  cette construction peut 8tre 8tendue s un cas plus une construction simple. 

g~n6r~l. 

Chez Minkowski les 

in6galitgs plus g~ndrales 

indgalit~s cit6es sont des cas par~iculiers de quelques 

relatives aux corps convexes. Par tant  de deux corps 

convexes K 1 et K~ on construR une sdrie lin6aire de corps convexes xlKl+x~K~ 

La construction est analogue s celle indiqu6e pour la sdrie lin6aire de courbes 

convexes dans le plan. Le volume d'un corps de la s6rie lindaire peut ~tre 

exprim~ par 

Xl 3 Vll ~- 3 x12x2 V12 -~ 3 Xl x22 V21 -~- x23 V22, 

off x l + x ~ =  I. V n e t  V~ sont les volumes des corps donn6s K 1 et K~, VI~ et 

V~t sont deux quantiids ind~pendantes de x~ e~ x2, appel6es par Minkowski les 

volumes mixtes des deux corps. Minkowski s d6montr~ les in6galit6s 

>= v , , ,  >= v',, v , , ,  (75) 

_>_ v, ,  v , , ,  => v , ,  v , , .  (76) 

Minkowski commence par ddmontrer les in6galit6s (75). I1 arrive ensure  aux 

in6galit6s (76) en appliquant les in6galit6s dgmontr6es (75) a une nouvelle sdrie 

lin6aire constitu6e par /(1 et (1--s)K~+sK~. Les in~galit6s (75) sont d'ailleurs 
2~--25389. Acta rnathematica. 48. Imprim~ le 8 f6vrler 1926. 



178 T. Bonnesen. 

une cons6quence imm6diate des in6galit6s (76) par l'61imination de V~ ou V~r 

Des in6galit6s (76) M. HILB~I~T a donn6 une d6monstrat ion directe ~ l 'aide de 

sa th6orie des 6quations in$6grales 1, mais on ne connait  pas de d6monstrat ion 

61gmentaire directe de ces in6galit6s. 

Consid6rons en par~iculier deux corps convexes inscrits dans la mSme sur- 

face cylindrique. (Pour le problbme des is-6pifanes nous avons consid6r6 un 

corps de r6volution et une sphbre inscrite duns le mSme cylindre de r6volution.) 

Dans ce cas les in6galit6s (75) et (76) peuvent 8tre remplac6es par les in6gali~6s 

plus avantageuses 

3 V12 - 2  Vll-- V22 ~ 0  , 3 Vg., - 2  V2,~-- Vll~O, (77) 

2 V,~-- V , - -  V~, => o, 2 V ol-- V~.~-- V,~ ~ o. (7 8) 

Nous avons donnd ~ une ddmons~ration des indgalitds (77) basde sur une g6ndra- 

l isation de la construction introduRe pour les corps de r6volution. '  La  m6thode 

de Minkowski conduit  alors ~ (78). Quant  ~ la d6monstration directe des in6ga~ 

lit6s (78) nous y reviendrons dans un m6moire prochain? 

1 Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen. Sechste Mitteilung, 
xIx. (G5ttingen, Nachr. I9Io. ) 

2 Math. Ann. t. 95. 
s Mat. Tidsskrift, Copenhague I925 B. 


