QUELQUES PROBLEMES ISOPERIMETRIQUES.

PAR
T. BONNESEN

a4 COPENHAGUE,

Dans quelques mémoires précédents nous avons traité le probléme des
isopérimétres’ et le probléme des isépiphanes® au point de vue de la géométrie.
Les propriétés extrémantes du cercle et de la sphére — savoir que parmi les
figures a périmétre donné, soit dans le plan soit sur la surface de la sphére,
c'est le cercle qui a la plus grande aire, et que la sphére a un volume plus
grand que tout autre corps de méme superficie — peuvent étre exprimées par
des inégalités isopérimétriques (voir § 1). Le but de ces recherches fut de don-
ner des démonstrations élémentaires de ces inégalités sans supposer et sans
démontrer d'avance l’existence d'une figure maximante. Ce but a été atteint en
améliorant les inégalités isopérimétriques, c'est-d-dire en montrant qu'au second
membre de l'inégalité, au zéro, peut &tre substituée une quantité positive en
général, et qui ne s'annule identiquement que dans le cas du cercle ou de
la sphére. Par ce procédé nous avons évité aussi tout emploi de limite, excep-
tion faite, cela va sans dire, pour la définition du périmétre, de la superficie et
du volume des figures. '

Dans ce qui suit nous nous proposons d’envisager ces problémes au point

de vue du calcul des variations en débutant par quelques remarques sur les inéga-

! Comptes rendus. Paris t. 172 {1921), p. 1087—89. Mat. Tidsskr. Copenhague 1921. B, p.
I—13, 48—51. Math. Annalen t. 84 (1921), p. 216—27 (cité par la lettre A), Mat. Tidsskr. Co-
penhague 1923 B, p. 15—22. Math. Annalen t. 91 (1924), p. 252--58 (cité par B).

* Festskrift til C. JUEL. Mat. Tidsskr. Copenhague 1925 B, p. 73—80. Boll. dell'Unione
Mat. Italiana, IV 1925, p. 49—56. Math. Annalen t. 95 (1925) p. 267—76 (cité par C).
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lités isopérimétriques en général. Par la méthode du multiplicateur d'Euler-
Lagrange tout probléme isopérimétrique est lié 4 un probléme d’extremum
libre. Les deux problémes ont en effet les mémes extrémales. Mais I'extrémante
du probléme isopérimétrique n'est pas toujours aussi extrémante pour l'extremum
libre. Dans le cas ol les solutions se confondent 1'extrémante du probléme libre
fournit immédiatement I'inégalité isopérimétrique, mais cette inégalité ne peut
pas étre améliorée par les méthodes en question. Dans le cas contraire, ot
Vextrémale du probléme isopérimétrique n'est pas l'extrémante du probléme libre,
on peut néanmoins, dans certaines conditions, parvenir & I'inégalité isopéri-
métrique par les procédés mémes de l'extremum libre et méme a une inéga-
lité améliorée.

Les principes de la section I sur les inégalités isopérimétriques sont ap-
pliqués en détail dans les sections III—VI aux problémes des isopérimétres, de
l'aire mixte de deux ovales, des isépiphanes et des inégalités de Minkowski
relatives aux corps convexes. Dans tous les cas l'existence de la solution du
probléme libre est démontrée par la construction de Weierstrass. Et par les
coordonnées tangentielles utilisées on peut donner de l'intégrale de Weierstrass,
JE(x, v, ¥, p) dx, une interprétation géométrique qui conduit i des démonstra-
tions directes des inégalités isopérimétriques sans faire usage des méthodes du
calcul des variations.

Avant d'entrer dans les détails de ces problémes il a été nécessaire d'ex-
poser dans la section II quelques formules concernant les figures convexes. Ces
formules sont bien connues en partie; pourtant, nous en avons donné les dé-
monstrations en nous appuyant sur les méthodes de géométrie infinitésimale
exposées par M. HseLMsLEV.

I Inégalités isopérimétriques.

1. Soient (C) un ensemble de courbes C, I¢ et K¢ deux fonctionnelles, fone-
tions de la courbes C. Envisageons dans (C) le sous-ensemble (') formé par les
courbes pour lesquelles la fonctionnelle K¢ a une valeur donnée K. Le probléme
isopérimétrique général consiste en la détermination dans (C) d'une courbe C,
telle que I, ait dans (C') sa valeur minima (maxima).

Supposons que le probléme ait une solution pour toutes les valeurs de K
d'un certain intervalle, K, < K < K,. I, est alors une fonction de K= K,
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I, =@ (K),
et par hypothése l'inégalité
I'=®d(K)

est valable pour toutes les courbes C, sur lesquelles K, < K¢<K,. Cette inégalité
sera appellée [l'inégalité isopérimétrique du probléme. Citons comme exemples
I'inégalité isopérimétrique du cercle et l'inégalité isépiphanique.
Soient P le périmétre et F' l'aire d'une figure plane. L’'inégalité isopéri-
métrique
I 4y v
e P—rIzo
exprime alors que parmi toutes les figures de périmeétre P c'est le cercle qui a
la plus grande superficie.
Soient ¥V le volume et F laire de la surface d'un corps dans l'espace &
trois dimensions. L’inégalité isépiphanique '

I 3
==V =0

6V
exprime alors que parmi tous les corps isépiphaniques, c.-a-d. ceux qui ont la
surface I, c'est la sphére qui a le plus grand volume.

2. Il est bien connu que le probléme isopérimétrique peut étre résolu par
la méthode du multiplicateur d'Euler-Lagrange, c'est-d-dire qu'il existe, étant
supposée l'existence de la courbe C,, un nombre i tel que C, soit une extrémale
du probléme d'extremum libre, qui consiste i déterminer dans (C) une courbe
rendant minimum la fonctionnelle Io+Z£K;. (Un cas singulier apparait, quand C,
est une extrémale de K¢.) En d'autres termes, pour résoudre le probléme isopé-
rimétrique (de l'extremum lié) on peut commencer par envisager le probléme de
l'extremum libre, savoir de minimer la fonctionnelle I¢c+iK¢ pour une valeur
arbitraire de A. Ce probléme conduit & une équation différentielle dont l'inté-
grale définit un systéme de courbes, les extrémales, parmi lesquelles la courbe
C, est & déterminer. Les constantes arbitraires de l'intégrale sont i déterminer
par la condition que la courbe appartienne 4 l'ensemble (C). Enfin il faut don-
ner a A une valeur A=}, telle que Ky=XKX.
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Si la courbe C, trouvée fournit pour i=4i, un minimum de la fonctionnelle
Ic+ 2K par rapport i I'ensemble (C) ou au moins par rapport a un sous-ensemble
de (C), un voisinage de C, p. ex., elle est aussi une courbe minimante pour le
probléme isopérimétrique, c'est-d-dire par rapport a l'ensemble (). Cest évi-
dent, car par hypothése l'inégalité

Ie+ lOK ez 1 ¢t /OK Co

est vraie pour toute courbe (' de l'ensemble (C), de sorte que si C appartient
aussi a (C') on a Kc=K¢, d'ou il suit que

I(;i[(;o.

Mais la proposition inverse n'est pas exacte. C, peut bien étre la solution
du probléme isopérimétrique sans représenter le minimum de I¢+24,K¢. Clest
pourquoi il est nécessaire dans le calcul des variations de développer pour le
probléme isopérimétrique une théorie particulicre. Néanmoins nous pouvons nous
borner, pour les problémes qui seront traités dans ce que suit, & considérer

'extremum libre, ce qui simplifiera la recherche.

3. Soit E(A) l'extrémale correspondant au probléme d'extremum libre
I;+ 1K, et continue dans l'ensemble (C). Nous .supposons que E (i) fournit,
dans (C), le minimum de Ic+2AK¢ pour toutes les valeurs de A comprises dans un
certain intervalle (1, i,), 4,=<A=<1,, c'est-d-dire que

To+AKe=Trg + AR gy, (1)
ou bien

Io=Teay+ A (Key—Re). (2)

Les valeurs de Kgy dans lintervalle (A,; A,) constituent un ensemble (K). A une
que Kgu)=K,. 1, est une fonction de K, dans (K). Par substitution de cette
fonction a A, dans Ig(,), cette fonctionnelle sera exprimée en fonction de K,

Ipay=®(K,). La courbe C étant choisie de maniére que Ko=XK,, 'inégalité (2)
prend la forme isopérimétrique

I:= O(K). (3)

Posons pour abréger Iuuy=I(A) et Kgy=K(4). Pour que l'extrémale E(A,)
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soit minimante de la fonctionnelle Ilo+ i, K¢ par rapport a toutes les courbes de
I'ensemble (C) il faut qu'elle soit minimante par rapport aux autres extrémales

E(A), 4,=<A=1,, ce qui s'exprime par la condition

IN—I()+ 2, {K()—EK@A) =0

ou bien
(A— 2T (A)+ A K (A} + % (A=A LI () + A K" (A)}+ (A—4)f a =0,
en supposant lexistence des derivées I', I”, I'’, K', K”’, K’”. On a par con-
séquent les conditions nécessaires suivantes
I'(2)+ 2, K’ (A)=0,
() + 4 K" (1) = 0.

Si l'on suppose que lextrémale E(X) est minimante pour toute valeur de 4,
dans lintervalle 2, =A=<J,, il faut que cette extrémale vérifie 1'identité

I'N+LK' (M=o (4)

et que l'on ait de plus
I"W+AK" (M) =0 (5)

dans lintervalle (4,, 4,). Mais la différentiation de (4) par rapport & i donne
I'identité
I"M+AK"A)+ K'(%)=o, (6)
et la condition (5) peut donec s'éerire
K'W=<o. (s)
En introduisant la fonetion I(A)=®@(K (1)), 'identité (4) prend la forme
h=—0'(K()). (4)

L’identité (4) conduit a 1'équation différentielle des extrémales (la condition
d'Evier) et l'inégalité (5) conduit 4 la condition de LEGENDRE.

4. Revenons i la condition de minimum (2)

Ie= 1)+ A(KA)—K)
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ou Ir et K sont constantes, c.-i.-d. qu'elles sont les valeurs des fonctionnelles
) q

sur une courbe fixe C. Posons
Ww(A)==T(2)+A(K(A)—K.)

et cherchons la plus grande valeur de (i) dans l'intervalle (4, 4,). On a

UI(/'L) - 1/)('2'0)"‘(1_'10) {1,(10) + '10 K,()‘o) + K(;‘o)_ rC}

+ O AT () + 2 K7 (00) + 2 K (R 4 (h— Ao,

ou, par suite de (4) et (6),

()~ k) == (= 2K (ho)— Ko} + 2 (—h* K (h)+ (=1, e

Soit maintenant 4, la valeur de A pour laquelle K(i))=K et supposons que
K'(A)<o, (3). On a

W —lo)= (=L K’ (b)) + (i~ ko)’

et l'on voit que (4,) est la valeur maximale de (i) dans l'intervalle (4,, 4;). En
résumé nous avons le résultat suivant:
Soit E(A) V'extrémale minimante corrréspondant au probléme de l'extremum

libre de la fonctionnelle I¢+ 1K, ce qui est exprimé par l'inégalité
Tez Ipp + ),(KE(A)-——Kc) s (2)

od A peut prendre les valeurs d'un certain intervalle 4, <A=1,. Si on considére
comme courbes ‘de comparaison les seules courbes C, pour lesquelles il existe
dans (4;, ;) une valeur de A telle que Kguz)=Kc¢, l'inégalité (2) fournit pour
cette valeur de i l'inégalité isopérimétrique Io=TIxp, ou bien

Iz ®(K), (3)

et Igu,) est précisément la valeur maximale du second membre de (2) dans l'in-
tervalle (4,, ).

5. Considérons maintenant le cas ol l'extrémale E{A) n’est pas une courbe
minimante. C’est dire que nous supposons qu’il est possible de trouver une
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valeur 4=4, telle que la fonctionnelle K ait sur F(i,) (qui vérifie la condition
(4)) la valeur donnée de K¢, mais que la fonctionnelle Io+ AK¢ n'est pas mi-
nimée par FE(l,). Dans ces circonstances l'inégalité (2) n’est pas exacte pour
toute courbe de comparaison; avant tout elle n'est pas valable par rapport aux
courbes d'un voisinage de FE(A). Néanmoins on sait, dans certains cas, déter-
miner un ensemble C de courbes par rapport auxquelles E(i) est minimante.
Divisons la courbe C par une série de points en des arcs partiels (), C,, ... Cp,
et supposons que Ie=1I¢,+ I, + - - + Ip, et Koc=K¢, + K¢, + - + Kg,. Supposons en
outre qu'il soit possible de subdiviser l'arc d’extrémale de maniére que chacun
des arcs partiels soit minimant par rapport aux ares correspondants des courbes
de comparaison. Pour tous les arcs subsiste alors une inégalité analogue & (2)
et par addition de toutes ces inégalités on voit que I'inégalité (2) sera valable
pour toute courbe formée par les arcs susdits.

Cela posé nous envisageons une courbe de comparaison C et l'extrémale
isopérimétrique K(L)), Kru)=Kc. Supposons qu'il soit possible de construire un
faisceau d'extrémales E(A), ,=1=1, de sorte que chacune de ces extrémales soit
divisée comme (' en des arcs partiels de la nature susdite. L’'inégalité (2) subsiste
alors par rapport & C pour toutes les valeurs A de l'intervalle (i,, 4,). Puisque
les extrémales vérifient la condition (4) nous avons comme dans le paragraphe
précédent '

YA =)=~ A—2) K" () + (A—2))*,

I
2
en désignant toujours par (i) le second membre de (2). Dans le cas en ques-
tion K'(A) n'est pas négatif (3'). Supposons K’(i)>o0. La fonction ¥(y) a
alors un minimum relatif pour i=1,, et le développement précédente nous a
montré qu'il n’existe des maxima et minima relatifs que pour des valeurs de 1
satisfaisant & 1'équation Kgpy—Ke. La valeur A, peut étre ou non située &
lintérieur de (i,, 4,). Dans les deux cas les valeurs w(d,) et w(i,) de w(A) sont
plus grandes que (4)=1Igus)=®@(K¢). Ainsi nous trouvons également dans ce
cas l'inégalité isopérimétrique. @(K¢) indique une limite inférieure de la fonec-
tionnelle Ip, mais 1(4,) et 1(4,) sont des limites inférieures plus grandes; en d’autres
termes l'inégalité isopérimétrique a été améliorée dans le cas actuel par l'inéga-
lité (2), valable par rapport i toutes les courbes C, pour lesquelles la construc-
tion exposée ci-dessus est possible. Les limites (i, 4;) de l'intervalle de con-

struction dépendent de la courbe C en question. Dans la 3° section, sur le
17—25389.  Acta mathematica. 48. Imprimé le 3 février 1926.
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probléme isopérimétrique proprement dit, nous verrons comment la construction

peut étre faite et comment elle conduit & une inégalité améliorée concernant

toute courbe fermée.
L'inégalité (2) peut étre mise sous la forme suivante,

Ii—®(K)=—{(@(K)— O (Kxp) — (Ko— Kgwn) @ x(Krw) )

en posant Ira=@(Kgy), A=—@ (Kgu) (4') et retranchant aux deux membres de
(2) la quantité @(K¢). C'est-a-dire que

Ie—®(K)= — - (Ke— Krw)* @ (K), (6)
ott K représente un nombre compris entre K: et Kpy. De A= — @ x(Kpp)
on tire

I .
=, =— @ (Krn),
K (/) (Dg( E( ))
de sorte que
- (Ke—Kgw)* ,
- > MR A
[l a)( (,): ZK,(!L) (6 )

ol u est un certain nombre compris entre i et 4, Si K'(A) est négatif dans
I'intervalle (,, 4,) le second membre de (6") est négatif pour toute valeur de 2,
excepté pour la valeur A, pour laquelle il s'annule, et 'inégalité devient 1'inégalité
isopérimétrique. Au contraire si K'(1) est positif, nous obtenons une inégalité

isopérimétrique améliorée.

I1. Sur les figures convexes.

6. Par figure convexe du plan ou de l'espace on entend un ensemble de points
qui contient avec deux points P et ¢ tout le segment de droite P@. La fron-
tiere d'une figure convexe et bornée dans le plan est une courbe simple con-
vexe fermée C. Cette courbe peut étre composée, ou bien en partie, ou bien dans sa
totalité, de segments de droite. En tout point de C existe, comme conséquence
de la définition, deux demi-tangentes formant un angle @ tel que o<gp=m=.
Par dualité les points anguleux d'une courbe (o ¢ <) correspondent a des
segments de droite. On entend par droite d'appui de (' une droite qui a en
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commun avec (' ou bien un point unique ou bien tout un segment. Les points
communs sont dits points d'appui de la droite. Par point caractéristique d’une
droite variable on entend le point limite de l'intersection de la droite avec une
droite voisine. Une droite d'appui qui a un segment en commun avec (' a
donc deux points caractéristiques: les extrémités du segment. Quand la courbe
est parcourue par un point P, la demi-tangente de P orientée conformément au
sens de parcours varie en général d'une maniére continue. Cependant, en un
point anguleux la demi-tangente fait un saut. D’une maniére analogue, le point
caractéristique d'une droite d’appui qui parcourt la corbe varie de maniére con-
tinue sauf au passage par un segment de (7, ou le point caractéristique fait un
saut de l'une des extrémités du segment i l'autre.

Pour les surfaces convexes, frontiéres des corps convexes, on a aussi les
mémes résultats pour les notions analogues, & savoir celles de plan d’appui et

de point d’appui.

7. Pour les recherches analytiques relatives & une courbe convexe (il sera
commode de faire usage de coordonnées tangentielles polaires. Soient O l'ori-
gine, « et 8 les axes d'un systéme de coordonnées rectangulaires. Soient ¢ une
droite d'appui de C, T son point d’appui ou bien le point caractéristique de ¢
pour une variation de sens bien déterminé. Soit de plus N le pied de la nor-
male n abaissée de O sur {. Nous supposons que la courbe (' est orientée con-

formément au sens positif du systéme de coordonnées (aﬂ'—-+;j), et que le
sens positif de ¢ est conforme a lorientation de . Choisissons enfin le sens
positif de n de maniére que <(nf)=+ ;—6 Posons < (at)=wx, ON=y. Alors

(z, y) sont les coordonnées polaires de la droite t. y est sur ( une fonection
continue et périodique de = de période 2. Si O est choisi & l'intérienr de C,
y est positive pour toute valeur de x. Le lien du point N est la podaire (N)
de (' par rapport a l'origine 0. L'équation de C en coordonnées tangentielles

est en méme temps 1'équation de (N) en coordonnées ponctuelles polaires.

8. La géométrie infinitésimale de la droite variable prend une forme ex-
trémement simple par la méthode des représentants (différentiels) de M. Hrgrms-

LEV!, dont nous donnerons ici un résumé.

' J. HIELMSLEV, Lemrebog i Geometri til Brug ved den polytekniske Leereanstalt, Copen-
hague 1918 (2. éd. 1923). — Les principes infinitésimaux sont exposés par M. HIELMSLEV dans sa
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Soit ¢ une droite variable tendant vers une droite ¢, et soient” P, @, R, ...,
des points fixes sur t. Des droites invariables passant par P sont coupées en
P, P, P, ... part. Les segments PP, PP, ... tendent vers zéro, mais les
rapports PP : PP,,... ont évidemment des limites déterminées, puisqu'il en est
aingi pour les angles des triangles PP, P,, ... Représentons les segments infini-
ment petits PP,, PP, ... par des segments finis PP, PP”,... dont I'un, PP
p. ex., est choisi arbitrairement, les autres étant déterminés de maniére que
PP’ : PP =lim (PP,: PP,),... Cela posé, les points P’, P”,.. seront évidem-
ment situés sur une droite p paralléle & ¢, appelée la directrice de P. Pour bien
définir la variation de ¢’ il suffit de connaitre la limite du rapport @ @,: PPy, ot
@, est le point d'intersection de ¢ avec une droite donnée passant par ¢. On
construit le représentant Q@' de @@, de sorte que Q@ : PP =1lim (Q@,: PP),
et la directrice ¢ de @ est déterminée. Il n’est pas difficile de montrer alors
qu'a tout point B de ¢ correspond une directrice » bien déterminée. Si gr est la
distance mutuelle de ¢ et » on a en effet gr :pg=QF: P¢. Sur ¢ il existe un
point 7', dont la directrice est la droite ¢ elleméme. I est le point caractéris-
tique de ¢ Lorsque deux des directrices se confondent, il en est de méme de
toutes les directrices, et le point 7' est alors & linfini. Si ¢ et ¢ sont coupédes
en P et P, par une courbe donnée, la droite PP, tendra vers la tangente en P
et le représentant du segment PP, sera découpé sur la tangente par ¢ et p.

Considérons maintenant deux droites ¢ et s qui varient simultanément de
maniére qu'a toute position de s corresponde une position déterminée de ¢, et
supposons que les systémes des directrices de s et ¢ soient donnés. Soit P le
point d'intersection de s et ¢, (P) le lieu de P. En général on peut alors con-
struire la tangente de la courbe (P). Soit en effet P, un point de (P) voisin de
P. Le représentant du segment PP, aura son extrémité P’ sur les deux
directrices de s et de ¢ correspondant au point P. PP est par conséquent
tangente a (P). Il n'y a que dans le cas ou P est le point caractéristique
tant de s que de f, que la tangente reste indéterminée.

Soient enfin P¢Q un segment d'une droite variable, P, ¢, un segment voi-
sin et supposons que PP, et ), aient des représentants déterminés PP’ et
Q@Q'. L'accroissement P, Q,— P aura alors un représentant égal & la diffé-
rence entre les projections sur ¢ des représentants Q@' et PP

these de doctorat, Copenhague 1897 (JOHANNES PETERSEN, Grundprinciper for den infinitesimale
Deskriptivgeometri).
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9. Revenons i la courbe convexe (' et a sa podaire (N) par rapport & O, lien
de l'intersection des deux droites variables ¢ et n, dont les points caractéristiques
sont 7' et O respectivement. Pour trouver la tangente de (N) en N il faut
construire les directrices de » et ¢ correspondant au point N. Entre » et la
droite voisine 7" est découpé sur la droite ¢ regardée comme fixe un segment repré-
senté par NN'=0N. Sur la droite fixe » est découpé entre ¢ et la droite voi-
sine ¢’ un segment dont le représentant doit avoir la longueur NN"=N7. En

effet » et { ont la méme vitesse angulaire, l'angle »t¢ étant constamment égal

Y

a 7;[ - Les directrices N'M>#n et N’ M#t déterminent la tangente NIM & (N).

Des triangles égaux ONT et MN”’N on déduit immédiatement le théoréme
connu sur la tangente & la courbe podaire, savoir que <OTN=<ONDM.

Le représentant de l'accroissement du rayon vecteur O N=y de la podaire
est égal 4 la projection NN" du représentant NM. Mais NN"=NT et par

suite,

dy s

Soient p la normale de ¢ en 7, OP la perpendiculaire & {, et soit < fp —
+ g Le point caractéristique R de p est situé sur la développée de C.

Maintenant ona O P=NT=y'(z) et d'aprés (7), PR=y"(x) et TR=TP+ PR--
=ON+PR==y+y", cest-a-dire que le rayon de courbure de (' a pour longueur:
v+
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10. Soit A un point fixe sur la courbe C, et posons

sle)=udAdT+TN.
On a
/)= yla), ®)

pour une variation ou I est le point caractéristique. Pour démontrer cette
formule il suffit de trouver le représentant de l'accroissement infiniment petit
sfx+ Adx)—s(x). Soient T, et N, les points voisins de 7 et N corréspondant &
T'amplitude £+ #z. On a alors

slet dx)—s@)=0AT,+ T ' Ny—(uAT+TXN)
=T T,+(I,N,—TN).

Le représentant de NN, est NJM, dont la projection sur ¢ est NN'=0ON. T1T,
a le méme représentant que sa projection sur ¢ et ce représentant est égal au
représentant de l'arc T'T,. Le représentant de s(x+4x)—s(x) est par consé-
quent égal & ON=y(z). Ce qui démontre la formule (8).

Soient ¢, et t, deux droites d’appui de coordonnées (x,, ¥,) et (x5 ¥5), T,
et 7, leurs points d’appui et N, et N, les pieds des perpendiculaires abaissées
de 0. Il résulte de la formule s (x)=y(x) que

NI +UT,\ T+ TN, Z—/y(w)dw. (©)

Posant xy;=:ux, + 272, on trouve pour la longueur P de C l'expression bien connue

2n

P=J.y(x) dz. (10)

0

Par largeur de la courbe (' dans la direction # on entend la distance
numérique des deux droites d'appui perpendiculaires a =. La largeur .4 est
une fonction périodique 4=_1(x) de l'angle x—an, de période =. De (10) on
déduit alors la formule

P=jA(x)d;c, (11)
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gui peut étre aussi déduite d'un théoréme plus général de Cavcuy.! La largeur

moyenne de C est égale d'aprés (11) & l]’, d'ou il suit que 7(z) prend la valeur
T

I . , . .
P pour deux valeurs de x au moins, 4(x) étant une fonction continue.
T

Remarquons encore qu'on peut démontrer la formule (10) directement quand
C est un polygone. Soient (o, 8) les coordonnées rectangulaires d'un sommet du
polygone et, par conséquent, y=a cos x+8 sin x 1'équation du sommet en coor-
données tangentielles. Pour démontrer la formule (g), il suffit de déterminer la valeur
de Vintégrale f ydx, ot x; et x, sont les amplitudes des cotés adjacents; dans
ce cas UT|T, est égal 3 zéro. La formule (10), démontrée pour un polygone,

g'étend & toute courbe convexe, celle-ci étant la limite d'une série de polygones.

11. L'aire I' limitée par (' est exprimée par la formule

2
F=] [y (52)
0
2n
En effet ;fy” dx est l'aire limitée par la podaire de C par rapport i O, et

0
2z
I ’ e 7 AT ’
S [ y*dx est laire engendrée par le segment 7I'N=y', quand ¢ parcourt la
.0

courbe, c'est-d-dire l'aire limitée par C et la podaire.

Avec les mémes notations que ci-dessus on a de plus

g
ANON,T,+ secteur OT, T, + NOTyN,= ;f(yg—y"’)dx, (13)
ou les signes des aires des triangles et du secteur sont conformes aux sens de

parcours indiqués.

! Paris, comptes rendus, XIII {1841), p. 1060—65.
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12. Par le raisonnement qui nous a conduits 4 la formule (12), nous pou-
vons calculer le volume d'un corps de révolution, dont la courbe méridienne est
une courbe convexe  symétrique par rapport a P'axe «. Tout d’abord le volume

limité par la surface podaire engendrée par la rotation de la courbe podaire (N)

x

de C autour de l'axe a est égal & 2w f y*sinxzdx. 11 reste a caleculer le vo-
3 0

lume limité par les deux .surfaces de révolution. Les coordonnées rectangulaires

des points N et T sont (¢,=y cosx, 8,—=y sin x) et (@;=y cos z—¥ sin z, ;=

ysin x+y cosx). Par un accroissement infiniment petit dox de = le segment

’ . sk ) . ; N
NT=y engendre un secteur infinitésimal, dont l'aire est égale a gygdcc. Le

.\ ' , {2 1 2 1
centre de gravité de ce secteur a les coordonnées (3a1+§a2, gﬂl+352)- Le
volume engendré par la rotation de ce secteur autour de ¢ a donc la valeur
, . I . L
7y 2y sin oc+§ y cos x)dx, et la mesure du volume du corps de révolution en

question est

T

sztf(?z/?’ sin x—yy'? sin z — é y'® cos x) de. (14)

0

13. Donnons enfin une expression de l'aire F de la surface engendrée par
la rotation de C-:

T

F= 2nf(y?—-;y'2)sin xdx. {15)

0

Cette expression n'est gu'un cas particulier d'une formule valable pour toute
surface convexe, que nous nous proposons maintenant d’établir.

Soient ¢ un plan d’appui d'une surface convexe S, 7' son point d’'appui et
N le pied de la perpendiculaire & ¢ abaissée d'un point fixe O situé a l'intérieur
de S. Décrivons de O comme centre une sphére de rayon égal a l'unité, et soit

enfin » le point d'intersection de cette sphére avec la demi-droite ON. La sur-

face de § peut étre exprimée par lintégrale

sz(ONQ— iNTg) de (16)
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dw désignant I'élément de surface sphérique au point %, et l'intégration étant
étendue A toute la sphére. Pour une surface de révolution on a NT=y’, d'ou
résulte la formule (13).

La formule (16) peut étre déduite d'un théoréme de Cavcmy' concernant
l'aire d'une surface quelconque S. Soient p un point sur la sphére de centre
O et de rayon 1, dw l'élément de surface sphérique au point p et soit = un
plan perpendiculaire & Op, le plan tangent en p p. ex. Soit @ la somme des
valeurs numériques des projections sur = de tous les éléments de la surface S.

L’aire F' de S peut alors étre exprimée par l'intégrale sphérique

F:‘-dew. (17)
277

Cette formule de Cauchy peut étre vérifiée par un calcul direct dans le cas ou

Fig. 2.

S est une portion de plan. Par conséquent elle est également valable pour
toute surface, I'aire d’'une surface quelconque étant la limite d'une certaine série
de surfaces polyédriques.

Prenons maintenant pour § une surface convexe. Le contour de la pro-
jection de § sur le plan = est une courbe convexe C dont les droites d'appui
sont les traces de ceux des plans d’appui de S qui sont perpendiculaires & 7.
Soient N’ et T’ les projections sur = de N et 7. La somme @ des valeurs
numériques des projections des éléments de S est égale au double de l'aire
limitée par C. On a done, par la formule (12),

! Paris, Comptes rendus, XIIT (1841), p. 1060—66.
18—25389. Acta mathematica 48. Imprimé le 4 février 1926.
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2
0 / (PN N"1"d.r,
0

ot pN'=0N et N'T'== N1 cos «, ¢ étant 'angle que fait 7N avec le plan .

2
O = [(()W—NT‘3 cos® a}dx,

.
it

27
J AT /(lw /(()A\'*—‘\' T% cos® a)d . {18)
2T

L'angle x que fait p N’ avec un axe fixe dau plan & peut étre mesuré sur le
grand cercle polaire de p, tandis que « peut étre mesuré sur le grand cercle
polaire de n. L’'élément de surface sphérique dw au point p peut étre regardé
comme le produit de deux éléments linéaires de et A3, le premier mesuré sur le
grand cercle polaire de n, le second sur le grand cercle pn. Envisageons dans
I'intégrale triple (18) les éléments qui corréspondent au méme plan d’appui #, le
point » étant fixe, tandis que p varie sur le grand cercle polaire de ». La
somme de ces éléments est égale a

dcdf /(()I\'”—NTg cos?® «) (lrzzzrrrl.rdp’(()l\"——:]) N '1'2)~

o/

0

L'élément linéaire d3 sur le grand cercle pn peut étre transporté du point p au
point », et le produit daxd3 constitue alors un élément de surface dw correspon-
dant au point ». L'intégrale (18) peut ainsi étre mise sous la forme

Fe / ((),\'9—

)'Tg) dao. (16)

(SN

Dans son mémoire »Volumen und Oberfliche:' Mingowsk: a donné une
expression de l'aire d'une surface convexe i courbure continue, d'ou (16) peut étre
deduite par une intégration par parties. M. BrascHke® a donné 4 la formule de
Minkowski la forme suivante

' HERMANN MINKOWSKI, (icsammelte Abhandlungen, Bd. 2, p. 235- 41.
* W. BLARCKE, Kreis und Kugel p. 110 (Leipzig 1916).
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A
= (H“——;dH)dw,

ot H=0N est une fonction du point = de la sphére, et ot 4 H représente le para-
métre différentiel du premier ordre de Beltrami. Un calcul direct permet de
vérifier que # H= NT®.

IT1. Le probléme des isopérimeétres,

14. Le probléme isopérimétrique proprement dit consiste & déterminer
parmi toutes les courbes planes fermées de périmétre donné, celle qui renferme
la plus grande aire.

Il est bien connu que c'est le cercle qui fournit la solution du probléme.

Soient P le périmétre, I l'aire d'une courbe fermée. L’aire du cercle isopéri-
g P 1 " . A
métrique est égale i 2 P2 et la propriété maximante du cercle peut donc étre

: 7

exprimée par l'inégalité isopérimétrique classique

. P'—Fzo, (19)

dans laquelle le signe d'égalité ne vaut que pour le cercle. La quantité
Zly_r P?—1I' sera appelée dans ce que suit le déficit isopérimétrique de la figure, et
nous nous proposons de démontrer que le déficit est effectivement positif, ¢'est-a-
dire qu'il est plus grand qu'une quantité positive, géometriquement déterminée
par la figure méme. Seulement dans le cas du cercle cette quantité s'annule.
En d’autres termes, nous nous proposons d'établir une inégalité isopérimétrique
améliorée.

I1 suffit de comsidérer les figures convexes. En effet, le déficit d'une figure
nonconvexe . est plus grand que celui de la figure convexe la plus petite qui
renferme A en son intérieur. Ferons donc usage des formules (10) et (12) pour
le périmétre et pour l'aire d'une courbe convexe:

2a

P-= fg/dx, (10)

0
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1= If(z/ —y'dx. (12)

Il faut se rappeler que les coordonnées (x, y) représentent une droite, tan-
dis qu'un point est représenté par une équation de la forme y=e« cos z+fsinx,
ol (e, §) désignent les coordonnées rectangulaires du point. Un cercle de rayon
r, dont le centre a les coordonnées (¢, 8) a pour équation y==r+« cos x+ 8 sin x.

Le probléme isopérimétrique de trouver le maximum de l'intégrale F' (ou
bien le minimum de —F) pour une valeur donnée de P conduit au probléme

libre de minimer 1l'intégrale

2

[ (ry — ; (yg—.'/'”)) d.

0

Mais ce probléme n'a aucune solution, car la valeur de cette intégrale prise sur un
cercle de rayon R est égale a 27+ R—mR® quantité qui ne présente pas de mini-
mum. Par conséquent il est nécessaire de restreindre la nature des courbes pour
lesquelles se pose le probléme. Nous nous proposons alors le probléme suivant.

Etant données deux droites ¢, (z,, ¥,) et £, (xs ¥;), mener un arc con-

vexe dont les extrémités soient situées sur ¢, et {, de maniére que l'intégrale

ijl/de—f j—l/ ))d (20)

prise sur cette courbe soit minimum.

Supposons x,>x, et y, et y, positifs. Le sens de la convexité de l'arc est
défini par la condition que x; <x<w, pour toute droite d'appui de I'arc. Nous
n’exigeons pas que ¢ et f, soient des tangentes de la courbe, mais seulement
qu'elles soient des droites d’appui. IL’arc est engendré par la droite d'appui de
sorte que ses points limites en forment des prolongements tangentiels de l'arc,
dont l'équation est y=e cos x+ gsin .

Rappelons aussi la signification geométrique des intégrales

1)12:jydw"'N17v1+V1’1”2+Te"\y2 (9)

£
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Fy, :f; (W*—y'Dde =/ \ON,T,+ secteur OT, I'y+ A\ OT,N,. (13)

1

15. Les extrémales du probléme sont déterminées par 1'équation d'Euler-
Lagrange

d r
Hy— 5 Hy=r—y—y"=o,

dont l'intégrale compléte est
y=r+ca cos x+J sin x. (21)

Les extrémales sont donc des cercles de rayon 7.

1°. 8i z,—x,<w il existe un cercle de rayon » et un seul tangent a ¢, et
t; conformément aux conditions aux limites. Ce cercle est divisé par les points
de contact en deux arcs, dont l'un a une courbure totale égale & x,—x,. C'est
cet are qui fournit la solution du probléme, comme nous le verrons ci-dessous.

2°. 8i xy—x,=m, de sorte que t, est paralléle & #,, il n’existe aucun cercle
tangent & ¢ et f; & moins que y,+y,—27r, et dans ce cas il en existe une infinité.
Si, dans ce cas, le systéme de coordonnées est choisi de maniére que x,—o,
y,=r et xy=m, y,=r, I'équation de l'extrémale a la forme y=r+gsin x, ou f
est un paramétre arbitraire. Ce sont les demi-cercles correspondant & o<z <=
que l'on doit considérer comme les arcs d'extrémale du probléme.

3°. Si a<x,—x,<2m il existe comme dans le premier cas un seul cercle
du rayon 7 tangent & ¢ et #,. Mais l'arc d’extrémale en question, dont la cour-
bure totale est x,—a,>s, ne peut pas minimer V'intégrale (20). En effet, tous
les cercles de rayon r tangents & ¢, (z,, y,) sont aussi tangents 3 la droite
t'y, (&, +m, 2r—y) qui est paralldle & ¢, & la distance 2r. ¢, est la tangente
conjuguée de t;; elle est située entre t, et ty(x, <z, +7w<x,), et l'arc d'extrémale
ne satisfait pas 4 la condition de Jacobi. A T'aide de la signification géométri-
que des intégrales (9) et (13) on voit aussi immédiatement que la valeur de
Vintégrale (20) sur un cercle de rayon R, tangent & f, et £, tend vers —oo,
quand R — oo.

16. Pour vérifier que les arcs de cercle de rayon r tangents a ¢, et f,
constituent le minimum demandé dans les cas 1° et 2° utilisons la méthode

de Weierstrass en construisant un champ d’extrémales. Ce champ sera formé
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par les demi-cercles de rayon r (r,<x <z,+7n) qui sont tangents a #;, et a la
droite ¢, paralléle & #, & la distance 27. Ces demi-cercles constituent évidemment
un champ de Weierstrass, puisqu'il existe un seul de ces ares qui soit tangent a
une droite {x, y) donnée, ol x;<x <z, +.
Posons pour abréger z,=o0. L'équation d'une extrémale du champ est
alors
y=r+(y,—r) cos z+ B sin z, (22)
d’ot

y'= —(y;—r) sin 2+ cos x.

\

L’extrémale tangente & une droite #,{z, y) donnée est déterminée. par

g y—r—(y,—7) cos &
sin

En substituant cette valeur & § dans l'expression de y’, on trouve la »pente»
plz, y) de cette extrémale en fonction de (z, ¥):

P (.CC, y) - (y_r) cossinx;(?/l"’}') . (23)

Daprés (7) plx, y) représente la distance du pied de la perpendiculaire & ¢
abaissée de I'origine O au point de contact de ¢ et de I'extrémale.

Considérons maintenant un arc de comparaison C, y =f() (0 =< x = x,) entre

t, et t,, Toute droite d'appui ¢ de C est tangente i un seul arc dextrémale

0y
du champ construit. La différence entre 'intégrale f H(x, y, y')dx étendue 2

0
C et la méme intégrale étendue & l'extrémale FE tangente & #; et {,, c'est-d-dire

la variation totale, peut donc étre exprimée par lintégrale de Weierstrass
[ v vz,
E(z, y,p,9)=H(x, y, y)—H(w y, )~ —p) Hy (, y, p)

B, v, p, y) =/ —p)" (24)



Quelques problémes isopérimétriques. 143

Iei y' désigne la -dérivée de y=f(x) et p la pente (23) de l'extrémale
tangente & ¢, et #, (x, y). La variation totale

@y X2

fﬂ(x, Y, ¥) —flf(x, Y, .7/'):;f(1/'~—19)2 dx (25)

' .
1'1(' (L'IE @y

est évidemment positive, pour toute courbe de comparaison, sauf lorsque ¢’ (x)
est identique & p(z, y), c'est-d-dire quand la courbe coincide avec 1'extrémale F,
ou bien, dans le 2° cas, avec l'une des extrémales (en nombre infini) du pro-
bléme. Ces extrémales fournissent donc le minimum de l'intégrale (20), et on

voit que dans le 2° cas la valeur de l'intégrale est la méme sur toutes les extré-

.1 9
males, savoir S 7T

17. Il est remarquable que lintégrale de Weierstrass f Ex, vy, p, ¥)dx

a, grice aux coordonnées tangentielles utilisées ici, une signification géométrique
trés simple. Soient en effet T le point d’appui de la droite‘d’appui génératrice ¢
de C et S le point de contact de ¢ avec l'extrémale du champ tangente a ¢;
on a alors y'—p=_87. L'aire infinitésimale engendrée par ST pour un acroisse-

ment infiniment petit dx de «x est égale i —; ST dxzi ' —p)Pdx. Quand f
parcourt l'arc (' de ¢, 3 t, le point S décrit une courbe (S) aboutissant aux droites
t, et t,. L'intégrale f E(x, y, p,y')dx est par conséquent égale & l'aire limitée

par C, (S), ¢, et t,.

18. Evaluons maintenant la valeur de l'intégrale minimale. En posant

\

x;=0 et wy=wu l'équation d'une extrémale tangente a (o, y,) s'écrit
y=r+(y,—7) cos z+ g sin x. (26)
Pour que le cercle soit aussi tangent a («, y,) il faut que
Ys=7+ (y,—7) cos u+ @ sin w. (27)

Si u=+mn la valeur de B est déterminée par cette équation. En substituant & g
la valeur trouvée 1'équation (26) devient
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y—r+ (yy—2) sin x+'(y,——r) sin (u——x),
sin

d’on
s (yy—7) cos x—(y,—7) cos (u—=z)

Y — < T
4 s ¢

Sur ce cercle les intégrales P,, et F, prennent les valeurs P, et F; suivantes

" U U
PO——27(tg5“;)+(yl+y2) tg;’ (28)
u U I u
Fy=—1r° (tg o ;)— 5 Wt ye)® cob w +y,y, cot (29)

d'ou
N U u % 1 o u
rPy—Foy=—1* (tg; - ;) +r(y; +v.) tg 5 + 5(7/1 +9,)* cot u—y, y, cot 2 (30)

1°. u<m. 1rP,—TF, est le minimum de l'intégrale » P;, — Fy,, de sorte
que l'inégalité

rPy—Fy=r Py—F, (31)

est vraie pour toute courbe de comparaison.
2°. uw=gm. Dans ce cas 'équation (27) entraine la condition aux limites

Yty =27

indiquée ci-dessus. A cette condition la valeur de 8 reste indéterminée, et on

trouve pour P, et F, les valeurs

Py=nr+28,
Fo="T .
o=, +2r8,
I e
rPy—Fy= -1
2

D'ou il résulte l'inégalité
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3°. a<u=2n. Dans ce cas la quantité »Py—F, ne représente ni le mi-
nimum absolu ni un minimum relatif de »P;;—F,, dans le sens ordinaire. Pre-
nons p. ex. pour courbe de comparaison un arc de cercle de rayon R tangent

a t; et £, Les valeurs de P,, et F), sur ce cercle s'obtiennent en substituant R &

r dans (28) et (29). On trouve alors »Py,— Fyo—(r Py,— F,) = (R—r)* (tgz——g)-

. u o u .
Mais comme dans ce cas tg 275 <0, on voit que par rapport aux cercles con-

sidérés, tangents & ¢, et f,, l'extrémale fournit le maximum de 7P;,,—F,.
Néanmoins on peut indiquer une classe de courbes relativement auxquel-

les l'extrémale F fournit un minimum. Menons 4 E une série de tangentes

t, t’,... t" correspondant aux valeurs ', z”,... z® de 2 de maniére que
o <a”<--<aW<u et que &' <, &' —a'<m, ... u—ax™=n. Nous considérons
des courbes C pour lesquelles ¢, #/, ¢’,...#" ¢, sont des droites d’appui. Les

arcs de cercles compris entre deux tangentes consécutives sont minimants rela-
tivement aux ares corréspondants des courbes C; c’est une conséquence des ré-
sultats trouvés dans les cas 1° et 2°. Pour chacun de ces arcs subsiste une
inégalité de la forme (31) ou (32), et par addition de toutes ces inégalités on
voit que linégalité (31) subsiste pour l'arc total ¢ en question. Les intégrales
Py, et Fy, prises sur cet arc sont en effet les sommes algébriques des quantités
analogues correspondant aux arcs partiels.

Considérons maintenant en particulier le cas ot u==2~. Dans ce cas, Py=27r,
Fy=nr® et rP;—Fy=mnr®. Quelles sont les courbes convexes fermées de péri-
métre P et de surperficie F par rapport auxquelles le cercle E de rayon #
rend minimum la quantité rP—F? Pour bien le voir menons & E soit deux
tangentes paralléles soit trois tangentes formant un triangle circonscrit & E. Soit
C une courbe inscrite dans ce triangle ou dans la bande limitée par les tangentes
paralléles. Dans le dernier cas la courbe a dans une certaine direction la
largeur 27. Les résultats trouvés dans les cas 1° et 2° sont alors applicables
aux arcs partiels de cette courbe, de sorte qu'on a linégalité

rP—F=m" (33)

L'ensemble des triangles circonscrits 4 F n’est pas complet, mais en ajoutant
les bandes paralléles circonscrites qui sont des figures limites de ces triangles,
nous obtenons un ensemble complet.

Nous avons done le théoréeme:
19—25389. Acta mathematica. 48. Imprimé le 4 février 1926.
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Soient E un cercle de rayon r, (T) Uensemble complet des triangles et des ban-
des paralléles T circonscrites a E. Soit enfin (()) Uensemble des courbes convexes
fermées qui peuvent étre inscrites dans une des figures T. Entre le périmetre P et

Vaire F d'une telle courbe C on a Pinégalité:
rP—F=mr. (33)

Le signe d'égalité est applicable au cercle E lui-méme ainst qu'a une figure
composée de deux demi-cercles de rayon r et d'un rectangle, dont deux cités opposés

ont la longuewr 2r tandis que la longueur des deux autres est arbitraire.

19. Revenons maintenant au probléme isopérimétrique.
Etant données deux droites t, et f,, on se propose de mener un are con-

vexe dont les extrémités soient situées sur f, et f, de maniére que l'intégrale

Pu——'/gj dx (9)

¥y

ait une valeur donnée et que l'intégrale

oy I ’
Fa= [ S r—yas (13)

ait sa plus grande valeur.
1°0 z2y—z,=u<m. Le rayon r du cercle extrémal du probléme d’'extrémum

libre, savoir le probléme de minimer l'intégrale r Pj,—F},, doit étre tel que P,
ait sur le cercle la valeur donnée. De la formule (28) on tire, en posant P,=P,

(yy + 5) tgg -r
7'0:: )
(i)
2 2
(/]

\ u ) NPT ve . . .
ou tg~2 - > 0. C'est-d-dire, qu’il existe une extrémale corréspondant i la

(34)

valeur P,—P & condition que P <(y,+,) tg 1—;—
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Si M est le point d'intersection de ¢, et f,, on a

%
N, M+ MNy=(y, +y,) tg;

(35)

ce qu'on voit facilement par un raisonnement directe sur la figure, ou en posant
r=0 dans la formule (28). Le cercle est alors reduit au point M lui-méme. De
(29) on déduit de la méme maniére

NON M+ NOM Ny=y,y, cot Z — ;—(y1 +4,)* cot u. (36)

En posant
P=N,M+MN,,

F=AONM+ANAOMN,,
la condition trouvée pour l'existence de l'extrémale est que
P<P.

En substituant la valeur trouvée de r, (34) dans l'inégalité (31) on obtient
l'inégalité isopérimétrique du probléme, qui peut &tre mise sous la forme
(P Py

<'1vl__"v
(t “ <I'—1 (37)
a\te  —

Soient T, et T, les extrémités de Yarc C de comparaison. Alors P'—P=
=T\ M+MT,~0T,T, et F'—F est égal a Vaire de la figure non-convexe
T,MT,T, limitée par ¢, ¢, et I'arc (. Le résultat peut donc étre exprimé par

le théoréme suivant.

Soient LMN wun angle convexe de mesure m—u et C=ULN un arc convexe
mené de U'un des cotés de U'angle & Uautre et tournant sa convexité vers le sommet
M. En déssgnant par p la quantité p=LM + MN—uULN et par f Uaire de la
figure non-convexe LM NL, on a l'inégalité

A, (38)
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Le signe d'égalité n'est valable que pour les ares de cercle tungents aur cotés de
langle.

Une conséquence du résultat trouvé au § 4 est que I'inégalité isopérimétrique
(37) ou (38) ne peut pas étre améliorée. En effet, l'intégrale P, -~ P, (28) prise

sur le cercle minimant de l'extrémum libre

D uu , n
P, 2)(tg2 2)+(!/1+.§/2)tg2

(28)
est une fonction décroissante du multiplicateur » @& Euler-Lagrange. On voit

aussi que la fonction () du § 4, qui a ici la valeur
Pl —r* (tg S Z) +r ((;711 ) tg - P) + ; ((y1 +y,)* cob u —y,y, cot Z) »

a sa plus grande valeur pour la valeur (34) de 7.
2°. u=m. t,7#t,. y,+y,=2r. Le probléme libre a une infinité d'extré-
males, qui sont des demi-cercles d'équation y=r+8 sin «x, 8 étant arbitraire. £
peut étre déterminée de fagon que l'intégrale P), ait une valeur quelconque
donnée P,
P=ar+23.
L'inégalité (32)

7t
rP—F= /;1"

est l'inégalité isopérimétrique de ce probléme. Elle ne peut pas étre améliorée
puisque » ne peut avoir qu'une seule valeur, savoir la moitié de la distance des

deux droites paralléles données, ¢, et ¢,
R u oo
3 n<u<zm. tg P < 0. Supposons, comme auparavant, que ¥, et

ys soient positifs. Soit M le point d'intersection de f, et ¢, Dans ces condi-
tions, des quantités

k2
Ny M+ MN,=(y, +y,) tg 5

AON M+ A\ OMNy=y,y, cot Z — ; (w,+ys)® cot u,

qui peuvent étre déduites des formules (28) et (29) pour »=o0, la premiére est
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3t

négative. Désignons leurs valeurs respectivement par —P et —F". (28), (29) et
(30) peuvent alors étre écrites sous la forme:

U U ’
_POIZ A (’2“ - tg ;)“‘P

% u "
F(): 72 (5 - tg ;)—1‘

rPy—F,— a-‘-‘(i” —tg g) e
2 2

Le rayon 7, de Vextrémale du probléme libre peut é&tre déterminé de fagon que
P, ait une valeur P donnée d’avance; pourva que P+ P’ >0, on a

P+ P

P e 3l
2 > 2
Pour cette valeur de 7,
7\ 2 N\ f
TOPO_IvO: (P+P) _ (P+P)P L

U U u (/2
4%‘@3 (5~ 5)

Menons maintenant un arc convexe C de ¢, & ?, sur lequel l'intégrale P,
ait la valeur donnée P, et désignons par F la valeur de F,. Soit /;%¢, t's5%E,
deux droites d’appui de C, correspondant respectivement aux valeurs = et u—=n
de x. Soit ¢ une droite d’appui entre #, et ¢, correspondant & une valeur de
x telle que u—m=x=n= 1l existe un cercle tangent i ¢, {, et ¢; soit » le rayon
de ce cercle. Sur celui des deux arcs de ce cercle, dont la courbure totale est
égale a wu, l'intégrale rP,,—F,, aura une valeur plus petite que la valeur de
I'intégrale prise sur C, comme nous l'avons vu ci-dessus § 18, 3°. On a par
conséquent 1'inégalité

rP—-FerO—Fo:rg‘(g — tg g)—rl)'%-F',

que l'on peut écrire de la maniére suivante:
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(P+P)

U ,u~
oz —et)

Cette inégalité est valable tout au moins pour toutes les valeurs de », qui cor-

(40)

réspondent aux droites d'appui ¢ entre ¢, et ¢, celles-ci inclues. C’est bien
T'inégalité isopérimétrique améliorée du probléme. On voit que le second
membre s’annule pour la valeur =7, (39), qui est bien ainsi le rayon du cercle
«isopérimétrique». Mais ce cercle ne se trouve pas nécessairement parmi les cerc-
les susdits.

P+ P est le périmétre et F'+ F' est l'aire de la figure convexe limitée par
t;, & et lare C. Le résultat trouvé peut donc étre exprimé par le théoréme
suivant.

Sotent LMN wun angle convexe de meswre w—m ef C=yuLN un arc convexe
relzant Uun des cotés de Uangle & Uautre et towrnant sa concavité vers le sommet
M. Si¢ Uon désigne par p le perimétre et par f Uaire de la figure convexe LM N L,
on a Uinégalité

P >0

m‘f: : (41)

2

Le signe d'égalité w'est valable que powr les ares de cercle tangents aux cotés de

Pangle. Pour un arc donné C on peut écrire Uinégalité améliorée

ot v est le rayon du cercle inscrit dans un triangle limité par les cotés LM et M N
de Uangle et par une drovte d’appui arbitraire de Uarc donné C.

20. Envisageons maintenant le probléme isopérimétrique dans le cas ou
U=—27.

Le probléme consiste 4 déterminer, parmi toutes les courbes convexes fer-
mées de périmeétre donné, celle qui a la plus grande superficie.

Soit € wune courbe convexe fermée quelconque ayant le périmétre P et
l'aire I'. Désignons par I' soit un triangle, soit une bande, circonsecrit & C, et
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soit 7 le rayon du cercle § inscrit dans 7. Par suite du théoréme p. 146 on a
Pinégalite

rP—F= xre,
ou encore,

L'2_ >L _ AV
4ﬂP F:4n(P 277)2 (42)

L'ensemble des triangles et des bandes circonsrites 4 C est fermé. On peut
démontrer sans difficulté que le plus grand des cercles S est identique au plus
petit cercle qui renferme C, et que le plus petit des cercles § est identique
au plus grand cercle contenu i l'intérieur de (. Par conséquent il existe
parmi les cercles S des cercles isopérimétriques 3 (. Soient B et.» les valeurs
extrémes du rayon du cercle S. On a alors

1

4—EP2— = Z(R — )2 (43)

En effet, le déficit ﬁPQ—F est plus grand que les deux quantitésit(z a R—P),

2

—_ P__ 2\ 2
et L(P—-z 7r)® et, par conséquent, que L(an P+ zm) .
4w 47

De l'inégalité (43) on déduit ainsi que le déficit ZZ—IPS’—F ne peut s'an-

nuler que dans le cas ou R=r, c'est-d-dire lorsque (' est un cercle. Le pro-
bléme isopérimétrique est done complétement résolue par l'inégalité (43), et cette
inégalité isopérimétrique a été obtenue en considérant seulement 1'extrémum libre,
sans avoir recours aux méthodes spécialement établies pour résoudre les problé-
mes isopérimétriques.

Ce qui est le plus important dans cette recherche, c'est la démonstration
de l'existence d'une courbe minimante dans les cas 1° et 2° de l'extrémum libre,
démonstration faite & l'aide du théoréme fondamental de Weierstrass. Mais l'in-
tégrale de Weierstrass a, nous l'avons vu, une signification géométrique trés
simple, ce qui nous permet de nous libérer tout a fait du calcul des variations

et de donner une démonstration purement géométrique de l'inégalité (42).

21. La figure T,T,7T,T,T, représente une courbe convexe fermée C avec
un triangle circonserit /. O est le centre du cercle inserit dans le triangle o,
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N, et N, sont ses points de contact avec les cOtés #, et ¢, du triangle. Soient
O Yorigine et ON laxe polaire d'un systéme de coordonnées tangentiélles

polaires, et posons comme auparavant
Pu= Ny 4 WL IT,+ T N= [y
0

Fio=AON, T, +secteur OT, T3+ N OT,N,.

Fig. 3.

Soient £, (x, y) une droite d’appui de C et s, (x, 7) la tangente au cercle paralléle
a t, T et S leurs points d’appui respectifs. Par S menons la droite S’ pa-
ralléle & # coupant ¢ en S’. Entre les ordonnées g et 8/ de S et 8 on a la

relation

(8'—8) sin z=y—r-. (44)

Quand la droite ¢ se déplace de ¢, & t, le point S décrit un arc (S') dont T et
N, sont les extrémités.
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Pour les aires des secteurs ON, 7,8 N,0 et ON,SN,O on a les expressions

sect. ON, T8N, 0+ ANON,N, =fﬁ" do sin z,
0

sect. ON,SN,0 + ANON,N', :fﬁda sin x,
0

ou do désigne 1'élément linéaire du cercle, et ot N', est la projection de N, sur

ON,. La soustraction de ces expressions donne, d'aprés (44),
sect. ON,T,S N,0 = sect. ON,SN,0 +f(g/—r)do
= ;—1'2u+7‘P12—7”2u
= P— 1
12 2 .
L'arc (8") est situé & l'extérieur de la courbe C. On voit par conséquent que
I 2
r Py, — SNz F,.

Par addition de cette inégalité et des inégalités analogues correspondant

aux autres arcs de C on obtient 1'inégalité isopérimétrique
rP—ar*=F.

Pour une bande circonscrite, les. constructions seraient les mémes que pour un
triangle.

. . e 4 2 b : P
L'aire limitée par (S') et C est égale &4 » P— F—mr?, qui prend pour r= P

. I A
sa valeur maximum 4*P2—F, et cette valeur de s peut étre obtenue pour une
T

infinité des figures en question. D'ou le théoréme:

C étant une courbe convexe fermée arbitraire, on peut construire une autre

20—25389. Acta mathematica. 48. Imprimé le 3 février 1926,
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courbe S renfermant C de sorte que laire limitée par C et S soit égale au déficit
isopérimétrique de C.

Ajoutons que la construction susdite peut étre renversée pour ainsi dire.
Menons en effet T’ paralléle & ¢, 7T étant situé sur S. Le point I’ décrira
un arc¢ (7”) situé en dehors du cercle. L’aire limitée par le cercle et la courbe
fermée composée des arcs (7”) aura la méme valeur P — F — nr? que laire
ci-dessus.

L'inégalité (43) a été démontrée pour la premiére fois par des considérations
tout élémentaires (4). Une autre démonstration élémentaire (B) a 1'aide des triangles
circonscrits est fondée sur la considération de la série linéaire de courbes
convexes déterminée par la courbe (' et le cercle inscrit au triangle.! L’aire de
(' est considérée ici comme la différence entre le triangle et les trois secteurs
non convexes, limités par C et les cotés du triangle. C'est au géomeétre danois
M. C. Croye® et 3 FroBenius® que cette idée est due. La répresentation géo-
métrique du déficit isopérimétrique est aussi donnée par l'auteur (B). Ces dé-

monstrations sont d'ailleurs conformes & la construction appliquée ici.

IV. IL’aire mixte de deux ovales.

22. Pour l'étude géométrique du probléme des isopérimétres M. HErRMAN
BrurN a introduit la notion de série linéaire d'ovales.* Soient C et (| deux
ovales, c.-4-d. deux courbes convexes fermées, et soient y=1y(x) et y=2z(x) les
équations respectives de C et de C, dans un systéme de coordonnées tangentielles
polaires. Nous construisons une nouvelle courbe ‘d’'équation y=ay(x)+a-lz(9c),
ol a et o, sont des nombres positifs, avec a+a,=1. Cette courbe est engendrée
par une droite d'appui qui est paralléle aux droites d'appui (z, y) et (z, 2) de
C et C, et qui divise la distance entre ces droites dans le rapport ¢,:e. On
peut démontrer que la nouvelle courbe est également convexe. Lorsque a« varie
(0= a=1), la courbe engendre »une série linéaire». L'aire de la courbe, donnée

par la formule (12), a pour valeur

! Une démonstration de la méme nature a été donnée par W. BLASCHKE: Abh. aus dem
Math. Seminar, Hamburg t. 1, p. 206—o09.

2 C. CRONE. Om Prismaloidens Volumer. Nyt. Tidsskr. f. Math. (Copenhague) B. 1904,
p. 73—75.

? C. FROBENIUS, Sitzungsherichte, Berlin 1915, p. 387—404.

4 HERMAN BRUXN, Ovale und Eiflichen. Thése. Miinschen 1887.
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F+2a0, M+’ F, (45)

ot F et I, sont les aires de C et C,, tandis que M est exprimée par l'intégrale
27
I r 7
M= gf(y%y ) dux, (46)
0

qui a été nommée par Minkowski «l'aire mixte» de C et ;. La valeur de M
n'est pas altérée par une translation de C ou de C,. On doit & M. Brunn et
3 Minkowski® l'inégalité

M= FF, (47)

ou le signe d'égalité ne s’applique que lorsque C et €, sont homothétiques..

Lorsque C, est un cercle de rayon 1, on a F,=n et 2 M=P, ou P désigne
le périmétre de C. L'inégalité (47) est, dans ce cas, identique & l'inégalité iso-
périmétrique du cercle.

On peut donner une démonstration de l'inégalité (47) par la résolution du
probléme isopérimétrique suivant:

Etant donnée une courbe convexe fermée C, d'équation y = z(x). Déter-
miner une courbe convexe C, y=y(z) de sorte que l'aire de C

soit maximum, tandis que l'intégrale
) g

27

M= ~; f(yz—y'z') dx

0

a une valeur donnée,
Ce probléme isopérimétrique conduit & un probléme d’extrémum libre:
Etant données la courbe convexe fermée C), ¥y =z (x) et deux droites ¢,,
(0, w) et &, (u, ¥,), et posant

! HERMANN MINKOWSKI, Ges. Werke, t. II.
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u
I

2

M) - (yz—y' 2 dx,

mener un arc de courbe convexe de ¢, a f, de maniére que l'intégrale

u

25 M(u)— F(u) 2]'(}. (yz—y' ') — ; - y'?) ) dx, (48)

0

étendue & cet arc, ait sa valeur minimale.

L'équation différentielle d'Euler corréspondante 4 l'intégrale (48) est

Yy +y=A("+2), (49)
dont l'intégrale compléte est
¥y =lz+eacoswt+psinr (50)

On voit que les extrémales du probléme sont des courbes homothétiques a la
courbe donnée C,, y=z(x) dans le rapport A: 1.

C, est divisée par les deux droites d'appui paralléles & f, et {, en deux
arcs. Envisageons celui de ces arcs qui corréspond aux valeurs o=x=u de z,
et construisons un arc F homothétique a cet arc dans le rapport 4:1.

Si u==7 on peut déplacer E par translation de facon que les extrémités de
l'arc soient situées sur ¢, et t,. Si au contraire u=mn, cette construction n'est
pas possible, & moins que le rapport de la distance entre f, et ¢, & la distance
des droites d'appui paralleles de (|, ne soit égal & Z:1. A cette condition la
construction a une infinité de solutions.

Les extrémales pour lesquelles ¢, est une droite d'appui ont pour équation
y=Az+(y,—Lz,) cos x+ g sin «x,

ol 2;=2(0). Ces arcs constituent un champ de Weierstrass. Outre ¢,, ces extré-
males ont encore en commun une droite d'appui paralléle & ¢, c'est-a-dire que

dans le 1" cas ol w<{sr, et aussi & la condition sus-dite, dans le 2° cas olt u=r,
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on peut construire, pour toute droite d’appui d'une courbe de comparaison quel-

conque, un arc d'extrémale du champ qui s’appuie sur cette droite. L’'intégrale
u
de Weierstrass j E(x,y,p,y)dx a pour valeur
U

u

! f o~ p)de,

0

d'on résulte que l'extrémale I construite est vraiment la courbe minimante.

L'intégrale 2AM—F a sur FE la valeur ;].gj(ze —Z%de=2F;(«). On a par
0
conséquent l'inégalité

2 M (u)—F(u)— 22 F, (W)= o, (51)

pour toute courbe de comparaison, avec u =x.

On voit que tout se passe comme dans le probléme des isopérimétres. L'in-
tégrale de Weierstrass peut étre interprétée de la méme maniére en substituant
au cercles minimants les courbes homothétiques a (; dans le rapport i.

Soient maintenant ' et (), deux ovales quelconques et 4 et o, deux
triangles, ou deux bandes paralléles, homothétiques, circonscrits & ' et (),
respectivement. Soit A le rapport de similitude de ./ et .7,. Pour chacune des
paires d’arcs homologues de C et (; limités par les points de contact avee 4
et 4, on aura donc une inégalité de la forme (51). Par addition de ces inégé-
lités on trouve I'inégalité

2l M—F—I2F, = o. (52)

Le signe d’égalité n’est valable pour tous les . et 4, que dans le cas ol (' et
(; sont homothétiques, et alors i ne peut avoir qu'une seule valeur, savoir le
rapport de similitude de C et C,.

L'inégalité (52) peut étre mise sous la forme

M=t (,‘ an ;,F,)
2\.

ou encore
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- s
M—VFF, = ;-(]/7 -V Zz«‘,) : (53)

C'est l'inégalité de Brunn-Minkowski amélioré.!
PV , I
Dans la série linéaire formée par C et C, on trouve pour « = ¢ = la

courbe moyenne de C et (), dont V'aire S est égale a
§= i(F+ M+ F)
(53) entraine alors pour S l'inégalité:

A e N 2
s=1(viF+ 25 W/ L -viF) . (54)
2 4 A

2

La construction qui, & la fin de la section précédente, conduisait a la dé-
monstration de I'inégalité isopérimétrique s'applique aussi, mutatis mutandis, a

Vinégalité (53). Il n'est pas nécessaire d’en donner les détails.

V. Le probléme des isépiphanes.

23. Déterminer parmi tous les corps de superficie donnée celui qui a le
plus grand volume, voici en quoi consiste le probléme classique des isépiphanes,
dont la solution est la sphére. V étant le volume et F l'aire de la surface d'un
corps quelconque, la propriété extrémante de la sphére peut étre exprimée par
I'inégalité

1

3
—F?—Vz=o. )
6Vn (55

3
En effet le volume de la sphére de superficie F' est égal a L_F 1la quan-
7

3
L_ P —V sera appelée le déficit isépiphanique du corps. Nous nous pro-

6V n

posons de démontrer et d'améliorer 1'inégalité isépiphanique (55).

tité

! Voir W. BLASCHKE, loc. cit.
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Pour commencer nous limiterons la recherche aux corps de révolution et
nous supposerons de plus que ces corps sont convexes; nous pourrons donc

utiliser les formules

V=7rf(§ y® sin x—yy'* sin z— ;y's cos :1:) dx (14)

0
P‘:zyr](yz—éy'g) sin zdx. (15)
Q

Dans ces formules l'axe de rotation est choisi pour axe polaire a des coordon-
nées tangentielles polaires, et l'origine O est prise a4 l'intérieur du corps. y=y(x)
est I'équation de la courbe méridienne C du corps. Puisque C est symétrique
par rapport & « on a y(x)=y(2x—=2).

Pour résoudre le probléme isopérimétrique de déterminer le maximum de V
(ou bien le minimum de — ¥) pour une valeur donnée de I, nous nous pro-,
posons d'abord le probléme de lextremum libre, savoir de minimer l'intégrale

.
rFi—2 Vi=n f Hiz, y, v')da, (56)
0

H(x, y,y)=2r ('yﬂ— ;y'g) sin x — (‘—; y® sin x—2yy’? sin 2 — zy"‘ cos x) (57)

7 est le multiplicateur d'Euler-Lagrange, et nous avons affecté a » le coefficient
2, ce qui sera commode dans la suite. Il est nécessaire de diviser l'intégra-

a N\

. . 7T 7T
tion en deux parties, de =0 a xz = 5 et de z== a4 rx=r11.
2

L’équation différentielle @'Euler, H, — dﬁx Hy =o0, est
(2(y+y")—1) (29 sin 2+ 29" cos z— sin )=+ sin 2, (58)

ou

d . . .
——(2ysinz+29 cos x—r sin )= 2 sin x cos z.

dx
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De cette équation on tire

o

. ’ I . Iy . 9 r2
ysinzty cosz— rsina)- S s’ ot y,d (59)

y', désignant la valeur de y'(x) pour x=o.

On peut déduire de l'équation (58) une propriété bien connue des extréma-
les E. En effet (§ 9) y+y =R, est la valeur du rayon de courbure de la courbe
méridienne au point de contact de la droite (x, y) et S=y sin z+¥ cos x est
Vordonnée de ce point. Le second rayon de courbure principal R, de la surface
de révolution engendrée par la courbe F est donc

_ysinxz+y cosa
sin x

R,

L’équation (58) peut alors étre écrite sous la forme

1 I+I):1
2\R, " R, ¥’

c-d.-d. que la courbure moyenne des surfaces de révolution extrémales est con-
stante.

24. Nous n'avons pas encore indiqué les valeurs limites de y correspon-
3
dant aux valeurs x=o et T= Nous ne voulons pas, en effet, fixer d’avance

la. droite d'appui correspondant i x=o0, mais laisser, au contraire cette droite
limite arbitraire, ce qui impose & l'extrémale la condition Hy (x, y, y')=o0 pour
z==0. Puisque Hy =2y (—rsin x+2y sin z+y cos z), la condition & la limite
est en effet y',—o0. A cette condition, I'équation (59) se divise en

ysin z+y cos z=o0
et

. ’ .
ysinxty cos x=-18In x.

L’intégrale de la premiére de ces équations est y=« cos x, qui représente le point

. 2 f . . . 7T
(@, o) situé sur l'axe . Cette solution qui exige que y prenne, pour & = .’

la valeur limite y = 0, n’offre aucun intérét. L’'intégrale de la deuxiéme équa-

tion est
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y=r+e cos x, (60)

qui représente un cercle de rayon r dont le centre (o, o) est situé sur l'axe «a.

Pour que le probléme posé (56) admette une solution il faut donc donner & y
pour x:g' la valeur limite y=1r, En d’autres termes les corps de révolution

pour lesquels peut se poser le probléme d'extrémum libre (56) sont tels que le
rayon de leur plus grand paralléle soit égal a ».
L’arc d’extrémale du probléme est le quart d'un cercle (60) correspondant

Il y en a une infinité vérifiant les conditions aux limites et tous

N 7T
4 0=xr=-—
2

tangents a la droite (27 1*). C'est pour cette raison qu'il a été néeessaire de

distinguer les deux intervalles

[
\
s
8
i

L=0 & &

Les ares d’extrémales constituent un champ de Weierstrass. En effet (z, )
étant une droite quelconque (o§x< §)7 il existe un arc d'extrémale et un

seul tangent & (z, y), déterminé par

_y—r
cos
Puisque y'=—a sin z, la »pente» p(x, y) de cette extrémale est
p(@, y)=——r) tgx (61)

Evaluons maintenant la fonction E(z, y, p, 4') de Weierstrass.

E(x’ Y, D ?/’):H(x7 Y, y’)—*H(Z‘, Y, 17)*(?/’_17)1{7/(% Y, ]})
E(x, v, p, ¥)={"—p)* {——9 sin + 2y sin xz+ ° 3 (7/ + 2 p) cos x}

En substituant dans le second facteur la valeur (61) de p, il vient

|
J

Ez, y, p, y')=(y'—p)2 I'Z' (y sin x+9" cos x)+ ;r sin x>

I

E(xa Y, p ’l/): _P l3ﬁ+§lel}’

21—25389. Acta mathematica. 48. Imprimé le 5 février 1926.
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ol B=y sin z+y cos x est 'ordonnée du point d'appui de la droite d’appui (z, y),
et 8,=r sin z celle du point de contact de l'extrémale tangente & (r, y).

La différence entre les valeurs de Dintégrale » V—2 F pour un arc quel-
conque et pour l'arc d'extrémale est exprimée par l'intégrale de Weierstrass. La

. Ve » Ve 2 2
valeur de l'intégrale sur l'extrémale étant gm'?’, on a

L |

F oV 2 8 Lo — o3 I
rFi—2V, 3m 27rf2(y ) (3ﬂ+3ﬁl)d9c.

0

N

e TE . Pd - .
L’intervalle de c=_ax=mn nous fournit une équation analogue, et par addi-

tion de ces deux égalités, il vient

T
4 . I, 2 1
P2 Vet — o | 2y — 2(» + o )dx. 62
) 3m 75[2(1/ P) 3ﬂ - 3;5’1 (62)

0

La valeur de Vintégrale de Weierstrass est positive & moins que y’ ne soit
identique & p dans tout l'intervalle, ce qui ne peut se produire que sur l'extré-
male. Celle ci est pour chacune des intégrales un quart de cercle ¢est-d-dire
que la courbe méridienne C peut étre un cercle de rayon », ou bien composée
de deux demicercles de rayon r, et de deux segments de droite paralléles a 1'axe
de rotation et situés A la distance » de cet axe. Il résulte de 1a que l'inégalité

rF—2 V—-gﬁi'sgo (63)

est valable pour tout corps de révolution convexe, dont le plus grand paralléle
a le rayon . En posant wri= S, cette inégalité peut étre mise sous la forme

3

L P vz L (VF—2V S (VF+VS) (64)

6V 6Vn

Le second membre est positif & moins que =4 S. Le signe d’égalité est valable
pour les deux corps de révolution ci-dessus indiqués, mais la sphére est le seul
d’entre eux & vérifier la condition F==4S. Le premier membre, savoir le défi-
cit isépiphanique, est par conséquent positif pour tout corps de révolution con-
vexe autre que la sphére.
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w

Remarquons- encore que le déficit éﬂ; FP—V est égal au maximum relatif

du polynome du 3° degré en 7':é7'F~- V— §—7w3.

25. Llintégrale de Weierstrass,

n‘fE(x, y, p, Y)de=2 ﬂjé(y’ﬂo)g (§5+ %m) d,
0

o

c-a-d. le second membre de l'équation (62), 2 une signification géométrique im-
portante. Soient ¢, (z, y) une droite d'appui de la courbe méridienne C, 7' son
point d’appui. Construisons un cercle. fixe E de rayon » dont le centre soit
situé sur l'axe ¢ de rotation, p. ex. & l'origine O des coordonnées. RSoient s, de
coordonnées (x, r), la tangente du cercle paralléle a ¢, S son point de contact.
Les ordonnées de I' et S sont 8 et 8. Menons par 7 la droite 7’7" paralléle

N

a l'axe «, rencontrant s en 71”. Alors ST'=y —p, et ;(y'—-p)gdx est l'aire
infinitésimale du secteur déerit par S7”, dont S est le point caractéristique, pour
un acecroissement infiniment petit dz de «. §ﬂ+ é 8, étant I'ordonnée du centre
de gravité de ce secteur, le volume engendré pdr la rotation de celui-ci autour

de « a done pour mesure 2 %é y — p)2(§ B+ éﬁ‘) dx. Lorsque S parcourt le

cercle £ le point 7’ déerit une courbe renfermant E, et cette courbe est la

1]

méridienne d'une certaine surface (7) de révolution autour de a. L'intégrale

i3

n f E(x, v, p, ¥') mesure le volume limité par cette surface (7”) et la sphére de

0

rayon 7, c.-a.-d. que ce volume a la valeur de » I —2 V—-gmﬂs.

26. En d’autres termes le volume W limité par la surface (7”) est égal a
rF—2V, ce qu'on peut vérifier, cela va sans dire, sans faire usage de la théorie
de Weierstrass. Supposons en effet que l'origine O des coordonnées soit le
centre d'un des plus grands paralléles du corps donné, et soient « et a, les
abscisses de 7' et 7’. Soit dF l'élément de surface commun & la surface de



164 T. Bonnesen.

révolution et & un plan d’appui, dont la distance au point O soit égale a y.
Quand le plan d’appui n'est pas tangent, dF' est nul. Le volume du corps peut

étre exprimé par les deux intégrales

szadF cos x = ;fydlf’,

ou « désigne l'angle aigu formé par ¢ et le plan normal a «, et ol l'intégration
est étendue a toute la surface. La premiére de ces intégrales s'obtient en divi-
sant le volume en couronnes ecylindriques paralléles a «, et la deuxiéme, en le

divisant en éléments coniques de sommet 0. Le volume W peut étre exprimé

IV:fal dF cos w.

(¢,—a) cos z=1r—y,

par lintégrale

Or on a

et par conséquent

sza dl' cos x+r de—— fde-——rF—AzV

Les points 7" étant extérieurs a la sphére E ou sur la surface méme de cette
sphére, on obtient enfin 1'inégalité

rl—z V—~§n;'320.

27. La validité de 'inégalité (64) peut étre étendue & un corps quelconque
et la quantité S peut avoir la valeur de tout travers du corps tant intérieur
qu'extérieur. Par travers extérieur nous entendons V'aire de la projection ortho-
gonale du corps sur un plan. Pour définir le travers intérieur, considérons les
figures d’intersection du corps par une série de plans paralléles; 1'aire maximale
d'une telle section est appelée un travers intérieur du corps.

La démonstration qui suit' est fondée sur les constructions célébres de Jacos
SreiNer et de H. A. Scawarz que nous pouvons appeller respectivement »la

symétrisation> et »l'arrondissement>. Etant donné un corps L de volume V et

! Voir: C,
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de surface F, Sreiner en déduit la construction d'un corps symétrique L, de
méme volume V et dont la surface F, n'est pas plus grande que F, I, = F.
Pour cela le corps est coupé par des droites perpendiculaires a un plan fixe P.
Chacune de ces droites a un ou plusieurs segments intérieurs a L. Soit s la somme de

ces segments pour une quelconque de ces droites. A partir du plan P deux segments
de longueur 58 sont découpés sur la droite considérée. En faisant varier la droite ces

segments engendrent un corps symétrique L,, dont le volume est evidemment égal
a V. 8i L est un polyédre il est facile de démontrer que I'y<<I" en général. Dans
le cas seul ou les deux corps L et L, sont égaux on a F,=2ZF. Par consé-
quent on a Iy <F pour un corps guelconque, puisque la surface d'un corps est
toujours la limite de la surface d'une certaine série de polyédres. La condition
nécessaire pour l'égalité F; = F est toujours que L, L, mais la démonstration
est un peu compliquée pour les corps non polyédriques.! Pour notre but il suf-
fit de savoir que F,=F. Remarquons que la section de L, par le plan de
symétrie est identique & la projection orthogonale du corps L sur ce plan.
L’aire de cette projection est un travers extérieur de L.

A partir d'un corps donné L Scuwarz construit un corps de révolution L,
de la maniére suivante. L est coupé par des plans perpendiculaires & un axe
fixe A. Dans chacun de ces plans on construit un cercle dont le centre est
situé sur A4 et dont 'aire est égale 4 la somme des aires découpées sur le plan
par la surface de L. Les circonférences des cercles ainsi obtenus constituent
la surface d'un corps de révolution L, qui a évidemment le méme volume que
L. Dans son memoire «Sulle proprieta di minima della sfera»?, ot M. LeoNipa
TonerLrl a donné le premier une demonstration compléte de la propriété mini-
mante de la sphére, M. Tonelli commence par démontrer que F; << F dans le
cas ou L est un polyédre. Pour un corps quelconque on a par conséquent

V= F, et ce résultat suffit pour notre recherche. Mais on peut ajouter que
Fle dans le cas seul ou L, L. Remarquons que l'aire du plus grand pa-
rallele de L, est égal & la somme maximale des aires découpées a l'intérieur de
L sur des plans perpendiculaires 4 A, c'est-a-dire le travers intérieur de L per-
pendiculaire 4 4. Ajoutons que si la surface de L contient des aires situées
dans un plan perpendiculaire & 4, on retrouve sur L, une aire équivalente

ayant la forme d'un cercle ou d'un anneau circulaire.

' W. BLASCHKE: Kreis und Kugel. Leipzig 1916."
* Rendiconti di Palermo. t. 39 (19153).
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28. Maintenant nous allons faire usage des constructions précédentes de
l'un ou lautre des procédés suivants. Nous pouvons commencer par arrondir
le corps donné L par rapport & un axe arbitaire .1, puis symétriser le corps
nouveau par rapport & un plan perpendiculaire &4 A pour finir ainsi par un corps
symétrique de révolution, L’. Ce corps est coupé en deux points au plus par
des droites paralléles & A ou perpendiculaires & A, abstraction faite des droites
situées dans les parties planes ou cylindriques de la surface de L'. 8i S est le
travers intérieur de L perpendiculaire & A4, le rayon » du plus grand cercle de
I/ est donc déterminé par n1*=S. Nous pouvons, au contraire, commencer par
la symétrisation du corps L par rapport & un plan perpendiculaire & A, puis
arrondir par rapport & 4 le corps symétrique ainsi obtenu. Nous obtenons ainsi
un corps I de la méme nature qu'auparavant; seulement, l'aire 7s®-==S du plus
grand paralléle de L' est maintenant égale au travers extérieur de L.

Le corps de révolution et symétrique L’ n'est pas convexe en général.
Néanmoins on peut construire la surface (7”) décrite ci-dessus de la méme maniére
qu'auparavant. Soit de nouveau (¢, ) un systéme de coordonnées rectangulaires
tel (ue laxe a coincide avec l'axe de rotation et que l'axe g soit situé dans le
plan de symétrie de L’. Si la courbe méridienne (’ contient des segments paral-
léles 4 «, correspondant i des parties cylindriques de L', on peut s'en défaire
en rapprochant les autres parties de L' comme celles d'un téléscope. On voit
facilement que la quantité 7F'—2 V'’ sera diminuée par ce procédé. Ce n'est
que dans le cas ou la partie cylindrique est située sur le cylindre circonscrit a
L' que la quantité rF'—2 V' ne sera pas altérée. Ces segments enlevés, 1or-
donnée 8 sera sur (' une fonction univogue et non croissante de «, de sorte
que les volumes de L' et de (I”) peuvent étre calculés de la méme maniére
qu'auparavant. Quant A la surface de L’ elle est toujours la limite de la sur-
face engendrée par une certaine ligne polygonale tendant vers la courbe méri-
dienne (', et la méthode est encore applicable i ces surfaces, composées de
parties coniques. Ajoutons encore que lorsque (” a une tangente de rebrousse-
ment paralléle & l'axe de rotation, la surface (7”) s'étend & l'infini en se rap-
prochant asymptotiquement d'un cylindre de révolution, mais le calcul n’en subsiste

pas moins dans ce cas. Par conséquent, 1'inégalité

yE - 2 V— ‘;m-?* =0
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est valable pour le corps de révolution L' et puisque F = F’ on a pour le
corps donné L:

rkF—27— 4er=o.
-3
Dans cette inégalité la quantité m=»® = § peut avoir la valeur de tout travers

tant intérieur qu'extérieur de L, d’ott 1'inégalité is-épifanique améliorée:

3
1 75 I Ve =\2 T o
e I V= —— (V= 2V SV T+ V8S). 6
&V prY ( 2V 8)( ) (64)

29. Il nous reste a démontrer que c’est pour la sphére seule que le dé-
ficit s'annule. Pour que le déficit s’annule il est nécessaire que le second membre

s'annule aussi pour toutes les valeurs de S en question, c.-4-d. que tous les
‘o N . I. . .
travers tant extérieurs qu'intérieurs aient la valeur 7 I'. La surface I peut étre

exprimée par l'intégrale de Cauchy (17)

J_«':qumw,
27

ol @ désigne la somme des valeurs numériques des projections de tous les élé-
ments de la surface sur un plan quelconque. Soit S, l'aire de la projection du
corps sur le méme plan, savoir un travers extérieur. On a évidemment @ = 2 S,.

Et le signe d'égalité n’est valable pour tout plan de projection que lorsque le

corps est convexe. Sil'on suppose que S;,= iF pour toute projection on a

F:ifgdwz‘fsldw:r,
27 . 7T

d’'ott suit que dans ces circonstances le corps est nécessairement convexe. Par
la condition que les travers intérieurs soient égaux aux travers extérieurs on
voit que la courbe de contact de la surface avec un cylindre circonserit quel-
conque doit &tre une courbe plane. Or il résulte, d'un théoréme de M. Blaschke’

que les ellipsoides sont les seuls corps convexes qui satisfont i cette condition,

' W. BLASCHKE, Kreis und Kugel, p. 157.
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et comme, en outre, le plan de contact est dans notre cas perpendiculaire anx

génératrices du cylindre circonscrit, le corps est nécessairement une sphére.

30. Voici quelques remarques. sur l'histoire du probléme des isépiphanes.
Avant tout il faut rappeler les belles recherches géométriques de Steiner. La
méthode de la symétrisation dont nous avons fait usage ici permet 4 Steiner
d’en tirer la conséquence que parmi tous les corps de volume donné la sphere
est le seul qui puisse avoir la plus petite surface possible. Mais Steiner a tacite-
ment supposé que dauns lensemble infini des c.orps de volume donné, il doit y
en avoir un dont la surface constitue effectivement le minimum. En d’autres
termes Steiner avait, par des procédés géométriques trouvé l'extrémale du pro-
bléme, ou encore, dans le langage du calcul des variations, la sphére satisfait &
la premiére condition nécessaire c.-a-d. & l'équation différentielle d'Euler. Clest
Weierstrass qui a donné le premier, dans ses legons sur le calcul des variations,
des conditions suffisantes, et cela 4 l'aide de sa théorie du champ d'extrémales,
dont la construction est différente dans les deux cas de l'extrémum libre et du
probléme isopérimétrique.

Schwarz reprit alors le probléme isépiphanique du point de vue du calcul
des variations. Mais les problémes de variation dans l'espace & trois dimensions
sont bien compliqués, et c'est pour cela que Schwarz réduit le probléme isépi-
phanique a un probléme isopérimétrique du plan & l'aide de la construction dite
arrondissement. Schwarz construit alors le champ de Weierstrass corréspondant
au probléme isopérimétrique en faisant usage de coordonnées ponctuelles polaires
et réussit ainsi & démountrer que la sphére constitue effectivement le minimum
demandé.

La méthode de Weierstrass a été appliquée plus tard par M. I. O. MirLLER'
sans faire usage de l'arrondissement de Schwarz. La démonstration analytique
est fondée sur la représentation de la surface par des coordonnées ponctuelles
polaires et M. Miiller suppose que le rayon vecteur n'a qu'un seul point com-
mun avec la surface.

La démonstration la plus compléte du théoréme isépiphanique est due a M.
Leonipa TonerLri®? Tandis que Schwarz suppose que la surface est composée

de portions de surface analytiques en nombre fini ou bien de portions de sur-

! Uber die Minimaleigenschaft der Kugel. (Thése. Gottingen 1903).
% loe. cit.
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faces qui aient des plans tangents 4 variation continue, M. Tonelli envisage le
corps le plus général considéré au point de vue de la théorie des ensembles. La
définition de laire d'une surface est celle introduite par M. Lebesgue. La dé-
monstration de M. Tonelli est essentiellement géométrique et fondée, pour com-
mencer, sur la construction de Schwarz appliquée & un polyédre. Le corps de
révolution ainsi obtenu est alors arrondi par rapport & un axe de révolution B
coupant & angles droits 'axe 4 du premier corps de révolution. Puis, le second
corps de révolution est arrondi par rapport & A, le troisiéme par rapport a B
et ainsi de suite. M. Tonelli montre que la surface du corps est effectivement
diminuée par chacun de ces constructions, et que la série des corps construits
converge vers la sphére ayant méme volume que le polyédre de départ. Le
théoréme est ainsi démontré pour un polyédre, et M. Tonelli étend enfin la dé-
monstration & un corps tout & fait arbitraire.

La démonstration que nous avons donnée ici de l'inégalité isépiphanique est
fondée comme celle de Schwarz sur la théorie de Weierstrass. Seulement il a
suffi de considérer un probléme d'extrémum libre et le champ plus simple y
correspondant, et de plus, I'inégalité isépiphanique a pris par cette méthode une
forme améliorée. L’application des coordonnées tangentielles a permis de donner
de l'intégrale de Weierstrass un support géométrique favorisant l'interprétation de
la démonstration analytique, ce qui est plus conforme & l'allure géométrique du
probléme.

En résumé, pour résoudre ce probléme de géométrie il a été nécessaire aux
géometres de demander le secours de l'analyse, mais d’abord il fallait accommo-
der convenablement le probléme aux instruments que l'analyse mettait & leur
disposition. IL'analyse a alors généreusement prété son assistance puissante et
méme elle a permis de recouvrir le travail du masque de la géométrie.

Les recherches purement géométriques de Steiner ont été reprises par M.
Herman Brunn pour les corps convexes et a ce point de vue Minkowski a dé-
montré l'inégalité isépiphanique classique. Le célébre géométre allemand a méme
découvert deux inégalités nouvelles concernant les corps convexes. Dans ce qui

suit nous démontrerons ces inégalites pour les corps convexes de révolution.

VI. Sur les inégalités de Minkowski.

31. Soit S une surface convexe fermée, S’ la surface paralléle extérieure

a § a la distance r. La formule (16) permet d’établir facilement une relation
22—25389. Acta mathematica. 48. Imprime le 5 février 1926.
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entre les aires /" et I’ de S et §'. Dans le passage de S & S’ le vecteur ON
est augmenté du segment r tandis que le vecteur N7 ne change pas de valeur.

On a done, en posant ON = H,

I~ F+2rM+4m%, (65)

M= j Hdw, (66)

l'intégration étant étendue a la surface de la sphére de rayon 1. La valeur

. N .
moyenne du vecteur H est donc égale a 4 M, ou bien la largeur moyenne du
T

. s 1 . . . . i .
corps est égale a 2—M , ce qui donne une signification géométrique de M in-
7T

dépendante du systéme des coordonnées.

Si S est la surface dun polyédre, S est composée 1) de polygones
plans égaux aux faces de S, la somme de ces polygones étant alors égale a
F; 2) de polygones sphériques; les centres de ces sphéres sont les sommets de
S, et la somme de ces polygones est égale a 4nr®: 3) par des portions d’aires
cylindriques de révolution autour des arétes de S. La somme de ces aires est par
conséquent égale 4 22 M. Si a est la longueur d'une aréte et u l'angle extérieur
formé par les faces adjacentes, l'aire cylindrique correspondante est égale arau,
c-a-d. que 2M=73au.

Pour une surface 4 courbure continue Steiner a aussi indiqué une signi-
fication de M, savoir que M est égal a l'intégrale de la courbure moyenne de
S étendue a toute la surface. Soient R, et R, les rayons de courbure principaux
au point T de S’ et d I I'élément de surface corréspondant. Alors

M= j ( ) dF (67)

M= j Y dw; (68)

ou

ol dw est la représentation sphérique de dF. L’intégrale (67) a été intro-
duite par Steiner lui méme. Pour une surface de révolution, en particulier, il
est assez facile de vérifier la formule (68). Soit y = y(x), 'équation de la courbe

méridienne en coordonnées tangentielles. On a alors
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. ’
ysinx+y cosx
. Y

sin &

By=y+ ?/"7 R,=

et, par suite,
fé(R1 + R))dw = 2nfé{(y+y") sin x+ (y sin x+y cos x)} dz
Q

T

:2nfy sin acdxzfydw:M.
0

32. Les trois quantités 7, ¥ et M donnent lieu, pour un corps convexe
queleonque, aux inégalités de Minkowski

M2z 4n k, (69)
Fr=3MV, (70)
d'od l'on déduit, par substitution, les inégalités
M2z 4877V, (71)
1«'722 6V, (80)

Nous nous proposons ici de démontrer ces inégalités pour les seuls corps con

vexes de révolution, en nous servant des formules:

V= nf(g y® sin z—yy'? sin x — é y'? cos :v) dx (14)

0

3

= 27rf(y“’— ;y'z) sin x dux (13)

0

Ii[zzwfysinxdx. (66)

0

Pour démontrer l'inégalité (71) nous cherchons le maximum de ¥ (ou bien
le minimum de —7V) pour une valeur donnée de M. Comme dans le cas du
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probléme is-épifanique il est nécessaire de diviser les intégrales en deux parties

T
n 2 7
.. 7
] = f + f . Quant aux valeurs de ¥ aux limites x=o0, == s X==77, SUPPOSONS
0 0 g
2
que y(0) et y(m) restent arbitraires, tandis que y(;f):y1>o est donnée d’avance.
Ceci posé, nous nous proposons le probléme d'extrémum libre de minimer
T'intégrale

T

Tng_ V1: 7T H(%, '.I/) y’) d%’, (67)

0

H(x, y, ¥)=27% sin 2 — (g y® sin z—yy'? sin z — éy'g cos fc)

Il est commode dans ce qui suit de désigner par »* le multiplicateur d Euler-
Lagrange, ou r est un nombre positif.

L'équation d'Euler peut étre écrite sous la forme
(y sin z+9 cos x) (¥ +y)=r® sin x, (68)

qui exprime que la courbure de Gauss des surfaces extrémales est constante et
. 1 L.
égale a e (68) s'éerit

dix(y sin x+y cos x)*=27?% sin x cos x,
d’ou l'on déduit
(y sin x4+ cos x)?=1? sin® x+y'},
¥ étant la valeur de y'(x) pour z==0. Le fait que la valeur limite y(o) reste

" arbitraire entraine la condition, H, (x, y, ¥')=0 pour x=o0, c.-a-d. que y',=o.
A cette condition on trouve les extrémales

y=1r+acoszx,
ou il faut choisir

y=1-ta cos x,

qui représente des cercles de rayon r, dont le centre (¢, 0) est situé sur l'axe
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de rotation. Pour que le probléme ait une solution il est donc nécessaire de

choisir la valeur ylzy(g) égale & 7, c-d-d. que les corps de révolution admis-
sibles ont le rayon de leur plus grand paralléle égal a r. Il existe alors une
infinité d’extrémales y=+ 4 « cos # vérifiant les conditions aux limites. L’arc

d'extrémale en question et le quart d'un tel cercle correspondant aux valeurs
de x comprises entre o et g Ces arcs constituent un champ de Weierstrass.
La pente de Pextrémale tangente & la droite (x, ) est (61)

ple, y)=—@—) tg =,

et on trouve pour la fonction E(z, y, p, y') 'expression
El@, y,p,9)="~p? (; (' +2p) cos x+y sin w)
=y —p)® (; (y sin z+y' cos ) + g 7 sin x)

I 2
:(y’—.oz(# £+ 5’)
P) 3 8 3 P91
B est l'ordonnée du point d’appui de la droite d'appui (x, y) de la courbe de
comparaison, &, est l'ordonnée du point de contact de l'extrémale tangente
a (z, y).

BRI

La valeur de lintégrale | H(x, y, ¥')dx étendue a l'extrémale est égale a

4]

21‘3. La différence entre les valeurs de lintégrale +*M,— V; prises sur la

courbe de comparaison et sur l'extrémale est par conséquent

T
2

2 __4 )3 = £ r )2 { % .
M-V, 37t) 27vjz(y P) (3[)’+351)

0

Pour lintervalle géxéﬂ on obtient une équation analogue, et 'addition

de ces équations donne
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11

7:2]lI—V—2%1‘3:2nfé(y'—p)2 (—;ﬁ+§51) {69)

0

On voit que l'intégrale est positive & moins que y' =p, c.-a-d. que les extré-
males fournissent effectivement le minimum demandé. Les corps minimants sont
composés dun cylindre de révolution de rayon 7 et de deux demi-spheres de

méme rayon.

33. L'interprétation de l'intégrale de Weierstrass est évidente. Soient de
nouveau (fig. 3) ¢, (x, y) une droite d’appui de la courbe méridienne C de com-
paraison, 7 son point d’appui. Soient encore R un cercle fixe de rayon #, ayant
pour centre l'origine, et S le poin’b de contact de ce cercle avec la droite s (z, 7).
Par S nous menons la droite SS’ paralléle & l'axe de rotation jusqu'a son
intersection S’ avec t. Lorsque ¢ varie, le point S’ décrit une courbe (S'). Le
second membre de (69) représente le volume limité par les deux surfaces de ré-
volution engendrées par (' et (S§'). Remarquons que cette construction est pour
ainsi dire la construction inverse de celle que nous avons employée pour le
probléme isépiphanique (§ 2;5). Dans les deux cas, la figure de départ est la
méme. A partir des droites d'appui variables ¢ et s et des droites SS et T'7"
sont construites les deux surfaces (S) et (7”), la premiére entourant la surface
de révolution en question, la seconde entourant la sphére. Les volumes limités
par (8) et la surface de révolution, dans le cas présent, et, par (7”) et la sphere
dans le cas des isépiphanes, représentent les variations totales des intégrales
respectives; ces volumes ne sont pas égaux. On se rappelle que dans le cas
des isopérimétres au contraire les deux constructions inverses ont conduit a des

aires égales entre elles et égales a la varation totale.
34. La formule (69) entraine l'inégalité
2 3 3
1" M—V— gm‘ =0,

qui peut se mettre sous la forme:

,,,,,,, I
48 7*

M—V = ;8.1;{2. (M—4nr) (M+8mr). (70)
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Le signe d’égalité est valable pour le corps ci-dessus indiqué, composé d'un
cylindre de révolution de rayon » et de deux demi-sphéres de méme rayon.
Si h est la hauteur du cylindre, les valeurs de M et V sont

M=nh+4xr

V=rmrih+ 4008

Pour une valeur donnée de M, M =4 =+, on peut par conséquent construire
un corps minimant, relativement au probléme d’'extrémum libre, de la quantité
r*M—V, et ce corps constitue en méme temps la solution du probléme isopéri-
métrique posé, savoir de trouver le maximum de ¥V pour une valeur donné de
M. Les corps admissibles sont les corps de révolution pour lesquels le rayon des
plus grands paralléles a la valeur r. (70) est l'inégalité isopérimétrique du pro-
bléme. On voit de plus que le second membre de (70) s’annule dans le seul cas
ou M=4mr. D'autre part les deux membres de (70) ne sont égaux que pour
le 'corps minimant et pour ce corps la condition M=4 7r exige que h=0. Par
conséquent, dans la relation de Minkowski

I
487

s MP— 1 =o,
le signe d'égalité n'est valable que pour la sphére.

35. Posons maintenant
, 4 1, 2 I
A=rF—2V —"ar¥ =2z - (s —)2( + - )dx, 62
: 3= (5o 3a (62)
0
B=7‘2M:~V—-§m'3=znfé(y’—p)i’(éw g'ﬁl) dz, (69)

0
ou A et B sont les deux volumes construits ci-dessus. De ces formules on déduit

2 A—B=2rF—1r*M—3 Vzané(y'—pVﬁdx, (71)
0
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2B—A=2/*M—rF—4gar*=2 nj ;—(]/'—p)flé" . (72)
143

Ces deux intégrales ne sont pas négatives, et 1'on a par conséquent les inégalités
2rl--rPM—3 V=o,

2rM - I — 4mt=o0,
ou encore
I—3 MV = (F--r MY, (73)

Lamrerz=!
47T T 47t

(M—4 7). (74)
Ce sont les inégalités (69) et (70) de Minkowski améliorées, mais seulement pour
les corps de révolution. Nous avons donné (4) de l'inégalité (74} une démonstra-
tion valable pour tout corps convexe, démonstration fondée sur l'inégalité iso-
périmétrique. L'inégalité (74) est beaucoup plus simple que (73) en raison de la
circonstance que le volume V n'y figure pas.

Dans la relation (74) le signe d’égalité n’est valable que pour le corps
composé du cylindre et des deux hémisphéres. L'intégrale (72) ne s’annule en
effet que si y'=p, car le facteur 8, ne s'annule que pour les valeurs x=o0 et
x=z. De plus le second membre de (74) s'annule pour M=4 7y, c'est a-dire que
la sphére est l'unique surface de révolution pour laquelle M*=:4 nF.

L'intégrale (71) s'annule si l'on a sur la courbe méridienne soit y'=p, soit
B=ysin z+y cos x =0. Cette derniére condition est vérifiée pour y =« cos «,
équation d'un point P situé sur 'axe de rotation. La courbe méridienne peut
donc étre composée d'un tel point P et d'arcs de cercle. Le corps de révolution
corréspondant peut étre construit de la maniére suivante. Au corps »CS» com-
posé du cylindre et des demi-sphéres circonscrivons un cdne de révolution de som-
met P. De la surface de CS on supprime la partie visible du point P, et on
substitue a la partie supprimée la partie du céne s'étendant de P au cercle de
contact.

Pour un tel corps, appelé par Minkowski un corps & capuchon du corps
08, le signe d'égalité est valable dans la relation (73). Pour que F*—3M V==0
il est en outre nécessaire que F'=rM, ce qui exige que le corps CS se réduise
a une sphére. Ce résultat est conforme au théoréme de Minkowski, savoir que

I'équation I'*—3 M V'==0 est valable pour les corps a capuchon de la sphere et
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pour celle-ci seulement. Nous n'avons considéré ici que les corps de révolution.
Dans le cas général la sphére peut étre garnie d'une infinité de capuchons. Et
on voit sans difficulté que pour un tel corps & capuchons on a 3V =1rF,
I'=rM et par conséquent F*=3 M V.

36. Les équations (71) et (72) sont déduites des équations (62) et (69).
Mais on peut aussi les obtenir directement en résolvant les deux problemes de
variation de minimer les intégrales 2+ F'—r*M—3 V et 2r M—F. On voit alors
que 2A—B =0 et 2 B—A=o0, puisque les fonctions sous les signes de (71) et
{72) ne sont jamais négatives. Les inégalités 4 = o et B = o sont maintenant
une conséquence immédiate des inégalités 24—B =z o0 et 2 B—~4 =o. Mais il
faut se rappeler ici que nous n'avons traité que le cas particuliérement simple
des corps de révolution. Dans le cas général il semble difficile de démontrer
'inégalité (7o) tandis que l'inégalité isépiphanique a été démontrée dans toute sa
généralité. En effet nous ne savons pas donner aux intégrales (71) et (72) une
interprétation géométrique directe. Ces intégrales représentent les différences
2A—B et 2B—A4, ou A et B sont des volumes que nous avons obtenus par
une construction simple. Et cette construction peut étre étendue a un cas plus
général.

Chez Minkowski les inégalités citées sont des cas particuliers de quelques
inégalités plus générales relatives aux corps convexes. Partant de deux corps
convexes K, et K, on construit une série linéaire de corps convexes x; Ky +x, K,
La construction est analogue a celle indiquée pour la série linéaire de courbes
convexes dans le plan. Le volume d'un corps de la série linéaire peut étre
exprimé par

2P Vi + 325w Vi + 32, 25" Vi + 25" Vi,
ou x;+xy,=—1. V;; et V, sont les volumes des corps donnés K, et K,, V,; et

Vs sont deux quantités indépendantes de x, et x,, appelées par Minkowski les

volumes mixtes des deux corps. Minkowski & démontré les inégalités
Vi.z ViV, VizVLV., (75)
ViozV. Ve, VozVV.. (76)

Minkowski commence par démontrer les inégalités (75). Il arrive ensuite aux

inégalités (76) en appliquant les inégalités démontrées (75) 4 une nouvelle série

linéaire constituée par K, et (1—s) K, +sK, Les inégalités (75) sont d'ailleurs
23—25389. Acta mathematica, 48. Tmprimé lo 8 février 1026,
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une conséquence immédiate des inégalités (76) par |'élimination de Vi, ou V.
Des inégalités (76) M. HiLeerT a donné une démonstration directe & l'aide de
sa théorie des équations intégrales’, mais on ne connait pas de démonstration
élémentaire directe de ces inégalités.

Considérons en particulier deux corps convexes inscrits dans la méme sur-
face cylindrique. (Pour le probléme des is-épifanes nous avons considéré un
corps de révolution et une sphére inscrite dans le méme cylindre de révolution.)
Dans ce cas les inégalités (75) et (76) peuvent étre remplacées par les inégalités
plus avantageuses

3 V=2V —Vyu=0, 3Vy—2Vyu—V,=0, (77)
2V—Viy—Vayzo, 2Vy—Vyp—V,=o. (78)

Nous avons donné® une démonstration des inégalités (77) basée sur une généra-
lisation de la construction introduite pour les corps de révolution.” La méthode
de Minkowski conduit alors a (78). Quant & la démonstration directe des inéga-
lités (78) nous y reviendrons dans un mémoire prochain.®

! Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen. Sechste Mitteilung,
XIX. (Gottingen, Nachr. 1910.)

? Math. Ann. t. 95.

3 Mat. Tidsskrift, Copenhague 1926 B.



