
SUR DIVERS THEOREMES DE LA THI~ORIE'DES ENSEMBLES 

DE POINTS SITUES 

DANS U N  ESPACE CONTINU A N DIMENSIONS. 

PREMII~RE COMMUNICATION. 

Extrait d'une lettre adressde ~k l'dditeur 

PAR 

G. CANTOR. 

. . . . . . . . .  . M'dtant propos6 de vous communiquer  les d6monstrations de 
plusieurs th6or~mes, que j 'ai trouv6s dans la th6orie des ensembles, je 
vous prie de me permettre de commencer par les trois suivants, A, B e t  
C dont j 'ai fait mention dans le m6moire: ))Grundlagen einer aUgemeinen 
Mannichfaltigkeitslehre, Leipzig 1883)). 

Comme j 'aurai k citer ce travail en divers endroits, je prendrai la 
libert6 de le d6signer par les lettres ))Gr)). 

Thdor~me A. ))Un ensemble de points P (situ6 dans un espace continu 
Gn k n dimensions) ayant la premiere puissance ne peut jamais dtre un 
ensemble parfait.)) 

Th~or~me B. ))Le nombre a appartenant k la premiere ou ~. la seconde 
classe de nombres,, soit P un ensemble de points tel, ~ue son ensemble 

'" an " ddrivd P(~) d'ordre a s  ev omt, alors le premier ensemble ddrivd P(~,) de P 
et l'ensemble P lui mdme sont de la premiere puissance, sauf les  cas off 
les ensembles P ou p(1)sont  finis.)) 

Thdor~me C. ))P 6tant un ensemble de poifits tel, que son premier 
ensemble ddrivd p(v est de la premiSre puissance, il existe des hombres 

de la premiOre ou de la seconde classe de nombres tels, qu'on a identi- 
quement:  

et de tous ces hombres a il y a u n  qui en est .le plus petit.)) 
Ac ta  matl~ematica.  2. I m p r i m d  25 Aoht  1883. 5'), 



410 G. Cantor. 

Ddmonstration du th~or~me A. 
D'apr6a ))Gr. § Io) ) j ' appel le  ensemble parfait de points un ensemble 

S tel, que son premier d6riv6 S (1) coincide avec S Iui m~me, en sorte 
q u e  tout p o i n t  s appartenan t k S eat un point-limite de S e t  qu'aussi 
tout point-limite s' de S est un point  appartenant k S. 

Soient maintenant  

Pl, P2, P s , ' . ' , P ~ , . . "  

lea points qui constituent l 'ensemble P;  nous pouvons lea imaginer donn6a 
en cette forme de s6rie (p~), parce que P a d'apr6a l'hypoth6se, admise 
dana notre th6or6rne, la premiere puissance. 

Nous admettons que chaque point p~ de P eat un point-limite d e  P 
et noua voulona en conchre  rexistence de points-limites de P qui n'appar- 
tiennent pas comme points ~ P; i l  en suivra que P ne peut paa ~tre un 
ensemble parfait, car s'il en gtait ainsi, non seulement chaque point de P 
devrait dtre un point-limite de t ), mais auasi chaque point-limite de P 
serait n6ceasairement un point appartenant k P. 

Que l'on prenne Pl pour centre d'un ensemble continu k ( n - - I )  
dimensions, lieu des points de G. qui ont la distance p~ = I de p~; nous 
nommerons un tel ensemble une aph6re de rayon p~ et nous l a  d6signe- 
rons ici par Kx. 

De tous lea points de la suite (p~) qui suivent p~ soit p,, le premier 
qui tombe dana l'int~rieur d e  la sph6re K~ (et il y en  a dana l ' int6rieur 
de K 1 un hombre infini, puisque le centre p~ eat, comme nous avons 
admis, un point-limite de P ) ;  nommons al la distance des points p~ et p~ 
et prenons p;~ comme centre d'une seconde aph6re K2 ,  dont le rayon p~ 
est d6termin6 par la condition d'6tre la plus petite des deux quantit6s: 

I I 

La sph6re K 2 est a lors  situ6e toute enti6re k l ' int6rieur de K 1 et les points: 

Pl ,  P2 ," • ", P~.,-1 

de la a6rie (p,) sont aitu6s toua en dehors de la sphere K~; le rayon p~ 
I 

- - o  de la derni6re eat, eomme oil volt, plus petit que 2 
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Da mdme soit p~ le premier point de la suite (p~)de tous ceux, 
qui suivent p~ et qui tombent dans l'intdrieur de la sph6re Ks; il y e n  
a un hombre infini, puisque p~ est suppos6 dtre point, limite "de P; nous 
ddsignons la distance des points p,~ et p~ par ~2 et prenons p,~ pour 
centre d'une troisi6me sph6re Ks, dont le rayon p~ est d6termin6 par la 

condition d'dtre la plus petite des deux quantit6s: 

i i 

la sph6re K 3 est al0rs situ6e tout enti6re k l'int6rieur de K 2 et les points: 

de la s6rie (pv) sont situ6s tous en deh0rs de la sph6re K~; le rayon p~ 
I 

est 6videmment plus petit q u e - .  
4 

On volt donc ici une  loi d'apr6s laquelle on peut  former une suite 
infinie de sph6res: • 

K1, K:, K3, . . . ,K~, . . .  . 

li6e k une s6rie d6terminde de nombres enfiers iv croissants avec leurs 
indices, de sorte que 1'on a: 

= I < i  2 < i  3 < . . .  

Chaque sph6re K~ est situde toute enti6re k t'int6rieur de la pr6c6dente K~_~ 
Le centre p;~ de la Sph6re K~ est d~fini par la condition qu'il est le 

premier point de la sgrie (p~)de tous ceux qui suivent p~,_. et qui sont 

situ6s k l'int6rieur de la sph6re K,_,; le rayon p, de K, est d6fini par la 
condition d'6tre le plus petit des deux nombres: 

I I 

en d6signant par a'v_l"la distance des points P~v-1 et p~. 

Les points pl, P2,'"P~-I sont situ6s tous en dehors de la sph6re 

K~; mais il y a un hombre infini de points de la s6rie (~o~), qui sont 
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situ4s ~ l ' in tSr ieur  de K ,  puisque le centre p;~ est, comme n o u s  l'avons 

admis, un point-limite de P. Comme on a ~videmment 

I: 

les rayons des spheres K, deviennent infiniment petits pour ~ = 0.% et 
puisque les spheres K, sont emboitdes de telle sorte que K, est situ6e 
l ' int~rieur de K,_~, celle-ci ~. l ' int6rieur de K~_2 etc., on en conclut 
d'apr4s un principe connu l 'existence d'un point t, dont s'approchent 
ind6finiment les. centres p~, en sorte que Yon a 

lim p~ ~ t; 

le point t est donc point-limite de P. Mais de p lu s -on  s assure, que t 
n'est pas un point appartenant  "~ P ;  car s'il l'Stait, on aurai t  t = p .  pour 
une certaine valeur de l'indice n, dquation impossible, puisque t e s t  situ@ 

l'int~rieur de 1~ sphere If , ,  quelque grand que soit ~, quand au con- 
traire on peut prendi'e ~ assez grand, savoir ~ ~>.n, de, sorte que p.  tombe 
en dehors de la sphere K~. 

Done nous avons d6montr~, qtie P ne peut pas ~tre un ensemble parfait. 
Ddmonstration du thdorOme B. 
a ~tant un nombre donn~ quelconque de la premiere ou de la seconde 

classe de nombres, on a, quel que soit l 'ensemble P, l 'idenfit~ suivante: 

(x) P( ' )  t '(°) 

dans laquelle a' parcourt t o u s l e s  nombres entiers positifs qui sont in- 
f6rieurs ~ a. La v~rit8 de cette identit@ ( I )ddcou le  facilement de la 
no t ion  g~n~rale de rensemble d6rivd P(") de l'ordre a. 

Lorsque a est un nombre tel, qu'il existe un autre _a I qui pr6c~de a 

imm~diatement, alors P(") est d~fini comme ~tant le premier ensemble ddrivd 

de p(Z); mais lorsque a est un hombre t e l  (comme par exemple eo ou 

eo ~ ou eo~-~ co:), qu'il  n'a point de voisin qui le pr6c~de imm~diatement, 
a lo r s  P(a) est d~fini comme ~tunt le plus grand commun diviseur de tous 
les ensembles d~riv4s P("'), dont les ordres a' sont infdr.ieurs ~ a. 
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D'aprSs l'hypothSse admise duns not re  th6or~me, P(~) s'6vanouit, on 
a donc i e i :  

p(l' ~ ~ ip(a',__ p(a'+l)). 

Le nombre des valeurs de a' est ou fini ou infini scion que a ap- 
partient k 1s premiOreou k 1s seconde elasse de nombres; mais dans le 
dernier cas l'ensemble des valeurs de a' est de 1s premiere puissance (Cf. 
la d~finition de la seconde classe de nombres duns Gr. § I I). 

Chaque terme 

de notre somme est un ensemble de points appurtenant k la cat6gorie de 
ceux que j'appelle ensembles isolds (voir Annales math. T. 2i pug. 5I). 
Comme je ! 'ai  d6montr6 au mdme endroit, un ensemble infini et isold est 
toujours de la premiere puissance. Donc le terme 

(p(o,)_ +1)) 
d~ notre somme est un ensemble ou  fini, ou de 1s premiOre puissance. 
P-w lk on eonelut faeilement que p(1) est aussi de la premiOre ~u!ssance, 
done aussi P e s t  de la premi6re puissance, comme on le trouve d6montr6 

l'endroit eitg tout k l'heure. 
D~monstration du th~orOme. C. 
En d6signant par ~2 le premier nombre de 1s troisi~me elasse de 

nombres, on a, quel que soit rensemble P, l'identit6 suivante: 

(2) P " =  (p(°'-- + ~x 
oh a parcourt t ous l e s  hombres entiers positifs de la premiere e t d e  la 
seconde classe de nombres. 

L'ensemble P e s t  d'apr6s l'hypoth6se admise dans notre th6or6me tel, 
que son premier d6riv6 p(1) ait 1s premiere puissance; donc aussi les 
d6rivds P(~), qui  sont tous des diviseurs de po), ont la m6me puissance, 
en tant qu'ils sont consti*uds par un norqbre infil~i de points. 

En nous  appuyant maintenant sur le th6or6me A, d6montrd plhs haut, 
nous concluons que la diff6rence: 

ne peut pas s'annu!er rant que P(~) n'est pas zdro. 
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Si donc tous les ddriv6s P~) 6talent diff~rents de z6ro, tous les termes 
(p(~) p(~+l)) de notre somme ~ droite de l%quation (2) le seraient de 
m~me et comme l'ensemble de ces termes es t  de la seconde puissance (Cf. 
Gr. § 12), il s 'ensuivrait b~ plus forte  raison, que l 'ensemble de points k 
droite de notre dquation ( 2 ) s e r a i t  d'une puissance non infdrieure ~ la 
seconde; ce qui serait contraire k ' 1 hypothese, d'apr6s laquelle l 'ensemble 
po) k gauche de l '6quation (2) est suppos6 de la premiere puissance: 
Donc les d6r ivds  P(~) ne peuvent  pas 6tr'e tous diff6rents de z6ro, il 
existe donc des hombres a de la premi@e ou d e  la seconde classe de 
hombres tels que l'on a: 

• p ( a )  ~ O. 

• De ces nombres a i1 y e n  a un, qui est le plus petit, comme ii est 
facile de le voir. 

Dans le m6moire ))Gr.)) pag. 3 ~, j 'ai  aussi indiqud une proposition 
se rapportant  au cas oh po) n'est pas de la premi6re puissance, et qui, 
dans la forme oh je l'ai exprimde,  n ' e s t  pas tou t  k fait juste dans sa gd- 

• • • 

nerahte. Comme je  l 'ai trouvd alors, il existe sans doute, une seule d6- 
composition: 

oh S est un ensemble parfait, mais / /  un ensemble de la premiere puis- 
sance. Si passant de 1~ je dis que R est un ensemble r6ductible, ce 
n'est pas correct  dans sa portde g6n6rale. 

Monsieur BE~DIXSO~ de Stockholm qui s'est occup6 avec un succ6s 
distingu6 de l 'ex~men de ma proposition, a trouv6 que R e s t  toujours tel 
que, pour un certain ~- de la premi6re ou de la seconde classe de nombres, 
on a l '6quation: 

~ ( R ,  R(~>) = o.  

I1 r6sulte des communications que M. BENDIXSO~ a eu l 'obligeance 
de me faire, qu'il  a retrouv6 d'une mani6re parfai tement ind6pendante 
mes d6veloppements d'alors concernant ce sujet, et qu'il  l e s  a compldt6s 
et rectifi6s clans le sens indiqu6. Sur ma demande, M. BENDIXSOS a voulu 
bien r6diger ses recherches pour ~tre publi6es ~ la suite de cette com- 
munication. 

Halle, le 22 Avril  1883. 


