SUR UNE OLASSE DE FONCTIONS REPRESENTEES
PAR DES INTEGRALES DEFINIES.

PAR

E. GOURSAT
&4 TOULOUSE.

L’expression de la série hypergéométrique au moyen d’une intégrale
définie ot figure un paramétre variable est connue depuis longtemps. Ce
mode de représentation permet de trouver tres-simplement les relations
linéaires entre les vingt-quatre séries qui appartiennent & une méme
équation, comme je I'ai montré dans une Thése présentée & la Faculté
des Sciences de Paris (Juillet 1881). En cherchant & généraliser ce ré-
sultat, j’ai été conduit & étudier une classe de fonctions représentées par
des intégrales définies, dont j'expose dans ce travail les propriétés carac-
téristiques.

Dans une lettre adressée a M* Mirrac-LerrLer,() M* HermiTE o
montré comment la notion de coupure s'offrait tout naturellement, au début
du calcul intégral, par V'étude d'une intégrale définie onr figure un para-
meétre variable. Les coupures jouent également un roéle essentiel dans
cette étude; mais les fonctions sous le signe d’intégration ne sont plus,
comme dans la lettre de M* Hrrmrre, des fonctions uniformes.

La premiére partie de ce Mémoire est consacrée & la définition des
fonctions qui font l'objet de ces recherches, et 4 la démonstration du
théoréme fondamental. La seconde partie contient quelques applications.
Enfin, dans la troisiéme, je généralise, & un certain point de vue, les résultats
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contenus dans la premiére partie, et jétudie en particulier certaines in-
tégrales doubles qui se présentent dans la théorie des fonctions hyper-
géométriques de deux 'variables.

I

(1). Seit 2z = f(x,u) une fonction des deux variables indépendantes
xr et u, jouissant des propriétés suivantes. Tout d’abord, elle admet,
pour chaque systéme de valeurs des variables, un nombre fini ou infini
de déterminations, mais qui sont telles que le rapport de deux quelconques
d’entre elles est une constante. Si z est supposé constant, z consideré
comme fonction de la seule variable » admet pour cette variable un
nombre limité m de valeurs singuliéres. Ces valeurs singuliéres sont de
deux sortes; les unes sont indépendantes de la valeur particuliére attribuée
4 x, les autres varient en méme temps que z. Lorsqu’il y aura lieu de
distinguer ces deux sortes de points critiques, je désignerai les premiers

par a,, a,, . ... a,, les seconds par u,, u,,....u, avec la condition # + p —=m.
Mais lorsqu’il n’y aura aucun inconvénient & le faire, je les désignerai
d’'une maniére . uniforme par v, v,,....0,. Soit @ (r,u) = 0 I'équation
qui nous donne les p valeurs w,u,,....u, variables avec x. Lorsqu'on

attribue 4 # une valeur particuliére constante, # devient une fonction de
la seule variable z; nous supposerons qu’elle n’admet pus d'autres points
critiques que ceux que l'on fait correspondre a cette valeur de » au moyen
de V'équation @ (x,u) = 0.

- 11 est bien aisé de donner des exemples de pareilles fonctions. Telle
est la fonction

p=u 71— )1 —aw)
x étant supposé constant, elle admet les trois points critiques = 0,u =1,
u = l,‘ dont le dernier scul dépend de la valeur attribuée & z. Telle
@

est encore la fonction

z = (U — a‘)b‘_l (u — ovg)b2~1 e (U — a Y (e — w)l_l,

qui admet » points critiques a;, a,,....a, indépendants de z, et en outre
le point u ='z. Cette fonction se présente, comme on sait, dans la
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théorie des fonctions hypergéométriques d’ordre supérieur, étudiées par M*
PocuamMmer (Journal de Crelle tome 71). Les exemples déja cités ne sont
que des cas particuliers du suivant:

p=(u—a,)" u—a)" . (u— an>°n“‘[¢,kw,u)]‘*”‘[sog(m,u)]““‘. o Jege,w))' e Haw);

@,y @gs+ -+ -, sont des polynémes entiers en w, de degré m,,m,,....m,
dont les cosfficients sont des fonctions holomorphes de x, et ¥'(x, u) désigne
une fonction holomorphe de x et de w. Les valeurs singuliéres pour u
qui dépendent de x sont données par l'équation

O(w, u) = ¢, (@, u) @ (@, u) .. .. @ e, u) =0,

de degré p en w, en posant p = m;, 4+ m, + .... + m,
Dans ce qui va suivre, je représenterai, pour abréger, lintégrale

définie f 2 du, prise entre deux limites quelconques C, D par l'indication

du chemin entre parentheses,

f: du = (OD);

[

et il sera convenu, & moins de mention expresse, que cette intégrale est
prise suivant le chemin rectiligne joignant les deux points C, D, et que
I'on a choisi pour l'intégration une valeur de z bien déterminée.

(2). Soit donc’ f(x, u) une fonction jouissant des propriétés précédentes;
soient a,, , deux des valeurs singuliéres pour  dont il vient d’étre question,
choisies de telle sorte que le chemin rectiligne qui joint les deux points
@, @, ne contienne aucun autre des points a.  Supposons que lintégrale
(¢,a,) ait un sens tant que ce chemin rectiligne ne contient aucun autre
des points pour lequel la fonction f(x, u) cesse d’étre holomorphe. L’en-
semble des valeurs de z telles que parmi les p valeurs de u, déduites
de l'équation @z, ) = 0, il y en ait une ou plu.sieurs situées sur la
ligne drdite a,a,, forme en général sur le plan des # un nombre fini ou
infini de portions de courbes ou de courbes complétes dont chacune joue
le role de coupure pour lintégrale considérée. Si, pour une valeur donnée
de x non située sur les coupures, on choisit la valeur de la fonction z
que Pon prend dans lintégration, lintégrale (a,) définit, quand on fait
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varier z & partir de cette valeur et quand on associe les valeurs de #
de fagon qu'elles se suivent d’une maniére continue, une fonction analy-
tique de la variable x, que T'on peut continuer tant que le chemin suivi
ne rencontre aucune des coupures. Je suppose connus les principes élémen-
taires de la théorie des fonctions représentées par des intégrales définies,
ou figure un paramétre variable. Il peut arriver que le systéme de coupures
partage le plan en plusieurs régions distinctes; ce qui précéde s'applique
alors & chacune d’elles. Considérons. en particulier 1'une de ces régions,
et faisons décrire & la variable # un contour fermé, compris dans son
intérieur; la valeur de 2z, correspondant a une valeur de w comprise entre
a; et a, peut revenir & sa valeur initiale, ou reprendre cette valeur initiale
multipliée par un facteur constant, différent de V'unité. De sorte que
l'intégrale elle-méme (@,0,) peut revenir a sa valeur initiale, ou reprendre
cette valeur, multipliée par une constante. Il importe de distinguer ces
deux cas.

Désignons par ¢ une valeur de w figurée par un point du chemin
rectiligne a,a, et cherchons la variation de I'élément de lintégrale qui
correspond & cette valeur de w, quand on fait décrire a la variable x un
chemin fermé, compris tout entier & l'intérieur de la région considérée.
Supposons que ce contour ne renferme & son intérieur aucune des coupures;
la fonction f(x, ¢) sera }folomorphe a lintérieur de ce contour, puisque
les valeurs de x qui, associées & la valeur ¢, forment un couple de valeurs
singuliéres sont précisément situées sur les coupures. L’élément de l'in-
tégrale qui correspond a cette valeur de w reprendra donc sa valeur initiale;
et par suite il en sera de méme de lintégrale (aa,). Si, au contraire,
le contour décrit par la variable renferme i son intérieur une ou plusieurs
coupures, la fonction f(x, ¢) cessera d'étre holomorphe pour une ou plusieurs
valeurs de z situées a lintérieur de ce contour, et I'édlément d’intégrale
ne reviendra pas en général & sa valeur primitive. Chaque élément
d’intégrale sera multiplié par un méme facteur constant facile a calculer,
et l'intégrale (a,@,) se reproduira multipliée par le méme facteur. Remar-
quons que cette circonstance ne pourra se présenter que si toutes les
coupures ne s'étendent pas jusqu'a linfini dans le plan des z. Pour
rendre uniforme la fonction réprésentée par lintégrale définie (a,4,), il
suffira d’ajouter de nouvelles coupures, choisies de telle facon que, dans
chaque région, un chemin fermé suivi par la variable x ne puisse com-
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prendre & son intéricur aucune des coupures de la premiére catégorie.
Lorsque z franchit 'une de ces nouvelles coupures, la fonction représentée
par lintégrale définie (a,@,) se reproduit, multipliée par une constante,
quil est facile de calculer lorsqu’on connait f(x, ).

(8). dJe vais éclaireir ce qui précéde par quelques exemples.

Exemple I. Soit

g =" (1 —u)y =" (1 —au)=%

si les parties réelles de 3 et de y — 3 sont positives, I'intégrale définie

1
y = f WA=y A - )™
0

aura un.sens, pourvu que z n’ait pas une valeur réelle et positive, su-
‘périeure a l'unité, La ligne indéfinie 1 -+ oo sera une coupure pour
cette intégrale; cette (;oupure_ g'étendant jusqu'a Dinfini, d’aprés une
remarque faite tout-a-I’heure, y sera une fonction uniforme de z dans
toute I'étendue du plan. On achévera de fixer la valeur de l'intégrale en
choisissant les  arguments des quantités #, 1 — #, 1 — zu que l'on prend
dans lintégration; la convention la plus naturelle consiste évidemment 3
prendre ( pour argument de w et de 1 — u, et pour argument de 1 —axu
celui qui est nul pour u = 0.
Exemple II. Soit
p=w—a) (w— ) (0 — ) (— )

solent @, @, deux points tels que la ligne droite qui joint ces deux points
ne contienne aucun autre des points a, et supposons que les parties réelles
de b, et de b, soient positives. L’intégrale définie (@@,) admettra comme
coupure cette ligne droite aa, elle-méme dans le plan des . Si l'on
fait décrire 4 la variable # un contour fermé entourant une seule fois
cette ligne, on voit facilement que chaque élément de lintégrale est mul-
tiplié par e**; lintégrale n'est donc pas une fonction uniforme de ,
4 moins que A ne soit un nombre entier. Pour la rendre uniforme, nous
introduirons une nouvelle coupure, par exemple une ligne droite indéfinie
a,L partant du point a. Si on assujettit le chemin suivi par la variable
& ne couper aucune des deux lignes @4, @.L, le symbole (a,a,) représente
une fonction uniforme de # dans toute l'étendue du plan; on voit de
plus que, lorsque la variable z traverse la ligne gL, cette fonction se
reproduit, multipliée par le facteur constant e**™.
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Exemple III. Prenons encore
z=uf"(u— 177" (u® — Qux — x — 1)™
1
L'intégrale deéfinie (01) = f z du, en supposant positives les parties réelles
: .
de 8 et de y—— 3, aura un sens tant que 'équation 4® — 2ur —x —1=10
ne donnera pas pour u une valeur réelle comprise entre zéro et l'unité.
Si Ton écrit cette équation
A |
RN

on voit immédiatement qu'elle fait correspondre & la série des valeurs
réelles de u comprises entre zéro et l'unité la série des valeurs réelles.
de x comprises entre — 1 et 0; lintégrale (01) admet donc comme
coupure le segment de I'axe des # réel — 1 ——0. Comme dans I'exemple
précédent, faisons décrire & la variable z un contour fermé entourant
cette coupure; il est aisé de voir que le facteur (®— 2us — x — 1)~
correspondant & une valeur de # comprise entre zéro et l'unité est mul-
tiplié par e*?™ car ce facteur s'annulle pour une valeur de « comprise
entre — 1 et 0, tandis que les facteurs #*~", (4 — 1Y~#~' ne changent pas.
La fonction représentée par l'intégrale (01) reprend donc sa valeur initiale
multipliée par e**™. Pour que ce symbole représente une fonction uni-
forme, il suffira d'ajouter une nouvelle coupure, par exemple la ligne
indéfinie — oo — 1; et lorsque la variable franchit cette derniére
ligne, la fonction est multipliée par e*?™.

Dans les deux derniers exemples, nous avons eu a considérer deux
sortes de coupures, d'une nature essentiellement différente. Les unes, comme
la ligne — 1 0 dans le dernier exemple, sont introduites par l'im-
possibilité méme o l'on se trouve, au moing pour le moment, de continuer
la fonction au dela, le symbole qui la représente cessant d’avoir un sens
bien précis pour un point de cette ligne. Il en est tout autrement des
secondes. L’intégrale définie ne cesse pas d’avoir un sens, et nbus n’ajoutons
ces nouvelles coupures que pour rendre la fonction uniforme; mais nous
savons ce que devient cette fonction lorsque la variable franchit I'une de
ces courbes. On peut encore remarquer que, une fois quon a choisi le
chemin d'intégration, les premidres coupures sont complétement fixées,
tandis que la facon dont on peut prendre les secondes comporte une
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grande indétermination, comme pour les coupures de RIEMANN proprement
dites. Pour toutes ces raisons et pour la clarté de ce qui va suivre, je
distinguerai constamment ces deux sortes de lignes: jappellerai les pre-
miéres coupures de premiére espéce et je les désignerai par la lettre C. Les
autres seront des coupures de seconde espéce, et désignées par la lettre C.

(4). Revenons maintenant & la fonction f(z, u), et soit &z, u) = 0
la relation entre les valeurs de # et de % qui sont pour cette fonction
des couples de  valeurs singuliéres. On suppose qu'a une valeur donnée
de = cette relation ne fait correspondre qu'un nombre limité p de valeurs
pour . Marquons dans le plan des « les points ou une ou plusieurs
des racines de l'équation @(z, u) = 0 cessent d’étrc holomorphes, et tracons
un systéme de coupures C, partant de ces points et g’étendant jusqu'a
linfini dans le plan sans se croiser entre elles. Grace & ces coupures, les
p racines de ’équation @(x, w) = 0 deviennent des fonctions hol_oniorphes
de x dans toute 1'étendue du plan, que nous désignerons par u,, u,, . . .. %,
Soit u, I'une de ces racines et @, une des valeurs critiques pour » qui
ne dépendent pas de x; admettons que la droite qui joint ces deux points
ne contient aucune autre des valeurs singulieres de u, correspondant & la
valeur initiale attribuée a x, et en outre que lintégrale (au,) a un sens.
La variable décrivant un chemin quelconque assujetti seulement & ne pas
rencontrer les lignes C,, on pourra continuer la fonction représentée par
lintégrale définie (au,) tant que ce segment de droite ne contiendra aucun
autre des ‘points @, ou w, L'ensemble des valeurs de x telles que l'un
de ces points soit situé sur la ligne droite aw, formera sur le plan des
un systéme de courbes ou de portions de courbes dont chacune sera une
coupure de premiére espéce pour lintégrale (am,); ces nouvelles coupures
peuvent d’ailleurs coincider en tout ou en partie avec les lignes C,, diviser
avec elles le plan en un nombre fini ou infini de régions distinctes. Dans
chacune de ces régions, l'intégrale précédente représente une fonction
analytique de la variable #. Nous avons encore & rechercher si; dans
cette région, elle est uniforme ou non; ce qui. peut se faire de la méme
maniére que plus haut. Posons

w o= a; + Huy — a;),

¢t étant une nouvelle variable réelle qui croit dans l'intégration de zéro

1

a Vunité. L’integrale (au,) devient
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‘ 1
(amn) =ff1(w, 1) (up — a;) di,
0

en posant f,(r, t) = f(r, a, + t(u, — a;). Donnant & ¢ une valeur parti-
culiére comprise entre zéro et I'unité, on cherchera la variation de I’élément
de l'intégrale provenant de cette valeur de ¢, quand on fait décrire 4 «
un contour fermé ne rencontrant pas les coupures. Comme u, revient
a sa valeur initiale, I’élément d’intégrale ne pourra que reprendre sa valeur
initiale, ou revenir a cette valeur multiplié¢e par un facteur constant.
D'une maniére générale, la valeur finale dé¢ (am,) sera égale & la valeur
initiale, multipliée par une constante qui peut étre différente de 1'unité.
Dans ce dernier cas, il sera nécessaire d’introduire de nouvelles coupures
de seconde espéce ', de facon a rendre uniforme la fonction représentée
par le symbole (au,).

~ Si au point. a, on associe successivement chacune des racines de
Iéquation @(x, u) = 0, on formera p intégrales analogues & la précédente.
A chacune d’elles correspondra, outre les lignes C,, un systéme de coupures
de premiére espéce C et de secondé espéce (', ces lignes pouvant coincider
en tout ou en partie pour plusieurs des racines, ou étre a la fois des
coupures de premiére espéce pour certaines intégrales, et de seconde espéce
pour d’autres. Nous savons déja que, lorsque la variable franchit une
des lignes (', T'intégrale correspondante se reproduit a un facteur constant
prés. Les lignes C, se comportent en réalit¢ comme des coupures de se-
conde espéce; la variable ‘z franchissant 1'une de ces lignes, ne coincidant
pas avec une coupure de premiére espéce, la racine u, se change en une
racine u, de sorte que lintégrale (au,) se change en lintégrale (au,).
Nous verrons dans la suite ce que deviennent ces diverses intégrales
lorsqu’on fait franchir 4 la variable une des lignes C.

(5). Exemple I. Soit
1

Y= (1 —uy=*" (1 — au) du.

0

La ligne droite 0 1 est une coupure de premiére espéce pour cette
intégrale; si on la met sous la forme

1
r—A—1
y -_-w,*ﬁ/t/’“‘(l — ) (1 —é) S dt,

0
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’ . t ap s ‘1
par le changement de variable # = =, on reconnait immédiatement que
&

cette intégrale est multipliéer par le facteur e*** lorsque x décrit un
contour fermé entourant la droite 0 — 1; pour rendre cette intégrale
uniforme, il suffira d’introduire la ligne 1 —— 4 oo comme coupure de
seconde espéce.

Exemple 11. Soit

¥4

Y= f(u —a, YV (e — (1,2)1'2*1. o (==,

a;

oY 7 du = (a)

Si nous joignons le point @, aux autres points a,, a,,....a, par des
lignes droites, les prolongements de ces diverses lignes jusqu’a Vinfini
constitueront pour l'intégrale () des coupures de premiére espéce. Posons
dans cette intégrale

w = a; + tlw— ay),
elle devient:

1
v = [l e —a) "7 o) ) 1)
0

lorsque » décrit une petite circonférence autour du point @, il est aisé
de reconnaitre que la valeur finale de y est égale & sa valenr initiale
multipliée par =+, Pour rendre la fonction uniforme, on ajoutera
une coupure de seconde espéce (', partant du sommet a, et s'étendant
jusqu’a Tinfini.
Eremple III. Soit
fle, u) = W — 17 (0 — 2ua

@

) 1)-"
Dans ce mnouvel exemple il y a deux points critiques variables avec z,
donnés par V'équation du second degré
¢} w? —2up — 2 —1=10;
d’ou l'on tire
W= + l/m -1_———1_

Les points ou ces deux racines cessent d’étre distinctes. sont les deux

: 1, V3
pomnts x = -—E._-{—_ V—1

&

; lorsque z tourne autour d’un de ces points,

Acta mathematica. 2, Imprimé 3 Mars 1883, 2
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les deux racines de V'équation (1) ¢'échangent entre elles. Soient u,, u,

ces deux racines; les deux intégrales

fl(w, w) de, fz(m, u) du,
| 0

f

en supposant positives les parties réelles de # et de 1 — g, auront un
sens tant que l'une des quantités w, u,, n'aura pas une valeur réelle
supérieure & l'unité et que l'une d’elles ne sera pas située sur la ligne
droite qui joint lorigine a la seconde. La relation »®— 2ur —ax—1 =

fait correspondre aux valeurs réelles de  supérieures & l'unité la série
des valeurs réelles de x comprises entre 0 et 4 oco; la ligne 0 + o0
est donc une coupure de premiére espéce pour l'une au moins de ces
intégrales. Cherchons maintenant les valeurs de x telles que l'une des
racines ,, u,, soit sur la ligne droite qui joint l'origine & la seconde:

. E " .
cela revient & chercher les valeurs de x telles que le rapport _* ait une
2

valeur réelle et positive. Or T'équation qui nous donne le rapport des
deux racines de 1'équation (1) est la suivante:

22 4+ & 4+ 1

9 2y oo [T ! _
(-J) »e 4 21 ( F 1 ) + 1 0’

ou, en ordonnant par rapport a =,

RGeS e
o+ 4r z -+ 4y -
on en déduit

— O+ 1)+ DV T4+ 1
v = 8r

Soient 7, r, les deux racines de 1'équation +* — 141‘-}-1:0;0‘1»7777—1/48,
L Vig. : ‘ . - ‘s de oy 3

r, = 7 + V48. Quand on fait croitre » de 0 & #, puis de r, & 4 o,

le point x décrit la ligne — co —— — 1; puis si on attribue a r les

valeurs réelles comprises entre #, et r,, le point qui figure la valeur de x

décrit deux arcs de courbe symétriques par rapport a l'axe réel, partant
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. P 12 . . ; s .
du point B = — £ U7 ot aboutissant -aux deux points de ramification

T
A, A’ (fig. 1).

1
A=_1+K_1V3' &

el

_—1—V=1V8
= . :

Chacune des racines w,, u, est une fonction uniforme de # dans toute

I'étendue du plan, quand on assujettit le chemin. suivi par la variable a

ne couper aucune des lignes: 0 —— 4 0, — c0o —— — 1, ABA’;
nous prendrons par exemple pour #, la racine qui se réduit a + 1 pour
x == 0, et pour u, celle qui est égale a — 1.

Considérons en particulier lintégrale (Ow,); lorsqu'on attribue a x
une valeur réelle positive, la racine u, qui part de l'unité pour x = 0
aura une valeur supérieure a l'unité. La ligne 0 —— + oo est donc
une coupure de premiére espéce pour cette intégrale. Sion fait le change-
ment de variables w = tu,, elle devient

1
(Ou,) = ftﬁ—l wl (bu, — VY777 (0 — 2utu, — @ — 1) dt
0

Donnons & ¢ une valeur particuliere comprise dans les limites de
Vintégration, et cherchons la variation de l'élément de lintégrale qui
correspond & cette valeur de ¢ quand on fait décrire & la variable x un
chemin fermé ne coupant aucune des lignes précédentes. Il -est aizé de
reconnaitre quaucun des facteurs wu,, tw, — 1, t*u® — 2bux — 2 — 1,
ne s'annulle pour aucune valeur de @ comprise & l'intérieur de ce contour;
la relation

. — u? — 1
o 2u, + 1
. ; 1,
montre en effet que pour #, = 0, on a = — 1; pour u, = 7 ¢ ctant
inférieur & l'unité, x aura une valeur réelle et positive.. Enfin pour que
la facteur ¢*? — 2fw,x — z — 1 fit nul, il faudrait que lon eut
o u? — 1 u? — 1

T %u, +1 2, +1°

ce qui montre que les deux racines de I'équation (1) seraient u, et fu,
dont le rapport est £ Le point z serait donc sur l'une des coupures.
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Il en résulte que, apres un pareil chemin, I'élément de l'intégrale revien-
dra a sa valeur primitive; l'intégrale (Ou,) est done, grice aux coupures
établies, une fonction uniforme de r dans toute l'étendue du plan. La
méme démonstration s'applique évidemment & la seconde intégrale (0u,),
mais il est & remarquer que la ligne 0

4 oo 1'est pas une coupure
pour cette nouvelle intégrale, car la racite u, = v — V2?4 © 4 1 a unc
valeur réelle et négative lorsque x est positif.

On peut encore se demander cc que deviennent les fonctions repré-
sentées par (Ow,) et (Ou,) lorsque la variable franchit 'une des lignes
— oo —— — 1, ABA'. Supposons, par exemple, que les racines soient
disposés avec le point # = 0, dans l'ordre suivant 0, u,, u,. L’intégrale
(Ou,) cesse d’avoir un_sens, mais lintégrale (Ow,) continue & avoir un
sens et représente une fonction analytique bien définie dans le voisinage
de cette valeur de a. Supposons, par exemple, que la variable franchisse
la coupure — co — 1, en passant du point m au point m'; la
racine u, veste égale & ”u car le contour décrit par la variable entoure
les deux points critiques 4, A’; et la fonction représentée par (Ou,) dans
le voisinage du point m sera représentée par la méme intégrale dans le
voisinage du point m’, abstraction faite .d’'un facteur constant.

Si la variable franchissait la coupure ABA4’ en passant du point #
au point #' (fig. 1), u, se changerait en u, et la continuation analytique
de la fonction (0Ow,) serait représentée par (Ou)

Exemple IV. On étudierait de la méme facon les deux mtefrrales
(lu,), (lu,) relatives & la méme fonction f(z, ). Les coupures seront
données par les valeurs de » telles que l'une des racines u,, u, soit réellc
¢t négative, ou par les valeurs de x telles que les trois points 1, u,, u,
soient en lignes droite, l'un des points #, ou w, ¢tant entre les deux
autres. L’équation (1) fait correspondre aux valeurs négatives dé u la

séric des valeurs réelles de w«; on a donc une premiére coupure avec
laxe des = réels.

Pour avoir les autres, posons # = 1 — v; équation (1) devient
3) 0! — 201 — &) — 3w =0

Le rapport des deux racines v,,
tion suivante
4) B2(r* + 1) + v(4a’ — 22 + 4) = 0,

v, de cette équation est donné par 'équa-
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ou
307 — 2 4 B
o b(‘*_',__'t_> L1=0
4

On en tire

— (Br'— 2 + 8) £ (r + 1) V3(3r® — 10r + 3)
8r i

&£ =

Les nouvelles coupures correspondent aux valeurs de x telles que

le. rapport » soit réel ct positif. Quand on fait varier » de 0 & - ou
)

de 3 & 4 oo, = prend toutes les valeurs réelles et négatives. Si on

donne enguite a » toutes les valeurs comprises entre 3 et 3, le point qui

figure -la valeur  de x décrit deux branches de courbe, symétriques par

rapport & l'axe réel, partant du point » == — 1 et aboutissant aux deux
points 4, A’ (fig. 2).
Grice aux coupures — oo —— — 1, AB'A’, les deux racines u,, u,

deviennent des fonctions uniformes de x dans toute l'étendue du plan.
Appelons u, celle de ces racines qui est égale a 4 1 pour x = 0; il est
aisé de reconnaitre que cette racine reste réelle et positive tant que «
reste supérieur & — 1. La ligne — 1 —— 4 oo wn'est donc pas une
coupure pour lintégrale (lu,); en posant, comme tout-a-l'heure

=14 tu, —1)

ou f est une variable réelle croissant de zéro & I'unité, on reconnaitra qu'il
est nécessaire, pour la rendre uniforme, d’introduire la ligne 0 + o
comme coupure de seconde espéce. ‘

Quant & lintégrale (lu,), l'axe- des = réels partage le plan en deux
régions distinctes; dans chacune d’clles, lintégrale (lu,) représente une
fonction uniforme de x, pourvu, bien entendu que le chemin suivi par
la variable ne rencontre pas l'autre ligne AB'A’.

(6). Il. reste peu de choses a dire sur les intégrales définies de la
forme (uu,), ot l'on suppose les deux limites u, w,, variables avec . On
aura, comme plus haut, un premier systéme de coupures, formé par des
lignes indéfinies partant des points ou les racines de 'équation @(z, u) =0
cessent d’étre holomorphes. Grace & ces coupures, u, u, deviennent des
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fonctions uniformes de x dans toute l'étendie du plan; V'ensemble des
valeurs de x telles que le chemin rectiligne joignant ces deux points passe
par un autre des points a; ou des points u, constitue pour la méme in-
tégrale un systéme de coupures de premiére espéce. Pour étudier linté-
grale dans une région du plan limitée par ces lignes, on posera’

w = u; + t(u; — uy),;
elle devient:

. Tl
(_”‘iuh) - /fl(wa t) dt?
ki

en posant £ (r, &) == flr, u tHu, — u,)) (1, — u,). On cherchera ensuite
g 1 ’ VY 1 h i/ h i
la wvariation de V1élément de Vintéorale correspondant & une valeur de ¢
123 P
quand on fait décrire & x un contour fermé, et on ajoutera, §'il y a lieu,
des coupures de seconde espéce pour rendre uniforme, dans chague partie
it p )
du plan, la fonction représentée par cette intégrale définic.
Considérons, pour donner un exemple, 'intégrale
b ) D

y = f W — 17w — 2ua — 2 — 1) du,

on u, wu, sont les deux racines de l'équation »’ — 2ur — & — 1 = 0;
intégrale qui a un sens, si la partie réelle de 1 — a est positive, et si
la ‘ligne droite qui joint les deux points #,, u, ne contient ni le point
w=0, ni le point w=1. Cette ligne droite conticndra le point u = 0,

si le rapport est réel et négatif; 1'équation (2) montre qu’il en sera

el
u2 .
ainsi lorsque x aura une valeur réelle supérieure a — 1. De méme,
cette ligne droite passera par le point =1, si le rapport des racines
de I'équation’ (3) est réel et négatif; pour qu’il en soit ainsi, nous voyons,
d’aprés Péquation (4), qu’il faudra que » soit réel et positif. La ligne
— 1 ——— 4 oo est donc une coupure de premicre espéce pour cette
intégrale, et il n'y en a pas d’autre. Pour que u,, u, soient des fonctions
uniformes de z, nous ajouterons une nouvelle coupure, par exemple la
ligne AB'A’ (fig. 2). L’intégrale (u,u,) représente une fonction uniforme
de x, tant que le chemin suivi par la variable ne franchit aucune des
lignes précédentes. Si on y pose, en effet

w = u, + Hu, — u),
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elle devient

. .
Y = /{“1 + #(u, — ’ul)}ﬁ~1 {"x — 1 + #(u, — %1)};'_,971 {[fu1 + tuy, — u,)]* —

0

— 2w, + Hu, — w,)] — @ — 1" (u, — u,) du;

Les deux *premiers facteurs ne peuvent sannuller, en supposant ¢ compris
entre zéro et l'unité, tant que x n'a pas une valeur positive. Pour (ue
le dernier gannulle, il faudrait que l'on eut u, —u, ~ #(u, — u,), c’est-
a-dire w, = u,; cela n’aura lieu que pour les points de ramification 4, 4"
Lorsque x déerira un contour fermé, on voit que chaque dlément de
l'intégrale reviendra 4 sa valeur initiale.

Lorsque la variable traverse Varc de courbe AB'A’, les deux racines
u,, u, s'échangent entre elles; Fn forme précédente nous montre que l'inté-
grale se reproduit multiplide par e+ .

(7). Les exemples précédents suffisent, je crois, pour bien montrer
la nature et les propriétés déja obtenues des fonections que jétudie, pro-
priétés qui résultent uniquement de l'étude attentive de la maniére méme
dont ces fonctions sont définies. Revenons maintenant au cas général, ct
considérons une fonction f(r, u) jouissant des propriétés énoncées; admettons
que, sauf pour des valeurs de x formant une ou plusieurs courbes dans

le plan des x, parmi les m points critiques v,, v,,....9, il n’y en ait
pas trois en ligne droite, et que chacune des intégrales (vw,), en nombre
m(m — 1)

5 & un sens. Nous verrons plus loin comment on peut écarter

ces restrictions. L’ensemble des valeurs de i telles que, parmi les m
points v, v, .v..v, 1 y en ait plus de deux en ligne droite formera
dans le plan des x un nombre fini ou infini d'arcs de courbes ou de
courbes complétes, dont chacune jouera le réle de coupure de premiére
espéce pour une ou. plusieurs des intégrales. Prenant l'une de ces inté-
grales, nous ajouterons, s'il y a lieu, des coupures de seconde’ espéce, de
fagon “qu’elle représente une fonction uniforme de # dans toute I'étendue
du plan ou dans les diverses parties. du plan. = Aprés avoir opéré ainsi
avec chacune des intégrales, nous aurons, au moyen des coupures C, (',
divisé le plan en un nombre fini ou infini de régions distinctes. Dans
chacune de.ces régions, toutes les intégrales (vw,) ont un sens et repré-
sentent des fonctions uniformes de x, qui seront bien détermindes quand
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on aura choisi, dans chaque région, la valeur de la fonction f(r, u) que
l'on prend dans l’inté.gration,

Le but final de ce travail est de rechercher ce que deviennent ces
fonctions lorsque, partant d'un point de l'une de ces régions,-on fait
déerire & la variable un chemin quelconque. Au moyen de ce qui précéde,
la réponse est facile, quand le chemin suivi par la variable me traverse
que des coupures de seconde espéce. Prenons une intégrale telle que
(a@,), dont les deux limites sont indépendantes de x; tant que la variable
ne franchit pas une ligne pour laquelle cette intégrale cesse d’avoir un
sens, la continuation de-la fonction sera représentée par le méme symbole;
mais on pourra arriver dans une nouvelle partie du plan avec une valeur
pour f(r, ) différente de celle qui a été choisie dahs cette partie. On
pourra donc la représenter par K(aa,), K.étant une constante convenable.
De méme, tant que 2 me franchit pas une coupure de premiére espéce
pour des intégrales telles que (au,) ou (wm,), ces intégf'ales continuent
A avoir un sens; mais il peut se faire que u, u, se changent en d'autres
racines ', #’, et que l'on arrive avec une valeur de f(r, u) différente
de celle qui a été adoptée. La continuation analytique de nos fonctions
sera donc représentée par des intégrales telles que K, (aa/',), Kﬂ(u'iur’,,),' K,K,
étant des constantes convenables. En résumé:

Si la variable r, partant d'une région- du plan, décrit un chemin quel-
conque, terminé & un point dune autre région, sans franchir aucune coupure
de premiére espéce, les fonctions représentées par les intégrales définies dans
la végion initiale peuvent étre continuées tout le long du chemin, et on arrive
dans la nowvelle partie du plan avec des fonctions qui serpriment par des
formules linéaires et homogénes @ coefficients constants au moyen des mémes
intégrales. ‘

(8). Nous démontrerons plus loin que la propriété subsiste, quel que
soit le chemin suivi par la variable; mais auparavant, il est indispensable
mim — 1)

9

de remarquer que les intégrales considérées peuvent s'exprimer

=

au moyen de quelques-unes d’entre elles, Supposons x constant et pris
dans l'une des régions' que nous venons de définir; soient v, v, v, trois
des valeurs singuliéres pour la fonction f(r, ) correspondant & cette valeur
de x, telles qu'il n’y ait aucune autre valeur singuliére & Lintérieur du
triangle ayant ces trois points pour sommets (fiz. 3). Entourons ces trois
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‘points de circonférences d’un rayon infiniment petit; nous formons ainsi
un ‘contour fermé abld'cmc'a’na & Vintérieur duquel f(x, u) est holomorphe.
On peut par conséquent lui appliquer le théoréme de Caucmy, et on
obtient la relation '

(ab) + (blb') + (b'e) + (eme') 4 (¢'@') + (a'na) = 0

Si on fait ensuite décroitre indéfiniment les rayons des petites circonférences,
les intégrales (ab), (b'c), (c'a’) tendent respectivement vers (v,,), (1,0,), (v,0;)
tandis que les modules des intégrales (bi¥), (eme’), (ana’) deviennent plus
petits que toute quantité donnée. On en conclut la relation

(vivn) + (wavg) + (vy00) = 0

Si on a choisi la valeur de la fonction' z que I'on adopte le long
du chemin ab, apreés avoir décrit I'arc bl¥, on arrivera au point ' avec
une valeur parfaitement déterminée pour 2, ainsi qu'au point ¢’. Il suffit
donc de fixer la valeur de z le long d'un des cétés du contour, pour
que la valeur soit connue sans ambiguité le long des autres cotés, €t la
relation précédente ne contient en réalité rien d'arbitraire. Chaque fois
qu'on sera conduit & une égalité de cette forme, il sera entendu que les
valeurs de # que l'on prend dans lintégration sont fixées comme il vient
détre’ expliqué pour le cas précédent. Cela posé, si I'on considére tous
les polygones ayant pour sommets des points v, a l'intérieur desquels
f(x, u) est holomorphe, I'application du théoréme de Caucny conduira &
une relation de la forme précédente. Un méme coté appartenant & plu-
sieurs polygones, les' valetrs de l'intégrale provenant de ce:cdté ne seront
pas en .général les mémes dans les différentes relations; mais on sait que
ces valeurs ne peuvent différer que par un facteur constant et, en défini-

tive, en obtiendra entre les intégrales un certain nombre d’équa-

tions linéaires et homogénes & coefficients constants. Il est aisé de s'assurer,
en prenant des cas particuliers, que ces équations peuvent ne pas étre

toutes distinctes. Mais on peut toujours exprimer les m(_mz—;D intégrales

au moyen de m — 1 d’entre clles convenablement choisies, qui forment
un systéme fondamental. On pourrait former un systéme fondamental de
bien des maniéres; voici celle que jadopterai.

Acta mathematica. 2. Imprimé 6, Mars 1883, 3
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Les m points critiques de la fonction f(z, ) étant distribués d’une
maniére quelconque dans le plan, pour une valeur de x supposée constante
de telle fagcon cependant qu’il n’y en ait pas trois en ligne droite, choi-
sissons deux de ces points de telle sorte que la ligne droite qui les joint
laisse tous les autres points critiques d’'un méme c6té; appelons v,, v, ces
deux points. Imaginons une ligne droite indéfinie & partir du point v,
appliquée d’abord sur o,v,, que l'on fait ensuite tourner autour de v,
dans un sens convenable, jusqu'a ce qu’elle vienne & rencontrer successive-
ment tous les autres points critiques, et numérotons-les dans 'ordre méme
ou ils se présentent, v,, v,,....%,. Si l'on joint ensuite chacun de ces
points au suivant, on forme une llgne polygonale v, 0,9, . . .. v,, jouissant
des propriétés suivantes: 1° elle ne se coupe pas elle-méme; 2° v; étant
un sommet de cette ligne, la ligne indéfinie v v, laisse d’'un méme coté
tous les points d'indice inférieur & i, et de 'autre coté tous les point.s
d’indice supérieur a ¢ (fig. 4).

Supposons que toutes les intégrales prises entre deux des sommets
D)y Ugy o+« . Uy, U; puissent g'exprimer linéairement au moyen des (i — 1)
intégrales

(vlvgja (’02115)7 ene e (vi—lvi);

je dis que la méme propriété subsiste lorsqu’on augmente l'indice ¢ d'une
unité. Joignons en effet le point v, aux ¢ points v, v, vy .. .. ¥;
nous formerons ainsi ¢ triangles & Vintérieur desquels f(x, ) est holomorphe.
Soit par exemple v, (9 <i) un point tel que la fonction f(z, ) soit holo-
morphe 4 Uintérieur du triangle v,v2,,,; 'application du théoréme de Cav-
cHY au contour de ce triangle nous donne la relation

(Vgviy1) = (vpv) + (Viviy1),

qui montre que (v,,,,) s'exprime linéairement au moyen des intégrales
précédentes et de la nouvelle (vw,,,). En continuant de proche en proche,
on verrait de méme que chacune des intégrales (vv,,,) olt b < i, s'exprime
au moyen des intégrales

('Ul’U,), (’Ug’b's), LRI (vi- -l'vi)y (vivi—l—-l)

La loi est évidemment vraie pour i = 3, car le triangle v,v,0, donne
immédiatement v,v, = (v,9,) + (v,9,); donc elle est générale. En parti-
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culier, si 'on prend ¢ = m, on voit que.toutes les intégrales s’expriment
au moyen des m — 1

(vlvz)a ('U,’Ug)’ LI (Um—lvm)

On pourrait encore former un systéme fondamental en considérant
toutes les intégrales prises suivant les lignes issues d’'un méme sommet.
La démonstration ne présente aucune difficulté.

Les relations précédentes dépendent des positions respectives des points
D)y Vyy - -+« Uy -elles resteront les mémes tant que ces positions respectives
resteront les mémes, c'est-a-dire tant que la variable x restera comprise
dans une région du plan limitée par des coupures. Mais elles seront
variables en général d'une région & l'autre.  Clest une remarque qui
résulte bien clairement des développements antérieurs, et sur laquelle il
me parait inutile d’insister.

(9). Jarrive maintenant & l'objet essentiel de ce travail, qui est de
rechercher ce que deviennent les intégrales précédentes, lorsque la variable
x arrive &4 une coupure de premiére espéce. Soit C une coupure pour
(vw,); lorsque z vient a coincider avec un point z, de cette ligne, un
troisiéme point critique v, se trouve situé sur la ligne droite vw, Soient
€ & deux points situés a des distances trés-petites du point z, de part
et d’autre de la courbe C (fig. 5). Figurons les positions respectives des
points v, v,, v, pour z = &, et pour z = & (fig. 6).

Lorsque z est venu en & les trois points critiques que, pour plus
de généralité, je suppose variables avec z, seront venus respectivement en
vy ' v Prenons les points & et & assez rapprochés du point x, pour
que le triangle vww, ne contienne aucun autre point critique v et que
les intégrales vw,, v,v, conservent un sens quand x va de £ en &'; ce qui
pourra toujours se faire si l'on suppose qu'un seul point v, traverse la
ligne vw, pour x = x,. La fonction f(& u) étant holomorphe & 'intérieur
du triangle vow,, on a '

(vivy) = .(‘Ui’Uk) + (vewy)

On pourra donc remplacer le symbole (vw,) par la somme (v.,) -+ (v,0,)
avant queé z v’ait franchi la coupure; mais lorsque x va de & en &, les
intégrales (vwy), (vw,) ne cessent pas d'avoir un sens et, lorsqu’on arrive
au point & la continuation analytique de la fonction (v,) se trouve encore
représentée par la somme (V@) + (V'w'), ou la valeur de f(z, u) que
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Pon prend dans lintégration est fixée sans ambiguité. La fonction qui,
aux environs du point & était égale & (vw,) est donc égale, aux environs
du point &, & wume combinaison linéaire et homogéme & coefficients constants
des intégrales se rapportant o la méme fonction f(x, w).

11 est & remarquer que la somme (v'@/,) 4 (v@',) ne sera pas égale
en général & (). Imaginons. un cercle de rayon infiniment petit en-
tourant le point v, Dans le triangle v, on a

(viva) = (vid) + (Im) + (mvy);
la somme contenue dans le second membre devient, pour z = &,
W) + Im) + ().

et si ¢/, est véritablement un point de ramification pour f('E’, u), cette
derniére somme ne sera pas égale & (V')

Le raisonnement se fait & peu prés de la. méme maniére quel que
soit le nombre des points -critiques qui viennent & traverser la ligne droite
v, pour « = z, Supposons, par exemple, qu'il y en ait deux v, v,
comme lindique la figure (7).

On a d’abord

(vivg) = (vive) + (Vi y),
puis
(veon) = (vivy) + (vy20);
d’ou on déduit
(vivn) = (viv) + (vivg) + (Vg0n).

Le reste de la démonstration s’achéve comme plus haut, et I'on voit bien
aisément que la méthode cst générale. ‘

Faisons maintenant décrirc a la variable un chemin quelconque,
chaque fois que ce chemin traverse une coupure de premiére espéce pour
l'une des intégrales, cette intégrale se trouvera remplacée par une somme
d’intégrales analogues multipliées par des facteurs constants, et on en
conclut que: '

1° On peut continuer la fonction représentée par chacune des inté-
grales définies, quel que soit le chemin suivi par la variable, et cela sans
aucune ambiguité, tant que les points v, v,,.... v, restent a distance
finie et distincts les uvs des autres. Les seules valeurs critiques sont
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donc les valeurs telles que v,, v,,.... v, ne soicnt pas tous différents
ou cessent d’étre holomorphes. |

2° On arrive dans chaque région du plan avec des fonctions qui
s'expriment par des formules linéaires et homogénes a coefficients constants
au moyen des mémes intégrales dans cette région du plan.

Si donc on fait décrire & la variable x un contour fermé quelconque
ne passant par aucun des points critiques, les valeurs finales de nos fonc-
tions seront liées aux valeurs initiales par des relations linéaires et homo-
geénes & coefficients constants. Cette propriété est caractéristique des inté-
grales d'une équation différentielle linéaire et homogéne a coefficients
uniformes., (Taxnury, Aunales de I Ecole Normale, tome IV 2™ Série p. 130.)

On sait d’ailleurs que toutes ces intégrales s'expriment linéairement
au, moyen de (m — 1) d’entre elles, et on peut énoncer le théoréme
suivant: |

~ Théoreme 1. Toutes les intégrales définies (vifb,l) provenant d'une méme
fonction f(x, u), considérées comme fonctions de r, sdtisfont & une méme équa-
tion différentielle linéaire dordre m — 1 & coefficients uwiformes.

 Les points critiques de cette équation différentielle sont, d’aprés ce
qui précede, les points ou l'une des racines de I'équation @(x, u) = 0
cesse d’étre holomorphe, ou les points ou deux des points critiques v,
Vgy . .. .0, viennent se confondre. Ces derniers points sont des points de
croisement pour les coupures de premiére espéce. Par exemple, si pour
@ = », les deux points v, et v, viennent se confondre, le point x, appar-
tiendra a toutes les coupures de premiere éspéce pour les intégrales telles
que (’Uﬂ)g), (?),,’Ug). .

(10). 11 importe maintenant de mous débarrasser de certaines restric-
tions qui ont été introduites. pour faciliter la démonstration, mais qui ne
sont nullement nécessaires.

En premier lieu, on a supposé les intégrales prises suivant les lignes
droites joignant deux points critiques; le théoréme subsiste, quel que soit
le chemin suivant lequel on prend lintégrale. Soient v, v, deux des
points critiques; considérons un chemin de forme arbitraire vmv, joignant
ces deux points et ne passant par aucun autre point critique (fig. 8).
Si le contour wmw,w, formé du chemin vy, et de la ligne droite v, ne
renferme a son intérieur aucun autre des points v, on a (vmv,) = (V,);
mais 8l ce contour renferme un autre point critique v,, on considérera le
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contour formé du chemin vmv, et des deux lignes droites vp,, v,v, et on
aura encore
(vimva) = (vitr) + (veva);

dans les deux cas, on voit que l'intégrale curviligne satisfait 4 la méme
équation différentielle que les intégrales rectilignes.

Nous avons admis en outre que, parmi les m points v, v,, ... . ¥y
il n'y en avait pas en général trois en ligne droite. Mais il est bien
aisé de voir comment on doit modifier la démonstration quand cette con-
dition n'sst pas remplie. Supposons par exemple que les trois points
@, @, a, soient en ligne droite, le point a, entre les deux autres; on
prendra l'intégrale entre les limites o, et a, en suivant un chemin almna,
formé des deux lignes droites al et na, et d'une demi-circonférence Imn
d'un trés-petit rayon décrite autour du point @, De méme, si deux des
points %, w, sont constamment en ligne droite avec un des points a, tel
que a, le point w, entre les deux autres, on prendra l'intégrale (au,)
suivant un chemin déterminé ne passant en général par aucun autre des
points critiques, par exemple une demi-circonférence ou un arc de cercle
joignant ces deux points. - On opérerait d'une fagon identique si-trois des
points u, étaient constamment en ligne droite.

Enfin on a supposé que chacune des intégrales (vw,) avait un sens.
La fonction f(z, u) contenant un certain nombre de paramétres A,, 4,,.... etc.,
si 'on peut disposer de ces parameétres de facon que toutes les intégrales
aient un sens, pour les valeurs de ces paramétres comprises entre certaines
limites, chacune des intégrales vérifiera une équation différentielle d’ordre
m — 1 dont les coefficients dépendent de A, A,,....A,. Prenons main-
tenant une de ces intégrales en particulier; on peut chercher & vérifier
directement qu'elle satisfait & I'équation différentielle, par exemple en
développant cette intégrale suivant les puissances croissantes de z et en
substituant dans 1'équation. Il est clair que les grandeurs respectives des
quantités A n’interviennent nullement dans le calcul; la vérification devant
se faire pour toutes les valeurs de ces quantités comprises entre certaines
limites, elle aura lieu dans tous les cas, pourvu que l'intégrale considérée
conserve un sens.

(11). 11 n’a été question jusqu'ici que de valeurs finies pour u; la
considération du point co va nous conduire & d’autres conséquences. Attri-
buons & x une valeur fixe, en dehors des coupures, et soient v,, v,,....v,
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les' m points critiques, joints dans l'ordre qui a été fixé plus haut (n° 8).
Soit C une courbe fermée comprenant a son intérieur tous ces points
critiques; f(», u) sera en général une fonction multiforme de u & l'exté-
rieur de C. Comme: cas particulier, il pourra arriver que le point # = co
soit un péle ou méme un point ordinaire pour cette fonction, Nous exa-
minerons successivement ces trois hypothéses. ’
Considérons le polygone »,v, ....v,v, ayant pour sommets tous les
points critiques; & partir de chacun des sommets, tirons une ligne droite
extérieure & ce polygone et g'étendant jusqu'd linfini dans le plan. Si
la fonction f(x, ) n’est pas uniforme a l'extérieur de ce polygone, ce

.
qui est le cas général, et si chacune des intégrales f flx, u) du, prise
i

suivant la ligne droite dont il vient d’étre question, a un sens, ces nou-
velles intégrales représentent des fonctions de x qui vérifient la méme
équation différentielle que les précédentes. On pourrait étudier ces inté-
grales définies par des procédés analogues a ceux qui ont été employées
plus haut; mais il nous suffit de démontrer qu'elles s'expriment linéaire-
ment au moyen des premiéres. Attribuons toujours & & une valeur con-
stante; f(x, ) devient une fonction de la seule variable # qui sera uni-
forme & Vextérieur du polygone v,v, . ..., (fig. 9) pourvu quon regarde
la ligne indéfinie », L comme une coupure.

En des points «',-%” infiniment voisins de cette coupure, la fonction
f(x, w) prend des valeurs f(z, u'), f(r, 4”) dont le quotient K est une
constante différente de I'unité. Du point v, comme centre avec un trés-
grand rayon R décrivons une circonférence; 'application du théoréme de
Cavcay au contour v, L'M L,v,v, donne la relation

(0, L) = (v,9,) + (v,L,) + (LM, 1))

qui devient, quand on y fait croitre indéfiniment le rayon R

Jrw wyau— [7e 0 au= [Fe 0 an,

41 vz 1

® .
'intégrale f f(x, u) du étant prise suivant la ligne v L' infiniment voisine
v

1
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de la coupure v, L. On établira pareillement une suite d’équations ana-
logues

f Fl, ) du — f F, @) du = | f, ) du,

f;(fv, u) dw — [f;(w, ) du:l = ;(ﬂa, w) du,

Ym

dans cette derniére égalité, |— f ; (x, ) (luJ représente 1'intégrale f f(x, w) du,

prise suivant une ligne '1ZL" infiniment rapprochéé de la' coupure v L,
mais du cdté opposé d v, L'; or, aux deux bords de la ligne v L, f(x;u)
prend des valeurs dont le rapport est K. On aura done

[f;(”a ) d@;J =K ;(w, u) da;

en ajoutant alors membre a membre toutes les égalités précédentes, on
en’ déduit

i=m—1
® iy 9y )
(1 - K) ff(:v, w) du = 2 fle, vy du + [ f(x, w)du
” i=1 4 O

Puisqu’on suppose K différent de l'unité, on tirera de cette derniéere

x
équation f f(x, u) du, et au moyen des égalités précédentes, on calculera

de proche en proche f f(x, u) du, / 'f (x, u) du . ... ete

(12). Le raisonnement ne s'applique plus lorsque la fonction f(z, w)
est une fonction uniforme de u en dehors du polygone ayant pour sommets

®n
les points v,, v,,.... 9, Supposons d’abord que les intégrales f f(r, o)
v
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aient un sens, de telle sorte que l'intégrale f f(x, w)du prise le long

d’'un contour fermé C entourant tous les points critiques soit nulle. Nous
considérerons un contour formé de la maniére suivante; les points v,,
Uy . ..., 6tant joints dans le méme ordre que précédemment, entourons
chacun d’eux d’un cercle de rayon infiniment petit et joignons ces cercles
entre eux par des lignes droites paralléles et infiniment rapprochées des
droites qui joignent les points critiques eux-mémes, Nous formons ainsi

une figure telle que la figure (10); Yintégrale f f(x, ) du prise le long

du contour abnc . ...dpeflf'e’p'd . ...cnw'ba'ma est nulle par hypothése.
On a donc la relation

@) 4+ oot @) (FO) oA Fa) 4 ) £ o ov o+ (FF) 4.+ (@'ma) =0

Admettons, pour fixer les idées, que le dernier point v, est véritablement
un point de ramification pour la fonction f(z, u) de telle, sorte qu’en
deux points infiniment voisins sur les lignes ef, ¢'f’ cette fonction ait des
valeurs différentes. On aura alors (e¢f) + (f’¢’) = C(ef), C étant différent
de- zéro. Si maintenant on fait tendre vers zéro tous les rayons des petites
circonférences, on aboutit & une relation entre les m — 1 intégrales

(v,9,), (0,v,), . ... (V;m—1Vm),

ot le cosfficient de (v,_,v,) est différent de zéro. On pourra donc en
tirer (v,,_,v,) exprimé linéairement au moyen des m — 2 intégrales

(0,), (0,0,); -+ . . (Vym—sVp)

et, d’aprés ce qu'on a vu plus haut, toutes les intégrales (vv,) s’exprimeront
de la méme maniére au moyen de ces m — 2 fonctions. Toutes ces inté-
grales définies satisfont par conséquent & une équation différenticlle linéaire
d'ordre m — 2 & coefficients uniformes.

_En se reportant au précédent paragraphe; on voit que les intégrales

telles’ que f fir, w) du pourront s'exprimer linéairement au moyen des

v

intégrales (vw,) et d'une nouvelle intégrale, par exemple f f(z, u) du.
Comme les fonctions (vw,) se réduisent a m — 2 d’entre elles, il en résulte

Acta mathematica. 2. Imprimé 17 Mars 1883, 4
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que toutes les intégrales se rapportant & la fonction f(r, u) s'expriment
linéairement au moyen de m — 1 d'entre elles, et, par suite, qu'elles
vérifient encore une équation différentielle linéaire d’ordre m — 1 & coef-
ficients uniformes.  Mais cette équation ne sera pas irréductible, puisqu’elle
admet toutes les intégrales d'une équation d’ordre m — 2, ayant aussi ses
coefficients uniform.cs.

‘Enfin il peut arriver que la fonction f(x, ) soit une fonction uni-
forme de u & lextérieur d'un contour renfermant tous les points v, sans

que les intégrales f f(x, w)du aient un sens. Dans ce cas lintégrale

v

f f(x, u)du, prise le long d'un contour entourant tous les points critiques

ne sera plus nulle, en général; mais on pourra, comme tout-a-I'heure
lexprimer linéairement au moyen des intégrales (v,v,), (v,9,),.... (V,_10,),
de sorte qu'elle définit une fonction de x qui satisfait & la méme équation
différentiells. Il est facile de trouver la valeur de cette intégrale; imagi-
nons qu'on ait pris comme contour d’intégration ume circonférence ayant
pour centre le point % = 0, et contenant & son intérieur tous les points v.

Par la transformation =1? , elle devient

cette derniére étant prise le long dun petit cercle entourant le point
¢ = 0, et ne contenant d’autre point singulier que l'origine. La valeur de
cette intégrale -est précisément 2izR(x), R(r) désignant le résidu de la
fonction f (a;, %) —tl—“” relatif au point singulier ¢ = 0. D’aprés ce qui a
été dit sur la fonction f(x, u), ce résidu doit vérifier une équation différen-

tielle de la forme
- dR(z)

i = R(z) X G(z)

G(x) étant une fonction uniforme de .

En résumé, on voit que lorsque la fonction f(x, u) est uniforme dans
le voisinage du point u.= oo, 1'équation différentielle d’'ordre m — 1 nest’
pas rréductible. '
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(18). Etant donnée une fonction f(x, u) de la forme de celles que
jétudie, appelons E l'équation d’ordre m — 1 qui est vérifiée par toutes
les intégrales définies (vw,). Supposons que lon ait reconnu, par un
moyen quelconque, que l'une de ces intégrales satisfait & une certaine
équation différentielle linéaire & coefficients uniformes E’, d’ordre m — 1.
Admettons en outre que cette équation est irréductible. Elle devra forcé-
ment étre identique avec E; sans quoi on pourrait former une équation
d’ordre moindre admettant une intégrale de E’. On pourra donc en
conclure que toutes les intégrales définies (vw,) ‘relatives a f(x, ) satisfont
a la méme équation. Ainsi, on-sait depuis EuLer que lintégrale définie

1

= [ 1 — w1 — 2w) ™" du,
Y

0
pourvu quelle ait un sens, satisfait & I'équation différentielle

a* , d
Wl —o) 5+ [r—(a+ A+ De] 2L —apy =0

D’aprés ce qui précéde, on peut en conclure immédiatement qu’il en
© ph
est de méme de chacune des intégrales f W (1 — wy = (1 — 2u)™ du,

g

g et h désignant Yune des quantités 0, 1, %, 0. (Jacosy, Jowrnal de
Crelle tome LVI). Nous verrons plus loin d’autres applications de cette
remargque.

(14). Nous avons défini les points v, v,, . ... v, comme les points
singuliers de la fonction f(x, u), ol l'on suppose x constant. Mais, au
fond, le raisonnement n’exige pas que-ces valeurs soient véritablement des
valeurs singuliéres; la seule condition nécessaire est que f(x, w) soit holo-
morphe pour toute valeur de u différente de v, v, ....v,, co. On peut
admettre que certains des points v sont des points ordinaires pour la
fonction et les conclusions précédentes me cessent pas de s’appliquer; mais
il faut remarquer que l'’équation E ne sera plus irréductible. Je suppose,
pour fixer les idées, que f(x, ») admette les trois points critiques v,, v,, v,
et n'en admette pas d'autre, abstraction faite du point » = co. D’aprés
le théoréme général, les intégrales définies (v,0,), (v,,), (v,0,) satisfont &
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une équation différenticlle linéaire du second ordre & coefficients uniformes;
soit E' cette équation. Soit maintenant v, un point ordinaire pour f(z, u);
le théoréme 1 s'applique encore aux six intégrales définies

@2,) (9,9), (@,9,), (v,,), (¥,,), (v,0,),
et ces six intégrales doivent vérifier une équation linéaire du 3*"¢ ordre E.
Mais cette équation E n'est pas irréductible, puisqu'elle admet toutes les
intégrales de 1'équation E'.

(15). Je terminerai ce chapitre par l'étude d’un cas particulier in-
téressant, ou les intégrales présentent upe grande analogie avec les inté-
grales étudiées par M* Hrrmire. La fonction f(z, u), quand on y regarde
& comme constant, admet toujours m points singuliers, qui se partagent
en deux catégories: les uns sont des points de ramification, les autres des
poéles ou méme des points singuliers essentiels, mais f(z, u) reste uniforme
dans le {'oisinage. Soient v, v,, .... v, les premiers, et w,, w,,....w,
les seconds; 7 + s = m. Je conserve les hypothéses précédemment admises
relativement & la fonction f(», u), & la disposition des points singuliers
et aux intégrales définies telles que (vw,). Supposons que l'on ait établi,
comme plus haut, un ou plusieurs systémes de coupures partageant le
plan en un certain nombre de régions. A lintérieur de I'une quelconque
de ces régions, toutes les intégrales (vwp,) peuvent sg’exprimer linéairement
au moyen de r-—1 d'entre elles et des résidus de f(z, u) relatifs aux
points singuliers w,, w,, . ... w,, résidus que j'appellerai R, (z), R,(x),.... R,(z).
Imaginons, en effet, que 'on ait numéroté les points v,, v,, v,,...., dans
un ordre tel que la ligne droite v,v, laisse d'un méme coté tous les points
v d’indice inférieur & ¢ et de I'autre c6té tous les points d'indice supérieur.
On pourra alors reprendre la démonstration du n° 8; la seule différence
est qu'a l'intérieur de l'un des triangles tels que v,v,,,v, il pourra se trouver
un ou plusieurs des points w. Si, par exemple, & 'intérieur de ce triangle
se trouve le point w,, la fonction f(x, u) ne cesse pas d'étre uniforme &
I'intérieur de ce triangle et le théoréme de Caucmy donne la relation

(vir1) + (Vig1g) + (vgm) = & 20rRe(2),
ot B(x) a le sens qui lui a été attribué tout-a-I'’heure. Le reste de la
démonstration s'achéve comme au n° 8 et on voit que les intégrales telle

que (va,), (ww,), qui n'ont plus de sens dans ce cas, se trouvent -tout
naturellement remplacées par les résidus R,(z), R,(%), . ... R(x).



Sur une classe de fouctions représentées par des intégrales définies. 29

Ces résidus définissent s fonctions de la variable z, qu'il est facile
de caractériser. Si, en effet, on fait décrire a la variable £ un contour
fermé quelconque, le point singulier w, qui peut étre variable avec z,
reviendra & sa valeur initiale ou sa valeur finale sera égale & la valeur
initiale d'un autre point singulier w, Comme f(x, w) reprend, &4 une
constante pres, sa valeur initiale, lorsque # et # reprennent leurs valeurs
initiales, la valeur finale du résidu R(x) sera égale, a un facteur constant
prés, & la valeur initiale de R, x) ou d'un autre résidu R,(x). Ces pro-
priétés suffisent pour montrer que R, (x), R,(x), .. .. R,(r) sont des intégrales
d’une équation linéaire d’ordre s & coefficient uniformes. Cette équation
ne sera pas irréductible, si I'équation &, (x, w) = 0 qui définit w comme
fonction de x n'est pas indécomposable.

Voyons maintenant ce que deviennent les intégrales (vw,) lorsqu’on
fait décrire & la variable x# un chemin quelconque. Il n’y a rien a ajouter
a ce qui a déja été dit pour le cas ol un ou plusieurs des points v
viennent & se trouver situés sur le chemin (vw,). Il ne nous reste qu'a
examiner ce qui se passe lorsquun ou plusieurs des points w viennent
& étre situés sur cette- ligne. J’emploierai pour cela une méthode que
jal déja appliquée aux intégrales de M* Hermire. (*) Soit C une ligne telle
que, pour une valeur de z figurée par un point de cette ligne, un des
points # traverse la ligne droite vw, Soit x, un point de cette courbe
et & & deux points situés de part et d’autre de la courbe, tres-voisins
du point x,. Figurons les positions respectives des points v,, v,, w, lorsque
z coincide successivement avec les points & et & et supposons, pour plus
de géneralité, les trois points v, v, w, variables avec x. Je suppose de
plus que, lorsque x vient en x,, un seul point w traverse la ligne vw,;
on pourra alors prendre un point ! assez rapproché de cette ligne pour
que le triéngle Ivw, ne contienne & son intérieur aucun des points critiques
de f(£, u) et que le triangle /', ne contienne pas d’autre point singulier
que w', de la fonction f(¢', w) (fig. 11).

La fonction f(& w) étant holomorphe a lintérieur du triangle lvw,
on aura

(wivn) = (vd) + (lva)
On pourra donc remplacer l'intégrale (vw,) par la somme des deux inté-
grales (vl), (lv,). Lorsque x va de & en &', v, et v, viennent respective-

(') Voir le premier volume des Acta, page 190.
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ment en ¢',, ¢',, mais chacune des intégrales définies (lv;), (lv,) reste une
fonction uniforme et continue de z; de sorte quaux environs du point
&' la continuation analytique de la fonction sera encore représentée par
la somme
(W) + (W'h);

f(€', u) n'est plus holomorphe a lintérieur du triangle '@, mais elle
est encore uniforme et, en appliquant de nouveau le théoréme de Cavcay,
on aboutit a la relation

W) + (W) = (¥'y) — 2ixRe(§),

R,(&) représentant le résidu de f(&’, u) relatif au point singulier w',.
La fonction qui était représentée par (vw,) avant que la variable n’ait
franchi la coupure se trouve donc représentée, aprés le passage, par le
symbole

(vivy) — 2tnRy (%)

La démonstration s'applique évidemment, quel que soit le nombre
des points w qui traversent la ligne vwp, Comme on peut répéter le
raisonnement chaque fois que la variable franchit une coupure, on est
conduit aux conclusions suivantes: si l'on considére toutes les intégrales
définies (vwv,) et les résidus R (x), B,(x),.... R(x), quand on fait décrire
a la variable z un chemin fermé quelconque ne passant par aucun des
points pour lesquels les valeurs v ou w ne soient pas toutes distinctes
ou cessent d’étre holomorphes, les valeurs finales de ces fonctions sont
liées aux valeurs initiales par des formules linéaires et homogénes a
coefficients constants.

Donc:

Théoréame II. Toutes les intégrales (vp,) satisfont a une équation diffé-
rentielle linéaire d'ordre m — 1 & coefficients uniformes, et cette équation
admet comme solutions les s résidus R, (x), R,(x).... R(x). _

En rapprochant ce résultat de celui qui a été établi au n° 14, on voit
que l'équation générale d’ordre m — 1 admettra des intégrales appartenant
a une équation d’ordre moins élevé & coefficients uniformes, toutes les fois
que la fonction f(x, ) sera uniforme dans le voisinage de I'un des points
que mous avons considérés comme les points singuliers de cette fonction.

(16). Les intégrales de M* HermiTe peuvent, dans certains cas parti-
culiers, se ramener aux précédentes, Soit F(z, «) une fonction holomorphe
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de z et de u et G(v, ) un polyndme de degré m — 2 en u dont les

coefficients sont des fonctions holomorphes de z. Le quotient %l;
, U

admet m — 2 poles variables avec z, qui sont donnés par I'équation

G(z, w) = 0. Désignons par w,, #,,....u, , ces racines et par R (z),

R,(x), .... R, _,(x) les résidus correspondants de la fonction %
, U

Soient maintenant ¢, #, deux constantes quelconques, l'intégrale définie

O(x) =fG(ae, W) du

)

représente une fonction bien déterminée de z sauf pour les points situés
sur certaines courbes, formant des coupures pour cette intégrale. D’aprés
ce qui précéde la fonction @(x) constitue avec R (r), R (x), .... R,_(z)
un systéme fondamental d'intégrales d’une équation linéaire d’ordre m — 1
a coefficients uniformes. La fonction représentée dans une certaine partie
du plan par @(r) sera représentée, aprés que la variable aura franchi un
nombre quelconque de coupures, par '

O (2) + 2M,inR, (x) + 2M izR (@) + . . . .

M, M, .... étant des nombres entiers qu’il serait facile de calculer.
~La théorie précédente exige essentiellement que certains des points
critiques de la fonction f(x, u) soient variables avec x. Dans le cas con-
traire, elle nous apprend seulement que les intégrales considérées repré-
sentent des fonctions uniformes Telle est par exemple l'intégrale

y = ﬁu’ — 1) cos uz du,
0

qui se présente dans l'étude des transcendantes de BesseL. De méme
I'intégrale

@
y = f(u ;——.al)bl_l PN (/M — a")bn—'l (u o w)l——l du,

lorsque A-~1 est un nombre entier positif, représente une fonction uni-
forme de z, qui n'est autre qu'un polynéme.
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IL

(17). L’application de la théorie précédente & la fonction
F, w) =2 (1 — a7 (1 — 2wy

se fait immédiatement, et conduit d'une fagon presque intuitive aux résul-
tats connus. En particulier, on peut en déduire tous les cas ol I'équation
de la série hypergéométrique admet une intégrale dont la dérivée loga-
rithmique est une fonction rationnelle de 2. Si 'on se reporte, en effet,
aux paragraphes 12, 13, 14 et 15, on voit qu'il suffit pour cela que
f(x, u) soit uniforme dans le voisinage de l'une des valeurs 0, 1, -;—;, 00,
c'est-a-dire que I'un des nombres a, f, r.—— a, y — (3 soit un nombre entier.
Ces cas sont du reste les seuls ou 1'équation de la série hypergeometrlque
admette une intégrale de cette forme.

Supposons, par exemple, que a-+4 1 — y soit égal & un nombre entier
négatif, de telle sorte que la fonction f(x, u) soit uniforme dans le voisi-
nage du peint » = co. L'équation différentielle devra admettre comme

intégrale le résidu de la fonction f (w, %) tl—a, relatif au pole ¢ = 0.

1\ 1 ., bt o e ot [ )
f(w,i)t—g=t A=ty P N — ) =2 (L — ¢ ’“(1——) ;

x

posons a 4+ 1 — y = — m;

f(w, —})t’ =T (1 — A (1_ 5)—01

Ce résidu sera égal au produit de x~* par le coéfficient de ¢™ dans le
développement du produit (1 — ¢y~ (1 — z)— suivant les puissances
: x
croissantes de' #. Or on a

(e R A S TP A R L

LBHI—D . (Btm—

1.2....m &t
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ala + 1)....(a+m—l)£+

AN a t a(a—l—l)t_2
(1“") =ttt 18 2t 1.2....m -

Le coefficient de ¢ dans le produit sera donc

B+1—p. .. @F+m—py)  a@+1—p....80+m—1—p)1
+ v — 4 ...
1.1.2.... (m—1) z

1.2....m
da+1)....(ea+m—1) 1
+ —m)
1.2....m ™
ce qui peut encore s'écrire:
(B+1—p...(+m—7) |4 a(—m) 1 a(—m)(—m+1) l+
v T y—p—m)e  1.2.G—F—m)(y—F—m+1a®

1.2....m
G +1)...(a+m—D(—m)(—m+1D.. .. (—m+m—1) 1
1.2....mr—F—m)....r —8—1) : 2"

Le polyndme entre parenthéses n'est autre que F (a, —_—, y— B —m, —)

ou F(a, a4+ 1— nat+l—24z -]-) Le résidu cherché est donc égal,
: x

a un facteur constant prés, au produit
—a : 1
2 Fla, a+1—7y, a+l—-—-,t9,;
Si 8 est nul ou égal & un nombre entier négatif, on trouve de méme
que le résidu de f(x, u) relatif au pole u = 0 est égal &

1—p.... —7)
S R b b )

(18). Prenons encore l'exemple traité par M. PocHAMMER;

S, ) = (u—a, Y (o — ag)br1 N an)* ™ (0 — m)A—l

Le théoréme général nous apprend que chacune des intégrales définies
R
y = \/(u, —a, Y —a )" T (e — aff)'l‘1 du,
g

Acta mathematica. 2, Imprimé 19 Mars 1883,
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ou g et h désignent deux des quantités a,, a,, .... a,, 2, 0O, pourvu
quelle ait un sens; doit satisfaire & une équation linéaire d'ordre n &
coefficients uniformes, dont les points singuliers a distance finie sont préci-
sément les » points, a,, a,,....a,. Rappelons d’abord en quelques mots
comment on peut former cette équation et supposons que A n'est pas un
nombre entier, condition nécessaire pour que l'équation obtenue soit irré-
ductible. D’aprés une remarque faite antérieurement (n° 13), il suffit de
former I'équation & laquelle satisfait l'intégrale définie

an
y = f(u —aV L —a) T (e — w)l"l du,

ou les deux limites a, a, sont finies et indépendantes de z, et ou l'on
suppose que les parties véelles de b, et de b, soient positives, de facon
que cette intégrale ait un sens. On aura:

)
gz — (=1 f(u —a ) (=) T (e — 2y~ du,

*

%h
2
Z 3: =A—1)1—2) f(" —a )b‘ (e —a) T (= ' du,
da

a

e
‘j; =(—DIA--1)(A—2)....(A—p) f (n— a7 = ) T (e — ) T
m

a;

n an
y _ (—1)'@A—1....A—n) f (w—a)"" L w—a) T (e — 2) T du

clw

K

Soient maintenant P, P, P,,.... P,, (n + 1) fonctions de x; posons

dn dn—l .
P+ P
dax

=
da”

d

¢(y) = P, 2+ Pay
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En remplagant y ct ses dérivées par les expressions précédentes, il vient:

n

o(y) =f(u —a ) (e — @) T (e — )T B () d,

F(u) ayant la valeur suivante,
Flu)y=(—1)"(A—1). .. .Gd— )P, +(— )" A—1) ... (A —n+1)uw— )P, + ...
e — (=D (=) T Py + (w— ) P,

Posons encore
Jiw) = (n—a)" (w— ). — a) (- )
on aura
% = (w—a,)" o (— )" (e — )T (),

ou

V(u) = Zbi(u —at,). (= ) — i) (n— ) (0 —&) F (A—n) (u—a ). . (u—a,);
i=1

F(u) et ¥(u) sont deux fouctions entiéres de w de degré n; si on peut
disposer des » + 1 coefficients P, P, .... P, de fucon que ces deux
polyndmes soient identiques, on aura

¢(y) = filan) — fila) = 0

Il est ais¢ de voir que l'identification est toujours possible. Pour
plus de commodité posons » = z + 2. On aura

Fe+a=(—1"0—1)...0—n)P, + (— 1" 0 —1)..d—n+DPz+....

e — (A —DPy 2 + P
( ,

P n
Ve+d=0@)+ 1 Ve +15 0@+ .+ 5

I ().

PP (1

Si T'on écrit que ces deux polynomes en z sont identiques, on obtient
immédiatement pour les fonctions inconnues P,, P,.... P, les valeurs
suivantes:
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V()
Yoo i(A—m)’
¥ ()
A—1....A—n+1)

P, = (— 1)n(2~1

P = (— 1)

- )
Pn—-l—(_l)(1__1)1.2.~-.(n~—1)’
w-n(w)
Py = 1.2....9

P, sera une fonction entiere de x de degré »; P, une fonction entiére

de degré m —1....etc, et P, une constante. En particulier, on aura

ale—a)@-—a)....(&—a,)

Sl iy § p y prry

ce qui montre bien que les seuls points singuliers a distance finie pour
I'équation

¢(y) =0
sont les points a,, a,, .... @,

(19). La représentation des solutions de ’équation ¢(y) = 0 par des
intégrales définies permet aussi de trouver trés-simplement la forme d’un
systéme fondamental d'intégrales dans le voisinage d'un point singulier.
Dans le voisinage du point singulier @, par exemple, les » — 1 intégrales

définies
f;(w, ) du, f;(x, u) du, . ... f;(w, u) du,

représentent # — 1 fonctions linéairement indépendantes qui sont holo-
morphes pour z= @, tandis que lintégrale

f} (x, ) du

définit une fonction de x qui est multipliée par ¢**™*+" lorsque x tourne
autour du point a,. En effet, par le changement de variable

= a, + = —a,),
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elle prend la forme

1
(—a, T / {ay — a, — e —a) 0 S — @ —te—a) T — 1) dt

0
et la nouvelle intégrale représente unc fonction holomorphe de z pour
xr=a,.
Pour étudier la forme des intégrales de I'équation ¢(y) =0 dans le

- . 1 . . : s
voisinage du point ¥ =_ = 00, imaginons un contour fermé C entourant
x

tous les points critiques, par exemple une circonférence d'un trés-grand
rayon et faisons décrire & la variable x cette circonférence. Les n-— 1
intégrales définies

@
/f(w, ) du (=23, .... 0y
@

représentent n — 1 fonctions linéairement indépendantes dont chacune se

+ 2

reproduit multipliée par le facteur e¢**™* lorsque la variable  décrit cette

circonférence. Par exemple l'intégrale

dty .
/(u —a ) — @) T (e — Ja))"‘] du
o

peut s'écrire
‘(lg )
‘7 , ~ B 2 \ 21
! (et — wl)b‘ Yoo (u — an)b” ' (1 — ”‘6‘) du,

[

@

et la nouvelle intégrale représente évidemment une fonction holomorphe

de = pour z = 1_ co. Léquation ¢(y) = 0 admet donc, dans le domaine

de ce point, » — 1 solutions linéairement indépendantes telles que
w/l—lP(mr)

P(x’) étant holomorphe pour z’' = 0.
On reconnait d'une facon analogue que l'intégrale définie

f;(w, w) du
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, .. : . 1 .
représente dans le voisinage du point x = — =00 une fonction que l'on
x

peut mettre sous la forme

w,n—/‘.—(b,-H)zJ.- PR S Q('b))

@(x") étant holomorphe pour 2’ =0.

(20). L’équation ¢(y) =0 admettra des intégrales appartenant a unc
équation & coefficients uniformes d’ordre 1nfer1cur a n toutes les fois que
la “fonction f(z, u) sera uniforme duns le voisinage de 1'un des points
singuliers a,, a,, .... @,, x, c0. Supposons, par cxemple, que b, soit un
nombre cntier; si b, — 1 est positif, de fagon que le point u = a; ne soit
pas un point singulicr, toutes les intégrales

i
ff(m, ) du,
g

o g et b désignent l'une des quantités a, a,,....a,_, ¢, ... a4, &, OO,
vérifient une méme équation linéaire d'ordre » -— 1 & coefficients uniformes.
Mais si 6;— 1 est un nombre entier négatif, le point # = ¢, sera un pole
et les intégrales précédentes vérificront une équation d’ordre » admettant
comme intégrale particuliére le résidu de la fonction f(x, u), relatif au
pole u = a,

Dans le premier cas, on pcut s¢ proposer de former l’equatlon d’ordre
n— 1; je suppose pour cela le point autour duquel f(x; ) est uniforme
rejeté & linfini; (ce qulil est toujours possible de faire par une trans-
formation linéaire, sans changer la forme de l'expression). Cela revient
a supposer que la somme 0, + b, + ....+4 b, 4 A est un nombre enticr,
et de plus que cette somme est inférieure ou au plus égale & n — 1, afin
que lintégrale j f(x, u) du, prise le long d'une circonférence entourant
tous -les points critiques, soit nulle.

Il résulte de ce qui précede que toutes les intégrales définics (a.a,)
ou (ax) doivent satisfaire & une méme équation. linéaire d'ordre » — 1
a coefficients uniformes. Il est aisé de former cette équation. Admettons,
comme plus haut, que A n’est pas un nombre entier et en outre que
Pon a .

by+b,+....+b+tiA=u—1
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Soit

@
Y :/‘(u, al)b'—l v (u— an)b"‘—1 (u — x))'_l du;

@

on aura, comme tout a l'heure,

L »
d: - : g -
‘TZ =— (1 — l)f(u —a)" L =)' (i — @) du,
(22

a

¢

dx

n—1 %
‘ZTﬂ =(—1""'2—1)...0—n+ 1)f(u_a,1)”l—’ =)' (e — @) du;

a;

r,P,.... P, désignant # fonctions de «, posons encore
Ty a" "y dy , o
¢ (y) = P, T + P, = + ...+ Pn__zﬁ + Puyy
On aura
ay .
@, (y) :/("b —a)" (e — a) " (e — :U)A_"Fl(u) du,

Fw)=(—1)""4—1)....0—n+ DHP, +(—1)" 2 (1—1).... (A—n+2)P(u—a) £ ....
A= DP g (u— @) Ppy (0 — )"
Soit encore

.ﬁ(u) = (’M/ - (l,x)b1 R (711 — an)b" (u — w))-—.n-{-—l;

if# = (y - al)b’ - w— ay)" T (u 1—w)1f” ¥ (u),

¥ (u) =2b,~(u— a)....(w—a)(u—a)+ A—mn+1)(u—a)... C(n— an)

Si, en choisissant  convenablement les fonctions P, P,.... P_,,
F (u) est identique & ¥;(u), on aura

501('/) zfl(ﬂ,h) —fl(ai) = 0
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L'identification est toujours possible; car, & cause de la relation
bbby by A=n—1,

¥, (u) est comme F, (u) une fonction entiére de » de degré » — 1. Les
coefficients P,, P, .... P,_, seront déterminés comme tout-a-I'heure.

De Véquation ¢,(y) = 0 d'ordre » — 1 on déduira par la différen-
tiation une équation de méme forme d’ordre n — 1

dy
@ (Zi‘a—s‘) =Y,

‘

qui est vérifiée par l'intégrale définie

ap

by—1
(v — a)"

e (u— lJL")b"_1 (n — w)x—l du

a;

ou Yon a ¥=A-—1, de la méme forme que la précédente, et qui n'en
différe que par le changement de 2 en A— 1. Pour cette nouvelle inté-
grale, on a

b+ b+ ... byt A =n—2

Par r différentiations successives on formerait de méme 1'équation
d’ordre » — 1 qui est vérifiée par l'intégrale définie

%p
f(u — or,l)"‘*1 e (@ — an) T o — )t T d,
ai )

ou 'on a
b+b+... .+t AiA=n—1—7

(21). Je considére enfin la fonction trés-générale
F u) = —a)"" (=) —a)" T e T e, )T

ol ¢, ¢,y....¢, sont des polynémes entiers en u, de degré m , m,,....m,
dont les coefficients sont des fonctions holomorphes de z, et je me borne
au cas général on aucun des nombres b ou A n'est égal A un nombre
entier,
Soit
D, u) == @ (e, ) g, (&, 1)....¢, 0, u),;
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O(x, ) est un polynéme entier en u de deglfé p=m, Fm, 4. ... +m,
D’aprés le théoréme général, chacune des intégrales définies

’llh

f;h(w, u) du, f;'l(w, ) du, /f(m ) du,

ou u;, u, désignent deux racines de l'équation @(r, u)= 0, pourva qu’elle
ait un sens, doit satisfaire & une équation linéaire d'ordre n 4+ p — 1 &
coefficients uniformes. - Il suffit, d’aprés ce qu'on a vu plus haut, de
former une telle équation pour l'une des intégrales définies

ah
v = [Fie, w) au

On peut toujours, en désignant par u,, u,, .... u, les p racines de
I'équation v
D, u)y =10
et en faisant abstraction d’un facteur ne dépendant que de z, écrire

-1
du,

ap,
Y _—_—f(u —a)" (e — a) T (u——u‘))"_1 coe o {u— 'u;,,)lf’

les nombres A ayant la méme valeur pour les racines d'un méme groupe,
tel que le groupe formé par les racines de l'équation ¢(z, ) = 0. .

Supposons que les parties réelles de b, et de b, soient positives, afin
que llnteo"rale -considérée ait un sens, et considérons pour un moment
Uy, Uy, . ... u, comme p variables indépendantes. Soient Mas Moy oo i My
p nombrés entiers positifs tels que

Mt =n4p—1

Entre la fonction y et les dérivées partielles, au nombre de n4-p—1,

ay a2y aﬂl,y
Qu,” du?’ 7T du ’
dy ¥y Ay
du,” Qu2’ " e ’
Ay 3y
Qup’ duy’ " Bu,ﬁll”

deta mathematica. 2. Imprimé 20 Mars 1883,
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il eriste une velation lmecm"e et homogrne dont les coefficients sont des fonc-
tions mtzonnelles* de u,, Uy .o Uy

On a

@
%l:_. = — (4 —1) /‘(u — tJll)b‘—1 e (0 — a,,)h" (16 — 2 ))‘ T w,.)lp_] da,
1

5

3

aﬂ]y " h— — Al“‘l'—'

S =(—1D"4,—1).. /11)f('u —a )I L —a) T (e — ) DU
‘1

K

e (e —up)? T du,

et les autres dérivées partielles s'expriment d’'une fagcon analogue. Soient

maintenant .
, o Ay, o Ay,
B,, B, .... B,
Ly Ly oo Ty, M,

) +pfonctions de w, u,, .... u, Posons:

a/uy yu! ' oy
A, pul 4, — ™ /L,—l +....+ 4, -ﬁ—u—l
O am ‘
+ Bl -ﬂ—é/: -|— . . . . . . + Bu? ;’l
du,’
H(?/) =14+ . '
o'ry Oy
+ L : .. . .« . +0L, —
“ Qufp? iy uy
+ My

En remplacant y et ses dérivées partielles par leurs expressions au
moyen d’intégrales définies, on trouve:

(lh.
11(y) =f(u —a, Yl — an) T (e — 7.(,1)A‘_“’—1 A — up)x”—u F () du,



43

Sur une classe de fonctions représentées par des intégrales définies.
I (u) ayant la valeur suivante:
(Y% (o — i, Y2 (= 1Y (A, —1) o (4, —p) A, H(— 1A, — 1)

e —p, + 1)Az(u““3)i'--~“—()\l ;I)A/Lx(“—‘%)m“]}

(e, Yty . (it Y= 1Y, — 1) (A=, B, + (— 1) (4 —1)....

o=+ DBy (u—u) £ — (4 — DB (u—u,) ')

F(u)#
+ . .
+(w—u L ()P {("' Dy —1).... (% ;'/lll)Ll ...

PPN —()\p-—— l)l’,u,p ('l,{,___up)lip"‘l}

§ A+ MG — w)Y (o — YL (— Y7

F(u) est une fonction entiére de « de degré n - p — I, contenant n 4 p

coefficients indéterminés.
Posons- encore

Siu) = (u — a) (e — an)™ (u — u, Yt (4 — u,z,)lﬁ-”ﬂ;

on aura

af, (u _ . by - —py— —r
%:(u—al)b' 1'(14,——(.42)02 L (— ) 1(7,0—-wl))" ’L‘ 1....(u,—up)11’ “p léﬂ;(u),
ou

f==n
up)

Wl(it) ::Zbi(u — ) (= Y — i) (00— ) (b — ). (e —
© =1

h=p
+ E(/ih ) () —ay) (— ) (0 — ) (00— ) (8 — Uy,
a=1 )

4 (u) est comme F(u) une fonction entiére de w de degré n -4 p — 1.
Si Ton peut disposer des n + p coefficients 4,, B, . ... L;, M de fagon
que ces polynémes soient identiques, on aura

”(?/) :fx(ah) _fl(ui) == 01

et la proposition sera démontrée.
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Pour le calcul des coefficients 4,, je remarque que F'(u) peut s'écrire

Fu) = (w—w)" (0 — w2 {(— 1 (4, — 1) (d, — ) A, + (=D — 1)

-1

(A= F DA () — (A — DA — u )T
+ (u — u, Y G(u),

G(u) désignant une fonction entiére de w. Si V'on fait u = u,, F(u) se
réduit a

(, — w, Y% (e, — u Y (— 1YV (A, — 1) (4, — g4,

et ¥, (u) devient égal & (A, — p,) (w0, — a,)....(uw, — a,) (u, —u,).... (0, —u,);
on aura donc immédiatement la valeur de 4 ; 4, étant déterminé de
cette fagon, si dans D'égalité

Fu)y = ¥ (w)

on fait passer dans le second membre le terme tout connu en 4, on
pourra supprimer le facteur commun » — wu,; puis, faisant de nouveau
# = w,, on aura une .équation qui donnera 4,, et ainsi de suite. On
déterminera de la méme maniére les coefficients B, C;,.... L, Puisqu’on
suppose que les nombres A ne sont pas des mnombres entiers, le
calcul pourra toujours étre continué et donnera pour ces coefficients des
valeurs finies. Quant & M, on l'obtiendra, en donnant & # une valeur
particuliére différente de a,, a, . ... @, u,....u, et en égalant les deux
membres, par exemple en égalant les coefficients du terme en u"**~' dans
F(u) et dans P (u). On trouvera bien ainsi pour ces coefficients des
fonctions rationnelles de w,, w,, ... . u, Remarquons de plus que 4,, B,,
C,,.... L, seront toujours différents de zéro.

Au moyen de relations de la forme précédente, on pourra exprimer
toutes les dérivées partielles de y au moyen de la fonction elle-méme et
de n + p— 2 de ses dérivées par des formules linéaires et homogénes,
ou les coefficients sont des fonctions rationnelles de w,, u,,....u, dJe
prendrai par exemple les n 4 p — 2 dérivées

oy Aty B Ay oy

y 2) o T ally Ay e
Ou,’ Ou? du’ du, Oy
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Les nombres positifs g, sy, ... .p, qui figurent dans la relation
Iy = 0
sont assujettis a la seule condition
ot + oty =n4p—1
Si Ton prend p, = n, p, = p, = ... . ==p, = 1, on aura une égalité d’olt

"

, . fi Yy R ;e ;o .
Pon pourra tirer Py en fonction des dérivées precedentes. Prenons ensuite

u 1

po=n+ 1 Py =ty = o=y = 1 tp =0,
) ’ n+11
on aura une relation d’ou l'on pourra tirer n+'{ exprimé au moyen de
Qu, ‘

n
a—z et des dérivées choisies. En se servant de la relation précédente,
Qu v

1

on pourra I'amener a ne contenir que les dérivées choisics. En continuant
de proche en proche, on exprimera de la fagon annoncée les dérivées suc-
cessives

any an-j—p-—ly
WARREE ——au’j“’_‘
Faisons d’autre part
to=n-—1, #, =2 Po =y = . v..=pp=1;
*y
on obtient =z-5; si l'on fait ensuite
1 .
o =n—21, ry =3, P =, =....=pm=1

0% : ‘
on aura — Y, que V'on pourra ramener, au moyen de la formule obtenue
. :

>
3
Ll

auparavant, & ne contenir que les dérivées choisies. En continuant de la
sorte et en opérant de la méme maniére pour les autres dérivées parti-
elles, on voit qu'on pourra exprimer comme il a été dit toutes les dérivées
partielles jusqu'a celles d’ordre » 4 p — 1, out les dérivations sont effec-
tuées par rapport a la méme variable. La propriété s'étend immédiate-
ment aux dérivées d'un ordre quelconque, mais cela n'est pas essentiel
pour notre objet.
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Considérons maintenant les dérivées partielles du second ‘ordre telles

ue 27 ; on a
4 du,du,’
ah )
dy - b1 byl V2 Ay, —1
I A—-1{ (uw—a,) e (1 — ay) (— ) ce (e — )P duy
. :

a

e,
”'-_.—-_———(/'.2_1)f(""—-~cl,,)b"_l....(u-—--u,,)b”“‘(u———,uvl))“'f(u——uz)}‘r""...(n—-—u,,))‘l"1¢lur,

a;

a
©Aae : " -
Oy (4, —1) ()‘,;,———l)f(u - al)"‘_l. v (u— ct,,)('"_] (1 — 'wl)7“_" (n — u“lz R

a-u,l du, =

“

ceeo (U — 'u,l,))"l‘—l du,

Si P, @ désignent deux fonctions de wu,, u,, ....u, on aura

@
2
Py p_al _@_L/_ :f(u — Y co(u— @) (e — ul))"—z (v — 14,2))‘2_"

du,du, -~ Ou, T 0,

L

coe(u—u, Y~ B (u) du,

F(u)= (2, — 1) (4 — 1) + (4 — D)= )P+ (&, — 1) (s — )@

F(u) cst une fonction entiére et du premier degré de w, qui sera iden-
tiquement nulle si I'on prend
poh—l o A=l

- * 9 q
wu, — U, w, — o,

On a donc la relation

%y 4—1 dy [ A4—1 0y

F q —_— —_— ?
du, du, u, w, duw, o w, w, 0w,

et d'un maniére générale

¥y a—1 0y A—1 Ay

Quiduy,  up — U Ou; Uy — Uy Ty
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Chaque dérivée partielle de y étant une fonction de méme nature

que la fonction y elle-méme, en général une dérivée partielle telle que
"y

a a; a
Q'L Out Quyt ..

gexprimera au moyen des deux dérivées partielles d’ordre moindre

m—1 m—1
Ty 0y
- a;—1 a ? 3 a; aj, —1
... duET duph ... Qus . ougt duph L

En appliquant la formule de réduction autant de fois qu’il est néces-
saire, on voit que chaque dérivée partielle ou figurent des dérivations
par rapport & des variables différentes s'exprime linéairement au moyen
des dérivées partielles on les dérivations sont prises par rapport & la
méme variable. Finalement, toutes les dérivées partielles de la fonction
y fexpriment an moyen de

W Ty By 9y

Y, s ° . 1 =, e )
O, du! o, dup

par des formules linéaires et homogénes, ou les coefficients sont des
fonctions rationnelles de w,, u,, .. .. u,

(22). Regardons maintenant y comme fonction de la seule variable
&3 on aura

i=p

dy oy du,

de ]au,- da’

i=

i=p
0%y % duy " oy  d’u;
dudu de de - d ou; da*’

1 ) =

>
1
=

i=p i

d*y _2 %y du;\?
det = W(d— t2,

i=1 i

P

N

I
—
>
1

, ’ d o ] o 4. ..
En général = dexprime par des formules linéaires et homogénes au
dz '

moyen des dérivées partielles de-y par rapport a u,, u,, .... u,, les
coefficients étant des fonctions rationnelles des racines », et de leurs dérivées.



48 E. Goursat.
En se servant des ‘relations établies précédemment, on pourra amener les

seconds membres a ne contenir que

L7 "y o
du,’ " auf—l, u,” "7 O,

1

et les formules ne cesseront pas d’étre linéaires et homogénes. Si l'on
suppose les dérivées

dy d% d Ty
de’ de® ' gertel?

exprimées de cette fagon, on pourra entre ces n + p — 1 équations éli-
miner les # + p — 2 dérivées partielles intermédiaires, et on sera condnit
& une relation linéaire et homogeéne entre

ay ay ATy
Y, de’ dz® L dmn+p_1

Cest I'équation que 1'on voulait obtenir.

Les coefficients de cette équation seront des fonctions rationnelles de
Uy, Ugy ..., et des dérivées de ces fonctions jusqu'a celles d’ordre
n 4 p—1. Ces racines se partagent en un certain nombre de groupes,
chaque groupe comprenant les racines qui sont données par une méme
équation & coefficients uniformes, telle que ¢(x,~u) = 0. L’exposant 2
étant le méme pour toutes les racines d'un méme groupe, il est clair que
les coefficients de 1'équation obtenue seront des fonctions symétriques de
ces racines et de leurs dérivées; ce seront par conséquent des fonctions
uniformes de la variable #, que 'on pourra former connaissant les diverses
équations,

o, (2, u) =0, @2, w)y =0, .. .. gz, u) =0,

Si les coefficients de ces diverses équations sont des fonctions ration-
nelles, on voit, d’aprés la maniére méme dont on forme I'équation diffé-
rentielle, que ses coefficients seront aussi des fonctions rationnelles de la
variable.
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I1I.

(28). Les résultats obtenus dans la premiére partie de ce travail
peuvent étre généralisés de différentes maniéres. Une extension qui s'offre
d’elle-méme est la suivante. Supposons que 2z soit une fonction de la
variable wu, contenant en outre deux paramétres arbitraires x et y, et
conservons les autres hypothéses que nous avons admises relativement &
cette fonction. Quand on attribue & x et a y des valeurs particuliéres

r,, 9,, 2 devient une fonction de la seule variable u, admettant les m
vy
points singuliers v,, v,, .... v, Si lintégrale f #du a un sens, elle

v

définit une fonction des deux variables indépendanfces z et y, que l'on
pourra continuer tant que ces variables restéront comprises & lintérieur
de certains contours. Admettons que *toutes les intégrales de la méme
forme aient un sens tant que, parmi les m points v, 1}2, cee Dy, il 1y
en a pas trois en ligne droite. L’intégrale (vwp,) par exemple définit une
fonction de z et de y qui est représentée par le méme symbole tant que
ces variables ne prennent pas un couple de valeurs telles qu'un troisieme
des points v soit situé sur la ligne vw, Par un procédé absolument
identique & celui qui a été employé dans la premiére partie, on reconnait
que, lorsque cette circonstance se présente, la continuation analytique de
la fonction se trouve représentée par une combinaison linéaire et homo-
géne b coefficients constants des intégrales de la méme forme se rappor-
tant & la méme fonction.

Les . conséquences’ sont analogues & celles qui ont été exposées plus
haut. Les fonctions représentées par ces intégrales définies vérifient un
systéme d'équations linéaires aux dérivées partielles, analogues & ceux qui
ont été considérés par M AppELL dans son intéressant mémoire sur les
fonctions hypergéométriques de deux variables (Jowrnal de Résal, tome VIII
3 Série). Entre une de ces intégrales et m — 1 de ses dérivées parti-
elles, il existe une relation linéaire et homogéne dont les coefficients sont

des fonctions uniformes de z et de .
Acta mathematica. 2. Imprimé 24 Mars 1883, 7
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Leés intégrales définies telles que

A

f w2 (g — 1 (0 — 2 (u — y)).—-l du,

g
ou g et h désignent 1'une des quantités 0, 1, %, y, co, intégrales qui ont
été étudiées par M* Picarp (Annales de U Ecole Normale. 1881), fournissent
un exemple intéressant. On voit aussi comment les résultats peuvent
étre étendus indéfiniment en augmentant le nombre des variables indé-
pendantes.

(24). Mais c'est en me placant & un autre point de vue que je me
propose de généraliser le théoréme fondamental. Soit z = f,(x, %) une
fonction analytique multiforme des deux variables indépendantes z et u,
jouissant des propriétés suivantes. Entre # 4+ 1 déterminations de la
fonction il existe une relation linéaire et homogéne & coefficients constants.
Si on attribue & # une valeur particuliére z,, f,(x,, w) devient une fonc-
tion de la seule variable w, holomorphe pour- toute valeur de u, sauf pour
m valeurs particulieres v,, v,,.... v, Supposons que toutes les intégrales
définies

i3

fi(e, w)du
prises suivant une des lignes droites joignant deux points critiques, et ou
lon adopte pour f,(x, #) une quelconque de ses déterminations, ait un
sens tant que, parmi les points v, il n’y en a pas trois en ligne droite.
L’intégrale (vw,) par exemple, quand on aura choisi la valeur de 2 que
I'on prend dans lintégration, représentera une fonction de la variable «
que Yon pourra continuer sans aucune ambiguité tant qu’'aucun .des
autres points v ne viendra a traverser la ligne droite vw,, On pourra
donc établir un systéme de coupures divisant le plan eén un nombre fini
ou infini de régions distinctes, de telle sorte qu'a lintérieur de l'une
quelconque de ces régions toutes les intégrales précédentes aient un sens
et représentent des fonctions analytiques de la variable z.

Je remarque d'autre part qu'a cause des hypothéses faites sur f,(x, u),
toutes les intégrales prises suivant une méme ligne droite se réduisent
a n dentre elles. Si l'on applique ensuite le théoréme de Cauvcny au
contour de tous.les polygones, ayant les points v pour sommets, 3 linté-
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rieur desquels f(x, u) est holomorphe, on obtient un certain nombre de
nouvelles équations linéaires entre ces intégrales. En se reportant au
procédé développé au n° 8, on reconnait tout de suite que toutes ces
intégrales s'expriment par des formules linéaires et homogénes a coefficients
constants au moyen de n(m — 1) d’entre elles.

Faisons décrire & la variable z un chemin quelconque, assujetti i la

seule condition que les m valeurs v, v,, .. .. v, restent distinctes et finies.
Les intégrales conservent un sens tant que trois des points v ne sont pas
en ligne droite. Lorsque une ligne droite, telle que vw,, viendra & étre
traversée par un autre des points v, v, par exemple, l'intégrale définie
(vw,) cessera d’avoir un sens, mais si on la remplace par la somme
() + {vw,), chacune de ces intégrales conserve un sens et la continuation
de (vw,) se trouve représentée par une combinaison linéaire d’intégrales
de la méme nature.
‘ ‘En définitive, on est conduit & un systéme de fonctions analythues
telles que les intégrales (vw,) suffisent & les exprimer complctement dans
une partie quelconque du plan. Si donc on fait décrire & la variable
un contour fermé, ne passant par aucun des points pour lesquels les
valeurs v, v,, . ... v, cessent d’étre distinctes ou finies, les valeurs finales
de nos fonctions seront liées aux valeurs initiales par des relations linéaires
et homogeénes a coefficients constants. Comme elles se réduisent a n(m — 1)
d’entre elles, on a le théoréme suivant:

Théoréme III. Toutes les intégiales définies (vw,), considérées comme
fonctions de x, satisfont & une equatzon différentielle linéaire dordre n(im — 1)
a coefficients uniformes.

Ce théoréme "donnerait lieu & une série de remarques, analogues &
celles qui ont été développées dans la premiére partie. Le lecteur y
suppléera bien aisément, ainsi qu’aux détails de la démonstration que
je n’ai fait qu'indiquer, pour éviter de trop nombreuses répétitions,

Cette démonstration serait illusoire si toutes les intégrales définies
qui interviennent dans le raisonnement, ne pouvaient avoir un sens en
méme temps. Mais il est facile de s'assurer qu'il n’en est pas ainsi.
Quand on attribue & x une valeur particuliére z,, # devient une fonction
satisfaisant & une équation linéaire dordre # & coefficients uniformes,
admettant pour points singuliers a distance finie les points v, v,y . ... Vpe
Supposons que cette équation ait toutes ses intégrales réguliéres pour
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u = v, et pour w = co. Soit r une racine de I'une des équations déter-
minantes fondamentales relatives aux points critiques v, v,,.... v, et ¢
une des racines de I'équation relative au point u = co; entre ces racines

Zr+2r’=(”‘_”;’<""_”

Pour que toutes les intégrales définies

l’h L)
fz du, /z du,

vy v;

on a la relation

aient un sens, il faudra que T'on ait, pour toutes ces racines
1+r>0,
> 1,

nm +21‘ +2,,.' > n,

condition compatible avec la- précédente.

(25). On a vu, dans la premicre partie, que 1'équation différentielle
d’ordre m — 1 n'était pas irréductible toutes les fois que la fonction
f(x, u) était uniforme dans le voisinage de certains des points ». Tout
pareillement, si certaines branches de f(x, ) sont holomorphes pour quel-
ques-uns de ces points, on pourra trouver un systéme d'intégrales de la
forme (vw,) qui vérifient une équation linéaire & coefficients uniformes
d’'un ordre inférieur & wn(m -— 1). J’examine plus loin deux exemples
ou cette particularité se présente et ol la cause de cette réduction se
trouve mise en évidence.

On peut encore généraliser le théoréme III en supposant que la
fonction f£,(x, ), au lieu de dépendre d’'un seul paramétre z, contient un
nombre quelconque de paramétres variables x,, #,, .... 2, et en conservant
les autres hypothéses. Les intégrales (vw,) représentent alors des fonctions
des p variables indépendantes T,y Ty .. .. %, vérifiant un systéme d’équa-
tlons linéaires et homogénes aux dérivées partielles dont les coefficients
sont des fonctions uniformes de ces variables.

et par conséquent
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(26). L’application du théoréme précédent conduit a des propriétés
intéressantes de certaines intégrales multiples et en particulier de certaines
intégrales doubles, dont quelques-unes g'étaient déja présentées dans les
recherches “de M* Appern (loc. cit. page 196). D’une maniére générale
soit f(x, u, v) une fonction de trois variables indépendantes x, w, v, jouis-
sant de propriétés analogues a celles de f(x, u), dont il a été question
dans la premiére partie. Toutes les déterminations de la fonction s'ob-
tiennent en multipliant I'une d’elles par certaines constantes; si 'on attribue
a x et a v des valeurs particuliéres, f(x, u, v) considérée comme fonction
de u seulement admet un nombre limité n de valeurs singuliéres, v,, v,,:...v,.
Supposons que toutes les intégrales (vw,) aient un sens; d’aprés le théoréme
I, ces intégrales envisagées comme fonctions de v satisfont & une équation
différentielle linéaire d’ordre n — 1, dont les coefficients sont des fonctions
uniformes de v et dépendent en outre du paramétre x. Admettons de
plus que les points critiques de cette équation sont en nombre fini m,
quel que soit x, et appelons-les w,, w,,....w, Les intégrales définies
(vw,) sont des branches d'une méme fonction analytique des deux variables
T et o, possédant précisément les propriétés de la fonction dont il est
question dans le théoréme III. Soit ¢(x, v) cette fonction; si les diverses
intégrales

w0y~
o(®, v) dv

wi

ont un sens, ce théoréme nous apprend qu’'elles vérifient une équation
différentielle linéaire d’ordre ( — 1) (m — 1) & coefficients uniformes. Cette
équation admettra donc comme solutions un certain nombre d’intégrales
doubles telles que

wh ﬂh
dv ff(a:, w, v) du

wg Vi

Il est bien aisé de voir comment la proposition peut étre étendue
a des intégrales triples ou a des intégrales multiples d’'un ordre quelcon-
que en. augmentant le nombre des variables #, v, w ... . etc.,, et comment

on peut aussi ’étendre en Supposant que la fonction sous le signe f dépend

de plusieurs paramétres z,, x,, .... z,
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Je n’ai pu parvenir a un procédé géméral pour former 1'équation
différentielle dans le cas d’une intégrale multiple, comme dans le cas
d’une intégrale simple. Dans les exemples que jexamine ci-aprés on n'a
pas besoin de former cette équation. Admettons que l'on ait reconnu
qu'un certain nombre d'intégrales doubles de la forme précédente satisfont
& une méme ¢équation linéaire d’ordre p & coefficients uniformes; si, par
un moyen quelconque, on est parvenu a former une équation linéaire de
cet ordre, ayant ses coefficients uniformes, qui est vérifiée par 'unc de
ces intégrales doubles, on pourra affirmer qu'elle est’ vérifiée par toutes
les autres, pourvu toutefois que cette équation soit irréductible,

(27). Soit f(x, u, v) Vexpression suivarte:

S, v, v) = W TN — )T (L — )T (L — ) "

.Si Ton regarde z et v comme constants, cette expression est une
fonction de la seule variable # admettant les points singuliers

u = 0, u =1, U= — w = 00;

d’aprés le théoréme I, chacune des intégrales

A
o= | f(x, u, v)du,
o

g

oo, pourvu qu’elle ait un

b

g-et b désignant l'une des quantités 0, 1, 1
24

sens, regardée comme fonction de v, satisfait & une équation linéaire du
second ordre & coefficients uniformes. Nous supposerons que les parties
réelles des quantités a,, b, —a,, 1 —a,, a, + 1 — b, sont positives, de
facon que toutes ces intégrales aient un sens. On a par exemple

1
ff(w, w, v) ‘du =" (1 —v) ! F(a,, a,, b,, vz)
) .

Chacune de ces intégrales définies est donc une branche d'une fonction
analytique multiforme des 2 variables v et x, telle qu'entre trois déter-
minations il existe une relation linéaire et homogéne & coefficients constants.
De plus, quand on regarde & comme constant, chaque branche de la



Sur une classe de fonctions représentées par des intégrales définies. 55
fonction est holomorphe pour toute valeur ‘de v sauf pour v= 0, v=1,

= l, v=00. Les exposants de discontinuité relatifs 4 ces différents
p .

points critiques, sont respectivement

pour v=0 ....a, —1, a, — b,
pour v=1 .... 8, —a, b, —a, — 1,
pour =.li L0, b, —a, — a,,

pour v=o0....a +2—b, a +2—1b,;
supposons que les parties réelles des quantités

a,, a,+1—b, b,+1—a, b +1—a, —a, a +1—b, a +1—5b,

soient- positives, conditions compatibles avec les précédentes, comme il est
aisé de s'en assurer. Si » désigne l'une des branches de la fonction que
nous venons de définir, toutes les intégrales

’

y = | o du,

g
ou g et h désignent l'une des quantités 0, 1, l, o, auront un sens et
xX .

devront satisfaire & une équation linéaire & coefficients uniformes, quand
on les regarde comme des fonctions de z. La régle générale donne 4
pour lordre de cette équation; mais on va voir qu'en laissant de coté
quelques-unes de ces intégrales définies les intégrales restantes vérifient
une équation du 3°° ordre, ayant aussi ses coefficients uniformes.

]
Les fonctions & — f f(x, w, v)du, considérées comme fonctions de o,

. g
vérifient une équation linéaire du second ordre & coefficients rationnels,

admettant comme points singuliers les points 0, 1, -1—, 0. Soit ¢(w)=0
: T

cette équation. A partir de chacun des points 0, 1, l, tirons une ligne
- ,
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droite indéfinie; si nous considérons ces trois lignes comme des coupures,
les diverses solutions de 1’équation

plw) =0
seront deg fonctions uniformes de » dans toute Pétendue du plan. Désig-

nons par w, et w, celles de ces solutions qui se comportent d’une manicre

simple dans le voisinage du point v =1; Pune d’elles w, est holomorphe
*

dans le voisinage de ce point. On a en effet, C désignant un facteur
constant

0
©, =ff(w, u, v) du = o (1 =) Fa,, a,, o, + o, + 1 — b, 1 — )

La seconde w, est représentée par lintégrale

1

2

Sz, u, v)du =

1

= 0 (1 — o) (1 — ) TS B, — ay, b, —a,, b, + 1 —a, ——a,, 1 —wa);

elle se reproduit multipliée par e**"®—“~* lorsque v décrit un petit lacet

autour du point % Autour des points 0 et 1 comme centres, avec des

rayons trés-petits r, ' décrivons deux circonférences et décrivons en outre
une circonférence d’un trés-grand rayon ayant pour centre l'origine (fig. 12).
Envisageons les deux contours fermés ama’ LML'b'nba et am'a’ LM "L'b'n'ba,
formés par des arcs de ces circonférences, la portion ab de laxe réel et
les lignes a’L et b'L’, infiniment voisines de cet axe et situées au-dessus.

Toutes les intégrales de l'équation ¢(w) = 0 sont holomorphes a
Iintérieur du premier contour et l'application du théoréme de Caucny
3 l'une quelconque de ces intégrales donne la relation

(ama’) + (L) + (LML) + (L) + (b'nb) + (ba) =0

Faisons augmenter indéfiniment le rayon R et décroitre les rayons
7, #'; en appliquant successivement la relation précédente aux intégrales
w,, w,, on parvient aux deux relations
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fw dv-{—fw dv+fw dv = 0,

0 1

fw dv+ | o, dv+fw dv‘—O
0

—®

Je remarque ensuite que lintégrale désignée par , est holomorphe a
intérieur du contour am'e’LM’'L't'wa; quand on part du point a avec
cette intégrale w,, on parvient au point o', aprés avoir décrit 'arc am'a’
qui traverse la coupure — ©O 0 avec une fonction ‘qui sera repre-
sentée par Co, + C'w,, C et (' étant des constantes; on arrivera de méme
au point & avec une fonction telle que C o, + C,'w,; de sorte que I'appli-
cation du théoréme de CAucHY & ce nouveau contour nous donne uné
nouvelle relation telle que

(2) Cf(udv+[(udv+0fwdw+0 wdv+0’fwdv-—0

Les relations (1) et (2) montrent que les six intégrales considérées s’expri-

ment linéairement au moyen de trois d’entre elles; et il en serait de méme
. v
si le point — était situé dans la partie supérieure du plan.
P . .

Si nous faisons décrire & la variable 2 un chemin fermé quelconque
ne coupant pas Paxe réel, les fonctions w,, w, restent des fonctions con-
tinues de o pour toutes les valeurs réelles de v, sauf pour les valeurs
0 et 1. Les six intégrales conservent un sens; mais ®,, w, peuvent étre
remplacées par des combinaisons linéaires telles que

Ao, + [0y,
A"”x‘ + /1'(02

de facon que les valeurs finales de nos intégrales seront liées aux valeurs
initiales par des formules linéaires et homogénes a coefficients constants.

: . ‘ . 1 . \ ' ,
Supposons ensuite que le point = vienne a traverser 'axe réel, par exemple
o

la ligne 0 —— 1; lintégrale f w, dv conserve un sens, puisque o, est

Acta mathematica. 2. Imprimé 2 Avril 1883 : : 8
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]. \ " 4
holomorphe pour » = =. Quant a Vintégrale [ w, dv, on la remplacera

par-la somme des deux intégrales prise en signe contraire

fa) dv, fw dv,

dont chacune conserve un sens, et l'on voit que la continuation analytique
de la fonction est représentée par une combinaison linéaire des mémes

. : , . N . . . 1, .
intégrales. On opérerait de la méme maniére, si le point = traversait la
o :

coupure — oo —— 0, ou la coupure 1 -+ co.

En définitive, les fonctions représentées par ces six intégrales dehmes
doivent vérifier une méme équation linéaire du troisiéme ordre & coeffi-
cients uniformes, admettant comme points critiques a4 distance finie les
points =0, == 1. Soit @ une fonction de = et de v, de la forme
Cw, + C'w,, oit C et C' sont des constantes indépendantes de = et de v;
toutes les intégrales telles que

fwdv /wdv fwdv

appartiendront 4 la méme équation. On connait six fonctions @ qui s'ex-
priment par une intégrale simple; cela nous fera diz-huit intégrales doubles
vérifiant la méme équation. Elles sont toutes comprises dans la formule

A 2
®) y= [ [Fe w0 du
: g g

et & désignant Pune des quantités 0, 1, L, oo, g’ et ' T'une des quan-
g g q pow 9 q

tités 0, 1, oco.
A ces dix-huit intégrales on peut en joindre trois autres de la ma-

niére suivante. Entourons le point 1 dun cercle de rayon infiniment petit
. &

et considérons les trois contours abn'clc'm'a, L'b'n'cd NM"L', La'm'c'd’N'M'L.

La fonction @, de v est holomorphe & lintérieur de ces trois contours.

On peut donc appliquer le théoréme de Cavcmy & chacun d'eux et, en
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remarquant qu'aux deux hords 4N, d'N’ infiniment voisins de la coupure

L 0o, @, prend des valeurs dont le rapport est un nombre K diffé-

@
rent de l'unité, on obtient les relations suivantes:

2dv+ /‘w,dv=0-,»
w,dv + fwdv—()

1

@

w,dv +

H]H

\

8|

w,dv +

._.
8=

1
w,dv + K | w,dv =0,

@ .

w,dv +

s|~\

qui, ajoutées . membre 4 membre, donnent

(I—K)fwd'u+fwdv+fwdv+fwdv—0
Dé cette derniére on tire

o®
fw?dv,

1
x

et, en portant dans les précédentes sa valeur, on en déduit successivement

L
fw fw,dv
1

On voit que ces trois nouvelles fonctions g'expriment linéairement au
moyen des premiéres et, par suite, qu'elles vérifient la méme équation.
La fonction w, est représentée par lintégrale simple -

e

1

v

o, = | flz, u, v)du;
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on aura donc trois nouvelles intégrales doubles comprises dans la formule

4) y—fdvff(z u, v)du,

g désignant l'une des quantités 0, 1, co.
Je considére maintenant en particulier l'intégrale double

1.1
¥ =f fua'—l v (1 — )TN — )% (1 — zuw) " dudy;
o

si on la développe en série, on trouve

= [’(a’l)r(a’s)['(bt - al)l-'.(bi

— a,)
TBOFG,) Fla, a,

a’s) bn bev W),

Y

ou l'on a posé

F(a

1 Ogy Gy, b“ l)g, w) _—__—1 + (a.-m) (az -m) (as.’m)

(0 om) @, m) (b, v

le symbole (A.m) désignant le produit A(A + 1).... (A + m —1). Cette
intégrale représente, comme orn voit, une série. hyﬁergéométrique d’ordre
supérieur, (") et cette série satisfait, comme il est facile de s’en assurer,
& 'équation différentielle du 3*™¢ ordre

et — 1)d +IB +a + o, +a)e—(1+0, + b)) ’”

(5)
; . _ d
. +{(1 +a, +a, + a; + a0, + a0 + axa'si) % — bnbz} %:Z + 2,0,0,y = 0

D’ailleurs, si I'on suppose les quantités a,, @,, a,, b, b, absolument quel-
conques, cette équation est irréductible, comme il est facile de le montrer
en s'appuyant sur la forme des intégrales dans le voisinage des valeurs
0, 1, co. II en résulte que 'équation (5) est vérifiée par chacune des
intégrales doubles (3) et (4); et la proposition, démontrée en supposant

M THOM}E‘. Mathematische Annhlen, II Band, et Journal de Crelle, tome 87.
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que toutes ces intégrales aiert un sens, s'étend d’elle-méme au cas of
certaines d’entre elles cesseraient d’avoir un sens.

A cause de la symétrie de f(x, u, v) en u et v, 1'équation (5) sera
aussi vérifiée par chacune des intégrales doubles

(3’) y =fduf}(w, u, -v) dv,

ou l'on prend pour g et h Vune des quantités 0, 1, —1_, oo et pour g’
uw

et k’ I'une des quantités 0, 1, co. Elle est aussi vérifiée par chacune
des intégrales doubles

4" y=f f(w %, v) dv,

ou g désigne l'une des quantités 0, 1, co
Prenons en particulier V'intégrale double

1 @
Y =fdvff(w, u, v)du;
o1

zy

1 .
osons-y: # = - elle devient:
P Y vt

1 1
y=a" f f T — 7T (1 — p) T (L — )@ gy
' o 0

La nouvelle intégrale est de la méme forme que la premiére; I'équation
(5) admet done la solution

y=o""Fla, +1~b, a,+1—b,a,+1—b, b +1—b, 2—b, a)
Par raison de symétrie, elle admet aussi la_solution
y=2""F@a, +1~b, a +1—b, a, +1—b, 2—b, b, +1—b, 2),

qui’ est représentée par l’ihtégrale double

y:_f;luf;(w, u, v)dv
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Prenons encore l'intégrale double

4+ ®»
y—f f(m %, v) dudv;
1

en posant u = = q;=l, elle devient
w

£
0

L’équation (5) admet donc I'intégrale

1

f aa-—b, as—bg (1 t)bl—m—l (1 — Iw)bz—az_l (1 — t%)—agdtd'w
J .

Y=o " 17*(053 + 1—b,a,+1—b,0a,0a +1—a,a +1—a, :—:)
Par raison de symétrie, elle admet aussi les deux intégrales
y=a " F(m11 a,+1—b,a +1—b,,a +1—a, o + 1 — a,, al—;),

- 1
Y = aaF(a2 +1—5b,0a,a, +1—b,0,+1—a,a +1—a, ;)

Ces derniéres sont d’ailleurs représentées par les intégrales doubles

fd'vf (2, u, v)du, fduff(w w, v)dv.

(28). Soit
o@ 4, u, )= T A — T L — oV T (1 —ur — )™

Chacune des intégrales simples

B
) =f¢(m,‘ Y, u, v)du,
9 ,

ou g et h désignent deux des quantités 0, 1, I_W, 0o, pourvu qu’elle
v o .

ait un sens, considerée 'comme fonction de v, satisfait & une éguation
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linéaire. du second ordre a coefficients rationnels, ayant pour points criti-

ques & distance finie les points

O) 1, PR
Y Y

Je suppose, pour fixer les idées, que les parties réelles des quantités
Byr—p 1 —a, a+ 1 —y sont positives, de facon que toutes ces inté-
grales aient un sens. On a par exemple

1

f e 4y w o) du =TI B o — o710 — o=l =2 ),
J ,

F désignant la série hypergéométrique de Gauss. Ces diverses intégrales
sont des branches d’une méme fonction multiforme jouissant des propriétés
nécessaires  pour quon puisse leur appliquer le théoréme III. Regardons
pour un moment x et y comme fixes, et soit ¥(w) = 0 I'équation diffé-
rentielle dont il vient d’étre question. Imaginons un systéme de coupures
formé par les droites — co -0, 1- ‘ + oo, et par des lignes droites

indéfinies partant des points % et

1—=

. Si le chemin suivi par la vari-

able v est assujetti & ne rencontrer aucune de ces lignes; toutes les inté-
grales de 1'équation ¥ (w) = 0 sont des fonctions uniformes de v dans
toute I'étendue du plan. Les exposants de discontinuité relatifs aux points
critiques ont respectivement les valeurs suivantes:

pour v =0 ....... ﬁ’-——l, ﬂ’,

pour v =1....... Fr—pfF—1r—5,
pourv=?} ....... 0, B—a
pourv=1_‘;x..,.0,b r—a—_p
p,ourv‘:mv ...... a+2-——-f,a+3——;»-_.7/;

supposons que les parties réelles des quantités 8, f — @, f+ 1 —aq,
r+l—a—p a+1—7, a4+ 2 —y—, solent positives, conditions
compatibles avec les précédentes, comme il est aisé de s'en assurer. Toutes
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1l—=

1 :
— , 00
¥y

les intégrales f wdv, prises entre deux ‘des limites 0, 1,

auront alors un sens.

Une des branches de la fonction @ est holomorphe pour » = 1_;
, . Y
elle est représentée par l'intégrale définie

, e

o, = | o y, w v)du

1

On a, en effet, & un facteur constant prés

@

=07 T (L — oy w—“F(a, a+1l—p a+1—3, 1-;1;_«/)
__Am.

De méme une branche w, est holomorphe pour v= L :
Y

0
@ =f¢(w, Y, , v)du;
car on a 4 un facteur constant prés,
o, =" 1—oy F A — vy F (a, B, a+pB+1—y, LZE”-Il’l)

Nous considérerons en. outre les deux. branches w, et w, qui sont
représentées par les intégrales définies suivantes

1—vy
N
w, = | 9=, ¥, u, v)du,
0
1—voy
w0, = S"(‘”’ Yy, u, v) du

1

Ces nouvelles branches se comportent d'une maniére simple dans le voisi-
nage des valeurs l, 1—e
| Yy |
en faisant abstraction d'un facteur constant,

, attribuées & la variable ». On a, en effet,
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w, = P — v)'f’wﬂ’_l z (1— vy)ﬂ”“ F(ﬂ+ 1—7 8 B+ 1—a, 1 —; %)’
,Uﬁ'—l Y —p'—1 1 A—7, r—f—a r—vy
w, = (1—v) ( ——vy) (I—»—wy) F( —a,y—fFr+1— amﬂ,—l—).

Lorsque la variable v tourne autour du point l,.w3 se reproduit multi-
' Y

11—z

bl

pliée par le facteur ¢**™¥~% et lorsque v tourne autour du point

o, est multipliée par e*? =5,

Les deux points l,
Y

partie supérieure ou dans la partie inférieure du plan, ou bien I'un dans
la partie supérieure et V'autre dans la partie inférieure du plan.

Je suppose d’abord qu'ils soient tous les deux dans la méme partie
du plan, par exemple dans la partie inférieure (fig. 13). *

Les -deux fonctions w,, w, sont holomorphes & l'intérieur du contour
amoa’ LM L'b'nba, et le theoreme de Cauchy, appliqué & ce contour, donne
les deux relations:

0 1 + ® )
fwld'v + [ w,dv + | w,dv =0,
0 1

— o

fwdv+fwdv+fwdv——0

Si les points l, 1—2 sont disposés autrement, comme dans la
Y Y

(©)

figure (14), @, est holomorphe a l'intérieur du contour ama’LML'b'nba,
et on a encore:

0 nt o
) fw dv +fcu dv + § wdv =790,
1

—

De méme la fonction w,, qui est holomorphe dans le voisinage du
point 1_?, est holomorphe a TFintérieur du contour am'a’ LM'L'b'n'ba,

mais aux points @’ et ' elle est représentée par Co, + C'w,, C 0, + C v,
Acta mathematica, 2. Imprimé 13 Avril 1883, .9
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C ¢, C, ¢, étant des constantes, et 'application du théoréme de Caucny]
donne une nouvelle relation:

(8) Of(udv+0fwdv+ wdv+0f(ud1f+0 wdv:-()

En définitive les six intégrales définies

At ®

0 1
fwldv, fwldv, j:uldz’,
— 0 1
fwdv fwd’v fwdv

peuvent sexprimer linéairement au moyen de quatre d’entre elles; le
autres cas de figure se traiteraient comme les précédents. Les variablej
z, y, suivant des chemins quelconques, on reconnait que la continuation
analytique de lune quelconque des fonctions représentées par ces six
intégrales définies peut toujours s'exprimer par une combinaison linéaire
des mémes intégrales. Ces fonctions vérifient donc un systéme d’équations
linéaires aux dérivées partielles de la forme suivante:

r=a8+ a,p 4 a,q + a2,

9
t=0>b,3+ bp + bq + b2,

les @ et les b étant des fonctions uniformes de z et de y et p, ¢, 7, s, ¢
désignant, suivant l'usage, les dérivées partielles, '

LR VRN VI
0z’ oy’ 02’ dxdy ' oy?

Il en sera de méme de toute intégrale de la forme
2 A=f(0wl + C'w,)dy,

prise entre deux des limites 0, 1, 0o, ou C et ' désignent des constantes
par rapport & , yr v. Il existe six fonctions de la forme Co, + C'w
qui s'expriment par une intégrale simple; cela fait en tout dix-huit
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intégrales doubles qui vérifient les équations (9). Elles sont toutes com-
prises dans la formule

! h
(10) P’ =ﬁv f;a(w, Y, ¥, v)du,
o9 g

g et h désignant deux des quantités 0, 1, ! — % .~ et g, I deux des
: x

quantités 0, 1, co. A ces dix-huit intégrales on peut ajouter les six
autres données par les deux formules

1-—03}

1
7 z
z =fdv ' o(x, ¥, u, v)du,
7 0 ‘

11—z 1—vy

Ty z
z =fdv fgo(m, y, u, v)ydu,
~g 1

ot on donne & g une des valeurs 0, 1, co. On démontre en effet, en
opérant comme dans le prémier exemple, que ces nouvelles intégrales
gexpriment linéairement au moyen des premiéres.

Je prends maintenant en particulier l'intégrale double

(11)

1 1
’ =/ f T (L — w (L = o) T (L — e — vy) " dud,
0 0

qui a été étudiée par M* AppeLL (loc. cit. page 196). En la développant
en série, on trouve sans peine

_TBAIEI =/l —B) , ,
7 = 11(7)['(7/)( Fg(a7 /91 ﬂ) Hirs 3/),

Fya, 8, B 1» v» @ y) désignant la série hypergéométrique de deux
variables

(a.m 4+ n)B.m)}fF .n) "
(7.m)(y .}l .m)l.m) 77

la sommation s'étendant aux valeurs entiéres de m et de n de zéro &
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Uinfini.  Cette fonction vérifie, comme on sait, le systéme des deux
équations

ol — @) —ays + [y — (@ + B + Volp — Pyg — afe =,

(12)
' Yl =yt —ays + [y — (@ + 8 + Lylq — Bap =~ af’s = 0.

Admettons que ce systéme- est irréductible; ce qu’on peut du reste démon-
trer en toute rigueur. Il résulte de ce qui précéde que les équations (12)
seront vérifiées par-chacune des intégrales doubles (10) et (11).

A cause de la forme de l'expression ¢(x, y, u, v), elles seront aussi
vérifiées par chacune des intégrales doubles

A’ h
(10y z =fdu fgp(w, 9, %, v)dv,
g g '

ou l'on prend pour g et h deux des quantités 0, 1, 1_—__%93, oo et pour
Y

g et & deux des quantités 0, 1, co. Il en sera de méme de chacune
des intégrales doubles

1—ux

1
. .; v
2z =fduf¢(m, Y, u, v)dv,
g

0

(11y
}:_y_ 1--uz
z Y

z= | du | ¢, y, u, v)dy,

g

ou g.a l'une des valeurs 0, 1, co.
Parmi ces diverses intégrales, je considére en particulier la suivante:

1 o
P’ =fdvf¢(w, Yy, u, v)du;
0 1—uovy
x

si 'on y pose u = 1_;?)?/ , elle devient
.

1 1 ’
s =27 f / 71— )T 1 — )T — oy (1 — e — wy) P dudt,
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Développons la nouvelle intégrale double suivant les puissances crois-
santes de x; le coefficient de z™ sera

1 1
(GRS )(f +22"r ),',;'(ﬁ ) f f TR ()T o T A ) S oy @D gy,
Cest-a-dire
BH1—p ... B+m—p) I'a—y+m+ D)1 —

1.2....m [(m+2_.7z) F(“+m+1—3’,ﬂa7’,y)

On obtient pour l’intégrale considérée le” développément qui suit

— 1~/F(a+1-r)F(1—~a) V(+1—y.m atl—y.m) _
p=x —TE—) X Tme—rm Flatm+1—7, 87,y
ou bien
Fla+1=pI1—a) i
- (1+F(2_r?r)(, DT B+ 1—7, B+ 1—7, #, 2—n 7% Y)

Les équations (.12) admettent done Iintégrale commune
@ T Fa+1—p B+ 1—p f,2—7 7,2 9

Par raison de symétrie, elles admettront aussi l'intégrale commune
YR+ 17, 8 8+ 1—1 2 —7, %, ),

qui serait représentée par l'intégrale double

fduf;o(w Y, u, v)dv.

o l—ux
¥

Si Ton fait attention & la maniére dont la seconde intégrale commune
se déduit de la premiére, on déduira. de la troisiéme une nouvelle inté-
grale commune de méme forme

@Y T Rat+2—r—7, A+ 1= B 11—, 21, 2—7, =, y).

Prenons encore l'intégrale double

1—oy

z—fdvfgo(w Y, u, v) du;
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si I'on y pose d’abord —-lt puis # = w’ elle devient
x

—f§—1 y—f'—1
—# —ﬁfdt[ p-1 tﬁ—‘ 1-—)7 (1--5) (1 — w— )" dw,

c'est-a-dire

L (|

Les résultats qui précédent ont été trouvés directement par M* APPELL;
mais la méthode suivie montre bien clairement le lien analytique qui
existe entre ces différentes intégrales doubles, au premier abord d'un
aspect si différent.

Les autres intégrales doubles conservent un sens tant que x et y
restent compris entre certaines limites, variables d’une intégrale a V'autre.
Dans ces limites, elles représentent des fonctions des deux: variables indé-
pendantes z et y, qui vérifient les équations (12). Mais si on les développe
en séries, le coefficient du terme général ne parait pas susceptible d’une
forme simple, comme dans les exemples déja examinés.

Toulouse, Décembre 1882.
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