UBER DIE BERECHNUNG DER KLASSENINVARIANTEN.

" (Zur Sikularfeier von Abels Entdeckung der komplexen Multiplikation.)
Von

ROBERT FRICKE

in BRAUNSCHWEIG.

Die Entdeckung der komplexen Multiplikation der elliptischen Funktionen
durch ABer wird gekrént durch die merkwiirdige Notiz, die er in einer 1828
erschienenen Abhandlung® iiber die Werte des Integralmoduls macht, falls kom-
piexe Multiplikation moglich ist. Ohne Beweis spricht er den Satz aus, dass
alle diese Werte durch Radikale ausdriickbar seien. Diese durch den Hellblick
des Genies gewonnene Erkenntnis ist erst drei Jahrzehnte spiter durch die mit
1857 beginnenden. Arbeiten Kronrckers ndher geklirt und fand erst nahehin
sechs Jahrzehnte: spiter in der bewundernswerten Theorie H. Waprrs® volle
Aufklirung. Es handelt sich in der neueren Sprechweise um die Webersche
Theorie der »Klassengleichung» und insbesondere ihre Zerfillung entsprechend
den Geschlechtern der quadratischen Formen.

Weber hat seine Theorie im dritten Bande seines »Lehrbuches der Algebra»
zur Prifung und Erlduterung mit héchst ausgedehnten Untersuchungen einzelner
Klassengleichungen versehen. Da hierbei der Zugang zur Klassengleichung iiber
die »Invariantengleichung» verschlossen schien, hat Weber an Stelle der letz-
teren Gleichung seiner urspriinglichen Gewohnung entsprechend die Transforma-
tionsgleichungen fiir Modulfunktionen hoherer Stufen herangezogen. Als solche
boten sich ihm dar -die Jacobischen und die Schliflischen Modulargleichungen,
auch die »Modulargleichungen in irrationaler Gestalt», endlich die von Galois

! »Solution d'un probleme général concernant la transformation des fonctions elliptiques.»
? »Zur Theorie der elliptischen Funktionen» I und II, Acta mathematica, Bd. 6 (1885) und
Bd. 11 (1888).

33—2822. Acta mathematica. 52. Tmprimé le 7 octobro 1928.
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entdeckten besonderen Resolventen fiinften, siebenten und elften Grades bei den
Transformationsgraden 5, 7 und 11.

Dieser Teil der Weberschen Theorie der Klassengleichung war einer wesent-
lichen Weiterentwicklung fihig, die ich wihrend des letzten Jahres ausgefiihrt
habe. Hs galt, bei dem Gebrauch der Modulfunktionen erster Stufe (die der
»Weierstrassschen» Theorie der élliptischen Funktionen entsprechen) nicht auf
halbemn Wege stehen zu bleiben und nach Erklirung der Klasseninvarianten im
Anschluss an die Modulfunktion erster Stufe j{w) hernach nicht doch wieder
nach den Funktionen der #lteren Theorie abzuspringen. Natiirlich lag fur Weber
die Schwierigkeit darin, dass ihm die Denkweisen der Kleinschen Theorie der
automorphen Funktionen doch nicht in dem Grade zur Gewohnung geworden
waren wie die ausschliesslicher analytischen Methoden der #lteren Theorie.

Die Theorie der automorphen Funktionen hat bisher erst noch wenig An-
wendung gefunden. Bei der Untersuchung und Berechnung der Klasseninvari-
anten lag ein beésonders schénes (ebiet solcher Anwendungen verborgen, das
sich ganz im Geiste der Kleinschen Methodik und Denkweise ausbauen liess.
Die Methode zur Berechnung der Klasseninvarianten gewinnt hier ihre einfachste
und einheitlichste Gestalt. Um sie darzulegen, behandele ich in den folgenden
Zeilen nur einen einzigen Fall, nimlich den der Diskriminante D= — 168.1

Bei dieser Diskriminante hat man vier Klassen ursprunglicher positiver qua-
dratischer Formen:

(@, b, ¢) = ax® + bxy + ¢y?,

die repriisentierbar sind durch die reduzierten Formen:
(1’0742)’ (2’ 0)21)7 (3’07 14)) (61 07 7)‘

Alle Klassen sind ambig, und jede bildet fiir sich ein Geschlecht. Zufolge der
Weberschen Theorie hat also die zugehdrige biquadratische Klassengleichung be-
reits im rationalen Korper, d. h. vor Adjunktion von ¢V 42, eine Gruppe vierter
Ordnung und ist nach Adjunktion von V6 und Vig vollstindig lésbar. Die
Aufgabe ist hier, die vier Klasseninvarianten der Diskriminante D= —168:

I 17 MY Ve N VA

! Andere Fille in grosserer Zahl sind in dem demniichst erscheinenden dritten Bande meines
»Lehrbuches der Algebra» behandelt.
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als” ganze Zahlen des reellen biquadratischen Korpers (R, V6,V 14) darzustellen,
womit dann zugleich die Klassengleichung selbst herstellbar ist.

Der begrifflich genommen nichste Weg zur Gewinnung der Klassenglei-
chung, die die vier eben genannten Klasseninvarianten zu Wurzeln hat, ist be-

kanntlich der, dass man an. die irreduzible algebraische Relation:

rh(z) )

vom 965" Grade in jeder der beiden Grossen j (%), j(w) ankniipft und in ihr

J (%) = j(w) =7 setzt. Die entstehende Gleichung vom Grade 168 ist im ra-

tionalen Korper R reduzibel; sie enthiilt die gesuchte Klassengleichung als ein-
fachen Bestandteil, sowie mehrfach die Klassengleichungen der Diskriminanten
D= —167, —164, —159, —~ 152, — 143, ....

Dieses Verfahren zur Gewinnung der Klassengleichungen ist nur bei den
allerniedersten Diskriminanten (D= —3, —4, —7, —8, —11, -——12) anwendbar.
Weber kniipfte demnach, wie schon angedeutet, seine Untersuchungen an die
verschiedenartigen Modulargleichungen héherer Stufen (an Stelle der Gleichung
(2)) an, die in zahlreichen Fillen bekannt waren. Hierdurch verlor die Theorie
an Einfachheit und Einheitlichkeit. Es diirfte demnach der richtigere Weg sein,
an dem algebraischen Gebilde festzuhalten, das durch die Modulargleichung
verster» Stufe (2) erkliart ist, aber an Stelle der 96-wertigen Funktionen j{w)

und j (422—), also sehr hochwertiger Funktionen, mit den Funktionen niederster

Wertigkeit des fraglichen algebraischen Gebildes zu arbeiten. Diese letztereﬂ
zu gewinnen, ist man aber nur im Stande, wenn man iiber die Grundlagen der
Theorie der automorphen Funktionen im vollen Umfange verfiigt.®

Die gruppentheoretische Grundlage der Gleichung (2) ist bekanntlich die

Gruppe aller unimodularen Substitutionen:

,aw+ 420
T ET

w

ad —428y =1

! Mit »E.F.» unter Angabe von Band- und Seitenzahl wird weiterhin mein Buch »Die el-
liptischen Funktionen und ihre Anwendungen» (Leipzig, 1916 und 1922) zitiert. Die Abkirzung
»DB» heisst »Diskontinuitdtsbereich».
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mit ganzen (rationalen) Zablen «, 8, 7, d. Diese Gruppe heisst die »Transforma-
tionsgruppe» des Grades 42 und wird mit &y bezeichnet. Sie ist innerhalb der
Modulgruppe ein (nicht normaler) Teiler des Index 96. Thr in der w-Halbebene
gezeichneter »DB»> besteht aus 96 Dreieckspaaren der bekannten Dreiecksteilung
und liefert das zugehorige »Transformationspolygon», dem nach einer bekannten
Formel (vergl. »E. F.» II, 356) das Geschlecht p=135 zukommt. Dieses Polygon
liefert also iiber der j-Ebene eine Riemannsche Fliche des Geschlechtes p=75.

Es kommen demnach sicher vierwertige Funktionen auf dieser Fliiche vor, wih-

rend auf ihr die Funktionen j(w) und 7 (ng) die hohe Wertigkeit 96 haben.
Bekannt ist ferner, dass das Transformationspolygon durch die symbolisch

mit W zu bezeichnende Substitution:

(W) o =8

(4]

in sich transformiert wird. " Demgemiss wird &7 durch Zusatz von W zu einer
mit &y zu bezeichnenden Gruppe:

Gr=Cr+ W.Gr

erweitert, in der &, ein Normalteiler des Index 2 ist. &y heisst die »Klassen-
gruppe», und zwar in unserem Falle diejenige der Diskriminante D= —4.42=
—168. Thr »DB» (vergl. »E.F.» II, 357 ) heisst »Klassenpolygon»; sein Ge-
schlecht ist p=2. Die Beziehung zur arithmetischen Theorie der ganzzahligen
biniren quadratischen Formen ist bekannt (vergl. »E.F.» II, 363): Das Trans-
formationspolygon ist, wie man sagen kann, eine zweiblidttrige Riemannsche Fliiche
iiber dem Klassenpolygon, die der oben festgestellten Klassenanzahl 4 entspre-
chend vier Verzweigungspunkte besitzt; auch liefern die betreffenden Stellen w
im Sinne von Kronecker die »singuliren Moduln» fiir die vier Klassen der Dis-
kriminante D= —168, wie unten weiter ausgefithrt wird.

Auch die Klassengruppe ®x ist noch der Erweiterung fihig.® Die um-
fassendste eigentlich diskontinuierliche Gruppe, zu der man die Gruppe & er-
weitern kann?® setzt sich aus den gesamten Substitutionen:

! Nach einer mir personlich zugekommenen Mitteilung hat diese Erﬂveiterungsf&higkeit der
Klassengruppe in allen Fillen zusammengesetzter Transformationsgrade zuerst E. BESSEL-HAGEN
erkannt und in seiner Gottinger Habilitationsschrift behandelt.

? Freilich tritt noch eine fernere gleich zu besprechende Erweiterung auf, falls man auch
»Bubstitutionen zweiter Art» zuldsst.
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r tow 428 i —

(3)

mit ganzzahligen o, 8, 7, zusammen, wo ¢ der Reihe nach alle acht Teiler
1, 2, 3, 6, 7, 14, 21, 42 des Grades 42 durchliuft. Bezeichnet man die Substi-
tution (3) mit Sy, so gilt, wie man leicht beweist, fiir die Zusammensetzung der
Substitutionen (3) folgende Regel: Zwei Substitutionen S, und Sy liefern, nach
einander ausgeiibt, esne Substitution:

(4) St . S,t’ = S”t”, t”‘: T )

wo T der grisste gemeinsame Teiler von t und t ust.

Auf Grund dieser Regel gewinnt man eine grosse Anzahl von Gruppen,
die alle die aus den Substitutionen §; allein bestehende Transformationsgruppe
®r als Normalteiler in sich enthalten. Zunichst haben wir sieben Gruppen ® ¢,
deren einzelne aus den Substitutionen §; und S mit ¢>1 besteht; dabei ist
®,,42 die Klassengruppe ®x. Dazu treten sieben Gruppen, die in sofort ver-
stiindlicher Weise durch:

@51,2,3,6, ®1,2,7,14, G129, 02, O1, 57,01, ®y, 5, 14, 42, @1,6,7,42, ®1, 6,14, 21

bezeichnet werden. In der einzelnen liefert der Normalteiler &7 eine komple-
mentdre Gruppe oder Quotientengruppe der Ordnung vier vom Vierertypus. End-
lich folgt als aus allen Substitutionen S; der acht Typen bestehend die weiter-
hin mit & bezeichnete umfassendste Gruppe. In ihr ist ®r ein Normalteiler des
Index 8, und die zugehorige komplementiire Gruppe ist eine Abelsche Gruppe
der Ordnung 8, die ausser dem Einheitselement nur Elemente der Periode 2
enthilt.

- Lisst man auch sogenannte Substitutionen »zweiter Art> zu, die indirekte
Kreisverwandschatten und also konforme Abbildungen mit Umlegung der Winkel
liefern, so sind alle genannten Gruppen nochmals einer Erweiterung fihig. Jede
dieser Gruppen wird némlich durch die Spiegelung an der imaginéiren w-Achse
in sich transformiert. Diese weiterhin mit S bezeichnete Spiegelung fithrt o in:

(S) w=—w

iiber, wo w der zu w konjuggiert komplexe Wert ist; die einzelne Substitution
(3) wird durch § in:
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y tow—428
W =
- e+t

transformiert. Fir die so zu gewinnenden erweiterten Gruppen benutzen wir

die Bezeichnungen:

@T:®T+S-@T, cey @=@+S@

und nennen sie die zu ®r, ..., ® gehorenden »Gruppen zweiter Art>. Thnen
gegeniiber heissen dann die urspriinglichen ®r, ..., ® »Gruppen der ersten Art».

Das wesentlichste Fundament der weiteren Untersuchung wird nun vom
»DB» der umfassendsten Gruppe ® in der w-Halbebene geliefert. Dieser »DB»
ist bei einiger Ubung nicht schwer aufzufinden. Er ist in der nebenstehenden
Figur dargestellt und hat die Gestalt eines Kreisbogensiebenecks mit sechs rech-

W==-27 W0

ten Winkeln und einem Winkel o; als Kreisbogen-Polygon soll dieser »DB» kurz
P genannt werden. Unter den sieben Seiten sind zunidchst die mit s, und ¢, be-
zeichneten Gerade, die sich im unendlich fernen Punkte der imaginiren w-Achse
(wir sagén bei w=1¢) unter dem Winkel o erreichen; sie sind die Symmetrie-
linjen der beiden in & enthaltenen Spiegelungen ' = —w und o =—w—42:
Die fiinf unteren Seiten sind Segmente von Kreisen, die orthogonal zur reellen
w-Achse laufen. Die vier Kreise s,, sy, S5, S¢ sind 'gleichfalls Symmetriekreise von

Spiegelungen der Gruppe ®. Schreiben wir unter Trennung des reellen und des
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imagindren Bestandteils w=£+ 77, so sind die Gleichungen der Kreise und ihre
Spiegelungen gegeben durch:

, 21w +10.42

(s9) E+n*+425+10.42=0, W =" (Ssy),
(s) §2+n2+215+5,.21=o, w':%, (8'5).
W Ferruste—o,  we=l0HE g
G Frri—az=o, w22, (5.

Diese Spiegelungen werden weiterhin S,,, &5, S;, S;3 genannt. Die etwas schwii-
cher ausgezogene Seite s, verbindet die beiden auf s, und s, gelegenen Punkte:

. —352&1/3&5, Y —354;2“’35

und hat die Gleichung:
E+n*+305+5.42=0.

Der auf s; gelegene Punkt e, ist Fixpunkt einer in & enthaltenen elliptischen
Substitution der Periode zwei, die die beiden durch e; abgetrennten Segmente
von s, in einander iiberfiihrt. Der Punkt e, und die Substitution sind gegeben
durch:

W' = 'I4w+5 42 (814);

(e,) w 14+7V 14, p—

die Substitution wird weiterhin 8, genannt. Die Eckpunkte e, ¢, e;, e, sind
gleichfalls Fixpunkte elliptischer Substitutionen der Periode zwei; die Lage der
Eckpunkte und die Substitutionen sind gegeben durch:

/T ’ —42
(€) w:2V42, W = ; ’ (Ss),
_ o , 21w+ 11.42
{e)) w=—21+iV 21, W == (Sy1),
S , w+2.42
(63) w=-—9 4 V3a w == QTwﬂ:gﬁ ’ (83))
(e) w:~6+ivg, co':6w+£E (Sy).

—w—6
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Dass P den »DB»> der Gruppe ® liefert, ist leicht zu zeigen. Zunichst befrie-
digt P alle Bedingungen, die die Theorie der automorphen Funktionen fiir den
>DB»> einer Gruppe zweiter Art fordert. Die durch P erklirte Gruppe ®' ist
jedenfalls ein Teiler von ®. Wire & ein »echter» Teiler von ®, etwa vom
Index »(>1), so wiirde sich P aus » Bereichen »DB» von & aufbauen lassen.
Einen dieser » »>DB» von & wiirden wir durch » Substitutionen von ® (unter
ihnen die identische) in alle » Bereiche iiberfithren. Die Spitze ¢ miisste dabei
durch alle » Substitutionen in sich iibergehen, da sie mit keinem anderen Punkte
von P iiquivalent sein kann. Also haben alle v Substitutionen y=o0, mithin
t=1,e=0=1; alle diese Substitutionen sind aber schon in & enthalten. Durch
dhnliche Betrachtungen zeigt man, dass eine nochmalige Erweiterung von & zu
einer noch umfassenderen »eigentlich diskontinuierlichen» Gruppe unmoglich ist.

Zu einem »DB» der Gruppe erster Art & gelangt man dadurch, dass man
dem Polygon P sein Spiegelbild P lings der imaginiren w-Achse anfiigt. Die
offenen Seiten von P mogen den s, sy, ..., s, entsprechend s,, 5, ..., 5, heissen.
Dann sind auch die beiden Segmente der Seite s, einander zugewiesen, nimlich
durch die Substitution:

, 14w—5 .42
w == XY T 42
w—14

Im dbrigen aber sind die Seiten s, s, 84, 85, 8¢ auf ihre beziiglich der imaginiren
w-Achse symmetrischen Seiten s, s, 5, 85, 5 bezogen. Hierbei wird die wichtige
Tatsache ersichtlich, dass die Gruppe & bezw. thr »DB» das Geschlecht p%o be-
sitzf. Dieser Gruppe gehort also eine einwertige Funktion zu, die wir unten zu
bilden haben werden.

Die »DB» der sieben Gruppe ®1,9,3,6, @1,2,7,14, ... werden gewonnen, indem
man dem Polygone P jedesmal in richtiger Weise einen beziiglich & fiquivalenten
Bereich P’ anhiingt und die Randkurven, soweit sie nicht Symmetriekreise der
betreffenden Gruppe ®1 2,56, ... sind, dieser Gruppe entsprechend einander zu-
ordnet. - Diese Untersuchung hat keinerlei Schwierigkeit, braucht aber wegen der
weiteren Schliisse nicht ausfithrlich dargelegt zu werden. Von Wichtigkeit ist
jedoch, sich anzumerken, dass der »DB» der einzelnen der sieben Gruppen erster
Art &1,9,5,6, ... neben der Spitze bei w==¢c nur noch mit einer einzigen Spitze
an die reelle w-Achse heranreicht. Ausserdem freilich miissen wir die Geschlechter
dieser sieben Gruppen kennen. Nun ist der »DB» von & vom Geschlechte o,
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und der »DB» der einzelnen der sieben Gruppen iiberlagert’ den von & zwei-
bldttrig mit Verzweigungspunkten, die nur von den sechs Stellen ¢,, ¢, 5, €3, €, €5
herrithren konnen®. 'An der einzelnen Stelle liegt aber dann und nur dann ein
Veriweigungspunkt, wenn die zugehorige elliptische Substitution der Periode 2
in der betreffenden Gruppe ®i,s 36, ... nicht enthalten ist. Diese Substitutionen
sind oben alle angegeben. Man stellt daraufhin das Geschlecht p=0 bei &1 3 14, 4
und &, 6 14,21 fest, wihrend die finf iibrigen Gruppen das Geschlecht p =1 haben,
Uber dem »DB» von ®,5, 14,40 lagert derjenige von ®; 4= Oy zweiblittrig mit
sechs Verzweigungspunkten, so dass wir tatsichlich zu p=2 kommen. Endlich
lagert iiber dem »DB» des Geschlechtes 2 von & derjenige von &r zweiblittrig
mit vier Verzweigungspunkten, so dass man, wie es sein muss, zu p==5 gefiihrt
wird. Von Interesse ist hierbei namentlich die Lage der zuletzt genannten vier
Verzweigungspunkte, weil sie, wie oben bemerkt, die »singuliren Moduln» fiir
die vier Formklassen der Diskriminante D= —168 liefern. Es handelt sich um
die vier mit =17V 42 beziiglich ® #quivalenten Punkte am Rande des »DB»
von ®g: ’

w:il/‘l}’ w“Su(Z’VE):i‘EI_;_Zl/ﬁ’
et gV o —i3aeiVas
w=521(51/4z):~M—%ﬂ£, =8, .8,V 42)=""13 4321“ 42,

Diese vier Punkte liefern als reprisentierende Formen der vier Klassen der Dis-
kriminante D= —168:

(1,0,42), (17,12.42,89.42), (23,22.42,221.42), (31, 26.42,229.42).

Die drei letzten, nicht-reduzierten Formen sind bezw. mit den reduzierten Formen
(3,0,14), (2,0,21), (6,0,7) dquivalent.

Die bisher mit S,;, Sy, S;, 83 und 8,, bezeichneten Substitutionen sollen
fortan der Kiirze halber 8, 7, U, V und W genannt werden; fiir S, wurde
diese Bezeichnung schon oben gebraucht. Man spalte weiter w in den Quo-
tienten % zweier Variablen w,, w, und schreibe die Substitutionen S, 7, U, V

2
und W homogen von der Periode 2 so:

! Man fasse in bekannter Weise die »DB» als geschlossene Riemannsche Flichen auf.
2 &, ist der zu ¢, beziiglich der imaginiren Achse symmetrische Punkt.

34—2822. Acta mathematica. 52. Imprimé le 7 octobre 1928,
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(S) V21w, =210, + 11.42 0,, iV2iwy=—w — 21w,
(T) Vigo', = 140, + 5 .42 w,, Vidawy=— w0, — 140,
(0) Vi w'1;9w1+2.42w2, V3 w'g%;wl—gwg,‘
(V) ng w'1=6@1+ 42 w,, Ve a)"2=~w1—6w2,
(WY . Vize =420, Vazey=—o,.

Zur Herstellung von Funktionen der erkliirten Gruppen kniipfen wir an
die bekannte ganze Modulform erster Stufe (—12)** Dimension:

12 2

J(wlaw2): (ZE) Q2H(I-q2")24, q:eniw,
Wy n=1

die im »DB» der Modulgruppe nirgends unendlich wird und nur einen Nullpunkt

erster Ordnung hat, ndmlich in der Spitze w=¢x des »DB». Setzen wir:
Ay = Ai(w,, w,) = d(%, wz) , t=1,2,3,6,7,14, 21, 42,

80 gewinnen wir zunichst fir die Transformationsgruppe &7 die acht ganzen
Modulformen A, =A, Ay, Ay, A, A7, 41y, 431, 45. Die Wirkung der homogenen
Substitutionen S, T, U, ... auf diese Modulformen stellt man leicht durch Rech-
nung fest. Die Ergebnisse der Rechnung gehen aus folgender Tabelle hervor:

S T U Vo w =)

A, 2178 A, 147%. 4, 378, 4, 678 A, 4278 A, | 42
A, 2178 . 4, | 2% 578 zl: V3‘6.46 _7;" 378 4, 28,2178 J; 21
7 A, | 38,7754, "14—6 Ay 3%. 4, 270 35 4,135 1475 4, 14
Uy ||y | | a7y g
~-47 3,:"'.76'.‘:73 279,75 4, —3““.4._,1 675 . Ay | 678, 7% 44 6
414\ 378,75 4, 14%. 4, _7773:".4142 2".3—"'.425 378, 146.;: 3
Ay, 21%. 4, AN A 3% 4, 7;‘7.36.414 27%.21%. 4, 2
H_J;‘ 77216 A, 14%. 4, 3°. 4y a 68 477“* 42% .4, I
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In der letzten Spalte sind die Ordnungen der Nullpunkte der Formen 4, A,,. ..
in der Spitze w=¢% des »DB» der Transformationsgruppe ®r hinzugefiigt.
Durch Zusammensetzung zweier Substitutionen ergiebt sich aus vorstehender
Tabelle weiter folgendes Verhalten der ;:

S.W,U;V S.U,V.W
A, 2. A, 7= A,
A, 254, ﬁ 778 Ay
A 275, A, 78 Ay
Ay 28 A, 77 Ay
A, 27%. A4, 7% . A,
Ay 2% . 4, 7. A,
Ay 27 A, 75 . A,
Ay 2%, 4, 75 . A,

Fiir die sieben Gruppen ®&;; finden wir je vier Modulformen:

&y, 2, Ay . Ay, Ay . A, A, Ay, Ay Ay,
®,, 5, Ay Ay, Ay . Ay, A Ay, Ay Ay,
&y, 6, Ay Ay, Ay . Ay, A, Ay, Ay Ay,
®y, 7, A, .4, Ay Ay, Ay Ay, Ay . Ay,
&1, 14, Ay Ay, Ay.A4, Ay . Ay, Ag . Ay,
®,, 01, Ay Ay, Ay Ay, Ay.Ad;, Ay Ay,
®1, 40, A, Ay, Ay Ay, Ay Ay, Ay . A,

und ebenso fiir die sieben Gruppen &y, 36, ... je zwei Modulformen:
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T A, Ay Ay, Ay Ay Ay,
®r 0,1 14, A\ Ay d- A, Ay Ay Aoy A,
®1, 2,21, 42, A\ Ay dy Ay, Ay Ay Ao A,
®1,5.7,01, A, Ay Ay, Ay Aoy Ay,
By, 5 14,42, A dodyydyy,  Aydyd; Ay,
®1 67,4, A, A A, A, Ay, Ay,
Sy 6100, A A d Ay,  Aydydi A,

Bei Ausiibung einer nicht zur einzelnen Gruppe & 2 36, ... gehdrenden Substi-
tution der Gruppe ® tauschen sich jedesmal die beiden Modulformen aus unter
Hinzutritt von numerischen Faktoren; und zwar handelt es sich unseren sieben

Gruppen entsprechend um folgende sieben Substitutionen der Periode zwei:

(d\ dy Ay dy) = 772 Ay Ay Ay A,5),
(dydydy dy)) = 373 (dydg Ay ),
(4142421442)’ = (434647414)1
(d\dydr dy)) = 273 Ayd oA, 4,5),
(4143414442), = (‘424647421)’
(414647442)' = (dydy A, A4,),
(4146414421), = (424347442),

(7 A\ Ay A ) = 73 (A, Ay Ay A),
(dydydyyAy) = 3344, Ay A4 A,),
(dydo Ay 4, = (A, Ay Ay A),
(dodsd Ay) = 2% (A Ay A 1),
(Aydy Ay Ay) = (A Ayt Ay),
(dydydijAy)) = (A Ay A ),
(Aydygdi A) = (A, dgd,, A,y).

Man bilde jetzt bei der einzelnen der sieben Gruppen & s 36, ... den Quo-
tienten der beiden ihr zugewiesenen viergliedrigen .7-Produkte, indem man das
zweite Produkt zum Zihler und das erste zum Nenner macht. Man gewinnt so

automorphe Funktionen:

Ay Ay Ay J4g )
Ay Ay Ay A

Ay dy Ay Ay ,
A Ay Ay Ay

(5)

dieser Gruppen, die nur in den Polygonspitzen verschwinden und unendlich wer-
den kénnen. Der einzelne »DB» hat aber nur zwei solche Spitzen, von denen
Hier findet sich jedesmal der Pol der Funktion (5), und

zwar stellt man aus den Anfangsgliedern der Reihen fiir die  leicht fest, dass

eine bei w=1¢» liegt.

die Pole der sieben Funktionen (5) bezw. die Ordnungen 72, 48, 36, 32, 24, 16,
12 haben. Die jeweils in der zweiten Spitze liegenden Nullpunkte haben dann

die gleichen Ordnungen.
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Vom Geschlechte o sind nun die Gruppen ®; s 14,4 und ®; ¢ 14,2:1. Bei der
ersten dieser Gruppen ist demnach der Quotient (5) die 24%° Potenz einer ein-
wertigen Funktion g(w), bei der zweiten aber der zugehorige Quotient (5) die
zwolfte Potenz einer einwertigen Funktion %(w). Fiir die beiden Gruppen &y, s 14,4

und 1,614,021 des Geschlechtes 0 hat man ermwertige Funktionen in:

24

_ v ﬁ46477721
(1,5, 14,43), g(w) = 414341*442’
2
Ay dod, A
(@1, 6, 14, 21), h(w) - ] - el =R )
] 4146-414421

wo die Wureeln auf der imagindren w-Achse reell und positiv genommen werden
sollen. Benutzt man als Entwicklungsgrosse:

1
x=q"=¢

so gewinnt man aus der bekannten Potenzreihe fiir die 24%¢ Wurzel aus 4 fol-

gende Reihen fiir die beiden Funktionen g(w) und h(w):

(6) {g(w):—“x_"l'I+x+3x2+3x3+4x4—|—7x5+...’
ho)=a"—2+x+ %+ % —2ut+ g2+,

wo durch die Sternchen auf das Ausfallen der Potenzen z® und x® aufmerksam
gemacht wird.

Durch die Substitution S wird ¢?* in g—2** transformiert. Also transformiert
S die Funktion g(w), abgesehen von einer multiplikativen 24%" Einheitswurzel,
in ihren reziproken Wert. Da aber g(—21+¢V 21) reell (und negativ) ist, so ist
diese Hinheitswurzel gleich 1:

. ()

—w—21 g(w)

Genau so zeigt man die Gleichung:

o ()
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Hiernach hat man in:

zwei einwertige Funktionen der Gruppe ®, fiir die man aus (6) die Reihen findet:

[flo) =z +1+20+22"+ 32 + 22+ 92"+ -,
o lf’(w)::x—l—z+zx+2x2+3x3+2x4+9x5+--».

Hiermit hat man eine bemerkenswerte Bestitigung der bisherigen Schluss-
weise gefunden. Die beiden einwertigen Funktionen f(w), f’(w) haben iiberein-
stimmend ihre Pole (erster Ordnung) in der Spitze w =270 des »DB» der Gruppe
® und haben iiberdies die gleichen Anfangsglieder x—'. Sie sind demnach bis
auf eine additive Konstante identisch. Die Reihen (9) bestitigen dies und liefern:

S ()= flw)—3.

In der Funktion flw) (die wir bevorzugen) haben wer die fundamentale automorphe

Funktion gewonnen, die den Entwicklungen iber die Transformation 42" Grades

der elliptischen Funktionen zugrunde zu legen ist, und nach deren Adjunktion die zu-

gehorigen Modular- und Multiplekatorgleichungen durch Wurzelziehungen losbar sind.
Die Funktion:

(10) g()= ~(f+Vfi—4)

ist iiber f verzweigt an den beiden Stellen f(—6+:V6) und f(—21+4V 21), da
die beiden Substitutionen S und ¥V mnicht in der Gruppe & s 14 4 enthalten sind.
Ebenso erweist sich die Funktion:

(1) ho) = H(—3+ V=67 +3)

an den Stellen f(zV 42) und f(—9+<V3) verzweigt. Auf diese Weise findet man
folgende Eckenwerte der Funktion f(w): :

(r2) SV a2)—s, fl—6+iV6) =2, flmg+iV3) =1, fl—21+iV21)=—2.
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Um den Wert f(—14-+:V 14) der Funktion f(w) im Punkte e, zu bestim-
men, benutzen wir den Umstand, dass nach »E. F.» II, 441:

2

Ay
A, Ay,

eine Funktion der Transformationsgruppe des Grades 21, also auch unserer
Gruppe ®&7 ist. Da letstere durch W in sich transformiert wird, so gehort

zur &7 auch:
12

|/ 52,
Vo Ay A,
damit aber auch die Funktion:

12 e

R Ve

KoV = ) gyt dyy
die auf der imaginiren w-Achse reell und positiv genommen werden soll. Nach
den obigen Feststellungén haben wir hier eine dreiwertige Funktion der Gruppe
1,9, 21,42 gewonnen mit einem Pole dritter Ordnung in der Spitze ¢ und einem
Nullpunkte der gleichen. Ordnung in der zweiten, bei w=—14 gelegenen Spitze
des zugehorigen »DB». Gegeniiber 7' erfidhrt diese Funktion die Transformation:

k(14w+5_-i%) &
N —w—14 | ko)

wo ¢ .eine zwolfte Binheitswurzel ist. Die letztere kann man zwar auf Grund

des bekannten Verhaltens von V .7(w,, w,) gegeniiber den Substitutionen der
Modulgruppe zu 1 bestimmen. Doch haben wir diesé Tatsache zunichst nicht
notic und konnen sie hinterher ohne weiteres aus unseren Formeln ablesen.
Jedenfalls haben wir den Ansatz: =

: & s )
(13) k(w) +'/c(w) PFraf+bf+ec
mit drei noch unbekannten Koeffizienten a, b, ¢; es steht ndmlich links eine drei-
wertige Funktion der Gruppe & mit dem Anfangsgliede z—® der Reihenentwick-
lung. Die ersten sechs Glieder der Reihe fiir die Funktion (13):
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Stex+ya iz et s2at+ o

werden ausschliesslich von der ersten links stehenden Funktion %(w) geliefert.
Trigt man in (13) rechts fiir £ die Reihe (9) ein, ordnet nach ansteigenden Po-
tenzen von x und vergleicht die Koeffizienten rechts und links, so folgt:

3ta=2, 9+z2a+b=y, 19+s5a+b+ec=12, 39+8a+2b=31,
66+ 14a+2b=752.

Die ersten drei Gleichungen liefern ¢ = —1, b=o0, ¢= —2; die beiden letzten
Gleichungen bestitigen die fiir ¢ und b gewonnenen Werte, wihrend der Wert
fiir ¢ sogleich auf anderem Wege bestiitigt wird. Dass ¢ reell sein muss, folgt
jetzt bereits aus der Realitit von a, b, c. Setzen wir aber ¢= * 1, so ist die
Diskriminante der fiir £ quadratischen Gleichung (13):

(fP—f—2) ¥4

Nun gehort die Substitution U der Gruppe &) 9 21,42 nicht an, so dass % als
Funktion von f an der Stelle f(—9+z'V3?)=1 verzweigt ist. Also verschwindet
die Diskriminante fiir f=1, so dass das obere Zeichen gilt und der Wert ¢= —2
bestiitigt ist. Durch Weiterentwicklung der eben genannten Diskriminante findet
man als Ausdruck der Funktion % in f:

(14) kw) = (S —f =2+ V=0 =2 T+ 2),

wo auf der imaginiren w-Achse das positive Zeichen der Wurzel gilt. Das
Geschlecht p=1 der Gruppe ;g 1,4, ebenso der Verzweigungspunkt bei
f(—6-+iV6)=12 bestitigt sich. Zugleich finden wir die noch unbekannten
Eckenwerte:

—1xdV7

(15) FF 1tV i) =—=

als Wurzeln der quadratischen Gleichung f2+f+2=o0. :

Bs ist jetzt moglich, in jedem Falle die zu f zu adjungierenden Quadrat-
wurzel anzugeben, um von ® zur einzelnen der iibrigen oben genannten Gruppen
aufzusteigen. Fiir die beiden Teiler des Geschlechtes o von & hat man die
folgenden Wurzeln zu adjungieren:
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® 4, 3,14, 42, sz““4:]/(f+ 2)(f—2),
®y, 6,14, 21, Vf —6f+5 —V(_F‘I)(JCTS),

fiir die iibrigen Teiler des Index 2, die sémtlich p=1 haben:

Grons Vi af—tif—16/—20 = Vf+ 2 —3) [/ +/+2),
®1,9,7,14, V=6 2+ f2+24f—20 V(f+2)(f—1)(f—2)(f—s3),
)

II

®1,0,0,2, VS =2 +fP—afta  =V(—1)f—2)(f+f+2),
©1,3,7,01, V=63 +5f*—4f+20 =V (f—2)(f—s)(/*+/+2),
By 67,40, Vf4+2f3“|‘f2_4 = (f+2)(f 0 (f*+f+2).

Um zu den Teilern des Index 4 zu gelangen, kann man jedesmal zu f drei
Quadratwurzeln adjungieren, von denen sich {iibrigens jede in den beiden an-

deren und [ leicht rational darstellt. Das Nilhere entnehme man aus der Zu-
sammenstellung:

®y, 1, V(F+2)(f—2), Vif—1(/—s), Vf+2)(f—1)(f—2)(/—3),
G5, VI/+2)(f—2), V{f+2)(f=s)f* +1+2), V(= 2)(f=35) (/> +/+2),
®1,0, VI +2)(f—2), V{f+2(f=1)f* +f+2), V(f~1)/—2)(f*+/+2),
Gre, VI—1r=s), V(f+2f=s)f* +/+2), VIF+ (=1 +/+2),
S0, V(F—1)(/—s3), V{f—)lf=2)(*+f+2), V(f=2)(f—35)(/2+S+2),
®1,a, V{f+2)(f— DU —2)(f—5), V(f+2)(f—35)(/* +/+2), V=) f=2) /> +/+2),
G172, VI + 2= 0f—2)f~3), V(F+ (/=) +7+2), V(= 2)(f—5)/* +/+2)

Am einfachsten gestalten sich die Verhiiltnisse bei der Gruppe &, 1. Da

sich f rational aus Vj*—4 und Vf?—6/+ 5 berechnen lisst, so sind die auto-
morphen Funktionen dieser Gruppe rational in den beiden genannten Wurzeln
darstellbar. Figt man auch noch f hinzu und setzt:

f=X, V—u4=Y, Vf—6f+5=2
so bestehen die beiden Relationen:

X:—Y*—4=0, X*—Z°—6X+s5=0.

35— 2822. Acta mathematica. 52. Imprimé le 8 octobre 1928.
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Deutet man X, Y, Z als rechtwinklige Raumkoordinaten, so erscheint durch
unsere Funktionen der »DB» von &; 1. auf eine Raumkurve vierten Grades erster
Spezies abgebildet. Es liegt also das Geschlecht p==1 vor, was man auch am
>DB>» leicht bestitigt. Die algebraische Behandlung des Transformationsgrades
42 gestaltet sich hiernach am einfachsten etwa so: Zur Hauptfunktion flw), von
der man auszugehen hat, st zundichst die Quadratwurzel VfP—4 eu adjungieren,
wobei das Geschlecht p=o0 bestehen bleibt, sodann V f2—6f+5, was zup=1 fiihrt,
endlich etwa Vf*+z2f3+f2—4 oder eine der anderen Wurzeln mit dem Faktor
(f2+f+2) ém Radikanden, was zur Transformationsgruppe mit p= s hinfiihrt; die
Funktionen der Sr sind also rational darstellbar n:

(16) Jo VP—a, Vi—6f+s, V+z2fi+f—4

oder auch tn den drec Wurzeln allein, da man [ dwrch die beiden ersten rational
ausdricken kann.

Zu den Klasseninvarianten der Diskriminante D)= -—168 gelangt man jetzt
durch folgende Uberlegung: Nach »E.F.» II, 441° ist:

12

_/ 2uts
(17) | plo)=|/ 775

wie schon oben benutzt wurde, eine Funktion der Transformationsgruppe des
Grades 21, also auch unserer hier vorliegenden &r; auf der imagindren w-Achse
soll die zwolfte Wurzel wieder reell und positiv genommen weérden, Dieser

Gruppe gehort demnach auch die Funktion:

1

2 —
—42\ __ |/ dedu
(18) ¢( w ) v

an. Das Produkt dieser beiden Funktionen:

12

a2\ _ |/ dudsdid
(19) ¢(w)<p( w )_— dydy Aoy Ay

bleibt bei der Substitution W unverdndert, aber auch bei der Substitution S.

! Daselbst ist die Transformationsgruppe fiir den #nter Grad durch y=o (mod %), nicht wie
hier durch g=o (mod n) erklirt, was einige untergeordnete Abiénderungen in den Gestalten der
Formeln zur Folge hat.



Uber die Berechnung der Klasseninvarianten. 275

Sie koénnte nimlich bei dieser Substitution hochstens Zeichenwechsel erfahren,

wiirde dann aber im Fixpunkte w= —21+7V 21 von S verschwinden, was jedoch
nicht der Fall ist. Die Funktion (19) gehdrt also zur Gruppe ®,2 01 42, und zwar
hat sie, wie aus einer oben gemachten Angabe folgt, in der Spitze w=¢o des
zugehorigen »DB» einen Pol dritter Ordnung, mithin in der anderen Spitze einen
Nullpunkt der gleichen Ordnuhg. Gegeniiber der Substitution 7' gelit die Funk-
tion (19) bis auf eine multiplikative zwélfte Einheitswurzel ¢ in ihren reziproken
Wert iiber. Daraufhin beweist man leicht die Beziehung:

Sy R = e

w

Es steht ndmlich hier links eine dreiwertige Funktion der Gruppe ® mit einem
Pole dritter Ordnung im Punkte w=70o, also eine ganze Funktion dritten Grades
von f, fiir welche man durch die ersten drei Reihenglieder den rechts stehenden

Ausdruck feststellt. Da flw), p(w), ¢ (:;—2) auf der imaginiiren w-Achse reell

sind, so ist ¢ notwendig gleich +1 oder —1. Wire ¢= —1, so hiitte die Funk-
tion (19) im Fixpunkte w—=—14+7V 14 von T den Wert *¢, mithin die linke
Seite der letzten Gleichung den Wert + 2¢. Dagegen haben f und die rechte
Seite der letzten Gleichung daselbst die Werte:

—I—I—iV_Z
2 )

Jf= fP—ft—2=02.

Hiernach ist e=1, und man findet:

~—42 I s e
¢(w)¢( » )+ » _42) Sz
PP\

Hine Bestitigung der Schlussweise zieht man aus der Berechnung der Funktion

(19) selbst. Man findet nidmlich:

(20) o)y ("—42) S Y L Ny ey

w | 2

mit einer auf der imaginiiren -Achse positiv zu nehmenden Quadratwurzel,
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In der Tat musste sich eben diese Quadratwurzel bei der hier vorliegenden
Gruppe & 9 2,4 einfinden.
Weiter findet man durch Quotientenbildung aus (17) und (18):

12

,,Q(‘,"l_ — jj_:e_i@ifﬁ’ :&E — Y e -
: ]/ Tt = M) = =3+ V =67+ s),

wo die Quadratwurzel auf der imaginfiren Achse wieder positiv zu nehmen ist.
Durch Multiplikation dieser Gleichung mit (20) und Ausziehen der Quadrat-
wurzel folgt:

12

T
21 =\|/ S =
( ) ? (w) A, Ay

V=3 Vo ) —F—a e V=2 + = af 4,

2

wo auch die #ussere Wurzel auf der imaginiren w-Achse positiv genommen wer

den soll. Man kann das Ergebnis auch in die Gestalt kleiden:

R R RN Y
plw) = g ; ,

(22)

= ] f=3=V/=6f+5 f'=f—2=fV =2/ +/—4f+4
p(w) '

2 2

Die Beziehung der Funktion ¢(w) zu der beim siebenten Transformations-

|/
do)=]/ %

ist nach »E.F.» II, 443" die folgende:

grade auftretenden Funktion:

(23) 2(®) =i¢<w—3+ Vyi—6y—19), v=g +f;>

! Es handelt sich um die Gleichung (20) daselbst, in der 7 und 7; durch ¢ und y zu erset-
zen sind und die Quadratwurzel ¢ hier (wegen der veriinderten Auswahl der Transformationsgruppe)
das positive Vorzeichen haben muss,
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wo die Wurzel auf der imaginidren w-Achse wieder positiv zu nehmen ist. End-
lich ist nach (41) in »E.F.» II, 308 die Darstellung der Modulfunktion erster
Stufe j(w) in y die folgende:

(24) o) = (z+ 22+ ) (H 5+_Vg) (H 5_—V‘z?) |

2 2

Die Berechnung der Klasseninvariante j(iV 42) ist aus (22), (23) und (24)

sofort zu leisten, indem man f(¢ V4_2) =15 eintrigt. Man hat zunichst:
zV42 V49+20f—5+2f ;ssmzl/a

womit sich die erste der Irrationalititen einfindet, die nach der Weberschen
Theorie bei der Diskriminante D = —168 zur Trennung der Geschlechter dienen.

Weiter findet sich aus (23) der Wert w(i} 42)=10 und damit weiter:

x(zrV4_z>=7<s+zV€)(V7+V3) (5+216 5502,

49 V?—E)Z _vas—Ver
T zVE)( ) =7(6—2V6)>—

Hier tritt die zweite zur Trennung der Geschlechter noch nétige Irrationalitéit
rationalitit V14 ersetzen kann. Weiter gewinnt der erste Faktor in (24) rechts

fiir w=1¢V 42 den Zahlwert:

zF —479-1— 13= 188+ 42V 14 = (15+4V 14)(6—V 14)

— (154+4V14) (4—V 14 (5 + V14),

wo der erste Faktor rechts die Grundeinheit des quadratischen Koérpers (R, Va)
ist, wihrend die Basen der beiden dritten Potenzen Primfaktoren von 2 und 11

in diesem Korper sind. Die Basis des zweiten Faktors in (24) rechts ergiebt

fiar w:z'VATZ:

%+ -5j¥1= 2V6(7+3V6)5—+21 2L,
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wo die Zahl in der Klammer der eine Primteiler von 5 im Korper (R, V6) ist

stellt. Die Basis des letzten Faktors in (24) rechts hat fiir wzz'VZ'z den Wert:

V;: s+ Va1 . 93+28Vg——5V'21

2 2 2

1+ 2=

wo der zweite Faktor eine ganze Zahl des biquadratischen Korpers:
(R, Ve, Va1)=R, Ve, Vig)

ist. Endlich lisst sich die Klasseninvariante j(z'VAE) selbst so darstellen:

7V a2 =15+ 4V i) (5 V2 (847 66 Vi o3+ 28V G5V 21

wobei die Faktoren, die Einheiten darstellen, vorangenommen sind. Insgesamt
bilden die vier Klasseninvarianten der Diskriminante D= —168 vier positive,
die Ungleichungen:

12‘3<j(¢]/%) <j(z']/?) <j(z']/3;) <@V 42)

befriedigende ganze Zahlen des biquadratischen Korpers (R, V6, V 14). Aus dem
berechneten Werte von j(¢V 42) gehen die drei anderen Klasseninvarianten her-

vor, indem man in den drei Arten je zwei unter den Wurzeln V6, Vg, Va1
im Vorzeichen wechselt. Man gelangt zu folgenden Werten:

i(i])/2) = s+ (Y2 (6s—rvars— imos—asV s+ svany,

(/) = 05— (L) sV a6+ Vigos—asV e sy,

A/ 2) = 5= (L2 108+ 7V 6+ Viaos + 28V G+ sV a1

Fiir die dekadischen Logarithmen findet man:
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log 12° = 32375436,

logj(i /g) = 3'2740571,
{1/ 14

10%.7(@ /?4)= 58923153,

logj(z' /221): 88398072,

log j (¢V 42) = 176843276,

entsprechend den eben angegebenen Ungleichungen. Die ganzzahlige biquadra-
tische Klassengleichung selbst aufzustellen, ist wegen der Grdsse der Koeffi-
zienten umstindlich. Beispielsweise ist das Absolutglied dieser Gleichung gleich
2.3 5% 115 101% also eine 36-ziffrige Zahl.

Bad Harzburg, den 3%** August 1928.



