
UBER DIE BERECHNUNG DER KLASSENINVARIANTEN. 
(Zur S~kularfeier yon Abels Entdeckung der komplexen Multiplikation.) 

VoN 

ROBERT FRICKE 

in BRAUNSCHWEIG.. 

Die Entdeekung der komplexen lVIultiplikation der elliptischen Funktionen 

durch ABEL wird gekrSn~ dureh die merkwfirdige Notiz, die er in einer I828 

erschienenen Abhandlung 1 fiber die Werte  des Integralmoduls macht, falls kom- 

piexe Multiplikation mSglich ist. Ohne Beweis sprieht er den Satz aus, dass 

alle diese Werte durch Radikale ausdriickbar seien. Diese durch den ttellblick 

des Genies gewonnene Erkenntnis ist erst drei Jahrzehnte sparer durch die mit 

I857 beginnenden Arbeiten KgO~EC~ERS n~her gekl~rt und fand erst nahehin 

sechs Jahrzehnte" Spi~ter in der bewundernswerten Theorie H. W~BEgS 2 volle 

Aufkl~rung. Es handelt sich in der neueren Sprechweise um die Webersche 

Theorie der ))Klassengleichung,) und insbesondere ihre Zerf~llung entsprechend 

den Geschlechtern der quadratischen Formen. 

Weber  hat seine Theorie im dHtten Bande seines ~)Lehrbuches der Algebra)) 

zur Prfifung und Erl~uterung mit hSchst ausgedehnten Untersuehungen einzelner 

Klassengleiehungen versehen. Da hierbei der Zugang zur Klassengleichung fiber 

die ))Invariantengleichung)) verschlossen schien, hat Weber  an Stelle der letz- 

teren Gleichung seiner ursprfinglichen GewShnung entsprechend die Transforma- 

tionsgleichungen fiir Modulfunktionen hSherer S~ufen herangezogen. Als solche 

boten sich ihm d a r  die Jacobischen und die Schl~flischen Modulargleichungen, 

auch die ,)Modulargleichungen in irrationaler Gestalt>>, endlich die yon Galois 

1 , ,Solut ion d ' u n  p r o b l e m e  g@ndral conce rnan t  la  t r a n s f o r m a t i o n  des  fonc t ions  elliptiques.,~ 

2 , Z u r  Theor ie  der  e l l ip t i schen  Funk t i onen , ,  I u n d  II ,  Act~ m a t h e m a t i c a ,  Bd. 6 (I885) u n d  
Bd. II  (I888). 

33--2822.  Acta mathematica.  52. Tmprim~ lo 7 octobre 1928. 
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entdeckten besonderen Resolventen fiinften, siebenten und etften Grades bei den 

Transformationsgraden 5, 7 und 1 I. 

Dieser Teil der Weberschen Theorie der Klassengleichung war einer wesent- 

lichen Weiterentwicklung f~hig, die ich w~hrend des letzten Jahres ausgefiihrt 

habe. Es gait, bei dem Gebrauch der Modulfunktionen erster Stufe (die der 

>>Weierstrassschem) Theorie der elliptischen Funktionen entsprechen) nicht auf 

halbem Wege stehen zu bleiben und nach Erkl~irung der Klasseninvarianten im 

Anschluss an die Modulfunktion erster Stufe j(w) hernach nicht doch wieder 

nach den Funktionen der ~lteren Theorie abzuspringen. Natiirlich lag fiir Weber 

die Schwierigkeit darin, dass ihm die Denkweisen der Kleinschen Theorie der 

automorphen Funktionen doch nicht in dem Grade zur GewShnung geworden 

waren wie die ausschliesslicher analytischen Methoden der ~lteren Theorie. 

Die Theorie der automorphen Funktionen hat bisher erst noch wenig An- 

wendung gefunden. Bei der Untersuchung und Berechnung der Klasseninvari- 

anten lag ein besonders schSnes Gebiet solcher Anwendungen Verborgen, das  

sich ganz im Geiste der Kleinschen Methodik und Denkweise ausbauen liess. 

Die Methode zur Berechnung der  Klasseninvarianten gewinnt hier ihre einfachste 

und einheitlichste Gestalt. Um sie darzulegen, behandele ich in den folgenden 

Zeilen nur einen einzigen Fall, n~mlich den der Diskriminante D = -  I68.1 

Bei dieser Diskriminante hat man vier Klassen urspriinglicher positiver qua- 

dratischer Formen: 

(a, b, c) ~ a x  2 + b x y  + cy ~, 

die repr~isentierbar sind durch die reduzierten Formen: 

(I, o, 42), (2, O, :2I),  (3, O, I4) , (6, O, 7)" 

Alle Klassen" sind ambig, und jede bildet fiir sich ein Geschlecht. Zufolge der 

Weberschen Theorie hat  also die zugehSrige biquadratische Klassengleichung be- 

reits im rationalen KSrper, d.h.  vor Adjunktion yon i v y ,  eine Gruppe vierter 

Ordnung und ist nach Adjunktion yon ~ 6  und ~I44 vollst~ndig 15sbar. Die 

Aufgabe ist hier, die vier Klasseninvarianten der Diskriminante D------I68: 

1 Andere F~ille in gr5sserer Zahl sind in dem demn~chst erscheinenden dritten Bande memes 
~,Lehrbuches der Algebra* behandelt. 
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als ganze Zahlen des reellen biquadratisehen KSrpers (~, V6, V-~)darzustel len,  

womit dann zugleich die Klassengleichung selbst herstellbar ist. 

Der begrifflich genommen n~chste Weg zur Gewinnung der Klassenglei- 

ehung, die die vier eben genannten Klasseninvarianten zu Wurzeln hat, ist be- 

kanntlich der, dass man an die irreduzible algebraische Relation: 

(2) 

() r 

vom 96sten Grade i n  jeder der beiden GrSssen 2 ~ ,2( ) ankniipft und in ihr 

J ( 5 )  = j ( w ) - - j  setzt. Die entstehende Gleichung vom Grade I68 ist im ra- 

tionalen KSrper ~ reduzibel; sie enth~lt die gesuchte Xlassengleichung als ein, 

fachen Bestandteii, sowie mehrfach  die Klassengleichungen der Diskriminanten 

D =- --  I67, --  I64, --  159, -- 152, - -  I43, •. . .  
Dieses Verfahren zur Gewinnung der Klassengleiehungen ist nur bei den 

allerniedersten Diskriminanten (D--- -- 3, - - 4 ,  --7, --  8, -- I I, -- 12) anwendbar. 

Weber  knfipfte demnach, wie schon angedeutet ,  seine Untersuchungen an die 

verschiedenartigen lodulargle ichungen h5herer Stufen (an Stelle der  Gleichung 

(2)) an, die in zahlreichen Fi~llen bekannt waren. Hierdurch verlor die Theorie 

an Einfachheit u n d  Einheitlichkeit. Es dfirfte demnach der richtigere Weg sein, 

an dem algebraischen Gebilde festzuhalten, das dutch die lVIodulargleichung 

>>erster>> Stufe (2) erkliirt ist, aber an Stelle der 96-wertigen Funktionen j (a)  

und j ( ~ } ,  a l so  sehr hochwertiger Funktionen, mit den Funktionen niederster 

Wertigkeit  des fraglichen algebraischen Gebildes zu arbeiten. Diese letzteren 

zu gewinnen, ist man aber nur im Stande, wenn man fiber die Grundlagen der 

Theorie der automorphen Funktionen im vollen Umfange verffigt. ~ 

Die gruppentheoretische Grundlage d e r  Gleichung (2) ist. bekanntlich die 

Gruppe aller unimodularen Substitutionen: 

, ~ + 42~ 
~o - -  , c c d - - 4 2 ~ 7  = I 

7co+d  

1 Mit  ,,E. F.,, u n t e r  A n g a b e  y o n  Band- u n d  Se i t enzah l  wi rd  we i t e rh in  m e i n  Buch  ,,Die el- 
l i p t i s chen  F u n k t i o n e n  u n d  ih re  A n w e n d u n g e n ,  (Leipzig, I916 u n d  I922 ) zit iert .  Die A b k i i r z u n g  

,,DB,, he i s s t  , ,Diskontinui t~i tsbereich, , .  
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mit ganzen (rationalen) Zahlen a, fl, 7, ~. Diese Gruppe heiss~ die >)Transforma- 

tionsgruppe)) des Grades 42 und wird mit ®T bezeichnet. Sie ist innerhalb der 

Modulgruppe ein (nicht normaler) Teller des Index 96. Ihr  in der w-Italbebene 

gezeichneter ~)DB)) besteht aus 95 Dreieckspaaren der bekannten Dreiecksteilung 

und liefert das zugeh5rige ))Transformationspolygon)), dem nach einer bekannten 

Formel (vergl.))E. F.)) II,  3~5) das Geschlech~ ) 9 ~  zukommt. Dieses Polygon 

liefert also fiber der j-Ebene eine Riemannsche Fl~che des Geschlechtes p ~ .  

Es kommen demnach sicher vierwertige Funktionen auf dieser Fl~tche vor, w~h-  

rend auf ihr die Funktionen j(~o) und j ~o die hohe Wertigkeit~ 9 6 haben. 

Bekannt~ is~ ferner, dass das Transforma~ionspolygon dureh die symboliseh 

mi~ W zu bezeiehnende Substitution: 

( W )  w' - -  --42 
o) 

in sich transformiert w i r d .  Demgem~ss wird (~T durch Zusatz yon W zu einer 

mit (~K zu bezeichnenden Gruppe: 

erweitert, in der (~T ein Normalteiler des Index 2 is~. (~- heisst die ~)Klassen- 

gruppe)), und zwar in unserem Falle diejenige de r  Diskriminante D : - - 4 . 4 2  

--I58.  Ihr  ))DB)) (vergl. ,E.F.)) II ,  357 ft.) heisst ))Klassenpolygon~; sein Ge- 

sehleeht ist p - - 2 .  Die Beziehung zur arithmetisehen Theorie der ganzzahligen 

bin~ren quadratischen Formen ist bekannt (vergl.))E. F.)) II ,  353): Das Trans- 

formationspolygon ist, wie man sagen kann, eine zweibl~ttrige Riemannsche Fl~tche 

fiber dem Klassenpolygon, die der oben festgestellten Klassenanzahl 4 entspre- 

chend vier Verzweigungspunkte besitzt; aueh liefern die betreffenden Stellen oJ 

im Sinne yon Kroneeker die >)singul~ren Moduln~) ffir die vier Klassen der Dis- 

kriminante D ~ -  I58, wie unten weiter ausgefiihrt wird. 

Auch die Klassengruppe ( ~  ist noch der Erweiterung f~hig. 1 Die urn- 

fassends~e eigentlich diskontinuierliche Gruppe, zu der man die Gruppe  ®T er- 

weitern kann 2, setzt sich aus den gesamten Substitutionen: 

1 Nach einer mir persSnlich zugekommenen Mitteilung hat diese Erweiterungsf~higkeit der 
Klassengruppe in allen F~illen zusammengesetzter Transformationsgrade zuerst E. BESSEL-HAGEN 
erkannt und in seiner GSttinger Habilitationsschrift behandelt. 

Freilich t r i t t  noch eine fernere gleich zu besprechende Erweiterung auf, falls man auch 
,)Substitutionen zweiter Art,, zul~sst. 
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(3) w' -- tao~ + 42fl adt~--42f17 = t 
7o) + td ' 

mit ganzzahligen a, fl, 7, d zusammen, wo t der Reihe naeh all e aeht Teiler 

i, 2, 3, 6, 7, I4, 2i, 42 des Grades 42 durehli~uft. Bezeiehnet man die Substi- 

tution (3) mit St, so gilt, wie man leicht beweist, fiir die Zusammensetzung der 

Subst~iimtionen (3) folgende Regel: Z w e i  Subst i tu t ionen S t  und  St, l iefern, nach 

e inander  ausge~Tbt, eine Subs t i tu t ion:  

" t "  t .  t' (4) St .  S' t '  ----- S t", = -~,,~ , 
"1 ,  

wo ~ der grSsste gemeinsame Tei ler  yon t und  t' ist. 

Auf Grund dieser Regel gewinnt man eine grosse Anzahl yon Gruppen, 

die alle die aus den Substitutionen S~ allein bestehende Transforma~ionsgruppe 

®T Ms Normali~eiler in  sich enthalten. Zuni~chstG haben wir sieben Gruppen ®l,t, 

deren einzelne aus den Substitutionen S~ und St mi?~ t >  I besteht; dabei ist 

(~1,~2 die Klassengruppe (~K. Dazu tret~en sieben Gruppen, die in sofort ver- 

sti~ndlicher Weise durch: 

1f~1,~°,3,6, (~1, 2, 7,14 , (~1, 2, 21, 4:2 , (~1, 3, 7, 21, ~ 1 , 3 , 1 t ,  42, (~1, 6, 7, 42 , (~1, 6,14, 21 

bezeiehnet werden. In der einzelnen liefert der Normalteiler (NT eine komple- 

ment~re Gruppe oder Quot;ient~engruppe der Ordnung vier vom ¥ierer~ypus. End- 

lich folgt als aus allen Substitutionen St der aeht Typen bestehend die weiter- 

hin mit (N bezeiehnete umfassendste Gruppe. In ihr ist ® r e i n  Normalteiler des 

Index 8, und die zugeh5rige komplementiire Gruppe ist eine Abelsehe Gruppe 

der Ordnung 8, die ausser dem Einheitselement nur Elemente der Periode z 

enth~[lt. 

L~sst man auch sogenannte Substitutionen >>zweiter Art>> zu, die indirekte 

Kreisverwandsehaften und also konforme Abbildungen mit Umlegung der Winkel 

liefern, so sind alle genannten Gruppen nochmals einer Erweiterung f~hig. Jede 

dieser Gruppen wird n~mlieh dureh die Spiegelung an der imagin~ren o~-Aehse 

in sieh transformiert. Diese weiterhin mi~ S bezeichnete Spiegelung ffihrt co in:: 

fiber, wo ~ der zu co konjugiert; komplexe Wer~ ist; die einzelne Substitution 

(3) wird dureh ~' in: 
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tam --42/~ 
cOP_~_ 

--7 ~ + td 

transformiert.  Ffir die so zu gewinnenden erweiterten Gruppen benutzen wir 

die Bezeichnungen: 

und nennen sie die zu ®T, . . . ,  (~ gehSrenden ))Gruppen zweiter Art>). Ihnen 

gegeniiber heissen dann die urspriinglichen ~ T , . . . ,  ® ))Gruppen der ersten Axt)). 

Das wesentlichste Fundament  der weiteren Untersuchung wird nun vom 

~)DB~) der umfassendsten Gruppe (~ in der ~o-Halbebene geliefert. Dieser ))DB>) 

ist bei einiger •bung nicht schwer aufzufinden. Er ist in der nebenstehenden 

Figur dargestellt und hat die Gestalt eines Kreisbogensiebenecks mit sechs rech- 

v 

% 

ten Winkeln und einem Winkel o; als Kreisbogen-Polygon soll dieser ))DB~> kurz 

P genannt werden. Unter den sieben Seiten sind zun~chst die mit s o und s I be- 

zeichneten Gerade, die sich im unendllch fernen Punkte der imagingren eo-Achse 

(wir sagen bei ~ o = i ~ )  unter dem Winkel o erreichen; sie sind die Symmetrie- 

linien der beiden in ~ enthaltenen Spiegelungen co' = -- ~ und co' = - -  co --  42" 

Die fiinf unteren Seiten sind Segmente yon Kreisen, die orthogonal zur reellen 

~o-Achse laufen. Die vier Kreise s~, s4, ss, s 6 sind "gleichfalls Symmetriekreise von 

Spiegelungen d e r  Gruppe 5 .  Schreiben wir unter Trennung des reellen und des 
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imagingren Bestandteils  eo = ~ + iV, so Sind die Ole ichungen  der Kreise u n d  ihre 

Spiegelungen gegeben durch: 

(S~) ~2 + ~]"~-t- 42 ~+ IO . 42 = O , ~o ' = 2 I ~ + I O ' 4 2  ($21), 
- - ~ - - 2 I  ' 

-p.  
(84) ~'2 , - } - ~ f f - l - 2 I ~ - t - 5 : . 2 I  = O ,  o1' - - 2 I ~ q - 5 _ _  " 4 2  , (S .~ l )  : 

- - 2 0 1 - - 2  I 

(85) S"~+~]"9 q - I 4 ~ + 4 2  : O,  fg' - -  7 ~ ° + 4 2  ( $ 7 )  
- - - ~  - - 7  ' 

(s6) ~ +  U "2-'42 = O, ~o' = 4_~_2 ( ~ )  
O) 

Diese Spiegelungen werden weiterhin S~1 , S'21 , S 7 ,  ~¢2 genannt.  Die etwas schwg- 

cher ausgezogene Seite s 3 verbindet  die beiden auf  s,_, und  s~ gelegenen Punkte :  

OJ - -  

und ha t  die Gleichung: 

--35 + . i V ~  --35 + iV~35 
2 3 

~ '+U~+ 3o~+ 5 .42 = o .  

Der auf  s s gelegene Punk t  e~ ist F ixpunkt  einer in (~ enthul tenen elliptischen 

Substi tut ion der Periode zwei, die die beiden durch e~ abgetrennten Segmente 

yon s~ in e in~nder  iiberfiihrt. Der Punk t  e~ und die Substi tution Sind gegeben 

dureh: 

(e.,) t o = - - i 4  + , ; ] f i 4 ,  co' = I 4 ° ) +  5 . 4  2 (8,4); 
- -o ) - - I4  

die Subst i tut ion wird weiterhin St~ genannt .  Die Eekpnnkte  eo, el, ea, e 4 s i n d  

gleiehfalls F ixpunkte  elliptiseher Subst i tut ionen der Periode zwei; die Lage der 

Eekpunkte  und die Subst i tut ionen sind gegeben dureh:  

, - - 4  2 
(eo) ~o = i  V ~ ,  o, - -  , (S~ , ) ,  

¢.0 

(el)  (9 = - -  2 1 -F i ~/~I-I ,  ¢o' = 2 1 o) q- I I . 4 2 , ($21) ,  
- - 0 1 - - 2 I  

(e3) ~o=- -9  + i  g 3 ,  , _  9 ~ o + 2 . 4 2  (&), 
--o)--  9 

(e4) to . . . .  6 + , ' 1 /6 ,  co' -- 60)+42  ($6). 
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Dass P den >>DB>> der Gruppe (4 liefert, ist leicht zu zeigen. Zuniichst befrie- 

digt P age Bedingungen, die die Theorie der automorphen Funktionen fiir den 

~>DB~> einer Gruppe zweiter Art fordert. Die durch P erktiirte Gruppe ~ '  ist 

jedenfalls ein Teller yon @. wiire @' ein >)echter>> Teller yon ~ ,  etwa vom 

Index ~(>  I), so wiirde sich P aus ~ Bereichen ~>DB~> yon (~ aufbauen lassen. 

Einen dieser ~ ~DB~ von (~ wiirden wir durch ~ Substitutionen yon ~ (unter 

ihnen die identische) in alle ~ Bereiche iiberftihren. Die Spitze i oo miisste dabei 

durch alle ~ Substitutionen in sich iibergehen, da sie mit keinem anderen Punkte 

yon P ~quivalent sein kann. Also haben alle ~ Substitutionen 7 = o ,  mithin 

t = I, a = d ~ I ; alle diese Substitutionen sind aber schon in (~' enthalten. Durch 

~thnliche Betrachtungen zeigt man, dass eine nochmalige Erweiterung yon (~ zu 

einer noch umfassenderen ~>eigentlich diskontinuierlichem> Gruppe unmSglich ist. 

Zu einem ~>DB~> der Gruppe erster Art ® gelangt man dadurch, dass man 

dem Polygon P sein Spiegelbild /5 l~ngs der imagin~iren ~o-Achse anffigt. Die 

offenen Seiten yon /~ mSgen den s~, s~, . . . ,  s~ entsprechend sl, ~.~, . . . ,  s~ heissen. 

Dann sind auch die beiden Segmente der Seite s~ einander zugewiesen, n~mlich 

durch die Substitution: 

, I 4 ~ o - -  5 .42 
w-- I4  

Im fibrigen aber sind die Seiten sl, s~, s~, ss, s~ auf ihre beziiglich der imagin~ren 

~-Achse symmetrischen Seiten Sl, S~, s~, ss, % bezogen. Hierbei wird die wichtige 

Tatsache ersichtlich, dass die Gruppe (~ bezw. ihr ,DB,, das Geschlecht p : - o  be- 

sitzt. Dieser Gruppe gehSrt also eine einwertige Funktion zu, die wir unten zu 

bilden haben werden. 

Die ,)DB~) der sieben Gruppe ~1,2,~,6, (~1,2,7,1t, . . .  werden gewonnen, indem 

man dem Polygone P jedesmal in richtiger Weise einen beziiglich (~ iiquivalentea 

Bereich P '  anhi~ngt und die Randkurven, soweit sie nicht Symmetriekreise der 

betreffenden Gruppe ®1,2,~,6 . . . .  sind, dieser Gruppe entsprechend einander zu- 

ordnet. Diese Untersuchung hat  keinerlei Schwierigkeit, braucht aber wegen der 

weiteren Schliisse nicht ausfiihrlich dargelegt zu werden. Von Wichtigkeit ist 

jedoch, sich anzumerken, dass der >)DB)~ der einzelnen der sieben Gruppen erster 

Art ®1,~,~,6,... neben der Spitze bei ~o ==i~  nur noch mit einer einzigen Spitze 

an die reelle co-Achse heranreicht. Ausserdem freilich miissen wir die Geschlechter 

dieser sieben Gruppen kennen. Nun ist der >>DB>> yon ® vom Geschlechte o, 
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und der ))DB>> der einzelnen der sieben Gruppen iiberlager~ ~ den von (~ zwei- 

bl~ttrig mit  Verzweigungspunkten,  die nur  yon den sechs Stellen e~, e.2, ~ ,  es, e4, e5 

herri ihren kSnnen *. An der einzelnen Stelle lieg~ aber dana  und nur  dann ein 

Verzweigungspunkt,  wenn die zugehSrige elliptische Subst i tut ion der Periode 2 

in der betreffenden Gruppe (~1,2, 3, 6 . . . .  n icht  enthal ten is~. Diese Substi~utionen 

sind oben alle angegeben. Man stellt daraufhin  d~s Geschlecht p = o bei ~i ,  8, ~,,~ 

u n d  ®~, ~, ~, ~ lest, w~ihrend die fi inf iibrigen Gruppen das Geschlecht p ~ I haben. 

t3ber dem >)DB)> yon ®1,~,1,,~ lager~ derjenige yon ®~,~----®~- zweibl~ttrig mit  

sechs Verzweigungspunkten,  so dass wir tats~chlich zu p = 2  kommen. Endlich 

lagert  iiber dem ~)DB>> des Geschlechtes 2 yon ®~- derjenige yon ®T zweibl~ttrig 

mit  vier Yerzweigungspunk~en, so dass man, wie es sein muss, zu p :  5 gefiihrt  

wird. Von [nteresse is~ hierbei nament l ich  die Lage der zuletz~ genannten  vier 

Verzweigungspunkte,  weil sie, wie oben bemerkt,  die ))singul~ren M o d u l m ) f i i r  

die vier Formklassen der Diskr iminante  D==- -168  liefern. Es handel t  sich um 

die vier mi~ ~o = i ] ~  beziiglich ® ~quivalenten Punkte  am Runde des >)DB>> 

yon ®~-: 

w--- i 1/-~,  w = S~ (~ 'V42)=  - - 6 . 4 2 +  iV42, 
~7 

w ~ex (gl/-42) - - I I . 4 2  + i l / ~  - - x 3 . 4 2  + i ] / ~  
= - , = s .  ( i  g4 ) = 

23 31 

Diese vier Punkte  liefern als repr~sentierende Formen der vier Klassen der Dis- 

kr iminante  D = - -  I68: 

(I, O, 42) ,  (I7, I2 .42 ,  89 .42), (23, 22.42,  22I .42), (3 I, 26.42,  229 .42). 

Die drei letzten, nicht-reduzierten Formen sind bezw. mit  den reduzierten Formen 

(3, o, I4), (2, o, 2I), (6, o, 7) ~quivalent. 

Die bisher mi~ 5~t, $1,, S~, S 6 und  S~ bezeichneten Subst i tut ionen sollen 

f o r t a n  der  Kiirze halber S, T, U, V und W genannt  werden; fiir S~ wurde 

diese Bezeichnung schon oben gebraucht.  Man spalte weiter eo in den Quo- 

t ienten oJ, zweier Variublen col, c% und schreibe die Subst i tut ionen S, T, U, V 
¢o 2 

und W homogen yon der Periode 2 so: 

Man fasse in bekannter  Weise die ,,DB,, nls geschlossene Riemannsche Fliichen auf. 

e2 is t  der zu e2 beziiglich der imagin~ren Achse symmet r i sche  Punkt .  

34--2822. Acta mathematica. 52. Imprim~ le 7 octobre 1928. 
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(S) / ~ /2I  ¢0 1 . . . .  2 1 6 0 1 +  11.4260.2,  ~1 210}.o 0.1 t 210)2, 

(T) i1/~4~o'1 ~ 14°}1 + 5 . 4 2  o~ . , ,  i V - I 4 w '  ~ wl I4O3, 
! 

(U) i V 3  w ' , = 9 w i  + 2.42o).2, i V 3  0 ) , = ~ - 0 , , - - 9 ¢ % ,  

(V) iV6- ~o'~=6o& + 42w~, i ] / 6  ~o~ w,--6w~2, 

(W)  i ] / 42  w ,  = 42 ~% i 1/42 ~o~ - -  ~ 0 1  

Z u r  Herstelluno. von Funkt ionen  der erklgrten Gruppen kniipfen wir an 

die bekannte ganze Modulform erster Strafe ( - - I2 )  ter Dimens ion:  

av 

( 2~'1~_ ]~(__q2,,) '~, ,  q e~,~ 
' ,  2 / n - - I  

die i m  ~DB~> der Modulgruppe nirgends unendl ieh wird und nur einen Nul lpunkt  

erster Ordnung hat, n~mlieh in der Spitze ~o~i¢¢  des >>DB>>. Setzen wit: 

P )  H t = H t ( w j , w 2 ) = H  ~,co.~ , t =  I, 2, 3, 6, 7, I4,21,42 , 

so gewinnen  wir zuniiehst fiir die Transformationsgruppe ®T die aeht ggnzen 

Modulformen z/~ = H,  H~, ~&, z/~, H~, H~ ,  H.~, z&.~. Die Wirkung  der homogenen  

Subs~itutionen S, I', U, . .;. auf diese Modulformen s~ellt man leieht  dh~eh Reeh- 

n u n g  fest. Die Ergebnisse der Reehnung  gehen aus fo lgender Tabelle hervor: 

d l  " 

J.2 

d~ 

H6 

H7 

~¢14 
d 

J o  I 

S T U V : W i ~  

2 1 - 6  . d.2 t I4 --6`. J i 4  3 - 6 .  Ha 6--6" J ~  4 2 - 6 .  J a ~  

2 1-6 .  Ha._, 2~. 7 , ~ .  d7 3 - 6 . H 6  2¢. 3 - 6 .  H.~ 26 .2I - -6 .  H~, 

36.7--6:H7 14--6. Ha.a 36 ./~1 2 - 6 . 3 g .  H.2 36. 14-6 ./Jj4 

3 6 • 7 -~ .  Hj~ 26 . :7 ,  6 . H~, 3 6 • d.2 6 6 • H1 66 • 7 -~ • H7 

3 - 6  " 7 6 '. H8 2 -6 . 76 . H,, 

3 -6  " 7 G . H 6 14 6 . A t 

216 • fJl  2-{~ • 7 ~ - H~ 

3 .-6 . J . q  

3 -6 . J ,2  

3 6 ' J 7  

6--6 • ~42 

2% 3 - "  . A ~  

2 -6 . 36 . H,~ 

6 - 6 . 7 6 .  J 6  

3 - 6 .  14 6 • J a  

2 - -6 .  216..2/~ 

. . . . .  2 16 . J ~  I46  - J 8  36 . d , ~  6(; - J 7  4 26 ' J l  

42 

2I  

14 

7 

6 

3 
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In der letzten Spo, lt~e sind die Ordnungen der Iqullpunkt~e der Formen ~/~, J .~ , . . .  

in der Spii~ze ~o=io¢ des ))DB~) der Transforma~ionsgruppe (~T hinzugefiigt~. 

Durch Zusammensetzung zweier Substitmt~ionen ergiebt sich aus vors~ehender 

Tabelle weiter folgendes Verhal~en der At; 

S .W,  U .V  S .U,  V . W  

zll 

,do 

2 - 6  . zJo 7-- 6 . d ~  

2 6 . "~1 

2 - 6  ' z J  6 ' 

20 . J ~  

2--6 " "~I4 

7 ~° . ~/~ 

7 - 6  ' ~21 

7 -6 . /J~ 

7 6 " ~1 J 7  

d14 2 G - d 7  76" d ~  

d. ,  1 2 =  6 . ~4~ 76 . d ~  

d ~  26 .  d ~  76 . d ~  

Fiir die sieben Gruppen (~)l,t finden wir je vier Moduiformen: 

@1, 2, all. ~/2, d~. d6, 

~1,  ~, dl  • J 3 ,  d~. ~/~, 

®1, 6, ~/1 • JG, d~..4~, 

®1, 7, J~ .  f 6 ,  J-2. d ~ ,  

~I ,  1~, "~I '  '~14, z~2' ~ 7 '  

(~1, 21, ~1"  ~21,  .J2.  zJ42 , 

~,~o, ~ .  ~%, ~j~. ~,~,, 

J7 J ~ ,  

L/~ ~ ,  

d~ dT,  

~ ~ ,  

~ 6  ZJl"4 ' 

d6.  dT ,  

und ebenso fiir die sieben Gruppen ®~,2,3,:6,,.. je zwei Modulformen: 
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(~1, 2, 3, 6, d l  ,:~¢2 ~3 z l  6 , -~7 d14d21 ,~42 , 

(~1, 2, 7, 14, d l  d 2  d7  dl , ! ,  d 3 d 6 d 2 1  d42 , 

(~1, 3, 7, 21, ZJl d:.~d7 ~J21 , d2  d6  ~/A114 d42 , 

(~,6, L ~ ' ~ ,  d ~ d ( ; d ~ d ~ ,  d ~ d ~ d ~ d o t  , 

Bei A.usiibung e ine rn ich t  zur einzelnen Gruppe (~1,~,,~,~,... gehSrenden Substi- 

tution der Gruppe ® tauschen sich jedesmal die beiden Modulformen aus unter 

Hinzutrit t  yon numerischen Faktoren; und zwar handelt es sich unseren sieben 

Gruppen entsprechend um folgende sieben Substitufionen der Periode zwei: 

( ~  % , ~ ) '  = 

( d ~ d ~ d ~ d ~ ) '  = 

(d~ d.~d~ d~t)' = 

(~, . 4 j . ~ j  = 

7 -~4 ('J7 d ]  4 d21 A]45) ' 

3 -~(~,.~,o~,~, ~q~), 
(~'~'~ ~'~ ~':4), 

(d,~d6 d7  d:~l), 

( ~  ~ ~4~ ~4)'  - (.J~ &~ ~ ,  ~_~), 

Man bride jetzt bei der einzelnen der sieben Gruppen (~1,2,3,6, . . .  den Quo- 

tienten der beiden ihr zugewiesenen viergliedrigen d-Produkte,  indem man das 

zweite Produkt zum Z~hler und das erste zum Nenner macht. Man gewinnt, so 

automorphe Funktionen: 

(s) J l  d2 ~/3 J6 Jz ~ d7 J14 

dieser Gruppen, die nur in den Polygonspitzen verschwinden und unendlich wer- 

den kSnnen. Der einzelne >)DB~) hat  aber nur zwei solche Spitzen, yon denen 

eine bei ~o=io~ liegt. Hier finder sich jedesmal der P o l d e r  Funktion (5), und 

zwar stellt man aus den Anfangsgliedern der Reihen fiir die d leicht fes~, dass 

die Pole der sieben Funktionen (5) bezw. die Ordnungen 72, 48, 35, 32, 24, I6, 

I2 haben. Die jeweils in der zweiten Spitze liegenden Nullpunkte h~ben dann 

die gleichen Ordnungen. 
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Vom Geschlechte  o sind nun  die Gruppen  (~,, 3; ,4, 42 und  ®,, 6, ~4, 2, . Bei der 

ers ten dieser Gruppen  ist demnach der Quot ien t  (5) die 24  ste Potenz  einer  ein- 

wer t igen Funk t ion  g(~o), be i  der zweiten aber der zugeh5rige Quot ient  (5) die 

zwSlfte Po tenz  einer  e inwert igen Funk~ion h(w). Fiir die beiden Gruppen ff31,~,14,~ 

und (~1,6,14,21 des Geschlechtes o hat man einwertige Funktionen in: 

24 
|/J~J~JTJo, 

((~'1,3, 14,42), g(o)) : ~/ ~ r _ ] - ~  , 

12 

' "~1 zJ6 ~ 1 4 ~ 1  

wo die Wurzeln au f  der imagindren ~o-Achse reell und positiv genomnwn werden 

sollen. Benutz t  man  als EntwicklungsgrSsse:  

1 ~ z o )  

x = q'~ = e -~i-, 

so gewinnt  man aus der bekannten  Potenzre ihe  fiir die 24 ste Wurze l  aus d foi- 

gende Re ihen  fiir die beiden Funk t ionen  g(w) und h(eo): 

(6) / g ( w ) : - x - ~ +  I + x +  3x'~+ 3x~+ 4x4+ 7x~+  ... ,  

(h(ro) = x - l - -  2 -F x +  ~ + -X---2x4-t- 4x5-t - . . . ,  

wo durch  die S te rnchen  auf das Ausfal len der Potenzen  x ~' und x 3 aufmerksam 

gemacht  wird. 

Durch  die Subst i tu t ion S wird g2~ in g-~4 t ransformier t .  Also t rans formier t  

S die Funk t ion  g(oJ), abgesehen yon einer  mul~iplikativen 24 ~ten Einheitswurzel ,  

in ihren rez iproken Wer t .  Da  aber  g ( - - 2 I  +i] f~II)  reell  (und negativ) isk so ist 

diese Einhei tswurzel  gleich I: 

( 2 I ~ I I . _ 4 2 /  : I , 
(7) g I g(,o) 

Genau so zeigt  man  die Gleichung:  

( - j )  , (8) h - -  h(w)'  
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Hiernach hat man in :  

zwei einwertige Funktionen der Gruppe (,~, fiir die man aus (6)die Reihen finder 

(9) 
~f(o)) = x - - l - [  - I q- 2,~C-[- 2x2+ 3xa+2x4+9xS+ ..., 

= 2 + 2x+2x + 3x + 

Hiermit hat  man eine bemerkenswerte Best~itigung der bisherigen Sehluss- 

weise gefunden. Die beiden einwertigen Funktionen f(co), f ' (w)  haben iiberein- 

stimmend ihre Pole (erster Ordnung) in der Spitze co-i¢¢ des ~)DB~, der Gruppe 

(~ und haben iiberdies die gleichen Anfangsglieder x -~. Sie sind demnaeh bis 

auf eine additive Konsgante identiseh. Die Reihen (9) best~tigen dies und liefern: 

f'(oJ) = f(oJ)-- 3 . 

In der teunktion f(~o) (die wir bevorzugen) haben wit die fundamentale automorphe 

Funktion gewonnen, die den Entwicklu,ngen iiber die Transformation 4 2"t"È Grades 

der elliptic'chert Funktionen zugru~de zu legen ist, und nach deren Adju~ktion die zu- 

gehSrigen Modular- und Multiplikatorgldchungen dutch Wurzelziehungen 15sbar sin& 

Die Funk~ion : 

( IO)  g (co) -= I ( f +  1/f.~_ 4) 

ist fiber f verzweigt an den beiden Stellen f ( . 6  + i ] /6 )  und f ( - - z I  ÷ i ~ ) ,  da 

die beiden Substitutionen S und V nicht in der Gruppe ®1, 3, ~4, 42 enthalten sind. 

Ebenso erweist sich die Funktion: 

(1i) h(,o) = ~ ( f - -3  + 1 / ~ - - 6 f  + 5) 

an den Stellen f ( i ~ )  und f ( - - 9 + i ] f 3 )  verzweigt. Auf diese Weise finder man 

folgende Eckenwerte der Funktion f(o~): 

(12) f ( iV42)=5 ,  f ( - 6 + i V 6 ) = 2 ,  f ( - 9 + . i V 3 ) - - -  I, f ( - 2 I  + i V Y ) - - 2 .  
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Um den Wert  f ( , I 4 + i l f ~ 4 )  der Funktion f(eo) im Punk~e e.2 zu bestim- 

men, benutzen wir den Umstand, dass nach >>E. F.>> II ,  44I:  

I"2 

V d.~ d r 
d l  d~l 

eine Funl~ion der Transformationsgruppe des Grades 2I, also a u c h  unserer 

Gruppe @T ist. Da letztere durch W in sich transformiert wird ,  so gehSrt 

zur (~ r aueh: 

~ "~14 ~ 6  
zt42 z/~ ' 

damit aber aueh die Funktion: 

] '2 

k(¢O) Zj l ,~2  ~21 ~42 , 

die auf der imagin~ren ~o-Achse reell und positiv genommen werden soll. Naeh 

den obigen l%ststellungen haben wir bier eine dreiwert ige Funk~ion der Gruppe 

(~1,2,~1,42 gewonnen mit einem Po le  drif ter  Ordnung in der Spi{ze i ~  und e~nem 

lgullpunkte der  gleichen Ordnung in d e r  zweiten, bei c o - = -  14 gelegenen Spitze 

des zugeh5rigen >>DB>>. Gegeniiber T erfiihr~ diese Funktion die Transformation: 

k (I4¢O -t- 5 • 42 / 
\ - - ~ - - I 4  l = k - ~ ) '  

wo e , e ine  zwSlfte Einheitswurzel isL Die letztere kann man zwar  auf Grund 
12 

des bekannten verhaltens yon |Z~(~ol, w2) gegeniiber den Substitu~ionen der 

Modulgruppe Zu i besLimmen. Doeh haben wir diese Tatsache zuni~chs~ nicht 

nStig und kSnnen sie hinterher ohne weiteres aus unseren Formeln ablesen. 

Jedenfalls haben wir den Ansatz: .... 

8 
(i 3) k +: k(o,) = 9 a f  + b f +  c 

mit drei noch unbekannten Koeffizienten a, b, c; es steht, ngmlich links eine drei- 

wertige Funktion der Gruppe  ® mit dem Anfangsgliede x -8 der Reihenen~wick- 

lung. Die ersten sechs Glieder der Reihe fiir die Funktion (i3): 
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k(~o)+ ~ - - x - : * + 2 x - ' + 7  x 1-1-I2- r31x+52x '°+  -.. k(co) 

werden ausschliesslieh yon der ersten links stehenden Funkt ion  k(eo) geliefert. 

Triigt man  in (I3) rechts fiir f die Reihe (9) ein, ordnet  nach ansteigenden Po- 

tenzen yon x und vergleicht die Koeffizienten rechts und links, so folgt :  

3 + a = 2 ,  9 + 2 a + b = 7 ,  I 9 + S a + b + c - t 2 ,  3 9 + 8 a + 2 b = 3  I, 

66+  I 4 a +  2b- -  52. 

Die ersten drei Gleichungen liefern a-~-- --  I,  b ~ o, c =  --2;  die beiden letzten 

Gleichungen bestgtigen die fiir a und  b gewonnenen Werte ,  wghrend der W e r t  

f i i r c  sogleich auf anderem Wege best:~ttigt wird. Dass e reell sein muss, folgt  

je tzt  bereits aus der Realiti~t yon a,  b, c. Setzen wir aber e =  + I ,  so ist die 

Diskr iminante  der fiir k quadrat ischen Gleichung (I3): 

( 9 - - P -  2) Y 4.  

Nun gehSrt die Substi tut ion U der Gruppe G51,2,21,~2 nicht  an, so class k als 

Funk t ion  yon f an der Stelle f ( - - 9 + i ] / 3 )  = I verzweigt ist. Also verschwindet 

die Diskriminante  fiir f =  I, so dass das obere Zeichen gilt  und  der W e r t  c = --2 

besti~tigt ist. Durch Wei terentwicklung der eben genannten  Diskr iminante  finder 

man als Ausdruck der Funkt ion  k in f :  

k(w) = I 2 (.]"a--f~-- 2 + f ] f ( f - -  I)(f--2)(3'"~ + f +  2)), 

wo auf  der imagingren ra-Achse das positive Zeichen der Wurzel  gilt. Das 

Geschlecht p =  I der Gruppe ~1,2,~1,42, ebenso der Verzweigungspunkt  bei 

f ( - - 6 + i V ' 6 ) = 2  bestgtig~ sich. Zugleich finden wir die noch unbekannten  

Eckenwerte : 

(, s) ,4  + = - '  
2 

als Wurzeln  der quadrat ischen Gleichung p + f +  2 = 0 .  

Es ist  jetzt  mSglich, in jedem Falle die zu f zu adjungierenden Quadrat- 

wurzel anzugeben, um yon ® zur einzelnen der iibrigen oben genannten  Gruppen 

aufzusteigen. Fiir die beiden Teller des Geschlechtes o yon (~ ha t  man die 

folgenden Wurzeln  zu adjungieren:  
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(~1, 3, 14,, ~:2, gf2"--4 = V(J'+ 2)(f--2),  

(~1, 6,1,, 21, V - f 2 - 6 f +  5 = V i d / - -  I )  ( f - - 5 ) ,  

273 

fiir die iibrigen Teiler des Index 2, die s~mtlich p :  I haben: 

(~1, 2, 3, 6~ 

(~1, 2, 7, 14, 

(~1, 2, 21, 42) 

(~1, 3, 7, 21, 

g j  "~- 2 f  ~ -  i i f  ~ - 1 6 f -  20 = V ( f +  2)(3"- 5) (f" +f+ 2), 

l / f  4 -  6 f  6 + i f ' +  24f- -  20 

I l ls - -  2 f  ~ + f 2 - - 4 f  + 4 

V f ' -  6f6 + 5 f " -4 f+  20 

V f ~ + 2 f 6 + f 2 -  4 

= V-(f+ 2)(f--  I)(f--  2)(f-- 5), 

= ] ' /(f-- I ) ( f - -  2) (f2 + f +  2), 

= V (¢'--2)(f-- 5)(f~ + f +  2), 

= l / ( f +  2)(f--  I)(j'-~ + f +  2). 

Um zu den Teilern des Index 4 zu gelangen, kann man jedesmM zu f drei 

Quadratwurzeln adjungieren, yon denen sich iibrigens jede in den beiden an- 

deren nnd f leicht rational darstellt. Das Niihere entnehme man aus der Zu- 

sammensteKung: 

(~1, 14:, V-(f+ 2) ( f -  2), 

(~1, 42 

(~1, 6, 

(~1, 21 

(~1, 2, 

(~1, 7, 

It(f+ 2)(f-- 2), V (f+ 2)(f- I )(j'2 +f+ 2 ) '  

V (f-- I)(f-- 5), V (f+ 2)(f-- 5)(f 2 + f +  2), 

g (f-- I ) ( f ~ ) ,  Y(J'-- I)(f-- 2)(f2 _[_f+ 2), 

]/-0"+ 2 ) ( ~  I--I)(f-- 2)(f-- 5), ]/(-f+ 2)(f-- 5)(f2 + f +  2), 

V-(f+ 2)(f-- i)(f-- 2)(f-- 5), ]/(-f+ 2)(f-- I)(9 + f+  2), 

V (f--- i ) ( j : -  5), V ( f +  2 ) ( f -  i ) ( f - -  2)(j'-- 5), 

V-(f+ 2 ) ( f -  5)(9  + f +  2), V ( f - 2 ) ( f - 5 ) ( f  2 + f +  2), 

V- ( f -  i ) ( f -  2)(f '~ + f +  2), 

] / i f +  2)(f--  I)(J e + f +  2), 

V~(f-- 2)(f - 5)(f ~ + f +  2), 

1 / i f - -  i)(f--2)( 9 + f +  2), 

V i f -  2 ) ( f - -5 ) (9  + f +  2). 

Am einfachsten gestalten sich die Verh~ltnisse bei der Gruppe (~1, 14. Da 

sich f r~tion~l ~us ] / f~- -4  und V f ~ - 6 f +  5 berechnen l~sst, so sind die ~uto- 
morphen Funkt ionen dieser Gruppe r~tionul in den beiden genannten Wurzeln 

dars~ellbar. Fiigt man uuch noch f hinzu und setzt: 

f =  X ,  V f 2 - 4  = Y,  V f ' 2 - 6 J  "+ 5 -= Z, 

so bestehen die beiden Relutionen: 

X ~ "  y " - - 4 = o  , X " - - Z ~ - - 6 X + 5 = o .  

3 5 - - 2 8 2 2 .  Aeta ma2hematica. 52. Imprim6 1o 8 octobre 1928. 



274 Robert Frieke. 

Deutet man X, 32, Z als rechtwinklige Raumkoordinaten,  so erschein~ dureh 

unsere Funktionen der >>DB>> yon (~1,1~ auf eine Raumkurve vierten Grades erster 

Spezies abgebildet. Es liegt also das Geschlecht p -~  i vor, was man auch am 

,,>DB>> leicht besti~tigt. Die algebraische Behandlung des Transformationsgrades 

42 ges~altet sich hiernach am einfachsten etwa so: Zur Hauptfunklion f(w), yon 

der man auszugehen hat, ist zunSchst die Quadratwurzel 1/f"--4 zu adjungieren, 

wobei das Geschlecht p = o  bestehen bleibt, sodann V S ~ - 6 f  +5, was z u p =  I ff~hrt, 

endlich etwa 1 / f ~ + 2 p + f ~ - - 4  oder eine der auderen Wurzeln mit dem xWaktor 

(f2 + f + 2) im Radikanden, was zur Transformationsgruppe mit p =  5 hinfiihrt; die 

Funktionen der ®T sind ah'o rational darstellbar in: 

(16) f ,  I/3""--4, l / j 'a--6fSr5 , I / - j i + 2 f a + f ' e - - 4  

oder auch in den drei Wurzeln allein, da man f dutch die beiden e~vten rational 

ausdriiclcen kann. 

Zu den Klasseninvarianten der Diskriminan~e D = - - 1 6 8  gelang~ man .]etzt 

durch folgende ~berlegung: Nach >>E. F.* II,  44I i i s t :  

1 2  

(17) q@o) = [ J 1  J , l '  

wie sehon oben benutzt wurde, eine Punk~ion der Transformationsgruppe des 

Grades 2I, also auch unserer bier vorliegenden (~T; auf der imagingren w-Achse 

soll die zwSlf~e Wurzel wieder reell und positiv genommen werden. Dieser 

Gruppe gehSrt demnach auch die Funktion: 

8 )  = 

an. Das Produkt  dieser beiden Funk~ionen: 

1 2  

(19) 99(o9)99- i /  d i  J 2  J o, J4.a 

bleibt bei der Substitution W unveri~ndert, aber auch bei der Substitution S. 

1 Daselbst ist die Transformationsgruppe ffir den n ten Grad dutch 7 ~ o  (mod n), nicht wie 
hier durch ¢?~o (rood n) erkl~irt, was einige untergeordnete Ab~nderungen in den Gestalten der 
Formeln zur Folge hat. 
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Sie kSrmte ni~mlieh be i  dieser Substitution hSehstens Zeiehenwechsel erfahren, 

wiirde dann aber im Fixpunkte ~ o = - - 2 I  +i ] /~I I  yon S verschwinden, was jedoch 

nieht tier Fall is¢. Die Funktion ( I9 )geh5r t  also zur Gruppe ®1,~,21,~2, undzwar  

hat sie, wie aus einer oben gemaehten Angabe folgt, in der Spitze ~o=i¢¢ des 

zugeh5rigen >>DB>> einen Po!  drif ter  Ordnung, mithin in der anderen Spitze einen 

Nullpunk~ der gleichen Ordnung. Gegeniiber der Substitution T geht die Funk- 

tion (I9) bis auf eine multiplikative zwSlfte Einheitswurzel e in ihren reziproken 

Wer t  fiber. Daraufhin beweist man leicht die Beziehung: 

Es steht ni~mlieh hier links eine dreiwertige Funktion der Grupp e ® mit einenl ~ 

Pole drifter Ordnung im Punkte co = i ~ ,  also eine ganze Funktion dritten Grades 

yon f ,  ffir welche man durch die erstei1 drei Reihenglieder den rechts stehenden 

Da f(co), ~(~o), ~ v ( ~ ) . a u f  der imaginiiren ~o-Achse reell Ausdruck feststellt. 

sind, so ist e notwendig gleich + I  oder - - I .  Wiire  e :  -- I, so hi~tte die Funk- 

tion (I9) im Fixpunkte ~ o = - - I 4 + i V ~ I 4  yon T den Wert  _+i, mithin die linke 

Seite der letzten Gleichung den Wer t  + 2i. Dagegen  haben f u n d  die rechte 

Seite der letzten Gleichung daselbst die Werte:  

f _ _  -- I -~ "i ] ( ; ,  f3  _ _ f ~  2 = 2. 
2 

Hiernach ist e - - I ,  and man finder: 

Eine Bestiitigung der Schlussweise zieht man aus der Berechnung der Funktion 

(I9) selbst. Man finder niimlich: 

(20) 

mit einer auf der imagini~ren ~)-Achse positiV zu nehmenden Quadratwurzel. 
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In der Tat musste sieh eben diese Quadratwurzel bei der bier vortiegenden 

Gruppe (~1, ~, 21, ~ einfinden. 

Welter finder mun dureh Quotientenbildung aus (17) und (I8): 

~(~) 
- F = 

I 
= 2 ( 7 - 3  + gf'~-~f+ 5), 

wo die Quadratwurzel auf der imagini~ren Achse wieder positiv zu nehmen ist. 

Durch Multiplikation dieser Gleichung mit (20) und Ausziehen der Quadrat- 

wurzel folgt: 

12 

(~) ~(~') = v g i J ~  = 

= ! V ( f -  3 + V f - 6 ) % ~ ) ( 9 - f ~ -  2 + f  V f  ~ -  ~f~ + f ~ -  47+  4), 
2 

wo auch die ~tussere Wurzel auf der imagin~ren w-Achse positiv genommen wer 

den soll. Man kann das Ergebnis auch in die Gestalt kleiden: 

q~(~o) ~/ ~ -  3 + V f ! - - S f +  5 . f 3 - - f  '~-2 + . f V . f 4 - - 2 f  ~ +.f~-- 4 f +  4 
2 2 

/ 3 "2 '4 - f - 3 - V ~  s f - , t  - 2 - f Y f  - 2 f + f ~ - 4 f + 4  

Die Beziehung der Funktion f(~o) zu der beim siebenten Transformations- 

grade auftretenden Funktion: 
6 

ist nach >>E.F.~> II,  4431 die folgende: 

Z ( W ) = 4 ~ o ( ~ - - 3 4 .  V ~ - - 6 ~ - - I 9 ) 2  , ~ = ~ o +  I - ,  

i Es handel t  sich um die Gleichung (2o) daselbst, in der v und  v~ durch (p und  Z zu erset- 
zen sind und die Quadr~twurzel a hier (wegen der ver~nderten Auswahl  der Transformationsgruppe) 
das positive Vorzeichen haben  muss. 
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WO die Wurzel auf de r  imaginiiren co-Aehse wieder positiv zu nehmen ist. End- 
lich ist nach (4 I) in >>E. F.~> II, 398 die Darstellung der ]godulfunktion erster 
Stufe j(oJ) in Z die folgende: 

(24) ,,(09) = (Z q- 49__{_ I3 ) (Z q-5q-~2~I~) a (Z q- 5--~2II)  3" 

Die Bereehnung der Klasseninvariante j(il/~) ist aus (22), (23) und (24) 

sofort zu leisten, indem man f ( i l / ~ ) = 5  eintri~gt. Man h~t zungehst: 

I 
q~(il/42)-~-P49+201/6-~- 5 + 2 V 6 ,  ~--~ 5--2]/-6, 

womit sich die erste der Irrationalit~ten einfinde~, die naeh der Weberschen 
Theorie bei der Diskrimin~nte D = - - I 6 8  zur Trennung der Geschlech~er dienen. 

Welter finder sich ~us (23) der Wert  ~p ( i~z~) :  zo und damit weiter: 

Z ( iVY) 7 (5 q- 2 ]/6) ( ] / 7 ~  V3)  ~ - = 7 ( 5  +2V6)  5 +]/-27I ' 
2 

1/'71 z(iV~)49 7 \ ~ / = 7(5 _ 2 ] / ~  ) 5--2 

Hier tritt die zweite zur Trennung der Geschlechter noch nStige Irrationalitgt 

1/2-~ - uuf, die (nuchdem bereits 1/6- adjungier~ war) die nach Weber nStige Ir- 

rationalitgt 1/~4 ersetzen kann. Welter gewinnt der erste Faktor in (24) rechts 

fiir w ~ i l / ~  den Zahlwert: 

Z + 49 + i3 = I88 + 4 2 ] / ~  = (I5 +41/I4)  (6-- l / ~ )  a 
Z 

~--~ (i 5 +4V-I4) (4-- ]fi4)3 (5 + ]/-I4) 8, 

wo der erste F~ktor rechts die Grundeinhei~ des quudr~tischen KSrpers ({R, 1/~44) 
ist, wi/hrend die Basen der beiden dritten Potenzen Primf~ktoren yon 2 und I I 
in diesem KSrper sind. 

fiir . ,=iV4~: 
Die Basis des zweiten F~k~ors in (24) rechts ergieb~ 

Z + 5 + 1/2~ _ 21/6-(7 + 31/6) 5 + ~F~-I 
2 2 
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wo die Zahl in der Klammer der eine Primteiler yon im KSrper ({R, 1/6) i st 

und der letzte Faktor d ie  Grundeinheit  des quadra~ischen KSrpers (~, VzI )da r -  

stellt. Die Basis des letzten Faktors in (24) rechts 'ha t  fiir ~o= i l /42  den Wert:: 

Z _t_ 5 - -  ] ~ I I  5-q--V-2i 93+2SV-6--51/2  i 
2 2 2 

/ 

wo der zweite Faktor eine ganze Zahl des biquadra~isehen KSrpers: 

(a, gg, ':u) 

ist. Endlich lgsst sich die Klasseninvarian~e j(iV42) selbst so darstellen: 

j ( i V ~ ) = ( I S + 4 V ~ )  5+- ~ii [(i8+71/-6)(6 |/-7~)(93+281f~5- 51/-27)]~, 

wobei die Faktoren, die Einheiten darstellen, vorangenommen sind. Insgesamt 

bilden die vier Klasseninvarianten der Diskriminante D . . . .  I68 vier positive, 

die Ungleichungen : 

befriedigende ganze Zahlen des biquadratischen KSrpers ({R, 1/6, lf~4). Aus dem 

bereehneten Werte yon j ( i V 4 2 ) g e h e n  die drei anderen Klasseninvarianten her- 

vor, indem man in den drei Arten je zwei unter  den Wurzeln If6-, 1/I414, 1/27I 

im Vorzeiehen wechselt. Man gelangt zu folgenden Werten:  

° 

[(I 8 . 7  I/6) (6=- V~)(93 -- 281/'6+ 5 V~-)] 3 , 

[(I 8 -- 7 V6) (6 + ~44) (9 3 -- 2 8 ~ 6 - - 5 V ~ ) ]  8 , 

[(I 8 + 7 ~6) (6 + VI4)(93 +28 ] / 6 +  5 ]/2~)] 8. 

Ffir die dekadisehen Logarithmen finder man: 
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log 123 = 3"2375436, 

3"2740571, D - 

• . 2 I  

5"8925155, 
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8"8398072, 

l og  j (il/42) -= 17'6843276, 

entsprechend den eben angegebenen Ungleichungen. Die ganzzahlige biquadra- 

tische Klassengleichung selbst aufzustellen, ist wegen der Gr5sse der Koeffi- 

zienten umst~ndlich. Beispielsweise ist das Absolutglied dieser Gleichung gleich 

2 "~4 . 312 . 515 . 11G . IOI 3, also eine 36-ziffrige Zahl. 

Bad tIarzburg, den 3 ten August 1928. 


