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UBER EIN SYSTEM
LINEARER PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

VON

I. HORN

in REHBACH.

In den folgenden Blattern wird die Aufgabe in Angriff genommen,
die Untersuchungen des Herrn Fucms uber das Verhalten der Integrale
linearer Differentialgleichungen in der Umgebung der singuldren Stellen
(Crelles Journal, Bd. 66) auf Differentialgleichungen mit mehreren
Verianderlichen auszudehnen. Da die Arbeit Ripmann’s tiber die durch
die Gauss'sche Reihe F(a, B,y , ) darstellbaren Functionen (Abhand-
lungen der Gottinger Gesellschaft der Wissenschaften 1857) das
Vorbild fiir die allgemeine Theorie der linearen homogenen Differential-
gleichungen abgegeben hat, so liegt die Frage nahe, ob eine Function
zweier Veranderlichen z, y durch ihre Unstetigkeiten und ihre Verzwei-
gungsweise in #hnlicher Weise definiert werden kann, wie es RieMaXNN in
der angefithrten Abhandlung fiir eine Function einer Veranderlichen gethan
hat. Diesen Weg hat Herr Picarp (Annales de 1'Ecole Normale
1881) eingeschlagen, indem er eine Function z von z und y durch fol-
gende Bedingungen definierte: Die unendlich vieldeutige Function z besitat
drei linear unabhéngige Zweige ¢, 2, , 2,, durch welche sich jeder Zweig
als lineare homogene Function mit constanten Coefficienten

2= C,2, + ¢,2, + ¢,2,

ausdriicken lisst; sie verhalt sich nur an denjenigen Stellen (z,y) sin-
gular, welche einer der Gleichungen

== O, Yy = o, x = 1, y =1, r=00, Y=00, =Y
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114 I. Horn.
geniigen. In der Urﬁgebung der Stellen

I) r = 0, ?/=b; 2) r=a, Y = O
3) =1, y=1b 4) w=a, y=1;
5) x==00, y=b 6) z=a, Yy = 00;

7) r = a, y=a,

wo ¢ und b beliebige Grossen mit Ausschluss von o, 1, co sind, sind je
drei linear unabhéngige Zweige von folgender Gestalt vorhanden

I) ‘:0" C1'9 x1+'@'—7’<‘2’;
2) '43 ’ ’Cl ’ ?/lH;—Tng’
3) 0”7 1”7 (56 - I>T—a—ﬁ‘/:2”7

4) " e (y — I)Y_ﬂ—ﬁ’”:w

1 ¢ 10 I ﬁ 11’ I ﬁ 1’7

GremG)an e
I all I ﬁ' [ ﬂ’l!l

o) ;) e () e () e

7) &G (@ _y)l_ﬁ_ﬁ";?

hierbei sind simtliche { Potenzreihen und zwar bez. der folgenden Va-
riablen

1) z,y—b; 2) r—a,y;

3) #—1,y—b; 4) T—a,y—1;
1 ‘ 1

5) —,y—1b; ) #—a,_,

7) z—a,y—D>.

Herr Prcarp zeigt, dass die so definierte Function, welche in eine der
von Herrn Pocmmamuer (Crelles Journal, Bd. 71 u. 78) behandelten
hypergeometrischen Functionen ubergeht, wenn man eine der beiden Va-
riablen als constant annimmt, das allgemeine Integral eines gewissen
Systems linearer partieller Differentialgleichungen bildet. Zu derselben



Uber ein System linearer partieller Differentialgleichungen. 115

Function gelangte zuerst Herr Arpein (Comptes Rendus, 1°* semestre
1830 und Liouvilles Journal 1882) durch Verallgemeinerung der
Gavss'schen hypergeometrischen Reihe; er zeigt, dass die Reihe

Y] H + ) 2 T 5 1
F(“ ’ /’); Br,x, y) :z ((6;,’:1 ¥ :?)(('f,:;%?’ :Z))x i (nyn=0..0)

— esist (@, m)=ua(a+1)...(6¢ +m—1);(¢,0) =1 — welche far
|z| <1,|y| <1 convergiert, den Differentialgleichungen

st D) Y — D)t [ — o f o+ D E— pyE — g =,

2ady
% 2% ' 9z
A5 — ) (8 — Do [ — o+ B ) e — gz o

geniigt, in welche auch die von Herrn Procarp abgeleiteten Differential-
gleichungen iibergeftihrt werden konnen. Aus dicsen beiden Differential-
gleichungen wird cine dritte

0 — = 2 — B

2xdy

abgeleitet, mit deren Hilfe man das System so umformt, dass man drei
Difterentialgleichungen

% CL] CL]
= ¢, + a — + a,—
oxt o? G o + oy’
2,
A 22 pe b, 2,2
() 2wy o O 0 oy’
% L] oz
= (,2 ' e
oy* o G o + 4 2y

crhalt, deren Coefficienten «, b, ¢ rationale Functionen von z,y von
solcher Beschaffenheit sind, dass das System der drei Differentialglei-
chungen drei linear unabhingige Integrale besitzt. Das Verhalten der
Integrale des Differentialgleichungensystems der Reihe F(a, 8,8 ,7,%,¥)
ist bekannt, da dasselbe durch jene Function des Herrn Picarp integriert
wird, die gerade durch ihr analytisches Verhalten definiert worden war.
Will man aber auf dem von Herrn Arrery eingeschlagenen Weg weiter
gebn, so hat man das Verhalten der aus der Potenzreihe I(a,$,#,7,2,y)
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entspringenden analytischen Function, die wir eine hypergeometrische
Function nennen, aus dem obigen System linearer partieller Differential-
gleichungen abzuleiten. Es bietet sich somit die Aufgabe dar, ein System
linearer partieller Differentialgleichungen von der Form (A) mit drei li-
near unabhiéngigen Integralen in #hnlicher Weise zu integrieren, wie Herr
Fucns die gewdhnlichen linearen Differentialgleichungen behandelt hat.
Da das System der Differentialgleichungen der hypergeometrischen Reihe
F(a,B,8,r,2,y) einer besonderen Klasse von Differentialgleichungen-
systemen (A) angehort, namlich derjenigen Klasse, welche den von Herrn
Fucms in §§ 4—6 seiner Arbeit (Bd. 66) behandelten gewohnlichen li-
nearen Differentialgleichungen mit lauter reguliren Integralen analog ist,
so wird im Folgenden auch nur diese Klasse von Systemen (A), die spater
genauer characterisiert werden wird, eine eingehendere Behandlung finden.
Herr Fucms untersucht'in § 3 seiner Abhandlung (Bd. 66) das Verhalten
der Integrale ciner gewohnlichen linearen Differentialgleichung bei einem
Umlaufe der unabhingigen Variablen 2 um einen singuldren Punkt; um
bei der Integration des Differentialgleichungensystems (A) &hnlich ver-
fahren zu konnen, dehnen wir im ersten Abschnitt den Begriff des Umlaufs
um einen singuldren Punkt auf mehrdeutige Functionen zweier Verinder-
lichen aus. Da unser Differentialgleichungensystem auf ein System totaler

linearer Differentialgleichungen zurtickgefiibrt werden kann — setzt man
niamlich
CL oz
Zo=z‘, zl:é—«ﬂ_, 52———5;/)

so geht das System (A) tber in
dz, = z,dw -+ 2,dy,
dz, = (a2, + a2, + a,2,)dx + (b2, + 0,2, + 0,2,)dy,
de, = (b2, + b2, + b,2,)dx + (c,2, + ¢,2, + ¢,2,)dy

— 80 beschiftigen wir uns im zweiten Abschnitt mit den Systemen to-
taler lincarer Differentialgleichungen

(B) o , dZa = %aaﬁ.g,@. dx + %baﬂzﬁ‘dy’ (a,,’?=l,...,m)

worin @,; und b, rationale Functionen von x,y sind, welche die Inte-
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grabilitatsbedingungen erfullen. Nach diesen Vorbereitungen wenden wir
uns im dritten Abschnitt zu dem System (A), wobei wir vorzugsweise
cinen Fall behandeln, in welchem sich simtliche Integrale regular ver-
halten. Als Anwendung geben wir die Integration des Differentialglei-
chungensystemes der Reihe F(a,f,f,r, x,y), wodurch wir auf einem
andern Wege zu den anfangs gegebenen Resultaten des Herrn Picarp
gelangen. Beildufig sei erwahnt, dass die fonctions hyperfuchsiennes des
Herrn Picarp (Acta Math., Bd. 1, 2, 5) zu dem Differentialgleichungen-
system (A) in #hnlicher Beziehung stehen, wie die Functionen einer Va-
riablen mit eindeutigen Transformationen in sich zu einer gewdhnlichen
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung — ein Umstand, der eben-
falls die Integration des Systems (A) nahe legt. Der vierte Abschnitt
endlich enthalt einige Andeutungen uber die Verallgemeinerung der in
den drei ersten Abschnitten gegebenen Efntwicklungen.

L

Dic Art der Fortsetzung einer mehrdeutigen Function zweier Ver-
anderlichen F(z,y) von einer Stelle (z =a,y =0b) zur Stelle (x =a’,y == 1)
kann durch eine einfach unendliche continuierliche Reihe von Stellen
(x,y), welche die Punkte (¢, ) und («’, &) verbindet — durch einen
die Punkte (¢, ) und (¢, &) verbindenden Weg — bestimmt werden.
Wir untersuchen das Verhalten der mehrdeutigen Function F(z, y) auf
solchen geschlossenen Wegen, die in der Umgebung einer singularen Stelle
verlaufen.  Unsere Function moge sich singulir verhalten an allen Null-
stellen der irreductiblen ganzen Function ¢(w, %); das irreductible — und
daher monogene — algebraische Gebilde

$(w,y) =o

werde als singulires Gebilde oder als singuldre Curve der Function F(z,y)
bezcichnet, Wenn nicht samtliche in der Umgebung der Stellen der sin-
guliren Curve verlaufenden geschlossenen Wege jeden Functionswert in
sich selbst zurtckfithren, wird die singulare Curve eine Verzweigungs-
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curve genannt. Die Functionen, welche uns kiinftig beschiftigen werden,
haben eine endliche” Anzahl algebraischer Curven zu Verzweigungscurven.

Wir suchen nun diejenigen in der Umgebung der Stelle (x =a,y =)
der Verzweigungscurve ¢(z,y) = o verlaufenden geschlossenen Wege,
welche jeden Wert der Function F(z, y) in sich selbst tiberfuhren. Es sei

O, 9) = Alw—a) + Bly—b) + .. .5

4 und B sollen nicht beide verschwinden, so dass (a, 0) cin einfacher
Punkt der Curve ¢(z,y) = o ist. Durch die Substitution

u=g¢(,y)
v o= €b($’y)’

wobei ¢(x,y) cine derartig gewahlte Potenzreihe von o — a,y — b ist,

dass die Decterminante
u ov ou v

fur # = a, y = b nicht verschwindet, wird
F(x,y) = G, v),

wo G(u,v) eine Function ist, welche sich in der Umgebung der Stelle
(# = 0, v=o0) nur an denjenigen Stellen, fur welche v=o0 ist, singular
verhalt. Die obigen Substitutionsgleichungen ergeben

r—a=f(u,wv),
y—b=gu,v),

wo f(u,v), gu,v) an der Stelle (w = 0, v = o) verschwindende Potenz-
reihen von w,» sind. Ist (2',y’) eine Stelle in hinreichender Nahe von
(a, ) und entspricht dem Wertsystem (z = ', y = ¥ das Wertsystem
(w=u', v=10"), so lassen sich x—2«', y —y als Potenzreihen von u — u’,
v — v darstellen. Da, wenn (z/,y") als regulire Stelle der Function
F(z , y) vorausgesetst wird, jeder Zweig dieser Function in der Umgebung
von (#',y") in eine Potenzreihe entwickelt werden kann, so sind auch
samtliche Zweige der Function G(«, v) in Potenzreihen von u — u', v — o'
entwickelbar. Da die Stelle (2, y) nur der Beschrinkung unterlicgt,
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dass sie nicht der Gleichung ¢(x, y) == o geniigen darf, so verhalt sich
G(w,v) regular an allen einer gewissen Umgebung von (w = 0, v = o)
angehorigen Stellen, fur welche nicht » = o ist. Fur Functionen einer
einzigen Verinderlichen gilt nun der Satz, dass ein geschlossener Weg,
der keine singulire Stelle umschliesst, jeden Functionswert in sich zuriick-
fahrt. In dhnlicher Weise beweist man fiir Functionen mehrerer Variablen
den folgenden Satz: Ein geschlossener Weg im Gebiete der beiden Va-
riablen z,y fiuhrt jeden Zweig der Function F(z,y) in sich selbst zuriick,
wenn sich die Function regular verhalt an allen Stellen (#’, ') von der
Beschaffenheit, dass #' bez. 3 von dem von der Variablen x bez. y in
ihrer Ebene durchlaufenen Wege umschlossen wird. Da sich nun G (u, v)
in der Nahe von (¥ = o, v = 0) nur an den Stellen mit verschwindendem
v singulér verhalt, so erleidet die Function auf allen in einer gewissen
Umgebung von (¥ = o, v = o) verlaufenden geschlossenen Wegen von der
Beschaffenheit, dass der von v beschriebene Weg den Nullpunkt der v-
Ebene nicht einschliesst, keine Anderung. Ubertrigt man dies auf die
Function F(z, y), so erhalt man den folgenden Satz:

»Die mehrdeutige analytische Function I'(z, %) besitze die sin-
gulire Curve ¢(z,y) = o, von welcher (z =a,y =b) eine einfache
Stelle sei. Setzt man irgend eines der Functionselemente, welche an
der in einer gewissen Umgebung von (a, b) liegenden Stelle (£, %)
vorhanden sind, fort auf einem Wege, der ebenfalls in jener Um-
gebung verliuft und wieder in (&, %) endigt, so erhalt man hier
wieder das urspriungliche Functionselement, vorausgesetzt, dass der
durchlaufene geschlossene Weg so beschaffen ist, dass der Weg, den
infolge dessen die complexe Grosse ¢ (x,y) in ihrer Ebene zuriick-
legt, den Nullpunkt nicht einschliessty,

oder mit anderen Worten, dass sich das Argument der complexen Grosse
nicht #ndert — unter dem Argument der complexen Zahl @ =|a|.e*
ist die Grosse ¢ verstanden. Unter Anwendung der Bezeichung:

»Ein  geschlossener Weg umwindet die Curve ¢ (x, y) = o A-fach in
positivem Sinne, wenn beim Durchlaufen dieses Weges das Argument der
complexen Grosse ¢ (x,y) um A.2x whchsty
nimmt der obige Satz einen ahnlichen Ausdruck an, wie der entsprechende
Satz fur Functionen einer einzigen Verinderlichen:

»Durch einen in der Umgebung einer cinfachen Stelle (a, ) der



120 I. Horn.

singularen Curve ¢(x,y) = o verlaufenden geschlossenen Weg, der

die Curve ¢(x,y) = o nicht umwindet, wird jedes Element der

mehrdeutigen analytischen Function in sich selbst zuriickgefithrt.y

Zwei in der Umgebung von (a, b) verlaufende, von einer Stelle aus-
gehende und wieder dahin zurickfuhrende Wege, welche die singulare
Curve ¢(z,y) = o gleich viel mal umwinden, fithren ein Element der
mehrdeutigen Function moglicherweise in ein anderes, aber jedenfalls in
dasselbe andere Element tber; wir nennen zwei solche Wege dquivalent.
Ein Weg, welcher die Curve ¢(x,y) = o in der Nahe der Stelle (a, b)
umvwindet, lasst sich leicht angeben. Ist

dx,y) = A(x—a) + Bly—b + ...

und verschwinden 4 und B nicht gleichzeitig, so setzt man
x = a -+ af, y=>b+ f,
wo «, # nicht die Gleichung
Aa + B = o
befriedigen. Dadurch wird

dx,yy=-ct+ct’+...;

diese Potenzreihe besitzt innerhalb einer gewissen Umgebung von ¢ = o
ausser { = o keine Nullstellen. Vollzieht die Variable ¢ im Innern jener
Umgebung irgend einen Umlauf um die Stelle { = o, so umwindet der
diesem Wege der Variablen ¢ in Folge der Gleichungen z = a 4 af,
y = b 4 pt entsprechende Weg der Stelle (z,y) die Curve ¢(»,y) = o0
und zwar einfach, weil ¢ = Aa 4+ Bf von Null verschieden ist.

Unter (a, d) sei nun ein g-facher Punkt der Curve ¢(z,y)= o ver-
standen, so dass die Entwicklung von ¢ (z, y) mit Gliedern x** Dimension
in x —a,y—>b beginnt:

pe,y)=@—a,y—10b,+....

Durch die Substitution
U = ?(x ) ?/)a

v = ¢,y
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geht F(x,y) in eine Function G(u,v) uber, welche ausser der singu-
laren Linie v = o in der Umgebung der Stelle (¥ == 0, v = 0) noch
andere Singularititen besitzt, da sich jetat * — a, y — b nicht mehr als
Potenzreihen von w, v darstellen lassen. Die Function G(u, v) ist aber,
wenn man von der singuldren Linie v = o absieht, in der Niahe von
(4 = 0, v = 0) ebenso verzweigt, wie z,y als Functionen von %, v. Ein
in der Nshe von (¥ = 0,v ==0) im Gebicte der Vauriablen (u,v) be-
schrichener geschlossener Weg, der # und y zu ihren Anfangswerten zu-
riickfithrt, fuhrt auch wieder zu dem urspriinglichen Werte der Function
G(u, v), falls die Variable v den Nullpunkt ihrer Ebene nicht umwindet.

Der oben ausgesprochene Satz gilt auch fur den Fall, dass (@, b)
ein mehrfacher Punkt der Curve ¢ (x, y) = o ist.

Setzt man aber
= a -+ af, y =0+ ft,

wobei (a, ), nicht gleich o ist, so stellt der Weg, welchen dic Stelle (v, y)
beschreibt, wenn die Variable ¢ den Punkt # = o umwindet, nicht wie frither
eine einfache, sondern cine p-fache Umwindung der singuliren Curve dar.
Dieselben Satze gelten auch in der Umgebung der Stellen einer unendlich
fernen Linie 2z = oo oder y = oo, da sich jede solche Stelle in eine
im Endlichen gelegene Stelle transformieren lisst. :

Unter der Umgebung einer Stelle («,0) der singuliren Curve ¢(x,y)=o0
wird im Folgenden der Giltigkeitsbereich des oben abgeleiteten Satzes ver-
standen. Ist nun (a’, {’) ein anderer Punkt derselben singuliren Curve,
welcher in der Umgebung von (a, 0) liegt, so ist ein von ciner in der
Umgebung von (a, b) gelegenen Stelle (£, 7) ausgehender Weg, der die
singulire Curve umwindet, einem folgendermassen gebildeten Wege #qui-
ralent: man geht von (£, %) im Innern der Umgebungen der Stellen («,0)
und {«', &) pach einer in der Umgebung von («, &) gelegenen Stelle
(&, %), vollzieht innerhalb der Umgebung von (¢, 1) einen Umlauf wmn
die singulare Curve und kchrt nun von (&, 7') nach (£,7) aut demsclben
Wege zuriick, welcher vorher in umgekehrter Richtung durchlaufen wurde.
Deun jeder der beiden Wege ist dem folgenden Wege dquivalent: man
ocht von (&, 7) auf dem nach (&, %) fithrenden Wege nur bis zu einer
Stelle (£°, %), die in der geeinschaftlichen Umgebung von (e, #) und
(«', V) liegt, beschreibt sodann in dieser gemeinschaftlichen Umgebung

Acte mathematiea, 12, Tmprimé le 2 novewbre 1888, 16
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einen geschlossenen Weg, der die singuliare Curve umwindet, und durch-
lauft nun den Weg, der vorher von (£, %) nach (£° %°) gefuhrt hatte, in
umgekehrter Richtung.

Ist (a,d) eine Stelle der singularen Curve ¢(z, y) = o, welche zu-
gleich der singularen Curve ¢'(z,y) = o angehort, so erkennt man durch
Anwendung der Substitution

U = S[)(‘I" ’ i’/)a v == ﬁl)’(x ’ /'/)a

dass ‘zwel in einer gewissen Umgebung von (a, b) verlanfende geschlos-
sene Wege, welche die singulare Curve ¢(z,y) = o gleich oft, die sin-
gulire Curve ¢’(x, y) = o gar nicht umwinden, einander iquivalent sind.
Der vorhin ausgesprochene Satz gilt mithin auch dann noch, wenn von
den Stellen (a,d) und (¢, &) die eine oder beide ausser ¢(x,y) = o0
noch einer anderen singularen Curve angehoren, wenn nur die die Curve
¢(r,y) = o umwindenden Wege nicht zugleich noch eine andere singu-
lare Curve umwinden. _

Da die ganze Function ¢(x,y) als irreductibel vorausgesetzt ist, so
ist das algebraische Gebilde ¢(x,y) = o monogen im Sinne des Herrn
WEeIERSTRASS; mann kann daher irgend zwei Stellen (a, 6) und (¢, )
der Curve ¢(x,y) = o durch eine continuierliche Reihe von Stellen (z,y)
dieser Curve verbinden; auf diesem Wege kann man cine endliche Anzahl

von Stellen
(@, 0y, (@, y), ..., @, 47, (@, V)

so annehmen, dass immer die folgende in der Umgebung der vorherge-
henden liegt — das Wort »Umgebungy in dem oben gefassten Sinne ver-
standen. Durch Wiederholung der auf S. 121 angestellten Betrachtung
(nach dem Vorhergehenden darf der die Stellen (a,d) und (@', V) ver-
bindende, aus Stellen der singularen Curve ¢(z,y) = o gebildete Weg
auch noch andere singulire Curven durchschneiden) ergiebt sich der fol-
gende Satz:

Ist (a, ) cine beliebige Stelle der irreductiblen (monogenen) singu-
laren Curve ¢(z,y) = o einer mehrdeutigen analytischen Function von
%,y, so kann ein die singulare Curve ¢(z,y) = o umwindender Weg,
der von einer Stelle (§,) in die Umgebung von (a,b) ausgeht und ganz
in dieser Umgebung verlauft, ersetzt werden durch einen anderen Weg,

Ul
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den man auf folgende Weise erhalt: wenn (a', &) irgend eine andere

Stelle der singularen Curve ¢(x, y) = o ist, so geht man — auf einem
Wege, der sich aus den letzten Betrachtungen ergiebt — zu irgend einer

Stelle (£, %) in der Umgebung von (¢, 6'), beschreibt innerhalb dieser
Umgebung einen geschlossenen Weg, der die Curve ¢(z,y) = o um-
windet, und kehrt schliesslich von (&, ') nach (&,%) zurick, indem man
denselben Weg, der vorher von (&, %) nach (¢, ') fuhrte, in entgegen-
gesetster Richtung durchlauft.

Den Sinn dieses Satzes, der uns spiter von Wichtigkeit sein wird,
kann man kurz so aussprechen:

»Eine mehrdeutige analytische Function zeigt in der Umgebung
der verschiedenen Stellen derselben irreductiblen singularen Curve das
namliche Verhalten.y
Zu spaterer Verwendung ist folgender Ausdruck des Satzes gecignet:

»a, by und (', &) scien irgend zwei Stellen der irreductiblen
singuldren Curve ¢(x, y) = o einer mehrdeutigen analytischen Fune-
tion. In der Nahe der Stelle (a, b) seien unter andern die Func-
tionselemente 2,, ..., 2z, vorhanden, welche durch einen Umlauf um

die singulire Curve tibergehen in
‘21 = ¢1<‘51 VAR ‘27:1>7 : . . > ’gm = 5‘51/1(‘21 >y o0t 2/11)'

Man kann die m Elemente z, ..., 2, auf einem solchen Wege nach
einer Stelle der Umgebung von (¢, ') fortsetzen, dass man dort m
Elemente 27, ..., 2, erhalt, welche durch einen in der Umgebung
von (a’, 0') vollzogenen Umlauf um die singulare Curve in

o ol ~ ;‘/ I ! ’
1 — 501("] AR "/’m>7 o O = Sﬁm('dl y e 'Zm)

el

itbergefithrt werden.»

Dass fur Functionen von # Veriinderlichen ganz analoge Sitze gelten,
ist leicht ersichtlich. s ist fur die folgenden Anwendungen nicht er-
forderlich, auch solche geschlossenen Wege in Betracht zu ziehen, welche
nicht” in der Umgebung der Stellen einer singuliren Curve verlaufen.
Um von den gewonnenen Ergebnissen eine einfache Anwendung zu machen,
untersuchen wir das Verhalten einer algebraischen Function von 2,y in
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der Umgebung der Stellen einer singularen Curve. Durch die algebraische

Gleichung
G(z,y,2) =0

wird 2 als algebraische Function von z,y definiert. Ist

G, y,2) =g@,9). 2" +nl@,y).a" 7+ ...,

so wird 2z an denjenigen Stellen (x,y), welche der Gleichung g,(z, %) = o
geniigen, unendlich. Enthalt die ganze Function g,(x,y) den irreductiblen
Factor ¢(z, y), so ist ¢(x,y) = o eine singulire Curve der algebraischen
Function. Jede mehrfache Wurzel der Gleichung -

G(')c yY,2) =0
geniigt auch der Gleichung
26 (@,y.2)
oz o
Bezcichnet man die Resultante von G und ?zg in Bezug auf z mit R(x, y)’
so entspricht nur denjenigen Stellen (v, y), welche der Gleichung

R(x,y)=o0

geniigen, eine mehrfache Wurzel 2 der algebraischen Gleichung. Ist ¢ (x, )
ein irreductibler Factor der ganzen Function R(x,y), so ist ¢(z,y) = o
eine singulire Curve und zwar im allgemeinen eine Verzweigungscurve
der algebraischen Function. Dass an jeder Stelle (¢, %), welche keiner
singularen Curve ¢(z, y) = o und keiner Verzweigungscurve ¢(z,y) = o
angehort, m Elemente der algebraischen Function ¢ vorhanden sind, welche
sich in Potenzreihen von z — &,y — » entwickeln lassen, ist bekannt.
Ist ¢(x,y) = o eine singulire Curve, die nicht zugleich Verzweigungs-
curve ist, und ist g,(x,y) durch ¢(x,y) teilbar, so ist

= ¢z, y)s

eine algebraische Function, die an ciner Stelle (a, ) von ¢(x,y) = o
nicht mehr unendlich wird, also als Potenzreihe von * — @,y — b dar-
stellbar ist. Mithin gilt fur cinen Zweig der Function z die Entwicklung

7__%3(@—“&/—17)
i o,y
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Ohne auf diesen Fall nsher einzugehen, nehmen wir nun an, es sei
¢(x,y) = o cine Verzweigungscurve, aber nicht zugleich ¢(x,y) ein
Factor von g,(x,y). Wir setzen voraus, dass fur alle Stellen (x,y) von
¢(x,y) = o die p Gleichungen

G(w,g/,z)zo,

G (x, Y, 2

==
a2z !

a1 (e, ., 2)

1 =0

eine gemecinschaftliche Wurzel 2 besitzen, dass also fiir jede dieser Stellen
p Functionswerte zusammentallen. Diese Voraussetzung lasst sich genauer
folgendermassen ausdriicken:

Wendet man auf

Gx,y,z und G(r,y,s = ol Y. 8

als Functionen von z betrachtet, das Verfahren zur Auffindung des ge-
meinschaftlichen Teilers an, so erhialt man sie dargestellt in der Form
Glw,y,2) =g, y, dz—alx, ] + Rz, y),
V(w,y,8) =g, y, 2e—qgl@,.y) + R, y),

wo R,q,¢,y rationale Functionen von z,y,g und ¢’ ganze Functionen
von z sind, Der Zahler der rationalen Function R(z, y) ist die Resul-
tante R(z, y). Setzt man in den beiden Identititen

ole, y)

2= g(x,y) :—.‘J(W »

und entfernt dic Nenner, so ergiebt sich

I

ole, gy Gle, g, 9l m) =0

a(@, y)" Glz,y, g(x ’ ?/)J =

i

l mod ¢(x, ).
ol
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Nach der gemachten Voraussetzung ist, wenn man

G,y ., %
G (7; s Y Z) = aza./ )
setzt,

o, "Gz, y, g, y)]=0 modd(x,y). @=01,..r-0

Genugt die Stelle (x, y) der Gleichung ¢ (z, y) = 0, so ist diesen p Con-
gruenzen zufolge 2z = g(x,y) eine p-fache Wurzel von G(x,y, 2 = o.
Es sel nun # = a,y = b eine Stelle von ¢(z,y) = o, die keiner andern
singularen oder Verzweigungscurve angehort, und z = ¢ die zugehdrige
p-fache Wurzel von G = o. Zu einer Stelle (z,y) in der Nahe von
(@, b) gehoren p Functionswerte 2V, ..., s, welche fur x = a,y =0
in ¢ ubergehen. Beschreibt der Punkt (z,y) in der Nahe von (¢, D)
einen geschlossenen Weg, so nehmen 2", ..., #” wieder ihre urspring-
lichen Werte an, falls jener Weg die Curve ¢(z,y) = o nicht umwindet;
andernfalls konnen sich jene p Werte unter einander vertauschen. Wie
im Falle einer einzigen unabhingigen Veranderlichen lassen sich #V,..., 2"
in' eine Anzahl Gruppen so zerlegen, dass sich die Elemente einer Gruppe
bei einem Umlauf um ¢ (z, y) = o cyklisch vertauschen.

Far die p Elemente einer solchen cyklischen Gruppe lasst sich ein
analytischer Ausdruck aufstellen. Jedes dieser 4 Elemente bleibt un-

geandert bei einer p-fachen Umwindung von ¢(x,y) = o, d. h. wenn
1

v = ¢(x, y)* seinen ursprimglichen Wert wieder annimmt. Durch die
Substitution
= ¢, y),
1

v = gﬁ((l) ’ ?/);’

wo ¢(z,y) = A'(x — a) + By — b) + ... ist, geht z in eine Function
von u,v Uber, die sich in der Umgebung der Stelle (¥ = o, v = o) re-
gular verhalt, also in eine Potenzreihe von w, v entwickeln lasst. Fihrt
man wieder z und y ein, so erhalt man jene ;o Wurzeln dargestellt durch
einen Ausdruck von der Gestalt

Z—c =j§$,(x——a,y——b).¢(&c,y)’;.
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In der Umgebung ciner jeden andern Stelle der irreductiblen Curve
¢(@,y) = o ordnen sich dic m Werte der algcbraischen Function 2z in
ganz derselben Weise in Gruppen an, wie dies aus dem Satze auf S. 123
folgt. Hat man eine Verzweigungscurve ¢(x, y) = o, die zugleich Un-
endlichkeitscurve ist, so gilt in der Umgebung einer Stelle (a, b) dieser
Curve eine Entwicklung von der Form

rn—1 2

2 :E)S.By(x —a,y— b .,y

wie man durch Verbindung der auf eine Unendlichkeits- und eine Ver-
zweigungscurve beztglichen Entwicklungen erkennt.

Um zu finden, wie sich die p Werte 2V, ..., 2” in der Nahe der
Verzweigungscurve ¢ (z, y) = o in Gruppen verteilen, setzt man

L= a -+ af, y =10+ ft,

wo (@, b) irgend eine einfache Stelle von ¢(x, y) = o ist und

99,// ,99/,\
a<am>(,, 3 + /9(\9.‘/)% b

nicht verschwindet.  Dadurch geht die Gleichung

((x,y,7 =0
ither in

g(t, 2) = o3

die p Werte der durch letztere Gleichung definierte Function 2 von ¢,
welche fiur ¢ = o gleich ¢ werden, verteilen sich in der Niéhe von ¢t = o
in derselben Weise in Gruppen, wie die Werte der durch erstere Gleichung
definierten Function z von @,y in der Umgebung der Stellen der Ver-
zweigungscurve ¢ (2, y) = o. Da man fur eine algebraische Function
einer Variablen die fragliche Gruppenverteilung durch das Purseux’sche
Verfahren ermitteln kann, so kennt man sie auch fur die algebraische
Function zweier Variablen. In ganz derselben Weise kann man eine al-
gebraische Function von » Veranderlichen behandeln.

Zur weiteren Anwendung der entwickelten Siatze und zugleich zur
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Vorbereitung auf die Theorie der linearen Differentialgleichungen moge
noch die Integration eines totalen rationalen Differentials gegeben werden.

Es seien
‘ @, ), 9@,y

rationale Functionen, welche die Integrabilitatsbedingung

o %
oy o

erfilllen; das von einer Stelle (&, %) zu einer andern (x,y) auf c¢inem
gewissen Wege erstreckte Integral

(x,9)

v = f[f(m , Y)de + g(x , y)dy]

&, n)

ist gleich dem Werte, den die durch das Differentialgleichungensystem

dv °
a_x:f(xa?/)a _g_‘:g(x’y)

3y
definierte Function » in (x, y) annimmt, wenn man sie, von (&, ) mit
dem Werte o ausgehend, auf dem Integrationswege nach (z,y) fortsetat.
inthalten die rationalen Functionen f(z, %), g(x, ) im Nenner die irre-
ductiblen ganzen Functionen

D@, y) sy dul@, y),

so besitzt die Function v die singularen Curven

(@, y) =0, ..., ¢,(r,y) =o.

Dic oben bewiesenen Satze nehmen im vorliegenden Falle folgende Gestalt
an: Alle geschlossenen Integrationswege, welche in der Umgebung ciner
Stelle (a, b) der singuliren Curve ¢(zx,y) = o verlaufen und diese Curve
gleich oft umwinden, sind adquivalent; insbesondere ist das Integral gleich
Null, wenn der Integrationsweg die singulare Curve nicht umwindet.
Ferner sind zwel geschlossene Integrale, deren Integrationswege dieselbe
irreductible singularc Curve ¢(r,y) = o in der Umgebung zweier ver-
schiedenen Stellen (@, b) und (¢, ¥') wmnwinden, einander gleich.
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Es sei
B f,9)
f(x ) y) - S’/'l(w 5 'y)"“ Cae (r/)m<m Y y)ﬂm
oo, ) = gz, y)

T b,y e, gy

Die Werte, welche unser Integral auf geschlossenen Wegen erhilt, die je
eine singulare Curve ¢,(x,y) =o0,..., ¢,(x,y) = 0 umwinden, mdgen
mit

2mid,, ..., 2mA,

bezeichnet werden; man konnte dieselben Perioden des Integrals nennen.
Da die Function

‘Al log ¢1(x ’ ?/) + e + Am 10% ¢}m<m ’ /'/)

dieselben Perioden besitzt, so ist, wenn man

ve=2A,logd,(x,y) + Hix,y)

setat, H(x,y) eine eindeutige und zwar eine rationale Function. Zur Be-
rechnung von A, wiahlen wir den Integrationsweg, welchen

r = a + dat, y==0+ bt

beschreiben, wenn ¢ den Nullpunkt umwindet; (@, d) ist eine beliebige
einfache Stelle von ¢, (2, y) = o;

) ()
NCEWAR oy a,y
ist ebenso wie

¢s(a, b), f=1,...,0a—T,a4+1,...,m

von Null verschieden. Die angegebene Substitution licfert das Integral

([’1«‘;(0(%,

wWo
q’t(a + a’t, 9 + b't}”tmb/g(a + ("i,’t L+ 0

i3

I,(t) =

91—1] dsla + 't , b+ Viys
f=

Acta mathematica. 12. Tmprimé le 5 novembre 1888. 17
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eine rationale Function von ¢ ist, die fir ¢ = o unendlich wird. Die
Periode 27id, ist gleich dem um ¢ = o herum erstreckten Integral
fFa(t)dt, also

= [Fa.(f)]%-

Die rationale Function H(x,y) hat die Form

: _ G(x . y) .
@, ) RO R N I Ce

um die ganze Function G(x,y) zu berechnen, setzt man die Ableitungen
nach 2 bez y der beiden Seiten der Gleichung

diw, gy dale, oy =
G,y
sllx(m . ?/)‘zq—l .. 9/1"1 (,1} , :q)’lm-—-]

Alogd (x, )+ ...+ 4, logd,(x,y) +

einander gleich:

o A
¢l e S‘h"‘ 2z - G ‘S‘ (/" — I) ;:B S!)l LA ¢’a-~l fbaﬁ-l LERE Sbm

: o1 i1 Y “r’
_ T——— 90'][‘ .« 1’n 4 v Sl)a_l sl"u+l AR ¢'m’

“

&, .

4

G o
. (1!’7” —57/_” G Z (/14/. - I) -;',,a (,l’l cr ¢a—l¢a+l ve s!’m

. o 3¢, -
= g - 9[)‘1“ ' 9[,1:; ' Z Au i S:/U 9’“ ce S’/,au--l S[)M-}'l “ e Sl)m.

Es sel

G, y) = LGV, y),

wo G¥(z,y) eine homogene Function 2" Grades bedeutet, die also der
Gleichung
2G™W Gt

— (3
ox T dy G

T
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geniigt. Durch Vergleichung der Glieder A** Dimension in den beiden
obigen Gleichungen ergeben sich Gleichungen von der Form

» X .
LY + Lm0 L 4 @YY L e 4o 4 MOGO = po,
ox o T o '
GG+ L aGWw eYent _ o
@67 m 297 WG e g WO W
L 57 + L ay+"'+L ay"}-;VG + ..+ NG o,

wo L, M, N, P, ganze homogene Functionen von x,y sind, deren
Grad durch den oberen Index angedeutet wird. Multipliziert man die
beiden letaten Gleichungen mit », bez. y und addiert sie, so ergiebt sich
zur Berechnung der homogenen Teile der ganzen Function G(x,y) die
Recursionsformel .

(4 DLOGHD £ L0 £ MO b NOylGo 4 .
coe A L A M Ny GO - LM P 4 NPy GO == PPoA4 (.

Wir sind nun auch im Stande, das System linearer Differentialglei-
chungen erster Ordnung

oz f< > oz alx ,>
Z=flr,y).2 C=gx, ). 2
= () =gy
zu iutegrieren; cs ist ninlich
Gr.y)
1

L, yyde 4 g, ) dy) ) ) FPPRCED )
2 we= (if = (v, )" .. dule, y)the

. ("Jm('lf . y>;m-l
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L.

Da das System linearer partieller Differentialgleichungen (A), welches
uns in der vorliegenden Arbeit beschaftigt, auf ein System totaler linearer
Differentialgleichungen zurtickgefuihrt werden kann, so gehen wir im ge-
genwirtigen Abschnitt auf die Differentialgleichungensysteme der letzteren
Art und zwar zunichst auf diejenigen mit einer einzigen unabhingigen
Variablen ein. Durch das System der Differentialgleichungen

dz,,
(C> dt = ;Aaﬁzﬁa (4, 3=1,..,m

wo unter 4, eine Function von ¢ verstanden ist, werden 2,, ..., 7, als
Functionen von ¢ definiert, tiber deren Verhalten wir den Arbeiten von
Herrn Sauvace (Annales de I'Ecole Normale, 1882, 1886) Folgendes
entnehmen.

Ist ¢ = 7z eine beliebige Stelle, in deren Umgebung sich samtliche
Coefficienten 4,, regular verhalten, so wird das System (C) durch ein
System von Potenzreihen

o =PBt—17, ..., z2,=P.0—1)
befriedigt, welche fir # = 7z die willkiirlich vorgeschriebenen Werte
l=cl7 R zmzcm

annehmen. Eine Losung (¢, ..., s,) des Differentialgleichungensystems
(C) kann also nur an den singuliren Stellen der Functionen 4, ein sin-
gulares Verhalten zeigen; man nennt diese Stellen die singuliren Punkte
des Differentialgleichungensystems. Es lassen sich m Losungen unseres
Systems (O)

blﬁ 9 00 09 Z’mﬂ (A=1,..,m)
angeben, durch welche jede Losung (2, ..., 2, in der Form

Zl == 01211 + er e + Cym‘elnn

‘zm = Olzml + AR + (J'ﬂm‘zmm
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ausgedriickt werden kann. Ein solches System von m Losungen nennen
wir ein Fundamentalsystem des Differentialgleichungensystems. Durchlauft
die unabhangige Variable ¢ einen geschlossenen Weg, so gehen die Ele-
mente z,, eines Fundamentalsystems tber in Functionen z,;, welche sich
in der folgenden Weise durch z,; ausdriicken:

ZI/.I = Cllzal + AR + Clmzam’

. . . . . . . . . . (@=1, .., m)
> ] 3] N
'Zam = (/mlzal + ¢ + cmmza.nn

hierbei sind die C von a unabh#éngige Constanten, die nur durch den von
der Variablen ¢ beschriebenen Weg bedingt sind. Jedem singularen Punkt
t = ¢ des Differentialgleichungensystems (C) entspricht ein Fundamental-
system 2, welches bei einem Umlauf um den singuliren Punkt ein be-
sonders einfaches Verhalten zeigt. Hat die Determinante

{ (}a,? e 5()\”_5 l (o, F=1,..,m)
— d,; =1, wenn o= j ist, sonst = o — lauter einfache Elementarteiler
s—0Cp,y...,s— 0, (vergl. WEIErstrAss, Berliner Monatsberichte

1868), so geht das erwihnte einfache Fundamentalsystem z,,, welches
das zu dem singuliren Puncte { = ¢ gehorige Fundamentalsystem genannt
wird, bei einem Umlauf um den singularen Punkt tber in

. Y. > - 1
o= Oy, o, 2 = g,
P —3 _ — () .
'zlm - (/m'zlm ’ A | 5mm - (jm me,
wenn rian
Yo pmiun Y 2T tm
C, =e , e, Co=c¢

setzt, so gilt die Darstellung

f

<t - C)rlflx y v e ey i = (t - C)rl le’

.

41y

zlm == (t - C)l'm:lm 3 A & me = (t - C)rm:rnmy
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wo {; in der Umgebung von ¢ = ¢ eindeutig und daher in eine nach
positiven und negativen Potenzen von ¢ — ¢ fortschreitende Reihe ent-
wickelbar ist. :

Weniger einfach gestaltet sich die Entwicklung, wenn die Determi-
nante | C,; — sd,;| auch mehrfache Elementarteiler besitst; ist s— C ein
p-facher Elementarteiler derselben, so enthilt das zu dem singularen Punkte
gehorige Fundamentalsystem eine Gruppe von p Losungen

i1y e Inty

L

’zlp R 'zmp?

welche durch den Umlauf um ¢ = ¢ tbergefiuhrt wird in

Fliy oo oy Cay

zlp’ e 'zmp’
wobei
—- . v
'zy,l = (er/.H

1
wy T Czl/.‘.’ + 'Z/AI’

L T I )

(#=1,...,m)

Eap = Czap + ’aa,p~1'
Far die in Rede stehenden p Losungen besteht folgende Entwicklung
en = (t - 0)‘.:0.1’

2 = (t— o) | &y + & log (1 — o)},

Bup = <t - C)T{Cap + 0.’p lOg (t - G) + . + C}f—l)[log (t -_ C)}p—l}a

wenn man
' O — e?m‘r

setzt und unter simtlichen ¢ in der Umgebung von ¢ = c eindeutige
Functionen versteht.
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Von besonderem Interesse sind diejenigen Differentialgleichungensy-
steme, bei welchen in der Entwicklung des zu einem singuliren Punkte
t = ¢ gehorigen Fundamentalsystems simtliche oben mit { bezeichneten
Reihen bei gecigneter Wahl der Exponenten » nur positive Potenzen von
t — ¢ enthalten, oder, wie man sich nach Herrn Tnomi ausdrickt, bei
welchen sich samtliche Integrale in der Umgebung des singularen Punktes

= ¢ regular verhalten. Wir machen von dem folgenden Satze Gebrauch,
dessen Beweis den Inhalt einer Arbeit von Herrn SauvaGe (Annales
de ’Ecole Normale 1886) bildet:
»Das Differentialgleichungensystem

1z
(C’) (fCl/t”- p— ’Zr’t]’u,"pﬂ”‘lgala(t) . Zﬁ’ @ity

worin p,, ..., p, positive oder negative ganze Zahlen und die Coef-
ficienten
2
gu.,i(t'> = u«/.,‘t + (l/’/,,?t + r’ll?t + ¢

Potenzreihen von ¢ sind, besitzt in der Umgebung des singularen

Punktes ¢ = o lauter reguliare Losungen.»

Es ist fur folgende Anwendungen erforderlich, auf die Form dieser
regularen Losungen genauer einzogehen. (Ich hatte sowohl den soeben
angeftthrten Satz bewiesen, als auch alle in der vorliegenden Arbeit ent-
haltenen Entwicklungen bereits ausgefithrt, als ich von der zuletzt ci-
tierten Arbeit von Herrn Savvacr Kenntniss erhielt. Da mir dieselbe
jetzt nicht zuganglich ist, so ist es mir nicht moglich, im Folgenden ge-
nau an dieselbe anzuknipfen.)

Wir beschiftigen uns zuniichst mit einem Differentialgleichungen-
system von der Form

dv, .
(Cu> t~(—l7g = zj(“ul? + a4+ .. ), (@, F=1,...,m)
v by

da das System (C’) leicht auf die Form (C”) zuriickgefithrt werden kann.
Soll dem System (C”) durch ein System von Potenzreihen

(W(A)ltl (a=1,,,.,m)

v, = %

0
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wo (s in der Umgebung von ¢ = ¢ eindeutig und daher in eine nach
positiven und negativen Potenzen von ¢ — ¢ fortschreitende Reihe ent-
wickelbar ist. :

Weniger einfach gestaltet sich die Entwicklung, wenn die Determi-
nante | C,; — sd,;| auch mehrfache Elementarteiler besitzt; ist s— C ein
p-facher Elementarteiler derselben, so enthilt das zu dem singularen Punkte
gehorige Fundamentalsystem eine Gruppe von p Losungen

P51y e Tnty

¢ s e s e s

’zlp AR 'zmp?

welche durch den Umlauf um ¢ = ¢ tbergefuhrt wird in

Zlrs e ey Zuns

c vy Fapy
wobei

- . v

‘zul = (er/.H

wy T C'z”_._, + '2"/417

L T I )

(e=1,...,m)

gap = Czap + ’aa.,p~1'
Far die in Rede stehenden p Losungen besteht folgende Entwicklung
en = (t - 0)'.:0.1’

2y = (t —¢)'{&s + &olog(t — ¢)),

Bup = <t - C)T{Cap + 0.’p lOg (t — C) + ... + C}f—l)[log (t -_ C)}p—l}a

wenn man
' O — e?m‘r

setzt und unter simtlichen ¢ in der Umgebung von ¢ = ¢ eindeutige
Functionen versteht.
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und verschwindet die Determinante |a,, — A,;| fur keinen ganzzahligen
positiven Wert von 2, so wird das Differentialgleichungensystem

dv, )
tA(AJﬁ = (auﬁ + a5t + .. .)fvﬁ

“
durch p Systeme von Potenzreihen

T Vg = 331/9(t) I I B %mﬁ(t) (B eeett)
befriedigt.

Wir berechnen nun ein Fundamentalsystem des allgemeinen Differen-
tialgleichungensystems (C”). Setzt man

v, = tr¢(/,, (a=1,...,,m)

so erhalt man fir ¢, die Differentialgleichungen

de, .
t (Z = 2/;;(””-:9 - /"0(/.,?)¢/3 + e sy

aus welchen Potenzreihen fur ¢, ..., ¢, hervorgehen, falls » der Gleichung

D(ry=l|a,;—rd;|=o0

oy

geniigt. Hat diese Gleichung lanter einfache Wurzeln », ..., 7,, von
denen keine zwei eine ganzzahlige Differenz besitzen, so ergeben sich m

Losungen
7 o gr
vll - t ’spll b AL ] Uml =1 ‘gﬂml

__ ftm — {Tm
/Ulm '"'t ¢!m ’ A /Umm ”"t ,amm’

wo simtliche ¢ Potenzreihen von ¢ sind.
Es sei nun r = 1, eine p-fache Wurzel von D(r) = o, und r — r,
trete p-mal als einfacher Elementarteiler der Determinante

[ @5 — 10,5 |

auf, d. h. die Determinante sci durch (r — r))*, alle Unterdeterminanten
(m — 1)** Ordnung durch (r — #)"~" teilbar u. s. w., wahrend nicht alle

Acta mathematica. 12. Tmprimé le 8 novembre 1888, iR
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Unterdeterminanten (m — p)** Ordnung fir » = », verschwinden, so dass
die Determinante

l aa,? — Ty (‘)\(/.,? l

den Rang m —p hat. Da somit dem Differentialgleichungensystem fur
@13--ey @&, durch p Systeme von Potenzreihen geniigt wird, so besitat
das Differentialgleichungensystem fur o,,...,v, g Losungen von der Form

v, = i"“‘Ba(t)- (=1, m)

Wir haben also den Satz:
yHat die Determinante

)
‘ ("”_/g - 700./9 I

lauter einfache Elementarteiler » — »,,..., 7 — 7, (von denen auch
mehrere einander gleich sein konnen), so besitzt das Differential-
gleichungensystem

de,
tLTf, == 2?(17,4; + n;ﬁt + .. .)?71? (,3=1,..,m)
i it
in der Umgebung der singuliren Stelle 7 = o ein Fundamentalsystem

von der Gestalt

7 47

Py == {'ffn Yy e e ey Py T i/'fcml,
e {tm T

Ulm w= 1 ¢J m 9 L | Wmm - Il m¢mm)

WO @iy, ¢un in Potenzreihen von ¢ entwickelbar sind.»

Um auch den Fall, wo die Determinante D(r) einen mehrfachen
Elementarteiler » — #, besitzt, behandeln zu kdnnen, untersuchen wir zu-
nichst das System s

dv,

t_d_t = 2(”'&,.9 + a4 .. g

A
unter der Voraussetzung, dass |a,;| = o ist und dass die Determinante
_D()z) - | (/'f/.ﬁ _ )‘()'\(lﬁl

den Elementarteiler A° besitzt. Es ist gleichgiltig, ob noch andere Ele-
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mentarteiler von der Form A° vorkommen oder nicht. Wir werden sehen,
dass eine Losung von der Form
e—1

v, = ygo v (log ¢)—1

existiert, wo »® ( =0, 1,...,e— 1) Potenzreihen sind, die sich aus
den Differentialgleichungen

()
dvg )
t_dT = ;“a,?v,i + oy

(1)
dv,
¢ d: = gaal,,vf;’ — (e — )Y 4+ ...,
- +

. . . . . . . . . . . . .

(v)
du, o 1)
t“d*f:‘_‘;a,,ﬂv/;)-—(e—-y)pu’ +°"’
’ 7
(e—1)
dv, \ -1 (e—2)
=Ty — o 4

ergeben. Diese Differentialgleichungensysteme erhdlt man, wenn man
den obigen Ausdruck for v, in (C”) substituiert und die Coefficienten
der verschiedenen Potenzen von logt betrachtet. Damit diesen Differen-
tialgleichungen durch Potenzreihen ¢} geniigt wird, ist, vorausgesetzt,
dass D(1) = o keine ganze positive Wurzel besitzt, notwendig und hin-
reichend, dass die Gleichungen

%a“ﬁ/uj?()) = 0,

Xya,,ﬁvf;” = (e — 1)vY,

#

%aaﬁvf;’ = (e — v)0™",

» . . . . . . »

Eﬂ:aaﬁv/(;—l) — ,DELe-—z)
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durch endliche, nicht siamtlich verschwindende Werthe von o, s, ..., of

a

erfillbar sind. Man erkennt dies sofort, wenn man die obigen e Diffe-
rentialgleichungensysteme als ein einziges System mit den em Functionen
v auffasst. Aus der Theorie der Transformation einer Schar bilinearer
Formen in die Normalform (WEeierstrAss, Berliner Monatsberichte
1868) ergiebt sich Folgendes: Multipliciert man die Gleichung

ga 09 = (e — )oY
2

oy

mit einer Unbestimmten », und summiert ttber a« = 1, ..., m, so erhalt
man die Gleichung

Za,5u,09 = (¢ — v) Zu, v,
a3 “

+

Fithrt man statt der Variablen w,,..., u, vermittels einer bilinearen
Substitution neue U, ..., U, und statt der +’, ..., v® vermittels der
Substitution
Y = anﬁvgf) (r=0,1,..,e—1)
A

eine neue Reihe V{, ..., V¥ ein, so gehen die beiden bilinearen Formen
tber in

(OV2 4+ oo+ U VY, (VI oo+ UV + ..,
es besteht also die Gleichung
OVo, 4+ ..+ U VP 4+ o= (e— ) (UVE + .+ U V) +

setzt man die Coefficienten der verschiedenen U auf beiden Seiten ein-
ander gleich, so erhalt man die Gleichungen

o Vl\y— 1 )’

-Vl(»,) — (8 o 'J) Vz(v—-l),

(=0,1,..., e~1)

. . . . . . . .

Vo, =(e— )V,
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welche dadurch befriedigt werden, dass man ¥V, V&, ..., V&P will-
ktirlich lasst, ferner

VO, = (e — 1)V
VO, = (¢— 2)VV, V&, = (e — 2)(e

nyye

Ve = Ped | Y = (1, ) Ve, L, VED = (1,6 — 1)V,

€

alle abrigen V gleich Null setzt. Die Functionen Vi, VP, ... VP
enthalten e willktirliche Constanten, namlich die zu ¢ = o gchorigen
Werte von VO, V®, ..., VD, Man erhalt also auch fur o, o, . .., oV
Potenzreihen von ¢, welche e willktirliche Grossen linear enthalten; daher
treten ¢ dem Elementarteiler 2° entsprechende linear unabhingige Losungen

von der Form
e—1

v, = Zo(logt)

auf; giebt man den in den v¥ vorkommenden willkiirlichen Constanten
geeignete Werte, so erhilt man e linear unabhingige Losungen von der
Gestalt

v, == v}

a

e 2480} 29D
v, = v logt 4 ¥

a

Hiernach kann man den folgenden Satz aussprechen:
»Die Wurzeln der Gleichung

D(r)=|a,—7rd; | =0

[2*

seien so beschaffen, dass keine zwei eine ganzzahlige (von Null ver-
schiedene) Differenz besitzen. r = r, sei eine mehrfache Wurzel und
r —r, ein e-facher Elementarteiler der Determinante D(r). Dann
besitzt das System der Differentialgleichungen

(a,ﬁ:},,..,m)
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e Losungen von der Gestalt

v, == tr“?,‘o,
v, = troafﬁm + 50(’/‘ log t}v

y - 2
/Ua = tlo{sﬂt/fl + Sar:,'l 10gt + 55:1,3 (ng f) }’

.

v, = t"¢,.1 + ¢, . logt + ... + ¢l (logt)y~},

wobei siamtliche ¢ Potenzreihen von ¢ sind, zwischen denen shuliche

Relationen bestehen, wie im Falle der gewodhnlichen linearen Diffe-

rentialgleichungen.»

Bevor wir den Fall behandeln, wo die Gleichung |a, — 7d,,| = o0
Wurzeln mit ganzzahliger Differenz besitat, dehnen wir die bisher fur
das Differentialgleichungensystem (C”) gewonnenen Resultate auf das all-
gemeinere System

” e S ppriiy (0).s,

dt G
aus, welches durch die Substitution

3, = t’""'L’a (=1 ..., m)

in
dv, N
t _JF = Ig [!/aﬂ(t) - 0(4?1‘)!2] Uﬁ
tbergefithrt wird. ‘

yHat die Determinante

|y — 0,:(p, + 1)

lauter einfache Elementarteiler v —»,, ..., r —r,, so besitat das
System (C) in der Umgebung des singuliren Punktes # = o cin
Fundamentalsystem von der Form

le — trl+1’l /v

Cix s« » oy B = tr’+pm(

ml

Zlm = trm+plé;ﬂl’ LR ] ‘zn.«mz t""““p"' :mm’
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wo &i,...y Cam in Potenzreihen von ¢ entwickelbar sind. Einem
e-fachen Elementarteiler (r — 7,)° der Determinante

I a(/ﬁ - é\aff(pa + 7‘) l
entspricht cine Gruppe von e Losungen des Systems (C)
Zlﬁ = ﬂo_ﬂ,l”lﬂ LA zmﬂ = tro+ﬁm”'mﬁ’ (B=1000)

wobei 5, ..., u,; Ausdriicke von der Form

E4 Clogt + ... 4 LF D (log £

sind, unter &, {”, ... Potenzreihen von ¢ verstanden.»

Die Gleichung

N

1 oy — 1044 ~l =0
bez. | a,; — (p, + 7’>0“é,? |=o

kann man die zu dem singularen Punkte ¢==o0 gehorige determinierende
Gleichung des Systems (C”) bez. (C’) nennen.

Es bliebe nun noch der Fall zu behandeln, dass mehrere Wurzeln
der determinierenden Gleichung des Systems (C') oder (C”) um ganze
Zahlen verschieden sind. Wir werden diesen Fall nicht erschopfend be-
handeln, sondern nur so weit entwickeln, als es fur die Anwendungen
im mnachsten Abschnitte erforderlich ist. Hat die determinierende Glei-
chung des Differentialgleichungensystems (C”) die beiden Wurzeln r, und
r, + e, unter e eine ganze positive Zahl verstanden, und sind beide ein-
fache Wurzeln, oder was auch schon hinreichend ist, # —#, und r—(r, 4-¢)
einfache Elementarteiler der Determinante | a,; — 74,;|, so sind zwei Lo-
sungen von folgender Form vorhanden

v, = "¢,

v, = " ke, logt 4 the,,

wo ¢, und ¢, Potenzreihen von £ und % eine Constante ist. Tritt »—(r,+€)
0 mal, 7 — 7, v mal als einfacher Elementarteiler auf, so sind p Losungen
von der Form v,, v Losungen von der Form v, vorhanden. Ist r—(r, 4 ¢)
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cin zweifacher, » — 7, ein einfacher Elementarteiler, so sind drei Losungen
von folgender Form vorhanden

. fPote
/U«/. ___to §0a,

’

v, = ﬂ'“*e{% logt + gp;},
v, = "¢, (logt)’ + ke, logt} + top!;

ist dagegen y — 7, ein zweifacher, » — (r, 4 ¢€) ein einfacher Elementar-
teiler, so haben wir drei Losungen von der Gestalt:

’Uf,, = tr0+e¢a’
v, = t"‘“gpa logt -+ t""gp,i,
v, = t""¢,(logt)? + t ke, logt + ¢}

Diese Satze ergeben sich teils von selbst, teils vermittels einiger weiterer
Betrachtungen aus der Arbeit von Herrn Sauvace (Annales de I'Ecole
Normale 1886). Die analogen Satze fiir das System (C’) sind leicht aus
den angegebenen herzuleiten.

Es ist nun unter Zuhilfenahme der in Nr. I angestellten Betracht-
ungen nicht schwer, die vorstehenden Entwicklungen auf das Differential-
gleichungensystem '

’ oz, 9z,
(B> A = ;Au,iz,i’ —37/‘ == ‘,";B"ﬁ‘"ﬁ (4 F=1,...,m)

auszudchnen, worin 4,,, B,, Functionen von x,y sind, welche den Inte-
grabilitatsbedingungen Gentige leisten. Auf jedem im Gebiete der Va-
riablen (z,y) verlaufenden geschlossenen Wege erfihrt ein Fundamental-
system des Systems (B) dieselbe Verinderung wie im Ialle einer unab-
hangigen Veranderlichen, es geht namlich
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itber in

Wwo

- )
za.l = Ollzal + cee + clm/zmru

(a=1,..,m)

- Y
Zam = ml‘zrl.l + ¢ + Cmm'gam

ist. Setzt man die Coefficienten A4,, B,; als rationale Functionen von
x ,y voraus, deren Nenner die irreductiblen Factoren ¢(x,¥),d(z,¥),...
enthalten, so sind

¢(r,y) = o, dx,y)=o0, ...

die singuliren Curven des Systems (B). Wahrend frither das Verhalten
eines Fundamentalsystems bei einem Umlauf der unabhiéngigen Variablen
{ um einen singularen Punkt untersucht wurde, betrachten wir hier ein
Fundamentalsystem, welches auf einem geschlossenen Wege, der eine sin-
gulare Curve ¢(z,y) = o umwindet, ein besonders einfaches Verfahren
zeigt. Aus den Entwicklungen des ersten Abschnitts ist ersichtlich, dass
in der Umgebung einer jeden Stelle von ¢(x, y) = o ein Fundamental-
system existiert, welches bei einer Umwindung der singuliren Curve
dasselbe Verhalten zeigt, gleichviel in der Umgebung welcher Stelle dic
Umwindung stattfindet. In den Ausdriicken, die fur die- Losungen eines
solchen Fundamentalsystems im Falle einer Variablen oben aufgestellt
wurden, braucht man, um die Gestalt des zu der Stelle (¢, d) der sin-
gularen Curve ¢ (x,y) = o gehorigen Fundamentalsystems zu erhalten,
bloss (¢t — ¢) durch ¢(z,y)", log(t —c) durch logd(r,y) zu ersetzen
und unter den ¢ Functionen von z,y zu verstehen, welche sich in der
Umgebung der Stelle (a, ) eindeutig verhalten, moglicherweise aber an
den Stellen der Curve ¢(x,y) = o unendlich werden. Die Functionen
¢ lassen eine Darstellung von folgender Gestalt zu:

N Ble—a,y—b)
(*Z—: d(@, y)

Acta mathematica. 12. Tmprimé le 14 novembre 1888. 19
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Durch die Substitution

W=, v= b,y

geht die Function {, welche in der Umgebung von (a, b) eindeutig ist
und nur an den Stellen von ¢(z, y) = o unendlich wird, in eine Funec-
tion von w, v fiber, welche in der Umgebung der Stelle (4 =o0,v=0)
eindeutig ist und nur unendlich wird, wenn v = o ist. Sie ist nach dem
Lavrext’schen Satze in der Form

P,

F— 20 Ot
) .

= 20

darstellbar, wo €, in cine Potenzreihe von u entwickelbar ist. Fuhrt
man wieder ,y ein, so ergiebt sich die oben angegebene Form der
Function ¢, :

Von besonderem Intercsze sind nun wieder diejenigen Differential-
gleichungen, deren samtliche Losungen sich in der Umgebung der Stellen
einer singularen Curve ¢(x,y) = o regular verhalten; in diesem Falle
konnen die Exponenten » in der angedeuteten Entwicklung so gewiahlt
werden, dass die Functionen ¢ in Potenzreihen von # —a,y — b ent-
wickelbar sind. Ein Differentialgleichungensystem, dessen Losungen die
erwahnte Eigenschaft haben, ist z. B.

(B)
d(@,y) a;,/ =2.0.,:(%, y) - %
oder das allgemeinere ‘
% = 2@, gy s ) 2
(B”) N
T AR A R R

WO Pyy..., P, positive oder negative ganze Zahlen sind, £, (z,¥) und
9as(® , ) Potenzreihen von z-—a,y— b, welche den Integrabilitatsbe-
dingungen Geniige leisten — unter (a, b) irgend eine Stelle der singu-
laren Curve verstanden.
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Aus dem Fritheren folgt die Existenz cines Fundamentalsystems des
Systems (B’), dessen Glieder von der Form

2, = (@, 9L,
2= o, YIS+ & logd(m, y) + ..

sind; £, ¢, ... verhalten sich in der Umgebung der Stelle (¢, b) ein-
deutig. Dass diese Functionen in unserem Falle bei geeigneter Wahl von
» nicht unendlich werden, also in Potenzreihen von z —a,y — b. ent-

wickelbar sind, lehrt folgende Betrachtung. Setst man
r=a + a't, Y= b 4 b't,

wo (¢, b) eine einfache Stelle der Curve ¢(z,y) = o und

. 99’/) 70 (3¢
a'{ =~ b'{ =
(a% a,b + (3# ,>a,b

nicht gleich Null ist, so wird

¢, y) = le(t),
log¢ (@, y) = logt + y(t),

.Z'u = tri((/.?
2, = t{{ + logt 4+ .. .);

¢(t) ist eine fiir =0 nicht verschwindende Potenzreihe von t; &, ...
sind in der Umgebung von ¢=o0 eindeutige Functionen von ¢, die fur
t = o unendlich werden oder nicht, je nachdem £, £, ... an den Stellen
von ¢(x,y) = o unendlich werden oder nicht. Da aber z, den Diffe-
rentialgleichungen

1z,
trldvt‘ = %:lavali(t).z/;,

h .

2731

. a fosla + a't b+ bt + Vyusla + o't b/ + b't)
() = o(t) ' -

gentgt, so sind &, ,... bei geeigneter Wahl von » Potenzreihen von ¢,
also auch ¢, ¢, ... Potenzrethen von # —a,y—0b. Fuor das System
(B”) ergiebt sich hieraus der Satz:
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»Das Differentialgleichungensyste»m (B") besitzt in der Umgebung
der Stelle (a, b) der singularen Curve ¢(x,y) =0 m Lbdsungen von

der Form
Z, = Sl’(x ’ ?/)r+p”':a7

2= P, )G + Slogdle, y) + -,

wo samtliche ¢ Potenzreihen von # — a, y — b sind.»

Wird das System (B’) durch ein System von Potenzreihen z,..., 2,
befriedigt, so bestehen die Congruenzen

Zﬂ:ﬁ,ﬂ(x y Y).2,=0

Zgaﬁ( Y)-2=0 ]

aus welchen sich die folgenden ergeben:

-mod ¢ (x , y),

fulw w)=0)
¢ 11104 50\:‘[; ’ jj}'.
\!/a,;(w,y)izo]

2, = ¢,y

in das allgemeine System (B') ein, so gentigt {, den Differentialgleichungen

Setzt man nun

¢, 95 ——Zl o @, 1) — 10,2 |25,
N O¢
S!)(.’U J) ay = z[g(/ﬁ( ) ?/) - TO:A,?é‘EJC?-

Sollen nun {, ..., ¢, Potenzreihen von z—a,y — 0 sein, so muss r
die Congruenzen

o
foﬂ( ’ ?/) 70”’?2-)—{/; = 0 ]
2 mod ¢ (z , ¥)
}goﬁ r, J) 0,?5!; :O[

befriedigen, aus welchen, wenn man z = a, y = b setat, die Gleichungen

3¢
/:/ﬁ(“ ) b) _ 7‘0“0!‘5 a—‘z—] — O,
. dz=a,y=0b
: o
Gusla , b) — ra“,,_ﬁ[a—?J = 0
YJda=a,y=0
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hervorgehen. Die beiden Congruenzen mftissen, da die Existenz von Inte-
bl te) )
gralen von der Gestalt

&, = 50(% ’ y>r§Ba(x —a,y — b)

bereits feststeht, dieselben m Wurzeln #,, ..., r, haben; man erhalt fur
T1y ..., 7, dieselben Werte, welche Stelle (a, ) der singuliren Curve
¢(»,y) =0 man auch in die Congruenzen einsetzt, um aus denselben
Gleichungen herzuleiten. Nimmt man Ricksicht auf die Form der Lo-
sungen, wie wir sie im Falle eines mehrfachen Elementarteilers bei einem
System mit einer unabh#ngigen Variablen kennen gelernt haben, so er-
kennt man, dass die beiden Determinanten

a2
faﬂ(m » Y) — 70“0.,53—:0 ’
. 9
gaﬁ(x ’ y) - ro\a,?—a—l—/ “;

dieselben Elementarteiler (r — r,)* besitzen, wenn man darin fur (z,y)
irgend eine Stelle von ¢(x,y) = o setzt. Geht man schliesslich, &hnlich
wie es oben bei einem Systeme mit einer Variablen geschehen ist, von
dem System (B’) zu (B”) uiber, so ergiebt sich der Satz:

»Die aus dem System (B”) hergeleiteten Determinanten

g |

fle, 9) — 0+ P02

v 9
gaﬁ(w ’ y) - (7‘ + 1’&)011[151;

stimmen, wenn man fur (v, y) eine Stelle von ¢ (v, y) = o setzt, in
den Elementarteilern ~tiberein. Sind lauter einfache Elementarteiler
¥—1%,...,+—r, vorhanden, und befinden sich unter den Grossen
Yyy..., 7, keine zwei mit ganzzahliger Differenz, so ist in der Um-
gebung einer Stelle (a, b) der singularen Curve ¢(x,y) = o — die

nicht zugleich einer anderen singularen Curve angehodrt — ein Fun-
damentalsystem von der Form
— y — 1+ Pm
&y = Sb(x , 3/)”“31611 1 e ey By = g[)(.’b s ?/)1l gty

G = Sb(x ’ y)rm-{-p,:lm , R Sb(x ) ?/>1'm+pm mm
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vorhanden, wo samtliche ¢ Potenzrethen von z-—a,y— 0 sind.
Einem e-fachen Elementarteiler » — », eutsprechen e¢ Losungen, deren
Gestalt sich aus der Entwicklung auf S. 142 dadurch ergiebt, dass
man v durch ¢z, y)”, log¢ durch log¢(x,y) ersetzt und sich
samtliche ¢ als Potenzreihen von #— a,y — b vorstellt. In ahn-
licher Weise erhalt man die Gestalt eines Fundamentalsystems. in
dem Falle, dass mehrere Wurzeln » sich um ganze Zahlen unter-

scheiden.»

111.

abgeleiteten Sitze wenden wir nun an, um das System linearer partieller

Differentialgleichungen

'z A 9z
per - Gof T g T gy

% , 9% CF]

(A) 379y N e + 0, Y
s 2z

— RPN __I_ . -

o 07 T 43 + oy

unter der Voraussetzung zu integrieren, dass die Coefficienten a, b, ¢
solche rationale Functionen von z,y sind, dass sich drei linear unab-
hangige Integrale ergeben. Damit dies der Fall ist, mussen die Glei-

chungen
9 9% 2 9%
oy dx®  dwdwdy’
? °% o 9%

oyoxoy  ow oy*’

. . . . RN 9z oz
die Integrabilitatsbedingungen des Systems (A>? identisch in @, 4,2, , 5

erfullt sein. Dass unter dieser Bedingung auch wirklich drei linear un-
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»Das Differentialgleichungensyste»m (B") besitzt in der Umgebung
der Stelle (a, b) der singularen Curve ¢(x,y) =0 m Lbdsungen von

der Form
Z, = Sl’(x ’ ?/)r+p”':a7

2= P, )G + Slogdle, y) + -,

wo samtliche ¢ Potenzreihen von # — a, y — b sind.»

Wird das System (B’) durch ein System von Potenzreihen z,..., 2,
befriedigt, so bestehen die Congruenzen

Zﬂ:ﬁ,ﬂ(x y Y).2,=0

Zgaﬁ( Y)-2=0 ]

aus welchen sich die folgenden ergeben:

-mod ¢ (x , y),

fulw w)=0)
¢ 11104 50\:‘[; ’ jj}'.
\!/a,;(w,y)izo]

2, = ¢,y

in das allgemeine System (B') ein, so gentigt {, den Differentialgleichungen

Setzt man nun

¢, 95 ——Zl o @, 1) — 10,2 |25,
N O¢
S!)(.’U J) ay = z[g(/ﬁ( ) ?/) - TO:A,?é‘EJC?-

Sollen nun {, ..., ¢, Potenzreihen von z—a,y — 0 sein, so muss r
die Congruenzen

o
foﬂ( ’ ?/) 70”’?2-)—{/; = 0 ]
2 mod ¢ (z , ¥)
}goﬁ r, J) 0,?5!; :O[

befriedigen, aus welchen, wenn man z = a, y = b setat, die Gleichungen

3¢
/:/ﬁ(“ ) b) _ 7‘0“0!‘5 a—‘z—] — O,
. dz=a,y=0b
: o
Gusla , b) — ra“,,_ﬁ[a—?J = 0
YJda=a,y=0
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tbergeftihrt, wo die ¢ Constanten sind, die nur von der Wahl des Weges
abhangen. In der Umgebung einer Stelle (a, b) einer singuliren Curve
¢(r, y) = o existiert ein Fundamentalsystem, dessen Elemente von der
Form

& == ¢<x y ’J)"Cy
2=, y{{+ logd(,y) + ...

sind, wo {, {’, ... Functionen sind, die sich in der Umgebung von (a, b)
eindeutig verhalten.

Wir gehen auf das allgemeine System (A) nicht weiter ein, sondern
machen itber die Coefficienten die Voraussetzung, dass sie in der Um-
gebung der Stellen (r = a,y = b) der singuliren Curve ¢(z,y) = o
die Form

a 4, a, = 4, 4,
0T g 1 (z?—‘d,,
B B B
b, = =, blz——,l, ])2=—/?,
(r,’ 9)
c O° = C‘ Oz
LR T T

haben, wo A, B, C in Potenzreithen von x—ua, y — b entwickelbar sind.
Diese Form besitzen die Cocfficienten des Differentialgleichungen-
systems der hypergeometrischen Reihe F(a, 5, 5,7, 2,y in der Um-
gebung der Stellen der simtlichen singuliren Curven.
Das Differentialgleichungensystem

% oz oz
2
— - g A, — ! —
‘/) 3&6‘ 'AO + ‘1‘[ 1 on + (A‘[AQ a?/ ’
0 9% ?z oz
’ L= /) hiid / pis
(A7) O vy = Bor T OB+ IB 50
%z ., 0z z
2 — o . Y |
¢ ;W = (’0'4 + ¢JC} Py + 9”(/2 y
geht, wenn man
% . o
By = &, # = ¢,8_:v’ Ry 7= 5;
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setzt, tiber in das System totaler linearer Differentialgleichungen

9z 0z
5[}37;: 1 Sba?_;:za’

[

o

+ (Al —gjz)z, + 4,2,
Pl

9['37; = Bz, + < 1 _52}')21 + By,

. y
g[;a—; = Bz, + B,@ + <B2 —5‘%)52,

9z, N

Sbau = Gz, + Cz, + (\02 _~>32’

welches von der in II. behandelten Form (B’) ist. Daher haben alle In-
tegrale von (A’) die Form :

= ¢</K ’ 7/)71“7; — a4,y — I)),

=, R @ —a,y—0b + P —a,y—0logd(x,y) + ...

IS
|

|

Jedenfalls muss ein Integral
2=,y

wo ( eine Potenzreihe von z— a,y — b ist, vorhanden sein; setzt man
diesen Ausdruck in (A’) ein, so ergeben sich fur ¢ die Differentialglei-

chungen
292 \.
¢ Py —]’(—{—J)P —|-¢ 25y
g 9%
¢m-l/ QC+¢Q~+¢Q?W

32\
¢* o = R,¢+ 9)1? +c[B

Acta mathematica. 12. Imprimé le 14 novembre 1888, 20
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wenn mman bhezeichnet:

P, — A + ¢-<A] %+ A%i) —r(r— 1)(-2-%)
¢ = B+ (B E+ 5, =) —r(r — x)s—f%
M_Q+MQ%+£$—m—Q%f

P =4, —2r¥ szﬂmw%, R =0,

P, = A, O =B —r2 B =0 23

Soll ¢ eine Potenzreihe von & — a, y — b sein, welche nicht das Produkt
aus ¢(x,y) in eine andere Potenzreihe von z —a,y — b ist, so muss

) J—
P,=o

0, o modd(r,y)

R =o

[

sein.  KEs muss also eine Grosse », welche diese drei Congruenzen gleich-
zeitig befriedigt, vorhanden sein; wir werden sogleich schen, dass die drei
Gleichungen zweiten Grades in

7 . 99/; ) a(’/, o 39/, 2
Ao + 1<A13—1+ Ag ﬁ) i(l _— I)<—a—;> ,

o o Ad 3
m+%&£+B*%ﬂv_wii

23y ox 3y’
ra(0 0 ¥ — %Y
C, + ¢<(/] =4 C, ay,) = 7 (r 1)(3”1 ;

welche man aus den obigen Congruenzen erhalt, wenn man fir (z, y)
eine beliebige Stelle (a2, b) der Curve ¢/(x,y) = o setat, zwei Wurzeln
r,, r, gemein haben, welche von der Wahl der Stelle (a, b) unabhangig
sind. Es ist allerdings moglich, dass diese Gleichungen zum Teil iden-
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tisch erfullt sind. Hatten die drei Gleichungen nur eine Wurzel gemein,
so misste das System (A’) drei Integrale von einer der folgenden Formen

) ¢'6, 976, 907G,
2) PG, ¢PG, 9’)7'(5" + ¢ log &),
3) @&, G logd + &), &[G (log ) + & logd + &)
besitzen.  Setzt man
Py—¢P G =W,  Bo=dE,

so misste das Systemn

thd e Jz 4 P 4
27 ¢
[ + @, = + (
¢ dxdy @< (” J’ oy’
N4 P . 97
b = R+ R + R,
¢ 35/‘ 0% Y

entweder ein Integral
= 'log ¢ + &7,

wo ¢, & Potenzreihen sind, besitzen oder durch drei nicht durch ¢(x,y)
teilbare Potenzreihen &, &, & befriedigt werden. Im ersten Falle geniigt
¢’ demselben Differentialgleichungensystem wie ¢, wiahrend sich fur &

das System

a[}’l! ef'// :// 3 asb a;/!
h . — P ) b T 9 L=
¢ G =B+ Db B+ VO — 2o
i ., i L 7 adal . oy
([’9“55—'— QOC -+ Qx 93+ (J‘za—y'*‘ VC ‘”"(\ayaz"‘{‘amsq) ;
aJ/H "y P/I a /) a:/
R+ R SRS w2 B

3y’ oy ay ay
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ergiebt, worin
) 2 oY
ngenge @)

U= Do ‘f" 2
¢
3(/ : E)(,/ oo
v Yz t %y ?y aw dy
= J )
2 (2
B Ban+ gk + (ay
= ?

Da nun die Potenzreihe ¢ nicht durch ¢(z,y) teilbar sein darf, so
miissen die Congruenzen

1aw+ “’91/+< >':’"°

o, W
1?1 3 + Q,: aq Y =0  mod ¢
Bg!'
=0
law + 19y + <8_:/)

bestehen; d. h. die determinierenden Gleichungen des Systems fur {:

< 1m—}- )—s(s——x)(%)zzo,

(@ E+ @) —se—n¥¥=o,

23y, dx Ay
s<lm+ﬁ ) b(,__l)(av -

haben die doppelte Wurzel s = o; dann ist » eine doppelte gemeinschaft-
liche Wurzel der obigen drei Gleichungen, so dass diese doch zwei
Wurzeln gemein haben.

Wirde das System fir ¢ durch drei nicht durch ¢(x,y) teilbare
Potenzreihen befriedigt, so ware ¢(x,y) = o gar keine singulare Curve,
und das System fir ¢ hatte die Form
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?*C \ of -1
. = = L. =2
L L+ 1y 3m+ 25y’

% m,

2 =]

2x2y (+ M, + 2 3_/

27 a¢ ol

— 7v o=

A NN E N

unter L, M, N Potenzreihen von z — a,y — b verstanden. Die Sub-
stitution

{=¢7z

liefert das Differentialgleichungensystem, welchem 2 geniigt. Man findet,
dass die determinierenden Gleichungen dieses Systems die beiden Wurzeln
v und ¥ 4 1 besitzen, was mit der Annahme, dass dieselben nur eine
einzige Wurzel » gemein haben, in Widerspruch steht.

Somit ist bewiesen, dass die drei Congruenzen

P, =o, @, = o, R, =o, mod ¢ (z , y),

wo P, @, Ro die oben definierten ganzen Functionen zweiten Grades
von 7 sind, zwei (verschiedene oder zusammenfallende) Wurzeln gemein
haben. Sind die beiden Wurzeln #,,r, von einander verschieden und ist
ihre Differenz keine ganze Zahl, so sind zwei Integrale von der Form

=@,y

und eines von der Form
2= ¢(x,y)" ¢

vorhanden, unter ¢ Potenzreihen von # — @,y — b verstanden. Es ist
nur zu ermitteln, welcher der beiden Wurzeln zwei Integrale zugehoren.
Man berechnet, unter » eine der beiden Wurzeln verstehend, die oben
eingefithrten Grossen P, @, R; da dem System

A I A

’2“ @<+ Qx + L)l

oxy

T

o '+ B

¢ LR

13% 2’71/
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durch eine Potenzreihe ¢ geniigt wird, so bestehen die Congruenzen

. 3

=0
* oy

, 5 ol
Pl 4 Pxé;g

It

G+ 0e 4 ¢

2
Joe
4

FY o ¢ mod ¢(x, ¥)

e Rai’ R ol
" = s 22 O
os T+ Lo+ >3y |

80 dass auch
} P, P, P
&y, @y @,

\
R, R, R,

=0, mod ¢ (r,y)

sein muss. Sind nicht alle Subdeterminanten dieser Determinante = o,
mod ¢(x,y), so kann man von den zu einer Stelle («, b) der singularen

. ° af . .
Curve ¢(x, y) = o gehdrigen Werten von ¢, a—i’ 57'/ zwei durch den drit-
ten ausdriicken, wihrend in dem Falle, wo alle jene Subdeterminanten

. . 0 3 e .
=o0, mod ¢(w,y) sind, zwei der Grossen (, o’ 57‘/ willkarlich bleiben.
Ry

Im ersteren Falle existiert eine, im letateren zwei Potenzreihen {

»Infolge der Integrabilitatsbedingungen des Differentialgleichungen-
systems (A’) haben die drei Congruenzen

A, + 7‘<A1 z—j + 4 w)zf(r — 1)(\;25‘)2

23—.,7/

'y B o 3¢ 3¢
B, + ”’<Bx af(; + B, é:) =r(r — 1)”‘2‘}‘}}' mod ¢ (x , )

O+ (0 + 02 = — ) ()
(/0+i<(/1 ax—}—(/?a!/ = I)(a!/

zwei Wurzeln », ,r, — die von &,y unabhéngig sind — gemein.
Sind dieselben von_einander verschieden und ist ihre Differenz keine
ganze Zahl, so besitzt (A’) in der Umgebung einer Stelle (a, b) der
singuliren Curve ¢(z,y) = o ein Fundamentalsystem von folgender

(Gestalt:
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2y =@,y P —a,y—0>),

0 i (x
g, =d(@,y)"P(@—a,y—10),
2, = ¢, y)* P —a,y — b

Wir haben noch die beiden Fille zu behandeln, wo r, = r

, und
r, — 7, = e cine ganze Zahl ist. Im ersten Falle konnte nach dem Fru-
heren ein Integral

2= ¢, y)"{¢" (log ¢)* + " log ¢ + {7,

worin ¢’, {7, ¢ Potenzreihen sind, vorkommen. Die erste der drei zur
Bestimmung von {"” dienenden Differentialgleichungen wire:

(85[) 2
a?,://l ) af/// a:/// SSJ 8/:// aﬂ)
h = P + P =+ P 4+ U — 2L o

¢/ ox* ¢ 03 ' oz 3y 4 dx o &

e
kI
da hier ¢’ nicht durch ¢ teilbar sein diirfte, so musste

o ® 3¢ 8¢ B¢ *
<i) = o, L=, <i’> = o, mod ¢
9,’13/ o 9_1/ !

sein; da diese Bedingungen nicht erfuillbar sind, so ist ein Integral von
der vorausgesetzten Form nicht vorhanden. Ein Integral

g=¢(r,y) (¢ log¢ + )

muss aber existieren, da zwei um 1 verschiedene Wurzeln vorhanden sind,
wenn das System (A’) durch drei Integrale 2z = ¢"¢ befriedigt wird. In
unserem Falle missen alle aus dem System

Py, Py, Py,
Q(; ’ Ql ’ Q:za
Ry, Ry, R,

aebildeten  Determinanten zweiten Grades = o0, mod ¢, sein, denn wire
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dies nicht der Fall, so hatte das System (A’) nur ein Integral z = ¢'¢,
aber, wie man leicht nachrechnet, auch nur ein Integral

z= ¢ logd + (),

also nur zwei linear unabhangige Integrale.

»lst #, = r, = r, so besitzt das System (A’) ein Fundamental-
system von folgender Form

2 = sb(x, ?/)r(l, .
Ry == Slj(x ’ .7/)1(;,
s = ¢lo, yy[¢log gl y) + ¢
$,¢&,¢, ¢ sind Potenzreihen von # —a,y — b, und es ist
$' = Clg + 02(2.))

Letzteres kommt daher, dass auch der Coefficient von log¢ in z,,
nimlich ¢"{’, ein Integral von (A’) ist. Ks sei nun », = r,r, =r +e,
wo e eine ganze positive Zahl ist. Soll ein Integral vorhanden sein,
welches in Bezug auf log¢ vom zweiten Grade ist, so muss dasselbe
eine der beiden Formen

g (log )7 + ¢r48 log  + ¢rE,
@O (logd)* + ¢¢ logd + ¢
haben. Im ersten Falle miisste auch ein Integral von der Form
¢ (0 log ¢ 4 )

existieren, was aber nur dann moglich ist, wenn r, =1, ist. T zweiten

2
Falle ergeben sich fur ¢ drei Differentialgleichungen, deren erste ist

L L - -LY 3L A *
ho S — P 9% AT L yos 1,01 _(,) e
Y20 Pod” + ]lam + ]'?ay dx” < %% P + ¢ (\9.1:, N
A o AN
P+ rE+(E)
oz *y 2w,

20,
b b

+

&
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der Zahler des ‘letzten Gliedes misste durch ¢ teilbar und folglich

r, = r, sein.
»Ist r, — r, = e eine ganze positive Zahl, so hat das System

(A') ein oder zwei Integrale von der Form

2= ¢, y"¢

und zwei bez. ein Integral von der Form

t= @,y logd(@,y) + o,y

wo siimtliche { Potenzreihen von # — a,y — b sindy

Ob ein oder zwei Integrale von der ersten Form vorhanden sind, er-
kennt man wie oben; es kann auch vorkommen, dass die logarithmischen
Glieder wegfallen, was aber nicht méglich ist, wenn », = r, ist.

Wir sind nun im Stande, das Differentialgleichungensystem der hy-
pergeometrischen Reihe F(a, 8, #,7, %, y) zu behandeln. Man kann
demselben die Form geben:

92 (1 — : —
ot — )i = (@ + p+ o —p L= 2L HO DT | o,

% , %z oz
@ — Y5z, = F 5 By

vt =)z = (@ g+ 0y — =0 2 BOZD2 4 o

In der Umgebung der Stellen der singuliren Curven z = o, y = o,
1—%=0,1—y=0,2—y=o0 ist das System von der Form (A).

Fuhrt man dasselbe durch die Substitution z =£—, tiber in
7 ’ 822
X 2(1 — X ) 59? =

m'(a—l—ﬁ— I _(T_ 2)00' _I_M)a_z_w%—aﬁz’

IL—zy

? 2
xl(l — x'y)a_a;% =ﬁl I Z + ﬁal/
. % 2
y(r— )5 BZ;‘_ et (@+ 4+ oy —r =L E e,

Acta mathematica. 12, Imprime le 21 novembre 1888. 21
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so erkennt man, dass es auch in der Nahe der unendlich fernen Linie
x = oo oder #’ = o dieselbe Form besitzt. Dasselbe gilt fiir die andere
unendlich ferne Linie y = co. Setzt man fur ¢(z,y) der Reihe nach

1) x, 2) 1—u2, 3) *z—4y, \4) @,
so erhalt man fur die Coefficienten des Systems (A’)
Ao ’ ‘Al ’ Aa’
BO ’ Bl ’ B’)’
C,C, C,

an einer Stelle (x,y) der jedesmaligen singuliren Curve ¢(x,y) = 0
bezw. die folgenden Werte:

1) o, f—r,—p—y)

o, o , o ,
o, o , o ;
2) O,a+ﬂ—;’+l,ﬂy,
o, o , O,
o, o y O3
3) O,—‘B’, ,37
o, ﬂ,7_,3’
Oy_ﬂ” ﬂy
4) _aﬁ’a+ﬂ_l’_ﬂy(l_y>1
’ o b o )
o ) o
Die Congruenzen
9 2
4, + 1’( )EW‘(T—— 1)(5—5)
o o d
BO—I—V( + B, ¢>E (’)’——1)3—555 mod¢)(x,y)
a 2
C, + r< >—:‘r(¢— 1)<3—;[}>
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liefern, wenn man fir (x,y) eine Stelle der jedesmaligen singuliren
Curve ¢(z,y) = o setzt, die zur Bestimmung von r dienenden Glei-
chungen:

D) (f—p) =r(r— 1)

2) —rl@a+pB—7+1)=r({r—1),
3) r(B+p)=—rl—1),

4) af+ra+ f—1)=1rF—1),

welche die Wurzeln 1) o, 1+ —p; 2) 0,y—a—p; 3)0,1 —F—f
4) a, 3 ergeben. Ahnlich verfshrt man bei den singularen Curven y= o,
1—y=o0,y=0c0. Sind dic Constanten der Reihe a«, g, f,r so be-
schaffen, dass keine der Gleichungen fur » zwei gleiche oder um eine
ganze Zahl verschiedene Wurzeln besitzt, so ergeben sich die in der Ein-
leitung angegebenen Fundamentalsysteme.

Die Frage nach dem Verhalten der Integrale von (A) und (A’)
in der Umgebung einer Schnittstelle (@, d) zweier singularer Curven
¢®,y) =0 und ¢(x,y) =0 moge fur eine andere Gelegenheit auf-
gespart bleiben, ebenso die Frage nach den notwendigen Bedingungen fur
das Vorhandensein lauter regulérer Integrale in der Umgebung der Stellen
einer singularen Curve ¢(x,y) = o eines Systems linearer partieller Diffe-
rentialgleichungen von der Form (A).

1V.

Die bisherigen Resultate konnen in verschiedener Hinsicht verallge-
meinert werden.

Wenn man die Entwicklungen des ersten Abschnitts auf Functionen
mit # Versnderlichen «,,..., #, ausdehnt, was ohne irgend welche Mithe
moglich ist, so ergeben sich folgende Definitionen und Satze:

Wenn sich eine analytische Function von «,,...,z,, F(z,,..., x,),
an allen der irreduciblen algebraischen Gleichung ¢(z,,...,z,) = o ge-
niigenden Stellen (x,,...,z,) singular verhalt, so wird das algebraische
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Gebilde ¢(wy,..., ,)=o0 ein singulires Gebilde der Function F(z,, ..., ,)
genannt. Ein imm Gebiete der Variablen z,,...,x, verlaufender geschlos-
sener Weg umwindet das singulire Gebilde ¢(x,,..., x,) = o Afach in
positivem Sinne, wenn beim Durchlaufen dieses Weges das Argument der
complexen Grosse ¢(z,,...,x,) um 2izi wichst. Ist nun (a,...,a,)
eine Stelle des singularen Gebildes ¢(z,, ..., z,) = o, welche nicht zu-
gleich einem anderen singularen Gebilde angehort, so fithrt jeder in der
Umgebung von (a,, ..., a,) verlaufende geschlossene Weg, welcher das
Gebilde ¢(x,,...,,) = o nicht umwindet, die mehrdeutige Function
F(z,,...,®,) zu ihrem urspringlichen Werte zuriick. Ist (b,,...,0,)
irgend eine andere Stelle des irreductiblen Gebildes ¢(z;, ..., z,)=o0,
so zeigt die Function, wenn sie das singulire Gebilde in der Umgebung
der Stelle (4,, ..., 5,) umwindet, das namliche Verhalten, wie wenn die
Umwindung in der Umgebung der Stelle (a,, ..., a,) stattfindet, wie dies
fur » = 2 im ersten Abschnitt naher auseinandergesetzt wurde.

Die Anwendung dieser Satze auf bestimmte mehrdeutige Functionen
von n Veranderlichen, wie z. B. auf die Integrale linearer Differential-
gleichungen mit # unabhingigen Variablen, geschieht in derselben Weise
wie im Falle zweier Variablen. Die Ausdehnung der im zweiten Ab-
schnitt tiber totale lineare Differentialgleichungen mit einer und zwei un-
abhingigen Variablen bewiesenen Satze auf Differentialgleichungen mit
n Variablen, d. h. auf Differentialgleichungensysteme von der Form

dy, = 2 AQy, . dx, + ... + 2 APy, . dz, @ B=1,0m)
AL & apYs

wo AR, ..., A% Functionen von «,, ..., x, sind, welche die Integrabili-
litatsbedingungen erfullen, ist so einfach, dass wir von einer Angabe der
verallgemeinerten Sitze absehen konnen.

Schwieriger dagegen ist die Ausdehnung der Theorie der gewdhn-
lichen linearen Differentialgleichungen hoherer Ordnung auf Differential-
gleichungen mit % Variablen, d. h. die Verallgemeinerung der Entwick-
lungen von IIL

Das allgemeine Integral einer linearen partiellen Differentialgleichung

a‘/1+...+l’n

:O’

Wy T el L ey
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deren Coefficienten 4, , Functionen von «,,...,z, sind, enthalt nicht
wie das allgemeine Integral einer gewohnlichen linearen Differentialglei-
chung m willkiirliche Constanten, sondern m willkurliche Functionen von
n — 1 Verinderlichen, Mehrere lineare partielle Differentialgleichungen
haben im allgemeinen gar kein Integral gemein; wenn aber die Coeffi-
cienten gewisse Bedingungen erfiillen, kann es eintreten, dass die Diffe-
rentialgleichungen ein gemeinsames Integral mit einer endlichen Anzahl
willktrlicher Functionen von # — 1,5 — 2,..., 1,0 Variablen besitzen.
Wir beschaftigen uns hier nur mit dem Fall, wo das allgemeine Integral
des Differentialgleichungensystems

aV1'+...+vzny

ZA(U.) . Ao {a=1,.,p)
) Viy ey Vi 9%;1 L a{U:L" 2reey

— unter 4( ., sind Functionen von «,, ..., s, verstanden — m will-

kirliche Constanten ¢, , ..., ¢, enthilt, also von der Form

y=01y1+"'+cm?/m

-ist, und zwar stellen wir zunichst solche Differentialgleichungensysteme
von besonderer Gestalt auf.
Eine Differentialgleichung mit einer unabhangigen Variablen x erhalt
. dny . . Yy dm—ty
man, indem man T als lineare homogene Function von y, y PURRRE Y ey
darstellt:

dmy dm—ly d,,
g = Dyt o T Puagy + Pay-

Durch wiederholte Differentiation der Differentialgleichung kann man alle

Ableitungen Py durch y dy oy 7 finear ausdriicken. Auch im
da? > da’ ? dagm—t .

Falle von » Veranderlichen z,,..., 2, nehmen wir zunichst gewisse m

niedrigste Ableitungen — zu denen auch y selbst gehort — an und

stellen gewisse nichst hohere Ableitungen als lineare homogene Func-
tionen jener m Ableitungen dar, so dass man durch wiederholte Diffe-
rentiation alle hoheren Ableitungen durch die m zuerst angenommenen
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Ableitungen ausgedriickt crhalt. Far die partiellen Ableitungen wird die

Bezeichnung
Ao A
e — 9 N
am{‘ o .Swﬁ"

angewandt; das Wertsystem (A,,...,4,) wird als Indexsystem der Ab-
leitung bezeichnet. Wir bilden zunachst eine Gruppe von m Indexsystemen
(a1,...,a,) von der Eigenschaft, dass, wenn (af, ..., a,) ein Indexsystem
der Gruppe ist, auch das Indexsystem (a’,..., @) derselben angehort,
falls @ < a;,...,a <a, ist. Aus dieser ersten Gruppe leiten wir eine
zweite Gruppe von Indexsystemen (B, ..., 3,) ab; wir bilden namlich
aus jedem Indexsystem (a,,..., a,) der ersten Gruppe die Indexsysteme
(a1+ Lyt .. ')an> ’ (a17a2+ 1 ""’an) y cr e (a17a27--°7an+ I))
lassen aber diejenigen, welche schon in der ersten Gruppe vorkommen,
wieder weg. Sodann denken wir uns alle Ableitungen, deren Index-
systeme der zweiten Gruppe angehoren, als lineare homogene Functionen
derjenigen m Ableitungen dargestellt, deren Indexsysteme in der ersten
Gruppe enthalten sind. Wir erhalten so eine Anzahl Gleichungen von
der Form

y(ﬂ.,...,ﬁ,;) — % Pif',ﬁff;’a’f.")- g

die Coefficienten P setzen wir als eindeutige analytische Functionen von
Zyy...y%, voraus. Ist nun (4, ..., 4,) irgend ein Indexsystem, so erhalt
man y™ - durch Differentiation aus den gegebenen Differentialglei-
chungen und zwar im allgemeinen auf verschiedene Arten. Damit samt-
liche Ausdricke, die sich fur y* ™ ergeben, tibereinstimmen, mfissen die
Coefficienten P%:-- gewisse Integrabilitatsbedingungen erfillen, deren
Aufstellung wir unterlassen, die wir aber immer als erfullt voraussetzen.
Man erhialt dann

!/(A,,...,An) _— 2 P(Al,...,zn) . y(al,...,an>,

Q)5 nes An
(@)

wo die Coefficienten P8 aus den Functionen P/»:2 und deren Ab-
leitungen gebildet sind, und zwar durch Addition und Multiplication.
Wenn sich samtliche Functionen P%v - an der Stelle (,= ay,...,2, = a,)
regular verhalten und wenn die Werte der p Ableitungen der ersten

Gruppe an dieser Stelle willkurlich festgesetat sind, y'® = = @, g0
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erhalt man fur alle ibrigen Ableitungen endliche Werte, z. B. yi = -0,

Die Potenzreihe

— A (w — )ln
— Gy B — @M (0 —
) ~7

A |2
convergiert — wie sich aus einem Satze von BouqQuEer tiber totale Diffe-
rentialgleichungen ergiebt — und stellt somit ein dem Differentialglei-

chungensystem gentigendes Functionselement dar. Da sich simtliche
Grossen y%»-=*) als lineare homogene Functionen der m Ableitungen
7@, deren Anfangswerte wir nun mit ¢,,..., ¢, bezeichnen, dar-
stellen lassen, so nimmt obige Potenzreihe die Form an:

y = 61?/1 + LR + cm?/m’_

WO %15 ..., %Y, Potenzreihen von %, —a,, ..., z, — a, sind. Unser Diffe-
rentialgleichungensystem besitzt also m linear umnabhingige Integrale
Yis--+yYm, durch welche sich jedes Integral y linear ausdriicken lasst;
wir sagen, dass ¥,,...,Y%, ein Fundamentalsystem bilden, und nennen
die Determinante

lyg‘al,...,tzn) s
. ,
in welcher fur « die Zahlen 1,...,m und far (a,..., a,) die be-
kannten m Indexsysteme zu setzen sind, die Determinante des Fundamen-

talsystems.- ’
Ein Differentialgleichungensystem der betrachteten Art ist z. B. das
folgende:

n

o'y oy
. A — (v) _ I _
w, g ; et g, T Dus¥s (@h=lrmm

ferner das System, welches man erhalt, wenn man

my %y oy
Am ) A Y A Ty ey T TTA

Ow, = Oxg  Om,Oms Sz, Oxg

wo far o« eine bestimmte der Zahlen 1,...,# und fur # die Zahlen
T,...,0a— 1,04 I,...,%n zu setzen sind, linear durch

9;1/ om—1 y

’ g euey —
oz, ey

Y
ausdriickt.
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Es sei nun ein System linearer particller Differentialgleichungen von
beliebiger Gestalt ‘
ZA(E) e y(aly---,an) = 0 (a=1,...,D)

) ¢ PETIN)

gegeben, welches m linear unabhiingige Integrale besitzt. Die Bedingungen,
welche die Coefficienten erfullen miissen, damit dies stattfindet, werden
hier nicht aufgestellt. Es giebt dann m Integrale y,,...,y, von der
Beschaffenheit, dass sich jedes Integral y in der Form

Y=oy + ...+ Colin

darstellen lasst. Gehen %,,...,9,, wenn die Variablen #,,...,z, einen
geschlossenen Weg beschreiben, tiber in yi,...,#,, so bestehen Rela-
tionen von der Form

y; = 0113/1 + v + Clmym,

. . 9 .

y;n = cmlyl _I_ s + Cmmym

mit constanten Coefficienten. Hat man nun ein System von m Functionen,
welches sich bei einem Umlauf der Variablen z,,...,z, in der ange-
gebenen Weise verhalt, so geniigen dieselben einem Systeme linearer Diffe-
rentialgleichungen von der Gestalt

y(,@n o) — ZP(,@“ sy n) y(al, ey On) R

@ Uyyaees On
vorausgesetzt, dass die Determinante

— Uy 1rey Un)
A = |y

nicht identisch verschwindet. Aus den m Gleichungen

Yo = PGy =1,y m)
@
berechnet man
By +ees i)
(Bry eees Bn) éa,,...,an y
Oy eas yOn
! A

wo A$v--f die Determinante ist, welche aus A hervorgeht, wenn man
das eine Indexsystem (a,, ..., a,) durch (8,,..., f,) ersetzt. Bei jedem
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geschlossenen Wege der Variablen x,,..., s, gehen y,,...,y, tiber in
Ausdriicke von der Form

Cuth + oo F Calms oo Cnth oo F Comlms

die beiden Determinanten A und A% % werden dadurch mit

vy O

’ Ca,? l (2,f=1,...,m)

multipliciert, so dass ihr Quotient ungesndert bleibt; P jst daher
eine eindeutige Function von z,, ..., z,.

Sind 4,, ..., ¥, Functionen einer einzigen Verinderlichen z, so nennt
man bekanntlich die Determinante

d:’/a dm—lya
Yo %’ M dam—1 (@=1,..,m)

die Determinante des Functionensystems; man beweist, dass diese Deter-
minante nicht identisch verschwindet, wenn die m Functionen linear un-
abhingig sind, d. h. wenn keine Relation

e+ oo+ Y =0

mit constanten Coefficienten besteht. Sind #,, ..., y, Functionen von
Zyy...,%,, so lassen sich mehrere der obigen analoge Determinanten
bilden; einem System von dret Functionen y,,y,,y, zweier Variablen
x, , v, entsprechen z. B. die Determinanten

2, ' %

Yo s

’

2

Wa  O%Ya
d, ’ O}

Yo s

’ (@=0,1,2)

Yo Oa
ya’ awg ) 31‘2 .

Im allgemeinen Falle entspricht jeder der verschiedenen Gruppen von
je m Indexsystemen (a;, ..., a,), welche in der oben angegebenen Weise
gebildet werden konnen, eine Determinante

\, y;a,, veey On) ‘ . (r=1,...,m)
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Wir werden sehen, dass nicht alle diese Determinanten identisch ver-
schwinden konnen, wenn die Functionen y,,...,y, linear unabhangig
gind. Nimmt man die Zahlen 1,...,#% in irgend einer Reihenfolge,
und sind for je zwei aufeinanderfolgende Zahlen o, g stintliche Deter-

minanten

7’ama7"’7awi 7amﬂ7""aw§ 2
worin A, p irgend zwei ganze positive Zahlen (einschliesslich o) mit der
Summe A + p = m — 1 sind, identisch gleich Null, so sind m Functionen
C,...,C, von z,, ..., x, derart vorhanden, dass gleichzeitig folgende
Gleichungen bestehen:

.. om—1
Z/OT?/V = 0, EC/ o O, vy ZO U O. (e=1,..,m
s

oz, > 7 aw;"_l

Durch Differentiation dieser Gleichungen erhilt man die folgenden:

9C, oC, 2y, oC,em 2y,
—Y. =0 ~—x =0 e — = 0, (a=1,...,n)
zr: 3, U7 ;X 3w, 3z, ’ 23 dx, 2" Tt

7 T

Die Vergleichung der beiden Reihen von Gleichungen ergiebt:

a0, aC,,
01 ..... Om == % ..... awu (a=1,...,,n)
oder
2 C, o 2 Cp et )
_—— == s e e ~ N = a=1,.,.,n
o, C, ? > o, C, ’

wo y eine der Zahlen 1,...,#n ist; d. h. die Verhaltnisse der Grossen
Cy,...,C, sind constant und mithin y,, ..., y, nicht unabhangig. Sollen
also diese Functionen linear unabhingig sein, so diirfen nicht alle oben
angeschriebenen Determinanten verschwinden.

Hiermit ist bewiesen, dass die Integrale eines Differentialgleichungen-

gystems von der Form

9V1+...+Vny
E (@) = 0 (a=1,...,p)
) V]yeery ¥n aw;I . e ax::'
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mit m linear unabhéngigen Integralen tbereinstilnmen mit den Integralen
eines Systems von der Gestalt

(D) /y(ﬁu o fe) ZP(ﬂn -..,ﬁn)y(al, ey ),

Cyy ey On
()

Wenn man auch nicht jede der moglichen Gruppen von m Indexsystemen
dem letsteren System von Differentialgleichungen zu Grunde legen kann,
so ist doch sicher eine dieser Gruppen zulissig, weil immer eine Deter-
minante nicht verschwindet. Is muss also moglich sein, aus dem ersten
Differentialgleichungensystem alle Ableitungen y®:-* durch die m Ab-
leitungen y“»--“ auszudriicken; indem man die y# -+ durch die y*
ausdriickt, erhalt man das letztere System.

Man hatte nun folgende Aufgabe zu losen: Ist ein beliebiges System
linearer partieller Differentialgleichungen

alll+...+1‘ny
E A(a) == O (a=1,..,p)
) Vs veeyVn ax‘ix e axv"

gegeben, so sind die Bedingungen zu ermitteln, unter welchen dasselbe
m linear unabhingige Integrale besitzt; man hat dann, wenn man mit
Y15+ Yn ein Fundamentalsystem des Differentialgleichungensystems be-
zeichnet, zu untersuchen, welche der verschiedenen Determinanten

] yﬁa,, cees Un)

(i=1,...,m)

von Null verschieden sind; hat man gefunden, dass eine bestimmte dieser
Determinanten nicht verschwindet, so hat man das gegebene System von
Differentialgleichungen auf die Form

y(lgl: wesy fn) —_— ZP(ﬁh "'!ﬂ")y(ah veuy On)

T Yy eeny O
(a) D y On

zu bringen. Diese Aufgabe, die eine Verallgemeinerung der bereits ge-
losten Frage nach den Bedingungen, unter welchen zwei gewohnliche
Differentialgleichungen mehrere particulare Integrale gemein haben (vgl.
GRUNFELD, Zeitschrift fur Mathematik 1885), darstellt, soll jedoch
hier nicht behandelt werden.

Man konnte sich also auf Systeme von der Form

Yoo = Zp(f,,...,ﬁn)yml,-.., an)

Ay oany
(@) peeey G0
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beschranken, welche sich, wie wir gleich sehen werden, auf Systeme to-
taler linearer Differentialgleichungen zurtickfithren lassen. Bezeichnet man
die m Ableitungen y“ - in irgend einer Reihenfolge mit y, (a=1,...,m),

- 2y, . . I h o F ®
so ist = (v=1,...,n) eine lineare homogene Function von y,,...,¥,.

Ist namlich y, = y*“* und gehort (a,,...,a + 1,...,a,) der Gruppe
der Indexsysteme (a;,...,a,) nicht ebenfalls an, so muss es in der Gruppe
der (B, ..., f3,) enthalten sein; es ist daher

%y,

Ya _ 3 PBuesfn) gy, ooy an)
) a}ix...,af. “ ’
Ly (a)

d. h. eine lineare homogene Function von y,, ..., ¥y,.
Unser System linearer partieller Differentialgleichungen ist somit auf
ein System von der Form

% = 2 A3y;, 3zt
also auf ein System totaler linearer Differentialgleichungen zuriickgefihrt,
worin die Coefficienten A%} Functionen von #,, ..., x, sind.

Indem man die uber totale Differentialgleichungen im zweiten Ab-
schnitte bewiesenen Sitze, die sich ohne Mihe auf Differentialgleichungen
mit # unabhangigen Veranderlichen ausdehnen lassen, auf das System (D)
anwendet, ergiebt sich Folgendes: Die singuliren Gebilde der Functionen
P@v-i gind auch die singuldren Gebilde des Differentialgleichungen-

systems.
In der Umgebung einer Stelle (a,, ..., a,) des singuliren Gebildes
¢ ,...,x,) =0 ist ein Fundamentalsystem von m Integralen vor-

handen, welche eine Entwicklung von der Form

Yy=¢@®, ..., 1)y
oder von der Form

Y= @, .0, 2) {5 + plogdla,,...,z,)+ ...}

zulassen, wo unter » Functionen zu verstehen sind, welche sich in der
Umgebung der Stelle (a,, ..., a,) eindeutig verhalten, allenfalls aber
noch an den Stellen des singuliren Gebildes ¢(z,, ..., 2,) =0 unendlich
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werden konnen. Von dem Verhalten der Integrale an den Schnittstellen
mehrerer singularer Gebilde sehen wir fur jetzt ab.

Wir betrachten nun eine Klasse von Differentialgleichungensystemen
(D), deren samtliche Integrale sich in der Umgebung einer Stelle (a,,...,q,)
eines singularen Gebildes ¢ (x;, ..., #,) = o regular verhalten; ein solches
System hat man z. B., wenn die Coefficienten des Systems (D) die-Form

haben . :
i G(af?:».---:ﬂh)

vy Un

Brs eoes Bn) )
@Yy vees On ¢(ﬂ;+...+ﬂn)—(al+...+an) ’

Uyyreny On

wo G@:--5 in eine Potenzreithe von x, — a,, ..., x, — a, entwickelbar ist.
Dass sich die Integrale des Systems |

231y e )
(D) O I A
in der Umgebung der Stelle (a,,...,a,) des singuliren Gebildes ¢(z,,...,z,)=0
regular verhalten, erkennt man, indem man das System (D’) auf ein System
totaler linearer Differentialgleichungen mit den m abhingigen Variablen
y“» - zurickfithrt.

Um die notwendigen Bedingungen fiur das Vorhandensein lauter re-
gularer Integrale aufzufinden, misste die Theorie der totalen linearen
Differentialgleichungen weiter gefithrt werden, wovon wir in der vor-
liegenden Arbeit absehen. Da nun feststeht, dass die Integrale von (D’)
in der Umgebung der Stelle (a,, ..., a,) des Gebildes ¢ (z,,...,2,) =0
die Form haben

Yy = S[}(ml’ ~-'>mn)rﬂ
oder

y=¢(n+ 7 logdy + ..,

wo %, %', ... Potenzreihen von x, —a,,...,x,—a, darstellen, so kdnnen
wir uns zur Berechnung der Exponenten » wenden.

Die wiederholte Differentiation des Ausdrucks y = ¢y — ein Integral
von dieser Formn ist immer vorhanden — ergiebt

dek et m gy _ wl o o \ ™ A\ o
— (@4 o+ an) rya 4+ ...+ a,,](%) (iﬁ—) .+ Sann...,an ’
i3 n

a, an
axl [P 3wn
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wobei €,  , ein aus den Ableitungen von ¢ und, % durch Addition und

Multiplication gebildeter Ausdruck ist; ferner ist die Bezeichnung
rym)=r@r—1)...0r—m + 1);[r,0] =1

angewandt. Durch Einsetzen in eine der Differentialgleichungen (D)
findet man, dass

o p+ .+ ﬁ,,](i—i)ﬂl. .. <%%>ﬂnz

Z rye +...4+ Ot,,]@—;f—)al... (%/L)« P& mod ¢

(@) f Oy

sein muss, da 7 als nicht durch ¢ teilbar vorausgesetzt wird. Jede der
m Differentialgleichungen des Systems (D) liefert eine solche Congruenz.
Setzt man fur (z,,...,x,) irgend eine Stelle des Gebildes ¢ = o, so
gehen die Congruenzen in Gleichungen fur » tber, die allerdings zum
Teil auch Identitaten werden konnen. Die nicht identischen Gleichungen
miissen ecine Anzahl gemeinsamer Wurzeln » besitzen. Von der weiteren
Ausfithrung, die den fur das specielle System (A’) angestellten Betracht-
ungen &hnlich sein wird, sehen wir hier ab, ebenso von der Behandlung
einiger anderen Fragen, welche durch die seitherigen Entwicklungen nahe
gelegt werden. Es ist dies namentlich die Aufsuchung der notwendigen
Bedingungen fur das Vorhandensein lauter regularer Integrale bei den
verschiedenen Systemen linearer Differentialgleichungen, die uns seither
begegnet sind, sowie die Frage nach dem Verhalten der Integrale der
seither betrachteten Differentialgleichungen in der Umgebung einer Schnitt-
stelle mehrerer singularer Gebilde.

Besonders interessante specielle Systeme linearer partieller Differen-
tialgleichungen sind die Differentialgleichungensysteme, welchen die hy-
pergeometrischen Reihen mehrerer Veranderlichen geniigen. Eine Reihe
dieser Art ist z. B.

(e=1,..,p;8=1,..,0)

H(aa, Ughy + ... F Ugn An)
4y 0=
Myt I;I(\b{@, v h oo Veads)

’



Uber ein System linearer partieller Differentialgleichungen. 175

wobei die Bezeichnung

(@, m)=afa+1)...(a + m—1)

gebraucht ist und
Ugr s « v vy Ugn

Vgrs o VUpa

ganze positive Zahlen von der Art sind, dass
UZum:...=}a:uan=%vm = ...=%vﬁn=u

ist. s lasst sich nachweisen, dass diese Reihe in einem gewissen Be-
reiche von endlicher Ausdehnung convergiert, und dass sie, falls der
Nenner von 4, ., die Factoren (1, 4),...,(1,4,) enthalt, einem Sy-
stem linearer partieller Differentialgleichungen von der Form

() v (0 v vi—1 v 3V1+...+w.1/
i v 'n — Yn . —_
2 (al . mm— b0 .o e = ©
) 73 L o4
) (i=1, 0yt Fum=p)
geniigt, wo o ., 0 . ganze Functionen der @, und b, sind.

Es bietet sich hier die Aufgabe dar, die Theorie der Reihenentwick-
lung der Integrale eines Systems linearer partieller Differentialgleichungen
in einer solchen Form darzustellen, dass sie auf die Differentialgleichungen-
systeme der hypergeometrischen Reihen angewandt werden kann. Die aus
der oben eingefithrten Reihe hervorgehenden Functionen sind im Falle
n = 1 als hohere hypergeometrische Functionen von den Herren Tmomz
(Math. Ann. Bd. 2), GoursaT (Ann. de I’Ec. norm. 1883) und Pocs-
HAMMER (Crelles Journal Bd. 102) untersucht worden.

Rehbach (Hessen), Mai 1888.






