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0BER EIN SYSTEM 
D 

LINEARER PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

VON 

I. HORN 
i n  R E H B A C H .  

In den folgenden Blhttern wird die Aufgabs in Angriff genommen, 
die Untsrsuchungen des Hsrrn FUCHS fiber das Verhalten der Integrale 
linsarer Differentialglsichungen in der Umgebung der singulhren Stellsn 
(Crelles J o u r n a l ,  Bd. 66) auf Differentialgleiehungen mit mehreren 
Vsri~nderlichen auszudehnen. Da die Arbeit RIEMA~CN'S fiber die (lurch 
die G.tcss'sche Reihe F(a ,  fl, 7, x) darstellbaren Functionsn (Abhand- 
lungen  dsr Got t inger  G e s e l l s c h a f t  der Wissenschaf ten  I857) das 
Vorbild fiir dis allgemeine Theorie dsr linearen homogenen Differential- 
gleichungen abgegeben hat, so liegt die Frage nahe, ob sine Function 
zweisr Veri~nderlichen x ,  y dutch ihre Unstetigkeiten und ihre Verzwei- 
gungsweise in ~hnlichsr Weise definisrt werden kann, wie es RIEMANN in 
dsr angefiihrten Abhandlung fiir sine Function einer Veri~nderlichen gethan 
hat. Diesen Weg hat Herr PICA~¢D (Annales  de l ']~cole Norma l e  
1881) eingesshlagen, indsm er eine Function z yon x und y durch fol- 
gende Bsdingungen definierte: Die unendlich vieldeutige Function z besitzt 
drei linear unabh~ngige Zweige z0, zx, z:, dursh welche sich jeder Zweig 
als lineare homogene Function mit constanten Coefficienten 

Z ~ CoZ o "-[- ClZ 1 "-[- C2Z ~ 

ausdriicken 1/~sst; sie verhi~lt sich nur an denjenigen Stellen (x, y) sin- 
gular, welche einer der Gleichungen 

X ~ O~ y ~--~ O,  X ~ I~ y ~ I ,  
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genfigen. 

I. Horn. 

In der Umgebung der Stellen 

I) x ~ o, y - - - -b;  5) x ~ a, y----- o; 

3) x ~ -  i, y ~ b; 4) x ~  a, y ~  i;  

5) x== ¢x~, y =  b; 6) x-----a, y =  o,v; 

7) x = a ,  y ---- a,  

wo a und b beliebige Grsssen mit Ausschluss yon o ,  i , c~v sind, sind je 
drei linear unabhi~ngige Zweige yon folgender Gestalt vorhanden 

i) C0',~',xl+~'-% ', 
5) %, '¢,, y'÷~-~'~, 

3) Co", C1", ( x - -  I)~-°-~ '', 

4) "~0, " ~ ,  (Y- -  I)r-~-z'"~, 

5) \ ~ / ~ o  , \ ~ ]  ~, , -~ ~ ' "  

hierbei sind 
riablen 

s~imtliche C" Potenzreihen und zwar bez. der folgenden Va- 

l) x , y ~ b ;  2) x - - a , y ;  

3) x - -  I , y - - b ;  4) x - - a , y ~  t ;  

I I 
5) . , y - - b ;  6) z - - a ,  y ,  

7) x - - a ,  y - - b .  

Herr PICARD zeigt, dass die so definierte Function, welehe in eine der 
yon Herrn POCItIt~,MMER (Cre l les  J o u r n a l ,  Bd. 71 u. 73) behandelten 
hypergeometrischen Functionen libergeht, wenn man eine der beiden Va- 
riablen als constant annimmt, das allgemeine Integral eines gewissen 
Systems linearcr partieller Differentialgleichungen bildet. Zu derselben 
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Function gelangte zuerst Herr APPELL (Comptes  Rendus ,  Ier semestre 
188o und L i o u v i l l e s  J o u r n a l  5882) dm'ch Verallgemeinerung der 
G,~wss'schen hypergeometrisehen Reihe; er zeigt, dass die Reihe 

(1~ ~0. . .~ ' )  

- -  e$ ist ( g ,  gJ~.) = a ( a  + i ) . . .  (g 2 i- , , ~ -  I ) ;  ( g ,  o)  = i - -  w e l c h e  fflr  

Ix[ < ~, [y] < ~ eonvergiert, den Differentialgleichungen 

a~z a~z az az 
• (~ --,)a.-~ + v(~ - - , ) g ~  + [r--(~ + fl+ i),]~--flv~--~fl~.=o. 

a=z a'z az _, az • (*-v)~g+v(,--v)--+~v, I t - ( =  + Y +  i )v]~- /~ .~-~f l '~=o 

gen0gt, in welche auch die yon Herrn PICA~tD abgeleiteten Differential- 
gleiehungen r, bergefi]hrt werden kOnnen. Aus diesen beiden Differential- 
gleiehungen wird eine dritte 

a~z _ fl, az az 

abgeleitet, mit dcren Hilfc man das System so umformt, dass man drei 
1)ifferentialgleiehungen 

a~z az az 
a ~ -  .o z + a~ g.  + ~q ~, 

(A) a~* - -  boz + b, a~ a, 

~z ~z ~z 

erh~lt, deren Coefficienten a ,  b,  c rationale Functionen von x ,  y yon 
soldier Beschaffenheit sind, dass das System der drei Differentialglei- 
chungen drei linear unabhhngige Integrale besitzt. Das Verhalten der 
Integrale des Diffcrentialgleichungensystems der Reihe F(a,  fl,fl ' ,  r ,  x, y) 
ist bekannt, da dasselbe durch jene Function des Herrn PICA~ID integriert 
wird, die gerade dutch ihr analytisches Verhalten definiert worden war. 
Will man aber auf dem yon Herrn Am'ELL eingeschlagenen Weg welter 
gehn, so hat man das Verhalten der aus der Potenzreihe F(o: , f l , f l ' ,T ,x , y  ) 
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entspringenden analytisehen Function, die wir eine hypergeonmtrische 
Function nennen, aus dem obigen System linearer partieller Differential- 
gleichungen abzuleiten. Es bietet sich somit die Aufgabe dar, ein System 
linearer partieller Differentialgleichungen von der Form (A) mit drei li- 
near unabh~ngigen Integralen in ahnlicher Weise zu integrieren, wie Herr 
FucI IS die gew0hnlichen linearen Differentialgleiehungen behandelt hat. 
Da das System der Differentialgleichungen der hypergeometrischen Reihe 
F ( a ,  fl, fl', ~-, x ,  y) einer besonderen Klasse yon Differentialgleichungen- 
systemen (A) angeh0rt, namlich derjenigen Klasse, welche den yon Herrn 
FUCHS in §§ 4 - - 6  seiner Arbeit (Bd. 66) behandelten gew0hnlichen li- 
nearen Differentialgleichungen mit lauter regul'~ren Integralen analog is t, 
so wird im Folgenden auch nur diese Klasse von Systemen (A), die sparer 
genauer characterisiert werden wird, eine eingehendere Behandlung finden. 
Herr FucHs untersueht in § 3 seiner Abhandlung (Bd. 66) das Verhalten 
der Integrale einer gewshnlichen linearen Differentialgleichung bei einem 
Umlaufe der unabhangigen Variablen x um einen singularen Punkt; um 
bei der Integration des Differentialgleichungensystems (A) ahnlich ver- 
fahren zu kSnnen, dehnen wir im ersten Abschnitt den Begriff des Umlaufs 
um einen singul~ren Punkt auf mehrdeutige Functionen zweier Verander- 
lichen aus. Da unser Differentialgleichungensystem auf ein System totaler 
linearer Diffhrentialgleichungen zurlickgef~hrt werden kann - -  setzt man 
n'~mlich 

~z ~z 
z o . ~ - z ,  z 1 = ~ ,  z 2 = ~ ,  

so geht das System (A) tiber in 

dz o = z f l x  + z.fly, 

dz, = (aoZ o + alz 1 + a~z~)dx + (boz o + blz 1 + b2z.2)dy, 

dz 2 = (boz o + blz 1 + b~z~)dx + (CoZ o + c,z 1 + c2z2) @ 

- -  so bescMftigen wir uns im zweiten Abschnitt mit den Systemen to- 
taler linearer Differentialgleichungen 

(a,i?= 1~ . , ,m) 

worin a~ und b.z rationale Functionen von x ,  y sind, welche die Inte- 
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grabiliti~tsbedingungen erfiillen. Nach diesen Vorbereitungen wenden wir 
uns im dritten Abschnitt zu dem System (A), wobei wir vorzugsweise 
einen Fall behandeln, in welchem sich sli, mtliche !ntegrale regular ver- 
halten. Als Anwendung geben wir die Integration des Differentialglei- 
chungensystemes der Reihe F ( a ,  fl,  fl', "i", x ,  y), wodureh wit auf einem 
andern Wege zu den anfangs gegebenen Resultaten des Herrn PICArtD 
gelangen. Beili~ufig ski erwahnt, class die fonctions hyperfuchsiennes des 
Herrn PICAI~D (Acta Math., Bd. l, 2, 5) zu dem Differentialgleichungen- 
system (A) in ahnlicher Beziehung stehen, wie die Functionen einer Va- 
riablen mit eindeutigen Transformationen in sich zu einer gewt~hnlichen 
linearen Difihrentialgleichung zweiter Ordnung - -  ein Umstand, der eben- 
falls die Integration des Systems (A) nahe legt. Der viertc Abschnitt 
endlich enthMt einige Andeutungen iibe[ die Verallgemeinerung der in 
den drei ersten Absehnitten gegebenen Entwicklungen. 

I .  

Die Art der Fortsetzung einer mehrdeutigen Function zweier Ver- 
rmderliehen F(x,  y) yon einer Stelle (x ----- a, y = b) zur Stelle (x = a', y == b') 
kann dutch eine einfaeh unendliche continuierliche Reihe yon Stellen 
(x, y), welche die Punkte (a, b) und (a', b') v e r b i n d e t -  dutch einen 
die Punkte (a, b) und (a', b') verbindenden W e g -  bestimmt werden. 
Wit untersuchen das Verhalten der mehrdeutigen Function F@,  y) auf 
solchen gesehlossenen Wegen, die in der Umgebung einer singulhren Stelle 
verlaufen. Unsere Function msge sieh singulitr verhalten an allen Null- 
stellen der irreduetiblen ganzen Function ¢(x,  y); das irreductible ~ und 
daher monogene - -  algebraisehe Gebilde 

¢ ( x ,  y) = o 

werde als singullires Gebilde oder als singullire Curve der Function F(x,y) 
bezeichnet. Wenn nicht samtliche in der Umgebung der Stellen der sin- 
gularen Curve verlaufenden geschlossenen Wege jeden Funetionswert in 
sich selbst zuroekft'lhren, wird die singul~re Curve eine Verzweigungs- 



118 I. Horn. 

curve genannt. Die Functionen, welche uns k~inftig beschii, ftigen werden, 
habcn eine endliche Anzahl algcbraischer Curven zu Verzweigungscurven. 

Wir suchen nun diejenigen in der Umgebung der Stelle (x = a, y =-b) 
der Verzweigungscurve ¢(x ,  y) = o verlaufcnden geschlosscnen Wege, 
welche jeden Wert der Function iF(x, y) in sich selbst (iberftihren. Es sei 

¢(x ,  y) = A(x - -  ,) + B ( y - -  t) + . . .  ; 

A und B sollen nicht beidc verschwinden, so dass (a,  b) ein einfacher 
Punkt dcr Curve ¢ (x ,  y)-~ o ist. Durch die Substitution 

u = ¢ ( x ,  y), 

v = ¢ ( x ,  y ) ,  

wobei ~(x,  y) einc derartig gcwi~hlte Potenzreihe von x - -  a ,  y - -  b ist, 
dass die Determinantc 

~u ~v ~u ~v 
~x ~y ~y ~x 

f('lr x = a ,  y =: b nicht verschwindet, wird 

F(x  , v) = a ( u ,  .v), 

wo G(u,  v) eine Function ist, welche sich in der Umgebung der Stelle 
(u----o,  v-~ o) nur an denjenigen Stellen , fiir welche v -~o  ist, singulax 
verhglt. Die obigen Substitutionsgleichungen ergeben 

x - -  a = f ( u ,  v ) ,  

y - -  b = g ( u ,  v), 

wo f (u ,  v), g(u ,  v) an dcr Stelle ( u - - o ,  v--~ o) verschwindende Potenz- 
rcihen yon u ,  v sind. Ist (x', y') eine Stelle in hinreichender Niche von 
(a,  b) und entspricht dem Wertsystem (x--:-x' ,  y =-y') das Wertsystem 
( u = u ' ,  v =v ' ) ,  so lassen sich x - - x ' , y - - y '  als Potenzreihen yon u - - u ' ,  
v - - v '  darstellen. Da, wenn (x ' ,y ' )  als regulhre Stelle der Function 
F ( x ,  y) vorausgesetzt wird, jeder Zweig dieser Function in der Umgebung 
yon (x', y') in eine Potenzreihe entwickelt werden kann, so sind auch 
s~mtliche Zweige der Function G(u,  v) in Potenzreihen yon u - -  u', v - -  v' 
entwickelbar. Da die Stelle (x', y') nur der Beschrankung unterliegt, 
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dass sie nicht der Gleichung ¢ ( x ,  y)--= o gen~gen darf, so verhMt sich 
G(u, v) regular an allen einer gewissen Umgebung yon (u ---- o ,  v --: o) 
angehSrigen Stellen, fiir welche n icht  v = o ist. Ffir Functionen einer 
einzigen Veri~nderlichen gilt nun der Satz, dass ein geschlossener Weg, 
der keine singul~re Stel]e umschliesst, jeden Functionswert in sich zuriick- 
fiihrt. In hhnlicher Weise beweist man ffir Functionen mehrerer Variablen 
den folgenden Satz: Ein gesch!oSsener Weg im Gebiete der beiden Va- 
riablen x ,  y fiihrt jeden Zweig der Function ~'(x,y) in sich selbst zuriick, 
wenn sich die Function reguli~r verhMt an al len Stellen (x', y') yon der 
Beschaffenheit, dass x' bez. y' yon dem yon der Variablen x bez. y in 
ihrer Ebene durchlaufenen Wege umsehlossen wird. Da sich nun G(u,v) 
in der Nhhe yon (u --~ o ,  v ----- o) nur an  den Stellen rnit verschwindendem 
v singulhr verhrdt, so erleidet die Function auf allen in einer gewissen 
Umgebung yon (u = o ,  v = o) verlaufenden geschlossenen Wegen yon der 
Beschaffenheit, dass der voa v beschriebelie Weg den Nullpunkt der v- 
Ebene nicht einschliesst, keine _~nderung. [~Tbertr/~gt man dies auf die 
Function F ( x ,  y), so erhhlt man den folgenden Satz: 

))Die mehrdeutige analytische Function F ( x ,  y) besitze die sin- 
gul~re Curve ¢(x , y)-~ o, yon welcher (x ---- a , y = b) eine einfache 
Stelle sei. Setzt man irgend eines der Functionselemente, welche an 
der in einer gewissen Umgebung yon (a,  b) liegenden Stelle ($, 7) 
vorhanden sind, fort auf einem Wege, der ebenfalls in jener Um- 
gebung verli~uft und wieder in ($, 7]) endigt, so erhrdt man hier 
wieder das ursprt'mgliche Functionselement, vorausgesetzt, dass der 
durehlaufene geschlossene Weg so beschaffen ist, dass der Weg, den 
infolge dessen die complexe Gr5sse ¢ ( x ,  y) in ihrer Ebene zur~'mk- 
legt, den Nullpunkt nieht einschliesst)), 

oder mit anderen Worten, dass sich das Argument der complexcn GrSsse 
nicht i ~ n d e r t -  unter dem Argument der complexen Zahl a-- - - - ]a] .d  ~ 
ist die Grssse ~ verstanden. Unter Anwendung der Bezeichung: 

))Ein geschlossener Weg umwindet die Curve ¢ ( x ,  y ) ~  o 2-faeh in 
positivem Sinne, wenn beim Durchlaufen dieses Weges das Argument dec 
complexen Grssse ¢ ( x ,  y) mn 2. 275 wachst)) 
nimmt der obige Satz cinch hhnlichen Ausdruck an, wie der entspreehende 
Satz for Functionen einer einzigen Ver~nderlichen: 

))I)urch einen in der Umgelmng einer einfachen Stelle (a,  b) der 
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singularen Curve ¢ ( x ,  y ) =  o verlaufenden geschlossenen Weg, der 
die Curve ¢ (x ,y ) - -=-o  nicht umwindet, wird jedes Element der 
mehrdeutigen analytischen Function in sich selbst zurackgeft~hrt.)) 
Zwei in der Umgebung von (a,  b) verlaufende, yon einer Stelle aus- 

gehende und wieder dahin zurt]ckfahrende Wege, welche die singulare 
Curve ¢ ( x ,  y ) =  o gleich viel real umwinden, fahren ein Element der 
mehrdeutigen Function mSglicherweise in ein anderes, aber jedenfalls in 
dasselbe andere Element fiber; wir nennen zwei solche Wege aquivalent. 
Ein Weg, welcher die Curve ¢ ( x , y ) =  o in der Nahe der Stelle (a,  b) 
umwindet, lasst sich leicht angeben. Ist 

¢ ( ~ ,  y) = A ( ~ - -  ~) + B O - - t )  + . . .  

und verschwinden A und B nicht gleichzeitig~ so setzt man 

x = a "t- at ,  y ----- b q- f i t ,  

wo a ,  fl  nicht die Gleichung 

A~ + B f l =  o 

befriedigen. Dadurch wird 

¢ @ ,  y) = ct + c't' + . . .  ; 

diese Potenzreihe besitzt innerhalb einer gewissen Umgebung von t ~ - o  
ausser t .~ o keine Nullstellen. Vollzieht die Variable t im Innern jener 
Umgebung irgend einen Umlatif um die Stelle t - - - -o ,  so umwindet der 
diesem Wege der Variablen t in Folge der Gleichungen x = a -4- at ,  

y - ~  b + fit entspreehende Weg der Stelle (x,  y) die Curve ¢ ( x ,  y ) =  o 

und zwar einfach, weil c = A a - J - B / ?  yon Null verschieden ist. 
Unter (a,  b) sei nun ein #-facher Punkt der Curve ¢ ( x ,  y) ---- o ver- 

standen, so dass die Entwicklung yon ¢ (x ,  y )mi t  Gliedern ,u ter Dimension 
in x - - a , y - - b  beginnt: 

¢ ( x ,  v) = (x - -  ~ ,  y - -  b)~ + . . . .  

Durch die Substitution 
u = ¢ ( ~ ,  y), 
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geht F ( x ,  y) in eine Function G(u ,  v) ~ber, welche ausser der singu- 
lgren Linie v =  o in der Umgebung der 8telle ( u = o , v =  o) noeh 
~ndere 8ingularithten besitzt, da sich jetzt x - - a , ,  y - - b  nieht mehr als 
Potenzreihen yon u ,  v darstellen lassen. Die Function G(u, v) ist aber, 
wenn man yon der singulgren Linie v = o absieht, in der Nhhe yon 
(u = o , v - ~ o )  ebenso verzweigt, w i e . x , y  als F u n e t i o n e n v o n u , v .  Ein 
in der N~,he yon (u = o ,  v == o) im Gebiete der Variablen (u,  v) be- 
sehriebener gesehlossener Weg, der x und y zu ihren Anfangswerten zu- 
rockft~hrt, fi lhrt  aueh wieder zu dem urspr~ngliehen Werte der Function 
G ( u ,  v), fails die Variable v den Nul lpunkt  ihrer Ebene nieht umwindet. 

Der oben ausgesproehene Satz gilt ~ueh for den Fall, dass (a, b) 
ein mehrfacher Punk t  der Curve ¢ ( x ,  y ) =  o ist. 

Setzt man aber 

x = a + ~t, y = b + fit, 

wobei (~, ~),,. nieht gleieh o ist, so stellt der Weg, welehen die Stelle (x,  y) 
besehreibt, wenn die Variable t den Punkt  t = o umwindet, nieht wie fr{]her 
eine einfaehe, sondern eine #-faehe Umwindung der singuF~ren Curve dar. 
I)ieselben S~tze gelten aueh in der Umgebung der $tellen einer unendlieh 
fro'hen Linie x = ~ oder y = oo, da sieh jede solehe Stelle in eine 
im Endliehen gelegene Stelle transformieren lasst. 

Unter der Umgebung einer Stelle ((t, b) der si,,gulg~.ren Curve ¢ ( x , y ) = o  
wird hn Folgenden der Giltigkeitsbereieh des oben abgeleiteten Satzes ver- 
standen. Ist nun (a', b') ein anderer Punkt  derselben singulgren Curve, 
weleher in der Umgebung yon ((t, b) liegt, so ist ein yon einer in der 
Umgebung yon (a,  b) gelegenen Stelle (~:, r]) ausgehender Weg, der die 
singuliire Curve umwindet, einem folgendermassen gebildeten Wege a, qui- 
valent: man geht von (~, r]) im Innern der Umgebungen der Stellen (a ,b )  

und (~e', b') n-teh einer in der Umgebung yon (~,', 1, ')gelegenen Stelle 
(~', r]'), voltzieht innerhalb der Umgebung yon (a', l/) einen Umlauf  tun 
die singulhre Curve trod kehrt  nun yon ($', V') naeh ($, r])auf demselben 
Wege zurtmk, weleher vorher in umgekehrter  Riehtung durehlaufen wurde. 
l)enn jeder der beiden Wege ist dem folgenden Wege fiqnivalent: man 
geht yon (~, r/) auf dem naeh (~', V') %hrenden Wege nut' his zu einer 
Stelle ($0, r/0), d~e in der gemeinsehaftlichen Umgebung w)n (a, b) und 
(a', b') liegt, besehreibt sodann in dieser gemeinsehaftliehen Umgebung 

Acta mathemat~c(~. 12. [mpr ime  le 2 u~sne!.nl)i'e lgg8. 16 
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einen gesehlossenen Weg, der die singulare Curve umwindet, und durch- 
lguft nun den Weg, der vorher yon ($, ~7) nach (~:0, ~0) gef~hrt hatte, in 
umgekehrter Richtung. 

Ist (a, b) eine Stelle der singul~ren Curve ¢ (x ,  y)----o, welehe zu- 
gleieh der singulhren Curve ¢ '(x,  y)---= o angehort, so erkennt man dureh 
Anwendung der Substitution 

- -  ¢ :,j), v = y) ,  

class zwei in einer gewiss~'n Umgebung yon (a, b) verlaufende geschlos- 
sene Wege, welche die singul~re Curve ¢ (z ,  y ) =  o gleich oft, die sin- 
guli~re Curve ¢'(x , y) = o gar nieht umwinden, einander aquivalent sind. 
Der vorhin ausgesproehene Satz gilt mithin auch dann noch, wenn yon 
de,, Stellen (a, b) und (a', b') die eine oder beide ausser ¢ ( x , y ) =  o 
noch einer anderen singul~ren Curve angehSren, wenn nur die die Curve 
¢(x ,  y ) =  o umwindenden Wege nicht zugleich noch eine andere singu- 
l~re Curve umwinden. 

Da die ganze Function ¢(x ,  y) als irreductibel vorausgesetzt ist, so 
ist das algebraische Gebilde ¢(x ,  y ) =  o monogen im Sinne des Herrn 
WEIERST!IASS; mann kann daher i,'gend zwei Stellen (a, b )und  (a', b') 
der Curve ¢(x ,  y ) =  o durch eine continuierliche Ileihe von Stellen (x,y) 
dieser Curve verbinden; auf diesem W ege kann man eine endliche Anzahl 
yon Stellen 

(~, t,), (x', ¢ ) ,  . . . ,  (x("), :/P)), (a', b') 

so annehmen, dass immer die folgende in der Umgebung der vorherge- 
henden liegt m das Wort ~)Umgebung)) in dem ()ben gefassten Sinne ver- 
standen. Durch Wiederhohmg der auf S. i2I  angestellten Betrachtung 
(nach dem Vorhergehenden daft der (tie Stellen (a, b) und (a', b') ver- 
bindende, aus Stellen der singuli~ren Curve ~b(x, y ) =  o gebildete Weg 
auch noeh andere singuli~re Curven durchsehneiden) ergiebt sich der fol- 
gende Satz: 

Ist (a, b) eine beliebige Stelle der irreductiblen (monogenen) singu- 
li~ren Curve ¢(x ,  y)----o einer mehrdeutigen analytischen Function yon 
x ,  y, so kann ein die singulhre Curve ~,(x, y ) =  o umwindender Weg, 
der von einer Stelle ($,72) in die Umgebung von (a, b)ausgeht und ganz 
in dieser Umgebung verli~uft, ersetzt werden (lurch einen anderen Weg, 
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den man auf folgende Weise erhfdt: wenn (a', b ' ) i rgend eine andere 
Stelle der singuli~ren Curve ¢ (x ,  y ) ~  o ist, so geht man - -  auf einem 
Wege, der sich aus den letzten Betrachtungen ergiebt zu irgend einer 
Stelle ($', ~7') in der Umgebung yon (a', b'), beschreibt innerhalb dieser 
Umgebung einen geschlossenen Weg, der die Curve ¢ ( x ,  y ) -=-o  um- 
windet, und kehrt schliesslich yon ($', 7]') nach ($, 7]) zurOek, indem man 
denselben Weg, der vorher von ($, ~]) nach ($', ~') f['~hrte, in entgegen- 
gesetzter Richtung durchlauft. 

Den Sinn dieses Satzes, der uns spi~ter von Wichtigkeit sein wird, 
kann man kurz so aussprechen: 

))Eine mehrdeutige analytische Function zeigt in der Umgebung 
der verschiedenen Stellen derselben irreductiblen singulhren Curve das 
namliche Verhalten.)) 

Zu spli, terer Verwendung ist folgender Ausdruek des Satzes geeignet: 

))(a, b) und (a', b') seien irgend zwei Stellen der irreductiblen 
singuli~ren Curve ¢ (x ,  y) =- o einer mehrdeutigen analytisehen Func- 
tion. In der N~he der Stelle (a, b) seien unter andern die Func- 
tionselemente z i , . . . ,  z,,~ vorhanden, welche durch einen Umlauf mn 
(lie singulare Curve i'lbergehen in 

Man kann die m Elemente z ~ , . . . ,  z,,, auf einem solchen Wege nach 
einer Stelle der Umgebung yon (a', b') fortsetzen, dass man dort m 
Elemente Z'l ,~. . , , ' - ; ,  erh~,lt, welehe dureh einen in der Umgebung 
yon (a', b') vollzogenen Umlauf mn die singuli~re Curve in 

- ,  ( . . . . .  ) , = 

tibergef(]hrt werden.)) 

Dass ft'lr Functionen yon n Ver:,'mderlichen ganz analoge S'atze gelten, 
ist leicht ersichtlieh. Es ist f('lr die folgenden Anwendungen nicht er- 
forderlich, tmeh s~)lche gesehlosseneu Wege in Betr'mht zu ziehen, welche 
nieht  ill der Umgebung der Stellen einer singulgren Curve verlaufen. 
Um yon den gewonnenen Ergebnissen eine einfaehe Anwendung zu maehen, 
untersuchen wit das Verhalten einer algebraischen Function yon x ,  y in 



124 I.  Horn.  

der Umgebung der Stellen einer singulgren Curve. 
Gleiehung 

G ( x  , y ,  z) = o  

wird z als algebraische Function von x 

~ ( z ,  v ,  z) = .q0(~, v). z"' + 

so wird z an denjenigen Stellen (x,y), 
genagen, unendlich. Enthalt die ganze 
F~ctor ~(x,  y), so ist ~(x,  y ) =  o eine 
t unctmn. Jede mehrfache Wurzel der 

~ ( ~ ,  v ,  ~) 
genflgt auch der Gleichung 

Durch die algebraischc 

, y  definiert. Ist 

a , ( x , v ) . z  .... 1 + . . . ,  

welehe der Gleichung g0(x, y) = o 
Function go (x, y) den irreductiblen 
singul~re Curve der algebraischen 
Gleichung 

~ O  

aG (, ,  y,  z) 
- -  O *  

az 

Bezeichnet man die Resultante von G und vG in Bezug auf z rnit R(x y)' 
~z 

so entspricht nut denjenigen Stellen (x, y), welche der Gle.ichung 

R( .~ ,  v) = o 

genagen, eine mehrfaehe Wurzel z der algebraischen Gleichung. Ist ¢(x,y) 
ein irreductibler Factor der ganzen Funct, ion R(x, y), so ist ~,(x,y)= o 
eine singuli~re Curve und zwar im allgemeinen eine Verzweigungscurve 
der algebraischen Function. Dass an jeder Stelle ($, y]), welche keiner 
singuli~ren Curve f ( x ,  y ) =  o und keiner Vcrzweigungscurve ¢ (x , y )=  o 
angehOrt, m Elemente der algebraischcn Function z vorhanden sind, welche 
sich in Potenzreihen yon x - - $ , y ~ y ]  entwickeln lassen, ist bekannt. 
Ist f ( x ,  y ) =  o eine singul~re Curve, die nicht zugleich Verzweigungs- 
curve ist, und ist go(X, y) durch f ( x ,  y)a teilbar, so ist 

eine algebrMsche Function, die an ciner Stelle (a, b)von ~(x,  y ) =  o 
nicht mehr unendlich wird, also als Potenzreihe von x ~ a ,  y ~ b dar- 
stellbar ist. Mithin gilt far einen Zweig der Function z die Entwickhng 

%(z --  - ,  y -- b) 
z = ~(z, y)~" 
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Ohne auf diesen Fall n~her einzugehen, nehmen wir nun an, es sei 
¢ ( x ,  y) = o eine Verzweigungscurve, abet  nicht zugleich ¢ ( x ,  y) ein 
Factor yon go(x ,  y). Wir setzen voraus, dass far alle Stellen ( x , y ) y o n  
¢(x, .y)  = o die p Gleichungen 

(~(X~ ~ Z) ~ O~ 

~(;(x , y ,  z) 
~z . . . . .  O~ 

~/,-16~ (~c, y,  z) 
~ 0  

~zp--1 

eine gemeinsehaftliehe Wurzel z besitzen, dass also fflr jede dieser Stellen 
p Functionswerte zusammenfallen. Diese Voraussetzung llisst sich genauer 
folgendermassen ausdrncken: 

Wendet  man auf 

vG(~c, y ,  z) 
G ( x , y , z )  und G ' ( x , y , z )  = -  s~ 

ats Functionen yon z betrachtet, das Verfahren zur Auffindung (lies ge- 
meins('haftliehcn [eflers an, so erh~dt man sie dargestellt  in der Form 

wo N,  g ,  g ,  g' rationale Functionen von x ,  y ,g  und g' ganze Functionen 
yon z sind. Der ZMfler der rationalen Function N(x ,  y) ist die Resul- 
t.ante / / (x ,  y). Setzt man in den beiden Identithten 

,o(z , y) 
z - (x ,  y) - -  ; ( ; :  ?I) 

und entfernt die Nenner, so ergiebt sich 
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Nach der gemachten Voraussetzung ist, wenn man 

setzt, 

~(.~ , ,j), . . . .  a(".)[x , ~ , ~ ( x  , :,~)] ~-- o ,  , , , ( )d ¢ ( z ,  y). (,~=0,~ ..... p- , ,  

Gentigt die Stelle (x, y) der Gleichung ¢ ( x ,  y ) =  o, so ist diesen p Con- 
gruenzen zufolge z-.=-fi(x, y) eine p-fache Wurzel yon G(x , y ,  z)-=-o. 
Es sei nun x ---- a ,  y = b eine Stelle von ¢ (x ,  y) ---- o, die keiner andern 
singul'~ren oder Verzweigungscurve angehsrt, und z-=-c die zugehsrige 
p-faehe Wurzel yon G-----o. Zu einer Stelle (x, y) in der Nahe yon 
(a, b) gehsren p Functionswerte z (~ ) , . . . ,  z (p), welche ft~r x = a ,  y ---- b 
in c (lbergehen. Beschreibt der Punkt (x, y) in der Nahe von (a, b) 
einen geschlossenen Weg, so nehmen z(~) , . . . ,  z (p) wieder ihre ursprting- 
lichen Werte an, falls jener Weg die Curve ¢ ( x , y ) =  o nicht umwindet; 
andernfalls ksnnen sich jene p Werte unter einander vertauschen. Wie 
im Falle einer einzigen unabhangigen Ver'~nderlichen lassen sich z (~), . . . ,z (p) 
in  eine Anzahl Gruppen so zerlegen, dass sich die Elemente einer Gruppe 
bei einem Umlauf um ¢(x ,  y)-= o cyklisch vertauschen. 

Ftir die # Elemente einer solchen cyklischen Gruppe lasst sich ein 
analytischer Ausdruck aufstellen. Jedes dieser p Elemente bleibt un- 
geandert bei einer /z-fachen Umwindung yon ¢, (x ,y )= o, d. h. wenn 

1 

v -  ~b(x, y)~' seinen urspriinglichen Weft wieder annimmt: Dutch dic 
Substitution 

. = ~ ( ~ ,  y),  

1 

v = ¢ ( x ,  y),L, 

wo ~(x, y ) =  A ' ( x -  a)-Jr- B'(y--b)-Jr-. . .  ist, geht z in eine Function 
yon u ,  v tiber, die sich in der Umgebung der Stelle (u-= o ,  v = -o ) re -  
gular verhi~lt, also in eine Potenzreihe von u , v  entwickeln li~sst. Filhrt 
man wieder x und y ein, so erhhlt man jene # Wurzeln dargestellt durcll 
einen Ausdruck v o n d e r  Gestalt 

~ m l  V 
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hi der Umgebung einer jeden andern Stelle der irreduetiblen Curve 
¢(x,y)-----o ordnen sich die m Werte der algebraischen Function z in 
ganz derselben Weise in Gruppen an, wie dies aus dem Satze auf S. x 23 
folgt. Hat man eine Verzweigungscurve ¢ ( x ,  y ) =  o, die zugleich Un- 
endliehkeitseurve ist, so gilt in der Umgebung einer Stelle (a, b) dieser 
Curve eine Entwieklung yon der Form 

,lJ.-- 1 ~ - -  ). 

= :~ ~(~ - -  a ,  :,j - -  b ) .  ¢ ( ~ ,  y),< , 
' , ' = 0  

wie man (lurch Verbindung der auf eine Unendlichkeits- und eine Ver- 
zweigungseurve bezt~gliehen Entwieklungen erkennt. 

Um zu finden, wie sigh die /9 Werte z(~), . . . ,  z ~p~ in der Nahe der 
Verzweigungscurve ¢ ( x ,  y ) =  o in Gruppen verteilen, setzt man 

z = a + ~ t ,  y=b+f l t ,  

wo (a, b) irgend eine einfache Stelle yon ¢ (x ,  y ) =  o ist und 

\~::/,,,~ . . . .  7 /  ,b 

nicht versehwindet, l)adureh geht die Gleichung 

|~ber in 

c ; ( . ,  , ,  ,~) = o 

, ( l . ,  4 = o ;  

die p Werte der dutch letztere Gleichung definierte Function z von t, 
welche fi~r t = o gleich c werden, verteilen sich in der N~l.lle yon t ~ o 
in derselben Weisc iii Gruppen, wie die Werte dcr dutch erstere Gleiehung 
definierten Function z yon x ,  y in dee Umgebung der Stellen der Ver- 
zweigungscurve ¢ (x ,  y)--- o. Da man far eine algebraische Function 
einer Varia, blen die fragliehe Gruppenverteilung dureh das Pc~sEux'sche 
Verfahren ermittcln kann, so kennt man sic aueh far die algebraisehe 
Function zweier Variablen. In ganz derselben Weise kann man eine al- 
gebraisehe Function yon n Ver~tnderliehen belmndeln. 

Zur weiteren Anwendung der entwiekelten S~tze nnd zugleieh zur 
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Vorbereitung auf die Theorie der linearen l)ifferentialgleichungen ,nSge 
noch die Integration eines totalen rationalen Differentials gegeben werden. 

Es seien 
/0 , y) , ::(~ , y) 

rationale Funetionen, welche die Integrabilit'~tsbedingung 

Lf = L.q 
~y ~,~ 

erftillen; das yon einer Stelle (~:, 7]) zu einer "mdern (x, y) anf einem 
gewissen Wege erstreckte Integral 

(x, y) 

v -~:[f(x,  y)dx + ~](x, y)dy] 

ist gleich dem Werte, den die durch das Differentialgleichungensystem 

-~ = f ( x ,  ~,~), ~ = , 

definierte Function v in (x, y) annimmt, wenn man sie, yon (~, ~) mit 
dem Wer/e o ausgehend, auf dem Integrationswege nach (x, y) fortsetzt. 
Enthalten die rationalen Functionen f(x, y), g(x, y) im Nenner die irre- 
ductiblen ganzen Functionen 

¢, (x ,  y) ,  . . . ,  ¢,,,(~, :t), 

so besitzt die Function v die singul~ren Curven 

¢ , ( x ,  u )  = o ,  • • • , ¢ , , , 0 ,  .~J) = o .  

Die oben bewiesenen S~tze nehmen im vorliegenden Falle folgendc Gestalt 
an: Alle geschlossenen Integrationswege, welche in der Umgebung einer 
Stelle (a, b) der singulhren Curve ¢(x,  y ) :  o verlaufen und diese Curve 
gleich oft umwinden, sind hquivalent; insbesondere ist das Integral gleich 
Null, wenn der Integrationsweg die singulare Curve nicht umwindet. 
Ferner sind zwei geschlossene Integrale, deren Integrationswege dieselbe 
irreductible singul~rc Curve ¢(x ,y )= o in der Umgebung zweier ver- 
sehiedenen Stellen (a,  b) und (a', b') umwinden, einander gleich. 
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~(~, y) 
f ( x  , y) = ¢,(~ , .~),,, . . .  ¢~(~ , v)' .... 

.q(z, y) 
q @  ' Y) = ¢ , ( ~ ,  , y ) ," ,  . . . ¢ , , , ( ~  , ? n  ...... " 

Die Werte, welche unser Integral auf geschlossenen ~Tegen erhMt, die je 
eine singul'~re Curve ¢1(x, y)== o , . . . ,  ¢ , , ( x ,  y ) - - - - o  umwinden, m(~gen 
mit 

2 7 / ' / ~ A  1 , . . . , 2 ~ A , ~  

bezeichnet werden; man ksnnte dieselben Perioden des Integrals nennen. 
Da die Function 

A~ log¢l(~, y) + . . .  + A,, log ¢,,~(z , ?/) 

dieselben Perioden besitzt, so ist, wenn m,tn 

= Z A~ log ¢,~(~,, ,i) + H ( , , ,  ~) 
¢;.=1 

setzt, H ( x ,  y) eine eindeutige und zwar eine rationale Functior,. Zur Be- 
rechnung yon A~, w~hlen wit den Integrationsueg, welchen 

.~; : (t -t- (t'[~ 

beschreiben, wenn t den Nullpunkt 
einfache Stelle yon ~ . (x ,  y ) =  o; 

a,/~/'..\ 

ist ebenso wie 
6 ( " ,  1,), 

yon Null verschieden. 

WO 

y = b + b ' t  

umwindet; (a, b) i~t einc beliebige 

+ ~/(~¢o~ 
\ ~Y /.,~, 

/ ~ =  I ~ . . . ,  a - -  I ~ a - ~ -  I , . . . } ~  

Die ,mgegebene Substitution liefert das Integral 

fl;;,(f)~t, 

a'~(a + a' t ,  b + b't) -4- b't.~(a -4- a ' t ,  b + b't) 
1,t,. ( t)  . . . . . . . . . . . . . . . . . .  -;,T- . . . . . . . . . . . . .  

[ I  ~ ( a  + a't 1) + t,'t)'~,~ 

. te ta  m a t h e m a t i e a .  12. I m p r i m 6  l e  5 n o v e m b r e  1888. 17 
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eine rationale 
Periode 2r:iA,~ 
f F~(t)dt, also 

Function yon t 
ist gleich dem 

I. HOFII. 

ist, dig for 
um t :--- o 

A. = i~:(t) ] , .  
t 

t = o unendlieh wird. Die 
herum erstreckten Integral 

Die rationale Function H(x, y) hat die Form 

G ( x ,  y )  it(x, y) = / , ( , ,  :,/).,,, ~. . .  ¢,,,(,~, y),,,._~ 

um die ganze Function G(x, y) zu berechnen, setzt man die Ableitungen 
nach x bez. y der beiden Seiten der Gleichung 

. /¢ , , ( , ,  y),'-,. ¢.,(~, yp"* 

G (z, y) .A, log ¢, Ix,  :,~) + . . .  + .~,. l(,g ¢,,(x, .~/) + ¢,(.~, ?/y*,- ' . . .  ¢,,,(~, y)",,,-~ 

einander gleich: 

¢ , . . .  ¢,,, vG 

= ~-~,,,,.',,--* . . .  C m  I ~,, .4,~ ~'¢o~,~,,¢ . . . . . .  ¢,,,_, ¢, ,+,  4,,,,, 

,~ 2! i  Y ] . . . . . .  

Es ski 

a ( x ,  ~/) = ~G(', ,(x, .~j), 

wo G°')(x , y) eine 
Gleichung 

homogene Function 2 ten Grades bedeutet, dig also der 

~GO.) vGO,) __ ),GO,) 
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geni:l~. Durch Vergleichung der Glieder ;¢¢' Dimension in den beiden 
obigen Gleichungen ergeben sich Gleichungen yon der Form 

L(0) aG O'+U ago.) ax ]- L(~) a .  + . .  -[. Lo.> aG°) • ~ -  + M(°)G °') + . . .  + M(~')G (°) __ p %  

aGO,+l) aG(Z) L(0) ...... = ...... + L m a!# ay + "'" + L°'>aG(~)ay + N'°)G°) + " "  + NO.)G(O) = Qo,), 

wo L ,  M ,  N ,  P ,  Q ganze homogene Functionen von x ,  y sind, deren 
Grad durch den oberen Index angedeutet  wird. Multipliziert  man die 
beiden letzten Gleichungen mit x, bez. y und addiert  sie, so ergiebt sicb 
zur Berechnung der homogenen Teile der ganzen Function G(x, y) die 
Recursionsformel 

(i -1- I) L(°)G'9'~ ')-I- {~ L(') -[- ~]~/(°~x -[- l¥<o)y} 00.) _]_ . . .  

• .. + I /?~ + Js<~-'x + ~w-'L,~ l (~'~'~ + I ~'l'f~"., + m<'!,~l a <°) --=s><"'~+ ?~~v. 

{ V i r  sind nun ~tuch i in  Stande, das System l ineare r  D i f fe ren t ia lg le i -  

chungen erster Ordnung 

Dz 
= 1(~, :'D. ,~, 

zu integrieren; cs ist nli, mlich 

Z .... (eft/t,,', s)ax + g tx ,  y)dt ' l  

f:l 

= ¢ ,  (:,~, v ) " '  • • • ¢ , , , ( * ,  v ) - ' ' e  <¢' 

~; (x, :,/) 
, yy<,--1... 0 (x  yy*"'-J 



I32 I. Horn. 

II. 
\ • 

Da das System linearer partieller Differentialgltichungen (A), welches 
uns in der vorliegcnden Arbeit beschi~ftigt, auf tin System totaler linearer 
Differentialgleichungen zurtickgeffihrt werden kann, so gehen wir im ge- 
genwhrtigen Abschnitt auf die Differentialgleichungensysteme der letzteren 
Art und zwar zunachst auf diejenigen mit eintr einzigen unabh~ngigen 
Variabltn tin. Durch das System der Differentialgleichungen 

dz~ ~A~zz,~, (~, ,~ ........ 
( C )  ~ t  - ,~ 

wo unter A~z eine Function yon t verstanden ist, werden Zl, o. .  , z mals  
Functionen yon t definiert, fiber deren Verhalten wir den Arbeiten von 
Herrn SAUVAGE ( A n n a l e s  de l ' E c o l e  Norma le ,  I882, I886)Folgendts  
entnehmen. 

Ist t ~ r eine beliebige Stelle, in deren Umgebung sich s~mtliche 
Coefficienten A~ regular verhalten, so wird das System (C) dutch ein 
System von Potenzreihen 

z ,  = % , ( t - -  ~) , . . . , z,, ,  = % ~ ( t -  ~)  

befriedigt, welche ft'~r t ~ r die willktirlich vorgeschriebenen Wertc 

'~1 ~ - -  C l ~ • • . ~. Z m = C ~ .  

annehmen. Eine Losung ( z l , . . . ,  z,,,) des Differentialgleichungensystems 
(C) kann also nur an den singularen Stellen der Functionen A,~ ein sin- 
gulhrcs Vtrhalten zeigen; man nennt diese Stellen die singularen Punkte 
des Differentialgleichungensystems. Es lassen sich m LSsungen unseres 
Systems (C) 

angeben, dureh welehe jede Lssung (z~, .... , zm) in der Form 

zl = Cizl~ + . . .  + C2,z~,,i, 

z,, = (4z,,1 + . . .  + ~ z , , , ,  
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ausgedrfiek~ werden kann. Ein solches System von m Lssungen nenne~ 
wir ein Fundamentalsystem des Differentialgleichungensystems. Durchlauft 
die unabhangige Variable t einen geschlossenen Weg, so gehen die E|e- 
mente z~z eines Fundamentalsystems fiber in Functionen ~z, welche sich 
in der folgenden Weise durch z~, ausdrficken: 

zo., - ~  C,,z~., + . . .  + C., ,z~,, , ,  

L , ,  = C'o~,z,, + . . .  + C, , , , zo . , , ;  

( a  = l ,  . . . ,  m) 

hierbei sind die C von ~ unabhangige Constanten, die nur dureh den yon 
der Variablen t besehriebenen Weg bedingt sind. Jedem singularen Punkt 
t = c des Differentialgleichungensystems (C) entspricht ein Fundamental- 
system z~,~, welches bei einem Umlauf um den singult~ren Punkt ein be- 
sonders einfaehes Verhalten zeigt. Hat die Determinante 

0~,~ = I, wenn a = /3  ist, sonst = o - -  lauter einfache Elementarteiler 
s - - Q , . . . , s ~ C ' , ,  (vergl. WEImlSTI~ASS, B e r l i n e r  M o n a t s b e r i c h t e  
i868), so geht das erw~hnte einfache Fundamentalsystem z~, welches 
das zu dem singulhren Puncte t = c gehSrige Fundalnentalsystem genannt 
wird, bei einem Umlauf um den singulhren Punkt fiber in 

3 1 1 =  C l z H  , • • • , z,,,l : U l z m , ,  

W e l l l l  1 l t a l t  

~ , , , , =  c ~ z ,  . . . .  . . , ~ ...... = C , , , z  ...... ; 

setzt, so gilt die Darstellung 

~ , ,  = ( t  - ~ ) , , , . ~ , ~ ,  . . . ,  ~ ...... = ( t  - -  ~ ) , . . ~ o , , , , ,  
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wo ~ in der Umgebung von t = c eindeutig und daher in eine nach 
positiven und negativen Potenzen yon t - - c  fortschreitende Reihe ent- 
wickelbar ist. 

Weniger einfach gestaltet sich die Entwicklung, wenn die Determi- 
nante I C ~ -  so~  t auch mehrfache Elementarteiler besitzt; ist s - - C  ein 
p-father Elementarteiler derselben, so enthi~lt das zu dem singul'~ren Punktc 
gehsrige Fundamentalsystem eine Gruppe yon ~p Losungen 

~ll ~ " • • ~ Z m l ; 9  

• , • * • . * 

welche durch den Umlauf um t = c t~bergeft~hrt wird in 

~ l l  ~ ' " " ~ ~ m l ~  

• • , • • ° • 

ZIp ) • • . ) Z m p  

wobei 
CZ.1 ) 

( a  = 1, . . . ,  m )  

• • * • • • . • • 

~...----- 6'% + z..,,,_~. 

Ftlr die in Rede stchenden p Losungen besteht folgende Entwicklung 

= (t--c) , , , ,  

z,,., = ( t I c ) " { ~ . 2  + z-, l og ( t - - c )}  

• * • ° * . . • , * 

% ---- ( t - -  c)"{¢~, + ~ l o g ( t - -  e) 4 - .  •. 4- ,~.,,~-'>rlo,, ( t - -  e ) ] , ' - ' } , ~  ,~ 

wenn man 

set zt und unter samtlichen 
Functionen versteht. 

C ~ e 2~'ir 

~" in der Umgebung yon t : c eindeutige 
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Von besonderem Interesse sind diejenigen Differentialgleiehungensy- 
sterne, bei welchen in der Entwicklung des zu eineln singuli~ren Punkte 
t = c gehsrigen Fundamentalsystems st~mtliehe oben mit ~" bezeichneten 
Reihen bei geeigneter Wahl der Exponenten r nur positive Potenzen yon 
t -  c enthalten, oder, wie man sich naeh Herrn Tnom~ ausdrl~ckt, bei 
welchen sich samtliehe lntegrale in der Umgebung des singularen Punktes 

----- c regular verhalten. Wir machen yon dem folgenden Satze Gebraueh, 
dessen Beweis den Inhalt einer Arbeit yon Herrn SAUVAGE (Anna le s  
de l ' E e o l e  N o r m a l e  i886) bildet: 

))Das Differentialgleichungensystem 

(c') at 

worin p ~ , . . . ,  p,, positive oder negative ganze Zahlen und die Coef- 
ficienten 

- -  + . ; : t  + .;,;t + . . .  

Potenzreihen yon t sind, besitzt in der Umgebung des singul'~ren 
Punktes t ~ o lauter regulate Losungen.)) 
Es ist %r folgende Anwendungen erforderlich, auf die Form dieser 

regularen I3)sungen genauer einzugehen. (Ich hatte sowohl den soeben 
angeftlhrten Satz bewiesen, als aueh alle iu der vorliegenden Arbeit ent- 
haltenen Entwicklungen bereits ausgcfohrt, als ich yon der zuletzt ci- 
tierten Arbeit yon Herrn SAUVAGn Kenntniss erhielt. Da mir dieselbe 
jetzt nicht zuganglich ist, so ist es mir nieht msglich, im Folgenden ge- 
nau an dieselbe anzuknfipfen.) 

Wir beschgftigen uns zunachst mit einem I)ifferentialgleichungen- 
system yon der Form 

dv~ 
(C") t-~i = (a,: -4- a2:t + . . . ) v ~ ,  <~,~=~ ........ ) 

da das System (C') leicht auf die Form (C") zurfickgefi~hrt werden kann. 
Soll dem System (C") dureh ein System yon Potenzreihen 

( a  ~= l ,  . , . ,  m) 
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wo ~ in der Umgebung von t = c eindeutig und daher in eine nach 
positiven und negativen Potenzen yon t - - c  fortschreitende Reihe ent- 
wickelbar ist. 

Weniger einfach gestaltet sich die Entwicklung, wenn die Determi- 
nante I C ~ -  s o ~ [  auch mehrfache Elementarteiler besitzt; ist s - - C  ein 
p-father Elementarteiler derselben, so enthi~lt das zu dem singul'~ren Punktc 
gehorige Fundamentalsystem eine Gruppe yon ~p Losungen 

~II ~ " " " ~ '~mt~ 

• , • ° ° ° * 

welche durch den Umlauf um t = c abcrgefahrt wird in 

~ l l  ? • ° " Y ~ m l $  

• • . . ° ° . 

~ r l p  ~ • " * ~ Z m p  

wobei 

Y ~  

~ a O  " = ( _ 2 ~ , Z ~  " ~ -  Z & ¢ I ,  

( a  = I, . . . ,  m )  

• • * ° • ° . • ° 

Fiir die in Redo stchenden p Losungen besteht folgende Entwicklung 

= ( t - - c )  

z,., --:- ( t - - c ) ' { ~ . 2  + z-, l o g ( t - -  c)} 

• ° • ° . ° . * . ° 

z~.,, = ( t - -  c)' {a~, + C:, l o g ( t - - c )  + . . .  + ,~,,~-')qo,, ( t - -  c ) ] " - ' ] , ~  ~, 

wenn man 

setzt und unter samtlichen 
Functionen versteht. 

C ~ e ~'u" 

q in der Umgebung yon t = c eindeutige 
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und verschwindet die Determin'mte i a,~,~--),3~.,~1 ffir keinen ganzzahligen 
positiven Wert  yon ),, so wird das Differentialgleichungensystem 

fl 

durch /~ Systeme von Potenzreihen 

Vl, ~ = ~ , l ~ ( ~ )  , , , , Vml ~ = ~ m ~ : ( t )  ( t : ~ l  . . . . .  ft) 

befriedigt. 
Wi t  berechnen nun ein Fundamentalsystem des allgemelnen Difl'eren- 

t ialgleichungensystems (C"). Setzt man 

v,~. ~ FF~., 

so erhMt man fiir ~,~ die Differentialgleichungen 

( a = l , . . . , m )  

d~.  
= + . . . ,  

aus welchen Potenzreihen fiir ~ ,  . . . ,  F,, hervorgehen, falls r der Gleichung 

D0") = I " -  - - " ~ - I =  o 

gen('~gt. Hat  diese Gleichung lauter einfache Wurzeln ~ ' ~ , . . . ,  rm, yon 
denen keine zwei eine ganzzahlige Differenz besitzen, so ergeben sich m 
L5sungen 

wo s','untliche ~ Potenzreihen yon t sind. 
Es sei nun r = r  0 eine /~-fache Wurzel  yon D ( r ) = o ,  und r - - r  0 

trete /.~-mal als einfacher Elementartei ler  der Deterniinante 

auf, d. h. die Determinante sei dutch ( r - - r 0 ) : '  , ',lie Unterdeterminanten 
( m -  I) t~r Ordnung dutch ( r -  r0)t'-I tei lbar u. s. w., wahrend nicht alle 

Aatamathematiea, 1'2.  l m p r i m 6  le 8 novembre  1~88. 15 
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Unterde terminanten  (m--#)to~ Ordnung far r = r o verschwinden, so dass 
die Determinante 

den Rang m ~ l ~  hat. Da somit dem Differentialgleichungensystem ft'tr 
~ , . . . ,  F~ durch p Systeme yon Potenzreihen gentigt wird, so besitzt 
das Differentialgleichungensystem fiir v~,...,vm /* Lssungen yon der Form 

r 0 "~ 

Wir haben also den Salz: 
))Hat die Determinante 

lauter einfache Elementartei ler  r - - r ~ , . . . ,  r rm (von denen auch 
mehrere einander gleieh sein kSnnen), so besitzt das Differential- 
gleichungensystem 

t d~''~ Z,(,,.~ + .:~t + .)~,~ (a,tt=l,...,m) 

in der Umgebung tier siugularen Stelle t---= o ein Fundamentalsystem 
yon der Gestalt 

wo ~ , ~ , . . . ,  ~,,,~ in Potenzreihen yon t entwickelbar sin&)) 
Um aueh den Fall, wo die Determinante D ( r )  einen mehrfachen 

Elementartei ler  r - - r  0 besitzt, behandeln zu konnen, untersuehen wit zu- 

nachst das System 
dv~ 

unter der Voraussetzung, dass l a~]  = o ist und dass die Determinante 

D(;,)  = I t 

den Elementartei ler  Y besitzt. Es ist gleiehgt'dtig, ob noch andere Ele- 
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mentarteiler yon der Form )f vorkommen oder nicht. Wir werden sehen, 
dass eine Losung yon der Form 

e - - |  

V a Z (v) O' t )  . . . .  1 = (1% 
v = 0  

existiert, wo v(: ~) (v = o ,  i , . . . ,  e - -  i) Poteuzreihen sind, die sich aus 
den Differentialgleichungen 

d (o) 
Va - -  ~- ,  (A V (°) 

- ~ 1 )  

(~t 'a - -  Z t t  - V  (1) ((3 - -  ~)~, (0)  + 

(~) 

i~ 

• ( e - - l )  

], " ~  = E (~taflVl; - 1 )  - -  , ( e - - 2 )  .7!_ • . . 

ergeben. Diese Differentiulgleichungensysteme erhMt man, wenn man 
den obigen Ausdruck far v~ in (C") substituiert und die Coefficienten 
der verschiedenen Potenzen von log t betrachtet. Damit diesen Differen- 
tiulgleichungen durch Potenzreihen v~ ~) genfigt wird, ist, vorausgesetzt, 
dass D ( 2 ) ~  o keine ganze positive Wurzel besitzt, notwendig und hin- 
reichend, dass die Gleichungen 

~ a a f l V l ~  ) ~ O~ 

Z~ta~V~ ') = ( e - - -  I)V (°) 
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dutch endliche, nicht si~mtlich verschwindende Werthe yon ,,(0) ,,~, ~,~,--~) 
erfi:fllbar sind. Man erkennt dies sofort, wenn man die obigen e Diffe- 

rentialgleiehungensysteme als ein einziges System mit den em Funetionen 
v(~, ") auffasst. Aus der Theorie der Transformation einer Schar bilinearer 
Formen in die Norlnalform (WEII~I~STICASS, B e r l i n e r  M o n a t s b e r i c h t e  
i868)  ergiebt sich Folgendes: Multipliciert man die Gleichung 

Z, ,~ ,~; '  = ( e -  ~ ) v F  ') 
f l  "~ ~ 

mit einer Unbestimmten u. und summiert fiber ~ : I 7 . . . , m ,  so erhMt 
lnan die Gleichung 

( v - - l )  X(I,,z,~U,z't.'i(~v) = ( ( 2 -  1J) Zl~ta  V a . o..t:t a 

Ffihrt man statt der Variablen u ~ , . . . ,  u,, vermittels einer bilinearen 
Substitution neue UI , . . . ,  U,, und statt der v~ '~), . . . ,  v~, ) vermittels der 
Substitution 

V(~) : ZCaiiV(~ ~) ( ~ = 0 , 1  . . . . .  e - - l )  

eine neue geihe VF ), . . . ,  V;2 ) ein, so gehen die beiden bilinearen Formen 

fiber in 

( ~ ) ' l V e C ~ - ) x  - J l -  • • • 7 1 -  ~ J e - - l " V k  v ) )  " ~  • • • , ( U l V ~ V - ' >  "-~ . .  ` + U e V [  "-1>) "gF . .  • , 

es besteht also die Gleichung 

u,v<~, + . . .  + u ,_ , v~ ,  + . . . .  (e - -  ~)(u, Vl '-'> + . . .  + U, Vi '--'>) + . . . ;  

set,zt man die (~oeffieienten der versehiedenen U auf beiden Seiten ein- 
ander gleieh, so erhlilt man die Gleiehungen 

0 = V~'~-l)~ 

v(~, 1 ---- (~ - -  ~)V~ v- l ) ,  

• ° ° ° • ° , , 

V(v)e--1 = (e - -  IJ) l/~ v - l ) ,  

(~=0, I,..., e--d) 
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welche d a d u r c h  befr iedigt  werden,  dass man  V (°).,~ , .,V ( ' ,  .... . ,  ,~V (~-~)- will-  

kt~rlich lasst, ferner  

V~(') - -  ( e - -  :)V~ °) _ _ |  - -  

L , .  --(~-- :),~., v( ~, = (e-- 2 ) ( e -  , ) v :  o) - - 1  - - -  r e ~ e . - - 2  

• . . • ° . 

v(~-, ,  _ v~ -~ ,  v ~ ; ,  _ (~ ~) v~ ~-~,, v ~ - ,  _ (~ e - -  ~) v l  °,, 

alle i~brigen V gleich Nu l l  setzt. Die Func t ionen  v<o).~ , V~), . . .  V(~-~).,,. 

en tha l ten  e willki~rliche Constanten,  ni~mlich die zu t ~ - o  gehsr igen  
Tz(0) . V~ ~-" Man erhMt also auch fa r  v(~ °), ~,o) . ~,(~-:) Wer te  yon vi , I r a ( " , . . ,  . ~ . , . .  ,~ .  

Potenzre ihen yon t, welche e wil lkf i r l iche Grsssen l inear  en tha l ten ;  dahe r  

t re ten  e d e m  Elementa r t e l l e r  2' entsprechende l inear  unabhang ige  Losungen 

yon der  Form 
e---l_ 

('~) O" ( a =  1, . . . ,  m )  v,, = XoVo 0 %  t) . . . .  

auf;  g iebt  man  den in den v~ ~) v o r k o m m e n d e n  wil lki i r l ichen Constanten 

geeignete  Wer te ,  so erha l t  man  e l inear  unabh'hngige LSsungen v o n d e r  

Gestal t  
Vq. ~ V ~  ° )  

v, = v (°)~. log t + v ('_~ 

Hiernaeh  kann man  den fo lgenden Satz aussprechen:  

~Die W u r z e l n  der  Gle ichung  

2)(, ,-)  = I"ofi - -  ' < ~ ]  = o 

seien so besehaffen, dass keine zwei eine ganzzahl ige  (yon Nul l  ver- 
sehiedene) Differenz besitzen, r =- r o sei eine mehr fache  Wurze l  und 

r - - r  o ein e-facher E lementa r t e i l e r  der  De te rminan te  D(r). Dann 

besitzt das System der  Di f fe ren t ia lg le ichungen  

d V u .  

( a ,  f l =  1 , . . . ,  m )  
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e Losungen v o n d e r  Gestalt  

I' 0 v~ == t f,.o, 

v. = ro!.~ ' log t], 

~--- ÷ ' * J "  ' ( ) I  v, ~ w,,.'.' + f,~'-' log t + f"-' Iog t ~ 

v,~ ----- Iv . . . .  , -t- f' . . . .  , l og t  + . . .  n t- f,,,.,"-'~_, (logt)~- '] ,  

wobei s'~mtliche f Potenzre ihen  yon t sind, zwisehen denen rrhnliche 

Rela t ionen bestehen, wie im Fal le  der  gewohnl iehen  l inearen 1)ifl'c- 
rent ialgleichungen.))  

Bevor  wi t  den Fal l  behandeln ,  wo die Gle ichung  la,, ~ -  r ~ , l - - - - - o  

Wurze ln  mi t  ganzzahl iger  Differenz bcsitzt, dehnen wir  die bisher f a r  
das Dif ferent ia lg le ichungensys tem (C") gewonnenen  Resul tate  au f  das all- 
gemeinere  System 

C' )  = 

aus, welches  durch  die Subst i tu t ion 

in 

Za - _ l p a  V,z 

d v,z 

t~bergeft~hrt wird.  

))Hat die De te rminan te  

( a = l , . . . , m )  

l au te r  einfache E lemen ta r t e i l e r  r - -  r~, . . . ,  r - -  r,,~, so besitzt das 
System (C') in der  U m g e b u n g  des s ingularen Punk t e s  t ~--o ein 

Fundamen ta l sy s t em von der  F o r m  

: t r l  +p,* 2" 
~ 1 1  ~ t r l + P ~ l l  ? ~ " • • ~ Z m l  - - -  v '~ml~ '  
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z- in Potenzreihen yon t entwickelbar sind. Einem W O  ~11 ~ ' ' " :~ *atom 

e-fachen Elementartei ler  ( r ~  to) ~ der D e t e r m i n a n t e  

entsprieht eine Gruppe yon e Losungen des Systems (C') 

Zli ~ ~ t " ° + P ' U I 5  ~ . . . ~ 2'.,j~ ~--- t"°+P' /~, . ,a~ ( f l =  1 , . . . , e )  

wobei u a , . . .  , Um,~ Ausdrficke v o n d e r  Form 

¢" + ~" log t + . . .  + ~'(z-" (log t) ~-~ 

sind, unter ~', C , . . .  Potenzreihen yon t verstanden.)) 

Die Gleichung 

be . ! - -  (p , ,  = o 

kann man die zu dem singuli~ren Punkte  t = o geh0rige determinierende 
Gleiehung des Systems (C") bez. (C') nennen. 

Es bliebe nun noch der Fall  zu behandeln, dass mehrere Wurzeln 
der determinierenden Gleiehung des Systems ( C ' ) o d e r  ( C " ) u m  ganze 
Zahlen versehieden sind. Wir werden diesen Fall  nicht ersch~pfend be- 
handeln, sondern nur so weit entwickeln, als es ft~r die Anwendungen 
im n'~chsten Abschnitte erforderlich ist. Hat  die determinierende Glei- 
chung de;s Differentialgleiehungensystems (C") die beiden Wurzeln r 0 und 
r 0 + e, unter e eine ganze positive Zahl verstanden, und sind beide ein- 
fache Wurzeln,  oder was auch sehon hinreiehend ist, r - - r o  und r - - ( r  0 + e) 
einfache Elementartei ler  der Determinante ao .~ -  r3~.,~ 1, so sind zwei LS. 
sungen yon folgender Form vorhanden 

v'~, ---- t~o+*kg:,~ log t + V0¢', 

wo F,~ und ~ Potenzreihen von t und k eine Constante ist. Tri t t  r - - ( r 0  + e) 
/~ real, r - -  r0 v real als einfacher Elementartei ler  auf, so sind/~ LSsungen 
yon der Form v~, v LSsungen yon der Form v', vorhnnden. Ist r - - ( r o +  e) 
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ein zweifacher, r - -  r0 ein einfacher Elementarteiler, so sind drei Losungen 
yon folgender Form vorhanden 

v" = t"0+~{c,(logt) ~ -4- k~" logt}-t- V°9':'; 

ist dagegen r - - r  o ein zweifacher, r - - ( r  o "4-e) ein einfacher Elementar- 
teller, so haben wir drei L5sungen yon der Gestalt: 

v,. ~ / , ' 0+~ .  , 

v~,'. = t'0+~',~ log t "4- t"0 7~,.,' 

v,," = t ' 0+~  (log t) ~ '  -4- t"otkt~'l..7,,, logt -f- F:'}. 

Diese S~tze ergeben sieh tells von selbst, tells vermittels einiger weiterer 
Betrachtungen aus der Arbeit yon Herrn SAUVAGE (Annales  de l']~]cole 
N o r m a l e  i886). Die analogen Sf~tze ft]r das System (C')sind leieht aus 
den angegebenen herzuleiten. 

Es ist nun unter Zuhilfenahme der in Nr. I angestellten Betracht- 
ungen nicht schwer, die vorstehenden Entwicklungen auf das Differential- 
gleiehungensystem 

auszudehnen, worin A~,,~, B~:, Functionen von x ,  y sind, welehe den Inte- 
grabilitatsbedingungen Gent~ge leisten. Auf jedem im Gebiete der Va- 
riablen (x, y) verlaufenden geschlossenen Wege erfiihrt ein Fundamental- 
system des Systems (B) dieselbe Veranderung wie im Falle einer unab- 
hangigen Veranderlichen, es geht namlich 

• • ° o ° • • 
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WO 

• ° ° * ° ° ° 

?~.~ = C,,z~ + . . .  + C'.~Z,,.,., 

• , 
( 0 : =  lp  . . . ~  t i t )  

ist. Setzt man die Coefficienten A,z ,  B~.z als rationale Functionen yon 
x ,  y voraus, deren Nenner die irreduetiblen Factoren ~ ( x , y ) , ¢ ( x , y ) i . . .  
enthalten, so sind 

y) = o,  ¢ ( x ,  y) = o, . . .  

die singularen Curven des Systems (B). Wii.hrend fraher das Verhalten 
eines Fundamentalsystems bei einem Umlauf der unabhi~ngigen Variablen 
t u m  einen singul~ren Punkt untersucht wurde, betrachten wit hier ein 
Fundamentalsystem, welches auf einem geschlossenen Wege, der eine sin- 
gulare Curve ¢ (x ,  y ) =  o umwindet, ein besonders einfaches Verfahren 
zeigt. Aus den Entwicklungen des ersten Abschnitts ist ersichtlich, dass 
in der Umgebung einer jeden Stelle yon ¢ ( x ,  y ) =  o ein Fundamental- 
system existiert, welches bei einer Umwindung der singularen Curve 
dasselbe Verhalten zeigt, gleichviel in der Umgebung welcher Stelle die 
Umwindung stattfindet. In den Ausdrfmken, die ffir d ie  L(~sungen eines 
solchen Fundamentalsystems im Falle einer Variablen oben aufgestellt 
wurden, braucht man, mn die Gestalt des zu der Stelle (a,  b) der sin- 
gulr~ren Curve ¢ ( x ,  y ) =  o gehsrigen Fundamentalsystems zu erhalten, 
bloss ( t---c)" dureh ¢ (x , y)" , log (t - -  c) durch l o g ¢ ( x , y )  zu ersetzen 
und unter den ~" Functionen yon x ,  y zu verstehen, welche sich in der 
Umgebung der Stelle (a,  b) eindeutig verhalten, msglicherweise aber an 
den Stellen der Curve ¢ ( x ,  y ) =  o unendlich werden. Die Functionen 
~" lassen eine Darstellung yon folgender Gestalt zu: 

@, g)~,(z Z_a:, y - -  b) 

~.=o ¢'(z' Y))' 
A e t a  m a t h e m a t i e a ,  1 9 .  I m p r i m ~  l e  14  n o v e m b r e  1 8 8 8 .  1 9  
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Dutch die Substitution 
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. = ,), = y) 

geht die Function ~', welche in der Umgebung yon (a, b) eindeutig ist 
und nut an den Stellen von ¢ (x ,  y ) = o  unendlich wird, in eine Func- 
tion yon u ,  v i3ber., welehe in der Umgebung der Stelle ( u = o ,  v ~ o )  
eindeutig ist und nur unendlich wird, wenn v ...... o ist. Sie ist nach dem 
LAURENT'schen Sntze in der Form 

; , = + ~  

) .  = ~ - - ~  

darstellbar, wo G in eine Potenzreihe von u entwiekelbnr ist. Fohrt  
man wieder x~ y ein, so ergiebt sieh die oben nngegebene Form der 
Function z- 

Von besondercm Interes,,e sind nun wieder diejenigen Differential- 
gleiehungen, deren sii, mtliehe L6sungen sieh in der Umgebung der Stellen 
einer singul'~ren Curve ¢ (x~y)~- -o  reguii~r verhaiten; in diesem Faiie 
kOnnen die Exponenten r in der angedeuteten Entwiekhmg so gew'a.hlt 
werden, dass die Functionen ~ in Potenzreihen yon x - -  a ,  y - -  b ent- 
wickelbar sind. Ein Differentialgleiehungensystem, dessen L0sungen die 
erwahnte Eigenschaft haben, ist z. B. 

(B')  

oder das allgemeinere 

, ~Za 

(B") 

- -  X , - ~  - , l a i r \ '  ~ • f i  
a y  

wo p , , . . .  ,Pro positive oder negative gnnze Zahlen sind, f,,,~(x, y)und 
y,,,~(x, y) Potenzreihen yon x - -  a ,  y - -  b, welche den Integrabilitlttsbe. 
dingungen Genlige leisten - -  unter (a,  b) irgend eine Stelle der singu- 
listen Curve verstanden. 
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Aus  dem ~ "" t i r uhe ren  i 'olgt die Exis tenz eines F u n d a m e n t a l s y s t e m s  des 
Sys tems (B'), dessen Gl ieder  yon der  F o r m  

, Y) t~ -I- log (.~:, ,,. (, y ) + . . . j  

sind; ~.:, ~'~, . . . ve rha l t en  sieh in der  U m g e b u n g  der  Stel le  (a, b)ein- 
deut ig .  Dass diese F u n c t i o n e n  in unse rem Fal le  bei gee igne te r  W a h l  yon 

r n ich t  u n e n d l i c h  werden ,  also in Po tenz re ihen  von x ~ a ,  y ~  b. ent- 
wicke lbar  sind, lehr t  fo lgende  Be t r ach tung .  Setzt  m a n  

x -= a - t -  a ' t ,  y - -  b n t- b ' t ,  

wo (a ,  b) eine e infache Stel le  der  Curve  ~ ( x , y )  = o u n d  

\ax  / ,,b \~!t .: ,~,~ 

nich t  g le ich Nul l  ist, so wi rd  

:(:~, :,/) = :~(t), 

log:( ,~ ,  y ) -  logt + z(t) ,  

z~ -== t ~,., 

z:,. = t~{~ d- ~" l o g t  -k . . . ] ;  

F'(t) ist eine t'tir t : o  n ich t  ve r schwindende  Po tenz re ihe  von t; . . . .  ' ¢'~, ¢;, ... 
sind in der  U m g e b u n g  yon  t ~ o e indeu t ige  F u n c t i o n e n  voxa t, die fi'lv 
t ----- o u n e n d l i c h  w e r d e n  oder  n ieht ,  je n a c h d e m  ~ ~" , ,,~, . . .  an den  Ste l len  
von ~b(x ,  y ) =  o unend l i ch  werden  oder  nicht .  Da aber  z(,. den Diffe- 
r e n t i a l g l e i e h u n g e n  

dZa 
t 3 = z1,,,,,(t). 

h,,,~(t) = a'f,.~(,~ + (~,'t, b + b't) + b'!l~,~(,~ + ~ ' t ,  l, + b't) 
~ ( t )  

genfigt ,  so sind ~'~, ~", . . . .  bei geeignetev W a h l  yon r Po tenz re ihen  yon t, 
also auch  ~'~., ~ , . . .  , ~ . ~" Po tenzre ihen  yon x ~ a y b F(lr  das Sys tem 
(B" / e rg ieb t  s ich h ie raus  d e r  S~ltz: 
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))D'ts Differentialgleiehungensystem (B") besitzt in der Umgebung 
der Stelle (a ,  b) der singularen Curve ¢ ( x , y ) =  o m Lr)sungen yon 
der Form 

z~ = ¢ ( ~ ,  y)"+'~.¢,., 

~,, = ¢(~ ,  y),+.q¢~ + ¢; log ¢0~, y ) +  . . . I ,  

wo samtliehe ~" Potenzreihen yon x -  a ,  y -  b sind.)) 

Wird das System (B') dutch ein System yon Potenzreihen z ~ , . . . ,  ~,, 

befriedigt, so bestehen die Congruenzen 

X£.~(x , y) . z,, ~ o I 
m o d e ( x ,  y), 

aus welehen sieh die folgenden ergeben- 

t ro,~(~, y ) - o l  
t.</o,~(~,?D ; o / m o a ¢ ( : , , , y ) .  

Setzt man nun 
~. = ¢ @ ,  y)"¢~ 

in d'~s allgemeine System (B') ein, so genl]gt ~,,. den Differentialgleiehungen 

¢ (x ,  y) ~ 

~ ., ~ y J  ' 

Sollen mm ~ , . . . ,  ~',, Potenzreihen yon x - - a , y - - b  sein, so muss r 
die Congruenzen 

fo , , (~ ,y ) - - , -o t , ,~  - o  m o d ¢ ( x , y )  
., 9¢ I 

befriedigen, aus welehen, wenn man x = a ,  y = b setzt, die Gleichungen 

L~(a, b) - - r~ ,~  = o, 
k _lx=a~y=b 

" L Y J x = . , v = ~  
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hervorgehen. Die beiden Congruenzen mtissen, da die Existenz von Inte- 
gralen von der Gestalt 

bereits feststeht, dieselben m Wurzeln r l , . . . ,  r,,, haben; ,nan erhMt f(ir 
r ~ , . . . ,  r,, dieselben Werte, welche Stelle (a, b) der singularen Curve 
¢ ( x ,  y ) =  o man auch in die Congruenzen einsetzt, um aus denselben 
Gleichungen herzuleiten. Nimmt man Rt~cksicht auf die Form der LO- 
sungen, wie wir sie im Falle eines mehrfachen Elementarteilers bei einem 
System mit einer unabhlingigen Variablen kennen gelernt haben, so er- 
kennt man, dass die beiden Determinanten 

f ~ ( x  , y ) - - r $ . ~ - ¢  I , 

dieselben Elementarteiler ( r - - r 0 )  ~ besitzen, wenn man darin far (x,y) 
irgend eine Stelle yon ¢ (x ,  y ) =  o setzt. Geht man schliesslich, i~hnlich 
wie es oben bei einem Systeme mit einer Variablen gesehehen ist, yon 
dem System (B') zu (B") i~ber, so ergiebt sich der Satz" 

))Die aus dem System (B") hergeleiteten Determinanten 

~ .. ., ~y 

stimmen, wenn man far (x, y) eine Stelle von ¢ ( x ,  y ) ~ - o  setzt, in 
den Elementarteilern i~berein. Sind lauter einfache Elementarteiler 
r ~ r~ ,  . . . ,  r - -  r,,  vorhanden, und befinden sich unter den Grossen 
% , . . . ,  r~ keine zwei mit ganzzahliger Differenz, so ist in der Um- 
gebung einer Stelle ( a ,  b) der singuli~ren Curve ¢ ( x ,  y)----o - - d i e  
nieht zugleich einer anderen singularen Curve angehort - - e i n  Fun- 
damentalsystem von der Form 

'H ~rl+pl ~ 
zn  = ¢ ( x  , v) 11 , • • , 

• • • , * ° • 

Z l .  , = ¢ ( X  " " ~ " m + l ) l  "f~ 

- ~  i i \ r l  +P.* Zm! ¢ ( X  , y )  ~n , ,  

• • • • , 

r.~ + p., z, m= ¢(x,  y) ¢.m 
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vorhanden, wo shmtliche ~ Potenzreihen von x ~ a ,  y - - -  b sind. 
Einem e-faehen Elementarteiler r - - ~ ;  entspreehen e Losungen, deren 
Gestalt sich aus der Entwieklung auf S. 142 dadureh ergiebt, dass 
man t'o dureh ¢(x,y)"o, logt dureh l o g ¢ ( x , y )  ersetzt und sieh 
sfmltliehe ¢" als Potenzreihen yon ~c ,--- a ,  y ~ b vorstellt. In ahn- 
lieher Weise erh~lt man die Gestalt eines Fundamentalsystems in 
dem Falle, dass mehrere Wurzeln r sieh um ganze Zahlen unter- 
seheiden.>> 

I l l .  

Die im vorigen Absc|mitte iiber tota!e !ineare DifI~rentialg!eiehungcn 
abgeleiteten Satze wenden wir nun "m, um das System linearer partieller 
Differentialgleich ungen 

3'-'z Oz 3z 
= .o z + + 

~ z  9z ~z 

~'~z ~z ~z 

unter der Voraussetzung zu integrieren, dass {lie Coefficienten a, b, c 
solehe rationale Functionen von x ,  y sind, dass sich drei linear unab- 
hangige Integrale ergeben. Damit dies der Fall ist, mfissen die Glei- 
chungen 

~ z  ~ ~ z  

~z ~z 
die Integrabili tatsbedingungen des Systems (A), identisch in x ,  y ,  z ,  oz ' oy 

erfiillt sein. Dass unter dieser Bedingung auch wirklich drei linear un- 
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))D'ts Differentialgleiehungensystem (B") besitzt in der Umgebung 
der Stelle (a ,  b) der singularen Curve ¢ ( x , y ) =  o m Lr)sungen yon 
der Form 

z~ = ¢ ( ~ ,  y)"+'~.¢,., 

~,, = ¢(~ ,  y),+.q¢~ + ¢; log ¢0~, y ) +  . . . I ,  

wo samtliehe ~" Potenzreihen yon x -  a ,  y -  b sind.)) 

Wird das System (B') dutch ein System yon Potenzreihen z ~ , . . . ,  ~,, 

befriedigt, so bestehen die Congruenzen 

X£.~(x , y) . z,, ~ o I 
m o d e ( x ,  y), 

aus welehen sieh die folgenden ergeben- 

t ro,~(~, y ) - o l  
t.</o,~(~,?D ; o / m o a ¢ ( : , , , y ) .  

Setzt man nun 
~. = ¢ @ ,  y)"¢~ 

in d'~s allgemeine System (B') ein, so genl]gt ~,,. den Differentialgleiehungen 

¢ (x ,  y) ~ 

~ ., ~ y J  ' 

Sollen mm ~ , . . . ,  ~',, Potenzreihen yon x - - a , y - - b  sein, so muss r 
die Congruenzen 

fo , , (~ ,y ) - - , -o t , ,~  - o  m o d ¢ ( x , y )  
., 9¢ I 

befriedigen, aus welehen, wenn man x = a ,  y = b setzt, die Gleichungen 

L~(a, b) - - r~ ,~  = o, 
k _lx=a~y=b 

" L Y J x = . , v = ~  



152 I. Horn. 

t~bergefi]hrt, wo die c Constanten sind, die nur v o n d e r  Wahl des Weges 
abh~ngen. In der Umgebung einer Stelle (a, b) einer singul'hren Curve 
~b(x, y)-----o existiert ein Fundamentalsystem, dessert Elemente yon der 
Form 

z = ¢ ( ~ ,  ~,)"~', 

= ¢(~,  y),{~- + ~-, ~og ¢(~,  y) + , . . }  

sind, wo ~', C,  . . .  Functionen sind, die sich in der Umgebung yon (a, b) 
eindeutig verhalten. 

Wit  gehen auf das allgemeine System (A) nicht weiter ein, sondern 
machen i~ber die Coefficienten die Voraussetzung, dass sie in der Um- 
gebung der Stellen (x = a ,  y = b) der singularen Curve ¢ (x ,  y) ---- o 

die Form 
A o A 1 A~ 

bo 110 bl --~ ~ b2 B~ = ¢ , ~ ,  , = - ~ ,  

C O C, C., 
C0 ~ ~ '  Cl ~ --~b y C2 - -  ~b 

haben, wo A ,  B ,  C in Potenzreihen yon x - - a ,  y ~ b entwiekellmr sin& 
Diese Form besitzen die Coefficienten des Diflhrentialgleichungen- 

systems der hypergeometrischen Reihe F ( a ,  [~,/'/', ~-, x ,  y) in der Um- 
gebung der Stellen der s'~mtlichen singuliiren Curven. 

Das Differentialgleichungensystem 

¢' a'* - Aoz + ¢.a, ~. + ¢.4, 
, ~ i  ~ 

(A ' )  

' ~Y" ~!1 

geht~ w e n n  m a n  

~z ~z 
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setzt, fiber in das System totaler linearer I)ifferenti~lglelchungen 

3z~ . 3z o 

CV~ = z,, e a t  = z,, 

3,,  (A, --3¢L 
= Aozo + 3z/ ~ + A,z=, 

( 3¢L ¢ 3A'=Boz o + B , - -  + B,~,, 
37/ re.l/ 

( 3¢L 3Z,=Bozo + B , z ,  + B , - -  ¢3-;- 3 , / ~ '  

~:, .= c,~,o + c,,, + ( c , - ~ ) ~ ,  

welches yon der in II. behandelten Form (B') ist. 
tegrale yon (A') die Form 

= ¢(~, :~)"~(, - -  ~ ,  v - -  z,), 

: ,,-',(~, v ) r { % ( . ~  - -  ~ ,  v - -  ~,) + ~ , , ( ~  - -  ~ , ,  v - -  ~,) l o ~  , e , ( ~ ,  v)  + . . . 1 .  

Jedenfalls muss ein Integral  

-- ¢(*, v)"(', 

I)a.l~er haben alle In- 

wo ¢" eine Potenzreihe yon x - - a ,  y ~ b ist; vorhanden sein; setzt man 
diesen Ausdruck in (A') ein, so ergeben sich far  ~" die Differentialglei- 
chungen 

3~ _ t,o¢ + ¢,p, 3~ a..," 

3~ 32 
¢~ a~¢ Qo¢+ Ce& + CQ~-, 

' ap 

Aeta mathamatioa. 12, I m p r i m ~  le 14 novembre  ]888. ~0  
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wenn m,u~ bezeichnet: 

,/~q,\' 
;'o = Ao + ,.(.~, ~: + A~ ~-¢-'-~ - , - ( , . -  ' ) i ~ )  ' 

9 x  " ~tt  / 

3¢ ~¢,~ _,3¢,~¢ 
3:// ~2~' 

3¢,'~ ,/~¢,~, o. 

",o = (:o + ,((:, ~ + c', ,.~: - " ( " - - ' ) t ~ ) .  , 

t ' ,  A, .3¢ Q, = 1~, - -  r 3¢ R~ = c , ,  
-- 2 ~  3,--~" " 3!I ' 

3 ~  ' ~'2 3!1  " 

Soil C eine Potenzreihe von x ~ a ,  ~ / - -  b sein, welehe nieht  das Produkt  
aus ¢ ( x ,  y) in eine andere Potenzreihe von x ~ a , y ~  b ist., so muss 

])o ~0 I 
(~.)0 -=: 0 I 
R. ~ O ] 

sein. Es muss also eine Gr6sse r,  welche diese drei Congruenzen gleich- 
zeitig befriedigt, vorhanden sein; wit werden sogleieh sehen, dass die drei 
Gleiehungen zweiten Grades in r 

Zo + r(A, 3: 3¢,~ -4- A,, 2,// 

3: 3:3 
Bo + r(B, ~,i, + B~ 3:// 

~¢, 3¢' t c' o + r c, ~ +  c'.,~.: 

= ,.(~,. ,)3:3: 

,/3¢\" 

welehe man aus den obigen Congruenzen erhalt, wenn man ffir @,  y) 
eine beliebige Stelle (a ,  b) tier Curve ¢ ( x ,  ?/)= o setzt, zwei Wurzeln 
r , ,  r: gemein haben, welche yon der Wahl  der Stelle (a ,  b) unabhangig 

"t • O" sind. Es ist allerdings m0glich, dass diese (,lelehun~,en zum Teil iden- 
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tisch erft~llt sin& Hatten die drei Gleichungen nur eine Wurzel gemein, 
so mCtsste das System (A') drei Integrale yon einer der folgenden Formen 

I) ¢ " ~ ,  ¢ " ~ ,  ¢" ,~ ,  

~) ¢ , ¢ ,  ¢ , ¢ ,  ¢ ' (¢ '  + ¢" ~og¢), 

3) ¢"¢,  ¢ '(¢ log ¢, + ¢,'), ,¢'l¢(1og ¢) '  + ¢' log ¢ + ¢"j 

besitzen. Setzt man 

I " 1 !  

P,, = CP0, (d0 = CQ:,, ~o = ¢,[~,,, 

so miisste das Syste,n 

entweder ein Integral 

¢ ~.~ = = o, + P, ~:;, + 1,,: ~ ,  

¢ _ - =  q ' o ( +  q, - + q~a" 

¢ ~))~ = ~,,. + ~ , ~  + R.,a- " 

( - -  C log¢  + ~", 

wo C, ¢"' Potenzreihen sind, besitzen oder dutch drei nicht durch ¢(x,y) 
teilbare Potenzreihen ~ ,  ~ ,  ~ befriedigt werden, hn ersten Falle geni~gt 
¢' demselben Differentialgleichungensystem wie ~', w~hrend sich ft~r ~" 
das System 

' ,,~ 2" j ,  ~ "  , ~ , ,  ~ .  

Y 

,z , ~ ' : ' ' -  ~o¢" + Q, ,~  + (,r <''' -t- Y ¢ ' -  (~+a:' a¢<"~ 
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ergiebt, worin 
p, ~¢ ~ (~¢~' 

+ P,~ + 

U== ~ ' ,~z/  , ¢ 

F = Vy ~ ~;/ , 

W __. 

l,', ~¢ ~¢ t~¢'/~ 
+ I¢,~ + \o,s /  

1)a nun die Potenzreiim ~" nicht durch ¢ ( x ,  y) teilbar sein darf, so 
mtissen die Congruenzen 

I 

I 
rood ,d' 

bestehen; d. h. die determinierenden Gleichungen des Systems fiir ~': 

+ - -  s ( s -  5 ) ~  ~;i-= , \ 

+ It ,  - -  s ( .~ ' -  
a y /  " . 

haben die doppelte Wurzel s = o; dann ist r eine doppelte gemeinschaft- 
liche Wurzel der obigen drei Gleichungen, so dass diese doch zwei 
Wurzeln gemein haben. 

Wtirde das System for C durch drei nicht durch ~,(x, y) teilbare 
Potenzreihen befi'iedigt, so ware ¢ ( x ,  y ) =  o gar keine singulare Curve, 
und das Systeln far  C hatte die Forln 
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--.: = Lo~ + L1 + L2 ~= ~ ~!~' 

~:,,- N~'+ N1 ~ +  N,~, 

unter L ,  M ,  N Potenzreihen yon x - -  a ,  y ~ b verstanden. 
stitution 

liefert das Differentialgleiehungensystem, welehem z genagt. Man findet, 
dass die determinierenden Gleiehungen dieses Systems die beiden Wurzeln 
r und r + i besitzen, was mit der Annahme,  dass dieselben nur eine 
einzige Wurzel r gemein haben, in Widersprueh steht. 

Somit ist bewiesen, dass die drei Congruenzen 

Po - -o ,  (20 ~-o, R 0 _--__ o, ,nod ¢ @ ,  y), 

wo P0, Q0, R0 die oben definierten ganzen Funetionen zweiten Grades 
yon r sind, zwei (versehiedene oder zusammenfallende) Wurzeln gemein 
haben. Sind die beiden Wurzeln ~"1 ,r~ yon einander versehieden und ist 
ihre Differenz ke ine  ganze Zahl, so sind zwei Integrale yon der Form 

--  ¢ ( x ,  y)'"¢ 
und eines yon der Form 

z = ¢ @ ,  y ) ' ~  

vorhanden, unter  ~" Potenzreihen yon x ~ a ,  y -  b verstanden. Es ist 
nur  zu ermitteln,  welcher der beiden Wurzeln zwei Integrale zugehsren. 
Man bereehnet, unter  r eine der beiden Wurzeln verstehend, die oben 
eingefnhrten Gr6ssen P, Q, R; da dem System 

" R ~ ~ ~ - R'o ( + + R ~ -  

Die Sub- 
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din'oh ei,e Potenzreihe (gent'~gt wird, so bestehen die Congrucnzen 

1 ~ ' +  P , ~ +  1 ~ -  o 

, ~ ~. '_ 
qo~'+ (2,,~ + GS!/=o / 

/ 

,,,od ¢ j) 

so dass auch 

P'o , P1 , Po 

: Q'o, (2 , ,  G. 
I 
I 

i R:, R~ R.2 

~ o ,  ,nod d,,(x,y)  

sein muss. Sind nieht alle Subdeterminanten dieser I)eterminante ~ 0 ,  
rood ¢ (x ,  y), so kann man von den zu einer Stelle (a, b)der singuli~ren 

a~" ~ zwei durch den drit- Curve ¢ (x ,  y ) =  o geh0rigen Werten von ~, ao~ ,v!/ 

ten ausdracken, w,'~hrend in dem Falle, wo alle jene Subdeterminanten 

, : willkfirlich bleiben. O, rood ¢ (x ,  y) sind, zwei der Gr~ssen ~, ~Z' ~y 

hn ersteren Falle existiert eine, im letzteren zwei Potenzreihen ~'. 

~,Infolge der Integrabilitatsbedingungen des Differentialgleichungen- 
systems (A') haben die drei Congruenzen 

• ~+A'23!11 . 

~0 + .r B, G + ]~ 3:// -- ,. -- ~..,/ [ rood ¢(x , :,i) 

I / 

zwei Wurzeln r l ,  r~ ~ die von x ,  y unabhgngig sind - -  gemein. 
Sind dieselben von~einander versehieden und ist ihre Differenz keine 
ganze Zahl, so besitzt (A') in der Umgebung einer Stelle (a, b) der 
singularen Curve ¢(x ,  y ) =  o ein Fundamentalsystem von iblgender 

Gestalt: 



Wir haben noch die beiden 
r:--'r~ = e eine ganze Zahl ist. 
heren ein Integral 
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Zo = ¢ ( x ,  y ) " ~ o ( ~  - -  ~ ' ,  'J - -  b), 

~, = ¢ ( x ,  y ) " , ~ , ( ~  - -  ~ ,  y - -  l , ) ,  

z~ = ¢ ( ~ ,  ~j)'~-~(~ - ~ ,  y - -  b).~ 

Falle zu behandeln, wo r~ = r~ und 
Im ersten Falle konnte nach dem Frl]- 

= ¢ ( x ,  ;~),,{¢, (log ¢)~ + ¢,, log ¢ + ¢,,,}, 

worin ~", ~", ¢"" Potenzreihen sind, vorkommen. Die erste der drei zur 
Bestimmung yon ~"" dienenden Differentialgleichungen wiire: 

da hier ¢' nicht dutch • tei lbar sein d~rfte, so mfisste 

C _ = ~ ~ y  - \ ~ !  

sein; da diese Bedingungen nieht erf~llbar sind, so ist ein Integral  yon 
der vorausgesetzten Form nicht vorhanden. Ein Integral 

= ¢ ( ~ ,  ~I)"(¢' log ¢ + ¢") 

muss aber existieren, da zwei um I verschiedene Wurzeln vorhanden sind, 
wenn das System (A') durch drei Integrale z-----¢"~" befi'iedigt wird. In 
unserem Falle mtissen alle aus dem System 

P'0, P , ,  P~, 

P;, Q,, Q~, 

g(;1)ildeten l)eterminnnten zweiten Grades ~ o ,  rood ~ ,  sein, denn wil.re 
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dies nicht der Fa l l ,  so hatte das System (A') nur ein Integral z = ¢"~', 
aber, wie man leicht naehrechnet, auch nur  ein Integral  

z =  ¢"(¢' log ¢ + ¢"), 

also nur zwei linear unabh~ngige Integrale. 

)~Ist r 1 = % = r, so besitzt das System (A') ein Fundamental-  
system yon folgender Form 

~1 = ¢ ( x ,  v)"¢~, 

*~ = ¢ (* ,  v)"¢~, 

<, = ¢ (x ,  :,/)"[¢' log ¢(:~, :/) + .  ~, 

~ ,  ~ ,  C,  C' sind Potenzreihen yon x ~ a ,  y - - b ,  und es ist 

, = C1~11 + C2~2")) 

Letzteres kommt  daher, dass auch der Coefficient yon l o g ¢  in z.~, 
n'~mlich ~"~", ein Integral yon (A') ist. Es sei nun r 2 ----r, r~ = r - t - e ,  
wo e eine ganze positive Zahl ist. Soll ein Integral vorhanden sein, 
welches in Bezug auf log~b vom zweiten Grade ist, so muss dasselbe 
eine der beiden Formen 

¢'+~ ¢'"' Oog ¢,)~ + ¢ '+ '  ( '  log ¢ + r .  , 

¢"+. ¢.,) 0og ¢) '~ + ¢ , ( '  l o g ¢  + ¢,¢,, 

haben. Im ersten Falle mt'lsste auch ein Integral v o n d e r  Form 

¢"="(~,") log ¢ + c~") 

existieren, was abet nur dann mt~glich ist, wenn r,-----r~ ist. hn  zweiten 
Falle ergeben sich fi;tr ~"' drei 1)ifferentialgleichungen, deren erste ist 

v a ~. _ p ,  z ' , '  °~ ¢.-~ i a¢ \  *(,,, , / , a . ~ - -  ,,~ + p , - - + l ;  - - :  ...... - - + ,  ~ j .  
am a:q am" a.a. 

a¢ ~-, a~,, (a¢,,,/~ 
t)'a-~ + ' a ! /  + \ a . f  

+ ¢ ((°); 
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der Zi~hler des letzten Gliedes mOsste durch ¢ teilbar und fo lg l ich  
r~ = r~ sein. 

))Ist r ~ - - r 2 - - - - e  eine ganze positive Zahl, so hat das System 
(A') ein oder zwei Integrale v o n d e r  Form 

und zwei bez. ein Integral yon der Form 

~ =  ¢(~, ~)~,<, ~og¢(~, ~) + ¢(~, ~)~¢,,, 

wo s'~mtliche ¢" Potenzreihen von .~ ~ a ,  y ~ b sind.)) 

Ob ein oder zwei Integrale yon der ersten Form vorhanden sind, er- 
kennt  man wie oben; es kann auch vorkommen, dass die logarithmischen 
Glieder wegfallen, was aber nicht msglich ist, wenn r I ~--r~ ist. 

Wir  sind nun im Stande, das Differentialgleichungensystem der hy- 
pergeometrischen neihe F ( a ,  f l ,  fl', i ' ,  x ,  y) zu behandeln. Man kann 
demselben die Form geben: 

~-~= ( ~ + f l + ~ ) x - - r  

~ z  , ~z ~z (~-- ~ ) ~  = ~ ~ - - f l ~ ,  

+ ~ ,  

( ) y(~ - - y ) ~  ( ~ + f l ' +  ~)y Z*('-Y) ~ Z . ( , - . ) ~  
= - - r - -  ~ - - .  ~ +  -~--~ ~ +  ~fl'z. 

In der Umgebung der Stellen der singularen Curven x = o ,  y--~ o, 
I - - x - - - - o ,  I - - y = o , x - - y - - - - - - - o  ist das System v o n d e r  Form (A'). 

i 
Ft~hrt man dasselbe durch die Substitution x-----~ l~ber in 

~ z  
X '~( I  - -  X ' ) ~  ,~ - -  

3z x'(i--z'y)~,~.~ ,_ ~, . 

- ~'y- i  ~ ' +  (~+ + ')Y--  - - ~ ' y - ,  ~ 
Ae ta  m a t h e m a t i e a .  12. Imprim~ le 21 novembre 1888. 21 
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so erkennt man, dass es auch in der Nahe der unendlich fernen Linie 
x = ~ oder x' ---- o dieselbe Form besitzt. Dasselbe gilt fiir die andere 
unendlich ferne Linie y = oo. Setzt man fiir ¢(x7 y) der Reihe nach 

i) x,  2) i - - x ,  3) x - - y ,  

so erhMt man fllr die Coefficienten des Systems (A') 

A0, A17 A2, 
Bo,B17B.~, 

C o , C l ,  C~ 

an einer Stelle (x,  y) der jedesmaligen 
bezw. die folgenden Werte :  

Die Congruenzen 

4)  X'7 

singul~iren Curve ¢ ( x ,  y) = o 

3) 

4) 

,) o,~--r,--3(,--y), 
O ~  0 ~ 0 7 

O~ 0 ~ 0 ; 

2) o , ~ + f l - - r +  ~,fly, 
0 7  0 ~ O~ 

O 7 0 7 O ;  

O , - - ~ ' ,  ~7 

O, fl' , -- fl 7 

0 7 - - ~ ' 7  1~; 

- - a l ~ 7 =  + f l - -  I 7 

0 7 0 7 

0 7 0 7 

Ao + r(A1 

B o -]- r (B 1 

C0 + r(Cl 

- - f l y ( ,  - -  y), 
0 7 

0 

2¢ 2¢) 2¢ 2¢ ~+B2~ -~(~--i)~ mod¢(x,~) 

+ C 2~ ~r(r--I)\Oy ] 



liefern, wenn man 
Curve ¢(x  , y) = o 
chungen: 

~) 

:) 

3) 

4) 

welche die Wurzeln 
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f i i r  (x, y) eine Stelle der jedesmaligen singuli~ren 
setzt, die zur Bestimmung yon r dienenden Glei. 

r(l~'--- 7") = r ( r -  i), 

- -  r(~ + f l - -  7" + 5 ) =  , ' (r- -  I), 

r(~8 T fl') = - - r ( r -  I), 

a• --[- r(a -[- f l - -  I) = r ( r - -  i), 

i) o , ,  + fl'--7"; 2) o , r - - ~ - - B ;  s) o, ~- - f l - - f l ' ;  
4) a,  fl ergeben. Ahnlich verf~hrt man bei den singularen Curven y =  o, 
i - - y = o , y =  o.v. Sind die Constanten der Reihe a , f l , /~ ' , y  so be- 
schaffen, dass keine der Gleichungen for r zwei gleiche oder um eine 
ganze Zahl verschiedene Wurzeln besitzt, so ergeben sich die in der Ein- 
leitung angegebenen Fundamentalsysteme. 

Die Frage naeh dem Verhalten der Integrale yon (A) und (A') 
in der Umgebung einer Schnittstelle (a, b) zweier singularer Curven 
~ ( x , y )  = o und ¢ ( x , y ) - - =  o mSge far eine andere Gelegenheit auf- 
gespart bleiben, ebenso die Frage nach den notwendigen Bedingungen for 
das Vorhandensein lauter regul~rer Integrale in der Umgebung der Stellen 
einer singul~ren Curve ¢ (x, y) ---- o eines Systems linearer partieller Diffe- 
rentialgleiehungen yon der Form (A). 

I V .  

Die bisherigen Resultate ksnnen in verschiedener Hinsicht verallge. 
meinert werden. 

Wenn man die Entwicklungen des ersten Abschnitts auf Functionen 
mit n Veranderlichen x l ,  . . . ,  xn ausdehnt, was ohne irgend welche Mfihe 
mSglich ist, so ergeben sich folgende Definitionen und S~tze: 

Wenn sich eine analytische Function yon x l , . . . ,  x n , F ( x l , . . . ,  x.), 
an allen der irreduciblen algebraisehen Gleiehung ¢(xl,  . . . ,  x,)-----o ge- 
nfigenden Stellen (X l , . . . ,  x,) singular verhMt, so wird das algebraische 
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Gebilde ¢(Xt, ..., X.)=O ein singulares Gebilde der Function F(xl,  ...,z,,) 
genannt. Ein iln Gebiete der Variablen x t , . . . ,  x, verlaufcnder geschlos- 
sener Weg umwindet das singulare Gebilde ¢ ( x t , . . . ,  x,)----o 2-fach in 
positivem Sinne, wenn beim Durchlaufen dieses Weges das Argument der 
complexen Grosse ¢ ( x t , . . . ,  x,) um 22~ri wi~chst. Ist null ( a t , . . . ,  a,) 
eine Stelle des singularen Gebildes ¢ ( x 1 , . . . ,  x,)-----o, welche nicht zu- 
gleich einem anderen singuli~ren Gebilde angehsrt, so ffihrt jeder in der 
Umgebung yon ( a t , . . . ,  a,) verlaufende geschlossene Weg, welcher das 
Gebilde ¢ ( x t , . . . ,  x.)----o nicht umwindet, die mehrdeutige Function 
F ( x ~ , . . . ,  x,) zu ihrem ursprfinglichen Werte zurfick. Ist ( h i , . . .  , b.) 
irgend eine andere Stelle des irreductiblen Gebildes ~, (x~ , . . . ,  x , ) = o ,  
so zeigt die Function, wenn sic das singuli~re Gebilde in der Umgebung 
der Stelle ( b i , . . .  , bn) umwindet, das ni~mliche Verhalten, wie wenn die 
Umwindung in der Umgebung der Stelle ( a t , . . .  ,a~) stattfindet, wie dies 
far  n---= 2 im ersten Abschnitt nigher auseinandergesetzt wurde. 

Die Anwendung dieser Satze auf bestimmte mehrdeutige Functionen 
von n Ver~nderlichen, wie z. B. auf die Integrale linearer Differential- 
gleichungen mit n unabh'~ngigen Variablen, geschieht in derselben Weise 
wie im Falle zweier Variablen. Die Ausdehnung der im zweiten Ab- 
schnitt fiber totale lineare Differentialgleichungen mit einer und zwei un- 
abhangigen Variablen bewiesenen Satze auf  Differentialgleichungen mit 
n Variablen, d. h. auf Differentialgleichungensysteme von der Form 

~ y a = ~  A ( 1 )  ~' d X l  .Jt - -{ ' -~f l .~(ns)y fl d x  n .--aft v~ . . . . .  (a, ~ = I . . . . .  m) 

wo -"~A(1), . . . ,  A~ ) Functionen von xt,  . . . ,  x, sind, welche die Integrabili- 
litatsbedingungen erffillen, ist so einfach, dass wir von ciner Angabe der 
verallgemeinerten Satze absehen konnen. 

Schwieriger dagegen ist die Ausdehnung der Theorie der gew~shn- 
lichen linearen Differentialgleichungen h~sherer Ordnung auf Differential- 
gleichungen mit n Variablen, d. h. die Verallgemeinerung der Entwick- 
lungen yon III. 

Das allgemeine Integral einer linearen partiellen Differentialgleichung 

Z A  ~"'+'"+~"Y v~ ~. ~ . . . .  ~ - -  O~ 
(~) ' .... ~ x l  ~ . . . ~ x ~  
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deren Coefficienten A~, I ...... Functionen yon x , , .  : . ,  Xn sind, enthMt nicht 
wie das allgemeine Integral  einer gewshnlichen linearen Differentialglei- 
chung m willkt~rliehe Constanten, sondern m willktirliche Functionen von 
n ~ ~ Ver/inderlichen. Mehrere lineare partielle Differentialgleiehungen 
haben im allgemeinen gar kein Integral gemein; wenn aber die Coeffi- 
eienten gewisse Bedingungen erffillen, kann es eintreten, dass die Diffe- 
rentialgleichungen ein gemeinsames Integral mit einer endliehen Anzahl 
willkfirlicher Funetionen von n - -  i , n - -  2, . . . ,  I ,  o Variablen besitzen. 
Wir  besch'~ftigen uns trier nur mit dem Fall, wo das allgemeine Integral  
des Differentialgleich ungensystems 

Z ~,,~ +... + v,, 

A (~) . . . . .  ~ --  o 
v ~ . , .  lJn v v n  

( v )  l ' ~Xl t • • • ~ g ~ n  

( ~ = 1 ,  . . . ~ p )  

unter A (~) sind Functionen yon x ~ , .  , x ,  ver,~tanden ~ m will- 
Vl~ . , . ~  y u • • 

kt~rliche Constanten C x , . . . , c , ~  enthMt, also v o n d e r  Form 

y = c,y,  + . . .  + c,,y,~ 

"ist, und zwar stellen wir zunachst solche Differentialgleichungensysteme 
yon besonderer Gestalt auf. 

Eine Differentialgleichung mit einer unabhi~ngigen Variablen x erhMt 
dy d m-i  y 

d " y  als lineare homogene Function yon y man, indem man d-~ ' ' ' " ' d z  ,~-1 

darstellt: 
d '~ y d ~ - a  y d !I 
d z,n - -  P t d~xm _-~ -~- . . .  - { - l ° , n - 1 - ~ x  + P " Y " 

Durch wiederholte Differentiation der Differentialgleichung kann man alle 

Ablei tungen d~y durch dy d,~-ly y ,  - ~ ,  . . . ,  dx. ,_l  linear ausdrticken. Auch im 

Falle yon n Ver~nderlichen x : ,  . . . ,  x ,  nehmen wir zunachst gewisse m 
niedrigste Ablei tungen - -  zu denen auch y selbst gehort - -  an und 
stellen gewisse ni~chst hohere Ablei tungen als lineare homogene Func- 
tionen jener  m Ableitungen dar, so dass man dutch wiederholte Diffe- 
rentiation alle hsheren Ablei tungen durch die m zuerst angenommenen 
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Ableitungen ausgedri~ckt erhMt. Ft~r die partiellen Ableitungen wird die 
Bezeichnung 

~ h ÷ . . . + ~ y  
y ( ~  . . . . .  ~ )  

~ x ~  ~ . . • ~Xn 

angewandt; das Wertsystem ( 2 1 , . . . ,  ~,~) wird als Indexsystem der Ab- 
leitung bezeichnet. Wit  bilden zunachst eine Gruppe yon m Indexsystemen 
( a l , . . . ,  a,) v o n d e r  Eigenschaft, dass, wenn (a'~, . . . ,  a') ein Indexsystem 
der Gruppe ist, auch das Indexsystem (a '~ ' , . . . ,  a'n') derselben angehsrt, 
falls a;'~a'1, . . . ,  a"~a'~ ist. Aus dieser ersten Gruppe leiten wir eine 
zweite Gruppe yon Indexsystcmen ( f l ~ , . . . ,  ft,) ab; wir bilden ni~mlich 
aus jedem Indexsystem ( a l , . . . ,  a,) de r  ersten Gruppe die Indexsysteme 

(~1  - ~  I , (Z2 , " ' * , ~ n )  , ((~1 , ~2 -~ - I ,  ° " ° :~ ~ n ) , "  ° ° , ( ( X l '  ~2 ' " " ° ' ~ n  "~- 1 ) '  

lassen aber diejenigen, welche schon in der ersten Gruppe vorkommen, 
wieder weg. Sodann denken wit uns alle Ableitungen, deren Index- 
systeme der zweiten Gruppe angeh0ren, als lineare homogene Functionen 
derjenigen m Ableitungen dargestellt, deren Indexsysteme in der ersten 
Gruppe enthalten sind. Wir erhalten so eine Anzahl Gleichungen yon 
der Form 

(a) 

die Coefficienten P setzen wir als eindeutige analytische Functionen yon 
xl ,  . . . ,  xn voraus. Ist nun (21, . . . ,  ~t,,) irgend ein Indexsystem, so erhMt 
man y(~' .... ~') durch Differentiation aus den gegebenen Differentialglei- 
chungen und zwar im allgemeinen auf verschiedene Arten. Damit s~tmt- 
liche Ausdrtlcke, die sich ft~r y(~, ..... ~') ergeben, fibereinstimmen, mfissen die 
Coefficienten P(z ...... z') gewisse Integrabilitatsbedingungen erffillen, deren 
Aufstellung wir unterlassen, die wir aber immer als erfi~llt voraussetzen. 
Man erhalt dann 

(a) 

wo die Coefficienten /~.~' ..... ~") aus den Functionen /~P' ..... z.,) und deren Ab- 
leitungen gebildet sind, und zwar durch Addition und Multiplication. 
Wenn sich s~mtliche Functionen p¢,~, ..... z-) an der Stelle (Xl= al,...,x,~= an) 
reguli~r verhalten und wenn die Werte der p Ableitungen der ersten 
Gruppe an dieser Stelle willkarlich festgesetzt sind, y("' ........ )----.~-~(~' ....... ),so 
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erhMt man for alle iibrigen Able i tungen endliche Werte,  z. B.y(~l'";~°)=~° ...... ~..). 

Die Potenzreihe 

y =  ~ ~(,.1 ..... ~) (~ i~ a~)~. . . (x,, - -  "~" 

convergiert  - -  wie sich aus einem Satze von BOUQUET i~ber totale Diffe- 
rent ialgleichungen ergiebt - -  und stellt somit ein dem Differentialglei- 

chungensystem geni]gendes Functionselement dar. Da sich s~mtliche 
Grossen r] (~' ..... ~') als l ineare homogene Functionen der m Ablei tungen 

~(~, ....... ), deren Anfangswerte wir  nun mit  c l , . . . , c , , ,  bezeichnen, dar- 

stellen lassen, so n immt  obige Potenzreihe die Form an: 

y ---- clyl + . . .  + cmy,,, 

wo Y l , . . . , Y ~  Potenzreihen yon x ~ - - a ~ , . . . , x ~ a , , s i n &  UnserDiffe-  
rentialgleichungensystem besitzt also m linear unabhi~ngige Integrale 
y ~ , . . . ,  y,,, dutch welche sich jedes Integral  y linear ausdriicken lasst; 

wir  sagen, dass y~, . . . ,  y,~ ein Fundamentalsys tem bilden, und nennen 

die Determinante  
I ..... ° ') l ,  

in welcher  for  ~ die Zahlen I , . . . , m  und for  ( a i , . . . , a ~ ) d i e  be- 
kannten m Indexsysteme zu setzen sind, die Determinante  des Fundamen-  

ta lsystems.  
Ein Differentialgleichungensystem der betrachteten A r t  ist z. B. das 

folgende: 

a'y ~ ~ ,,(~) ay 

ferner das System, welches man  erhi~lt, wenn man 

a~ y ay @'y a,~ y 

az~ ' ax~ ' ax.az~ ' " ' ' ~  axe.m-lax z, 

wo flir a eine bestimmte der Zahlen i , . . . ,  n und fiir /9 die Zahlen 

I , . . . ,  a - -  I , a + I , . . . ,  n zu setzen sind, linear (lurch 

a~/ a m-1 y 
Y'a0¢~' " " '  az~ -~ 

ausdrt~ckt. 
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Es sei nun ein System linearer partieller Differentialgleichungen yon 

beliebiger Gestalt 

~ A  (~) . y(~' ........ ) = o (~.=~ ..... " (u) ul~ . . . ,  vn 

gegebcn, welches m linear unabhi~ngige Integrale besitzt. Die Bedingungen, 

welche die Coefficienten erfal len massen, damit  dies stattfindet, werden 

hier nicht  aufgestellt. Es giebt dann m Integrale  y ~ , . . . ,  Ym yon der 

Beschaffenheit, dass sich jedes Integral  y in der Form 

Y = C l y l  -It- . . .  - t -  c = y m  

darstellen l'asst. Gehen Y l , . . . , Y m ,  wenn die Variablen x l , . . . , x ,  einen 
geschlossenen Weg beschreiben, iiber in y ; , . . . , y ' m ,  so bestehen Rela- 

tionen von der Form 

Y'l ~ -  C l l y l  -'1- " ' '  "3 I- Cl=f fm ,  

Y;. - =  c m l y l  - t -  . . .  "-[- Cr~mY= 

mit eonstanten Coefficienten. Hat  man nun ein System von m Functionen, 

welches sieh bei einem Umlauf  der Variablen x l , . . . ,  x.  in der ange- 
gebenen Weise verhMt, so gentigen dieselben einem Systeme linearer Diffe- 

rent ialgleichungen yon der Gestalt 

y(~ ..... ~.) ]~_, p(~1 ..... ~.) ~l(a~ ..... ~") 
(a) 

vorausgesetzt, dass die Determinante 

A ~ I ~t(a~;jr ..... a.) I 

nieht identiseh verschwindet.  Aus den m Gleichungen 

y.(/, ..... B-) = ,.-3-'/)~s'"'"~"b/~'~,,...,~. ~r ....... ) 
(a) 

bereehnet  man 

( y = l , . . . , m )  

(T= l, ...~ m) 

wo A(Z, ..... z") die Determinante ist, welche aus A hervorgeht,  wenn man 

das eine Indexsystem ( a l , . . . , a , )  durch ( f l , , . . . , f l , )  ersetzt. Bei jedem 
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geschlossenen Wege der  Var iab len  x l ,  . . . ,  x,, gehen  Yl, . . .  , Ym fiber in 

Ausdrt~cke yon der F o r m  

C l l Y  1 -~- . . .  + Clmf fm  , . . . , c m l Y l  + • . . - { -  C m m Y m ,  

die beiden Dete rminan ten  A und A(~ ...... ~') werden dadurch  mi t  - -a l )  ..,)an 

CaB I ( a , ~ = l  . . . . .  m) 

mult ipl ic ier t ,  so dass ihr Quotient  ungei~ndert bleibt;  p~B ...... z~) ist daher  

eine eindeut ige Funct ion  yon x~ . . . .  , x~. 

Sind y l ,  . . .  , y~ Func t ionen  einer einzigen Ver~nder l ichen x, so nennt  

man  bekannt l ich die Determinante  

d y a  d m - 1  ya  

Y a  , dx-x ' " " " ' d x  m - l  (~.=1 ..... .o 

die Determinante  des Funct ionensys tems;  man  beweist, dass diese Deter- 

minante  n icht  identiseh verschwindet ,  wenn die m Func t ionen  l inear un- 

abh~ngig  sind, d. h. wenn  keine Relat ion 

c l y l  "~- . . .  " F  cmy .~  ----- o 

mit  constanten Coefficienten besteht. Sind y l ,  . . . ,  Ym Funet ionen  von 

X l , . . . ,  x~, so lassen sich mehrere  der  obigen analoge De te rminan ten  

bi lden;  e inem System yon drei  Fune t ionen  Y0, Yl, Y~ zweier Var iablen  

Xl, x~ entsprechen z. B. die Dete rminan ten  

oya ~ya 
Y~' @~ ' ~z~ ' (a=O,I,2) 

~ya ~ya ] 
Y~' ~x~ ' ~x~ " 

Im  al lgemeinen Falle entspr icht  jeder  der verschiedenen Gruppen  yon 

je m Indexsys temen ( a l ,  . . . ,  (~,), welche in der oben angegebenen Weise 

gebi lde t  werden kSnnen,  eine Dete rminan te  

ly(;' ..... °'>l.  . . . . .  o >  

Acta mathematica. 12, Imprimd le 21 novembre 1888. ~2 
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mit  m linear unabh~ngigen Integralen fibereinstimmen mit den Iutegralen 
eines Systems yon der Gestal~ 

--  ~P~., ..... ~.Y • (D) y(~ ..... ~")-- (~ ..... ~") (~, ....... ) 
( a )  

Wenn man auch nicht jede der mSglichen Gruppen von m Indexsystemen 
dem letzteren System yon Differentialgleichungen zu Grunde legen kann, 
so ist doch sicher eine dieser Gruppen zulassig, weil immer eine Deter- 
minante nicht verschwindet. Es muss also m0glich sein, aus dem ersten 
Differentialgleichungensystem alle Ablei tungen y(~ ..... z.) dutch die m Ab- 
leitungen y(~, ....... ) auszudriicken; indem man die y(B ...... ~") durch die y( ......... ) 
ausdriickt, erhalt  man das letztere System. 

Man ht~tte nun folgende Aufgabe zu 10sen: Ist ein beliebiges System 
linearer part iel ler  Differentialgleichungen 

ZA (~) v ~ ' + + ~ ' ~ Y  - -  0 ( a = l , . . . , p )  

(~) ~ x i  • • . OX 

gegeben, so sind die Bedingungen zu ermitteln, unter welchen dasselbe 
m linear unabhangige Integrale besitzt; man hat  dann, wenn man mit  
y ~ , . . . ,  y~ ein Fundamentalsystem des Differentialgleichungensysteras be- 
zeichnet, zu untersuchen, welche der verschiedenen Determinanten 

l y l  °' . . . . . . .  )1 ( , = ,  . . . . . . .  ) 

yon Null  versehieden sind; hat  man gefunden, dass eine bestimmte dieser 
Determinanten nicht verschwindet, so hat  man das gegebene System yon 
Differentialgleichungen auf die Form 

• al~ ...~ a n  o"  ( a )  

zu bringen. Diese Aufgabe, die eine Veral lgemeinerung der bereits ge- 
15sten Frage nach den Bedingungen, unter  welchen zwei gewshnliche 
Differentialgleichungen mehrere particuli~re Integrale gemein haben (vgl. 
GRI~:NFELD, Z e i t s c h r i f t  f f i r  M a t h e m a t i k  I885), darstellt,  soll jedoch 
hier nicht  behandel t  werden. 

Man ksnnte  sich also auf Systeme yon der Form 

( a )  a l ,  . . ,~ am . y  
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beschrhnken, welcbe sich, wie wir gleich sehen werden, auf Systeme to- 
taler linearer Differentialgleichungen zuri]ckft'lhren lassen. Bezeichnet man 
die m Ableitungen y( ......... ) in irgend einer Reihenfolge mit y(2 ( a=  I , . . . ,  m), 

so ist ~ @(2 (v----- i ,  . . . ,  n) eine lineare homogene Function yon y~, .... ,ym. 

Ist n'~mlich y~ ----- y(~' ....... ) und geht~rt (al , • . . ,  a~ + i ,  . . . ,  a,) der Gruppe 
der Indexsysteme (a~, ...,an) nicht ebenfalls an, so muss es in der Gruppe 
der ( f l~, . . . , /~ ,)  enthalten sein; es ist daher 

((2) (21) . . . )  an J 

d. h. e ine  lineare homogene Function yon y ~ , . . . , y , , .  
Unser System linearer partieller Differentialgleichungen ist somit auf 

ein System yon der Form 

((2,~=1 ..... ,n'~ 
l J = l ) . . . )  ~ / 

also auf ein System totaler linearer Differentialglcichungen zuri]ckgefiihrt, 
worin die Coefficienten A(~) Functionen yon xl ,  , xn sind. .~.L(2/~ . , • 

Indem man die fiber totale Differentialgleichungen im zweiten Ab- 
schnitte bewiesenen Satze, die sich ohne Mfihe auf Differentialgleichungen 
mit n unabhangigen Veranderlichen ausdehnen lassen, auf das System (D) 
anwendet, ergiebt sich Folgendes: Die singularen Gebilde der Functionen 
/)(~(2,...,(2.~> sind auch die singul'~ren Gebilde des Differentialgleichungen- 
systems. 

In der Umgebung einer Stelle ( a l , . . . ,  a,) des singularen Gebildes 
¢ ( x ~ , . . . ,  xn )= -o  ist ein Fundamentalsystem von m Integralen vor- 
handen, welche eine Entwicklung yon der Form 

oder v o n d e r  Form 

y = ¢ ( x l ,  . . . ,  xn)"{ 0 + 71 log ¢ ( x l ,  . . . ,  + . . . }  

zulassen, wo unter 7? Functionen zu verstehen sind, welche sich in der 
Umgebung der Stelle ( a l , . . . ,  an) eindeutig verhalten, ailenfalls aber 
noch an den Stellen des singuli~ren Gebildes ~,(xl , . . . ,  x , ) =  o unendlich 
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werden konnen. Von dem Verhalten der Integrale an den Schnittstellen 
mehrerer singuli~rer Gebilde sehen wir far jetzt ab. 

Wit betrachten nun eine Klasse von Differentialgleichungensystemen 
(D), deren samtliche Integrale sich in der Umgebung einer Stelle (al , . . . ,  a,) 
eines singularen Gebildes ¢(z1, . . . ,  x,) = o regular verhalten; ein solches 
System hat man z. B., wenn die Coefficienten des Systems (D) die Form 
haben 

~(~; ...,~-) 

~ S l  + ...+B~) --(al + ... +an ) 

wo G(z, ..... ~") in eine Potenzreihe von x 1 - - a l ,  , x , - - a , ,  entwickelbar ist. 
Dass sich die Integrale des Systems 

(D') 
G(~,  ...,~,) 

Y('~' ..... z") = Z  a, ..... ~. y(~l ..... a.) (a) ~)(~'l + ' "  + t~n) --(al  + "" + an) 

in der Umgebung der Stelle (a,...,a.) des singularen Gebildes ¢ (x , . . . , x . )=o  
regular verhalten, erkennt man, indem man das System (D') auf ein System 
totaler linearer Differentialgleichungen mit den m abhangigen Variablen 
y(~, ....... ) zuri~ckftihrt. 

Um die notwendigen Bedingungen fiir das Vorhandensein lauter re- 
gularer Integrale aufzufinden, mt~sste die Theorie der totalen linearen 
Differentialgleichungen wetter gefiihrt werden, wovon wit in der vor- 
liegenden Arbeit absehen. Da nun feststeht, dass die Integrale yon (D') 
in der Umgebung der Stelle ( a l , . . . ,  a,) des Gebildes ¢ ( x l , . . . , x , ) = o  
die Form haben 

y = ¢(~1,..., ~.)~ 
oder 

Y ----- ~/'~(~7 + 72' log ¢ + . . . ) ,  

wo 7 2, 7 ' , " -  Potenzreihen von x l -  a ~ , . . . , x , - - a , ,  darstellen, so konnen 
wir uns zur Berechnung der Exponenten r wenden. 

Die wiederholte Differentiation des Ausdrucks y == ¢"7 2 - -  ein Integral 
yon dieser Form ist immer vorhanden - -  ergiebt 

I /~¢ ~o, (~¢)o. ], 
+ . . .  + . . .  + ~ ' . . .  ~z~ . . . . . . .  
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wobei Q .......... ein aus den Ableitungen yon ~b und, ~] dutch Addition und 
Multiplication gebildeter Au~druck ist; ferner ist dig Bezeiehnung 

[,-, ,,,] = , - ( r - -  , ) . . .  ( r - - ~  + ;[,-, o] = ,  

angewandt. Durch Einsetzen in eine der Differentialgleichungen (D') 
findet man, dass 

[ " " ~ '  + + ,~°J {~)  ' x~,~/ - 

+ . . .  + " " - ° '  . . . . . . .  , , , , o d  

sein muss, da 7/ als nicht durch ~b teilbar vorausgesetzt wird. Jede der 
m Differentialgleichungen des Systems (D') liefert eine solche Congruenz. 
Setzt man ft~r ( x l , . . . ,  xn) irgend eine Stelle des Gebildes ¢----o, so 
gehen die Congruenzen in Gleichungen fiir r i~ber, die allerdings zum 
Teil auch Identiti~ten werden k0nnen. Die nicht identischen Gleichungen 
mt~ssen eine Anzahl gemeinsamer Wurzeln r besitzen. Von der weiteren 
Ausfi~hrung, die den ftir das specielle System (A') angestellten Betracht- 
ungen hhnlich sein wird, sehen wir hier ab, ebenso yon der Behandlung 
einiger anderen Fragen, welche durch die seitherigen Entwicklungen nahe 
gelegt werden. Es ist dies namentlich die Aufsuchung der notwendigen 
Bedingungen fi~r das Vorhandensein lauter reguli~rer Integrale bei den 
verschiedenen Systemen linearer Differentialgleichungen, die uns seither 
begegnet sind, sowie die Fr'tge nach dem Verhalten der Integrale der 
seither betrachteten Differentialgleichungen in der Umgebung einer Schnitt- 
stelle mehrerer singulhrer Gebilde. 

Besonders interessante specielle Systeme linearer partieller Differen- 
tialgleichungen sind die Differentialgleichungensysteme, welchen die hy- 
pergeometrischen Reihen mehrerer Ver'Anderlichen geni~gen. Eine Reihe 
dieser Art ist z. B. 

Y ( x , , . . . ,  x.) = ZA~ ~ ~ i ' . . .  x~" 
(),) .I, .-.,  ,,* 

('~l, ..., ).,= O, ...~ ) 

H(a~, ~ l , h  + . . .  + 'u,~,~.) 

A i r '  . . . . .  ~" I~fl (, b s , V fl l ~ 1 .Jff . . . . 3 f f  V fln ~ n ) 

(a=l , . . . , p ;~=l , . . . , a )  



~ber ein System linearer partieller Differentialgleiehungen. 

wobei die Bezeichnung 
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( . ,  = a(.  + , ) . . .  ( .  + ,) 

gebraucht ist und 
U a l  ~. • • • ~, g a n  

Vfll ~ • . . ~ q2Bn 

ganze positive Zahlen yon der Art  sind, dass 

ist. Es li~sst sich nachweisen, dass diese Reihe in einem gewissen Be- 
reiche von endlicher Ausdehnung convergiert, und dass sie, falls der 
Nenner von A~,,...,~. die Factoren ( i ,  2 , ) , . . . ,  (~, 2,,) enthMt, einem Sy- 
stem linearer partieller Differentialgleichungen yon der Form 

~_. ra(') xV,.  ~. b (° x ~' ~ ' - '  x~;') ~ ' + + ~ ' Y  \ v l , . . . , v n  1 " * X n  - - - -  p l , . . . , v n  , " * * X i  . . . .  " v I - -  0 

( i = 1 ,  . . . ,  n ; v l  q - . . .  q -  un- - -~#)  

genfigt, wo a~i) ' ...... , b~i ), ...... ganze Funetionen der a~ und bz sind. 
Es bietet sich bier die Aufgabe dar, die Theorie der Reihenentwick- 

lung der Integrale eines Systems linearer partieller Differentialgleichungen 
in einer solchen Form darzustellen, dass sie auf die Differentialgleichungen- 
systeme der hypergeometrischen Reihen angewandt werden kann. Die aus 
dec oben eingefiihrten Reihe hervorgehenden Functionen sind im Falle 
n = I als hohere hypergeometrische Functionen yon den Herren TnoMm 
(Math. Ann.  Bd. 2), GOURSAT (Ann. de l 'Ec.  norm.  I883) und POCrt- 
HAMMER (Crel les  J o u r n a l  Bd. 102) untersucht worden. 

Rehbaeh (Hessen), Mai i888. 




