SUR LEQUATION DU SIXIEME DEGRE
PAR

F. BRIOSCHI

4 MILAN.

1. Les invariants d’une forme binaire du sixiéme degré.

1. Les expressions des invariants d’'une forme binaire du sixieme
ordre, en fonction de ses coefficients, sont connues depuis longtemps par
les travaux de CresscH, GorpaN, Caviey, Sarmon.! Ces invariants sont
cinq et des degrés 2, 4,6, 10, 15.

Soit:

w(x, , &) = U] + 6w, xjx, + 1503725 + ...+ X

la forme du sixiéme ordre, et:

k= (uw), = koxy + 4k, 2lw, + ... + k23

IS

un de ses covariants biquadratiques; on a:

2
kO = Ugly — 4U Uy —I— 3“27 le - M0u5 - 3“1“4 + 2“2“3’
— 2 —
6k, = uju, — qu,u, -+ Sus, 2k, = wu, — 3u,u, 4 2u,u,,

— : 2
k, = wyu, — quu, 4+ 3u;.

! CrEBscH et GORDAN, Sulla rappresentazione tipica delle forme binarie, Aunnali

di Matematica, Serie 2%, Tomo 1° 1867. — CAYLEY, Memoirs upon Quantics. —
SALMON, Lessons introductory to the modern higher Algebra.

Acta mathematica. 12. Imprimé le 11 octobre 1888.



84 ' F. Brioschi.
Les invariants des degrés 2, 4, 6, sont:
a = uy, — O6u,u, -+ 150,04, — 10U,
.(]2 = kok4 - 4k’1k3 + Sk;?
g, = k ek, + 2k k., — Kk, — kok; — k.

Les expressions des deux autres invariants se déduisent de celles des trois
covariants quadratiques: '

I = (uk),, m = (lk),, n = (mk),,

et 'on a: linvariant du 1o™ degré:

l, m, mn,
e=\|l, m =
I, m, m,

Le carré de ce dernier invariant est une fonction rationnelle, entiére, des
autres, et en posant:

p= g[a (9 + 49,9,) — 2a(g; + 2ag,)],

2 . ¢
q =§[3a(g — 20g,9,) — 8(495 + 2795)]

on trouve:

e’ = — 3[3(9 — 209,9,)p* + 2(g3 + 2ag,)pq + 49,9°).
Enfin si 'on pose:

u(xl ’ xa) = uo(xl - wo'%)(xl - 0)1562) s (xl - wsxz)?

linvariant ¢, ou discriminant:

S 2

0= ug(w, — 0,) (v, —o,)" ... (0, — w,)
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gexprime en fonction des invariants a,g,,9,,9 de la maniére suivante:’

6 = 3°.4°[32a%5%.9, + 5° ag, — 4a°) — 5°(8ag; + 489,9, + 39)],

A\

et en conséquence on peut substituer ¢ & g.
2. Par la transformation linéaire:
-
T, = /‘(‘52 + (’)551)’ Ly == M3,

on obtient:

u<x1 ’ 902) = U(él ) 52)’

étant:
U(E1 ’ 52) = 52(51 - 77052)(51 - 77162) s (51 - 77452)’
6 I =
B EoGNGG63G4) T s)
et
(rs) = 0, — o,.
Soit:

= . 5 4 g b EB D 5

U(Cl > E?) = 52(51) + 5pmé&& 4+ 1op 58 + ..+ 2755;)’
et calculons les invariants des degrés 2,4, 6 de cette nouvelle forme
du sixiéme ordre, que jindique par a,7y,,7,. Je supposerai p, = 0, cc
qui wote rien & la généralité de ce qui suit. On a ainsi:

I
a = —%(m + 308, =g (1opipe — 4papi + Opi + pups),

I

ro =g (1605 + 160} + 04pipi — 8Op; py — 200:papu— APapalls — PalVi);

et, comme donne la théorie des invariants,
12, _ 24 36, __ 608
pla=a, Mg, =1, =1y pIO=A4,

A étant le discriminant de la forme U(&, &,).

! Annali di Matematica, Serie 2%, Tomo 1° Il discriminante delle forme bi-
narie del sesto ordine.
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2. Recherches anciennes sur certaines équations du sixiéme degré.

1. Jai déja fait connaitre’ les travaux de deux géométres italiens,
MavrarTt et Rurring, relatifs & l'équation du 52 degré, et le lien entre
ces anciennes recherches et celles dues & Jacosr, CAvLEY et d’autres
géomeétres anglais.’

Je vais rappeler en peu de mots comment on arrive & I'équation
du sixiéme degré que j'ai nommée résolvante de MarrarT. Considérons
I'équation du 5™ degré:

& + 10p,& + 10p,6* + 5p,& + p, =
dont les racines sont %,,%.,...,7,. En posant avec MALFATTI:
%o T /A P
N =m+p+q+n, y, =¢em + &°p + &’%q 4 &',
7, = 'm + &'p + eq + &', p, = &'m+ ep + *q + &’n,
n, = e'm + &’ + % + en,

dans lesquelles 1 4 2¢ + 2¢* = /5, on trouve que le produit p = mnpg
est une fonction des racines 7, , Pys..-5%, Mayant que six valeurs; en
effet elle est cyclique, invariable pour les substitutions:

(;;) ’ <3Tr> ’ <Aj¢> ’

et les six valeurs sont correspondantes aux substitutions:

() ) (an’ 1) (o4 )

w= 5150 — 129} + pl],

En posant:

' Sulla risolvente di Malfaiti per le equazioni del quinto grado, Annali di Ma-
tematica, Serie 1%, Tomo 5° 1864.

* Jacomr, Observatio de aequatione sexti gradus, ad quam aequationes quintt gradus
revocari possunt, Journal de Crelle, T. 13.

CavLEy, Philosophical Transactions, T. 151,
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la résolvante de MALFATTI est la suivante:
(WP 4+ 4.5.3% 8w + 4°.5.3% 71" 4+ 3°[w + 5.60]A = o,

dans laquelle:
p= ;zj? [2pf — 18pip, + 120,05 — 3p3ps),

r= 25—3 [36(12p;pi+ 125 — 310,05 Ds+ OP3Ps D5+ AP PoDs) — 27 Py P2 — 11205),

et a, A ont les valeurs supérieures.
Or les valeurs de g, y peuvent s'exprimer en fonctions des invariants
o, 7,7, de la maniére suivante:

B=42"—3.5"7; r=156a"—4.3%5%ar, — 3% 5% 1,;
et par conséquent la résolvante de MALFATTI peut étre considérée comme

une transformée d’'une équation spéciale du 6™ degré, transformée dont
les coefficients sont des invariants de la méme équation.

2. La valeur fondamentale C:) qu’on obtient en formant le produit
o = mnpq donne pour w, la valeur:

w, = — 20p, — 39&,
étant:

¢ = 50p9s + 7o) + 91 + ) + B0 + 70m)
+ 75 + 70p) + i + ems);

ou si T'on pose:

75 = =10 — 7). — 700 —%0) 15 = (12— %) 01— 7) (72— 76) (790 — 7,
72 = (72— 75) (90— 7)1 — )7 — o) 75 = (01— 7)(0— 72) (02— 735) (5 — ),

on a: . . . .
Wy == 2)34 — 5~ 70—~ Ti2s

et 'on déduit au moyen des substitutions:

() ent ) s o)

4 " 1 4. 4 4 A 4,
Wy = 2 — 75— o3 Wy = 275 — Jo = 12— 7345

4 4 4 4.
Wy = 27— 1o = [3s —— ['53
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< ['d > < r >

" 4 4 4
Wy = 205 — 72— Jos ™ T4

donnent:

4 4 4 4
W5 — 275 7o1 Ta 7239
etant:

T; = (770 - 774)(771 — 772)(772_ ﬂs)(%”" 771): ﬁ)s = (770— 771)(772 - 774)(774 - 773)(773 - 772)’
7'?4 == (773'_ 774)(770_' 771)(771 - 772)(772"— 770)’ Tél = (770_ 773)(01 - 77?)(772 - 774>(’74 - 77!)7

i = o= 92— 70) 0 — )@= 1)y 135 = (01— %2)(G0— %5) %5 = %) (s — %0)-

3. Comme jai démontré autrefois, si dans I'équation supérieure de

MALFATTI on pose
w4 5.6.0a=—31

on obtient la transformée:
2* 4+ 30l + 60(sa’ + it + AbA+ go(252’ + 1598 — 27) = o,

ou les résolvantes de Jacosr et de M. CAYLEY.

3. Conséquences des résultats exposés dans le chapitre précédent.

1. Soit, comme dans le chapitre 1%, (rs) = 0, — w,, et considérons

les dix fonctions suivantes des racines w,, ®,, ..., ®,:
¢ = (02)(24)(40)(13)(35)(51), ¢ = (01)(13)(30)(24)(45)(52),
chy = (01)(14)(40)(23)(35)(52),  ¢h = (02)(23)(30)(14)(45)(51),
o3 = (03)(34)(40)(12)(25)(51), ¢l = (01)(12)(20)(34)(45)(53)s
op = (02)(25)(50)(13)(34)(41), ¢t = (01)(15)(50)(23)(34)(42),
o = (03)(35)(50)(12)(24)(41), ¢ = (04)(45)(50)(12)(23)(31)-
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Entre ces fonctions on a les relations connues:

4 " 4 4 1 4
Cos + €1y = €5 + €5 — €la — C3y,
¢ + 5 = C?-——cﬁ + ¢, — G54
4 4 4 4 4 4
o+ ¢=¢—c,—cpp + Caq)
4

4 4 4 4 1
Co3 — Cyy == €y — Cypg = Co1 — Cy,

et en conséquence si l'on indique par @ un quelconque de ces derniers
binomes, et 1'on pose:

¢y = ¢, o = €y, Cly = Cj, Caa = Cu»
on aura:
I I
Cas = 5(051 + &)) 3y = 5(“1 — &)s
I 1
Ci = > (az + &’)’ Cg'} = 2 (a2 - &)7
I 1
Cor == > (“3 + @)7 €y = > (as — @>;
étant:

a4 =6 —]—02——03——04, a, == € —C, + ¢, —C,, a3—01—02~——03+04.

Soit:
¢t + 9.6+, +qcec+q, =0

Iéquation dont les racines sont ¢ , ¢, , c,, ¢,; la relation connue:
2 2 2 .2 2 .2
Ca3Cry == C5Cp — C1aCyy
donne pour Q* la valeur:
2 2 —
Q' = g — 49, + 8\/_(14-

2. On a vu au chapitre 1" que les racines 7,,%,,... sont liées
aux racines o,, ®,, ... par la relation:

. 1
= s

Acta mathematica. 12. Imprimé le 10 octobre 1888, 12

-e
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on en déduit trés facilement qu’entre une quelconque des fonctions y?, et
la correspondante ¢}, on a celle-ci:

4 2,12 4,
rrs = uoﬂ crs?

en conséquence, si l'on pose, par exemple:

2 v
Yo = “0[204 — € — €y — 63]7
on aura:
12
Wo == " Y,
et en général

w, = p'y,.

Indiquons maintenant par b,c des quantités analogues aux f,r du
chapitre précédent, c’est & dire:

b = 40— 3.5%9, ¢ = 56a°— 4.3%5%a9, — 3°.5%9,,

on aura:
ﬂ24b = B, /“366 =71

et de la résolvante de MALFATTI on déduira la suivante:

(A) (v’ + 4.5.3% by + 4°5.3%¢c]+ 3°[y+ 5.6.a]¢ = o,

ou l'autre:

(B) 2° 4+ 30az* + 60(50° + 0)2* + LR 40(25a® + 158 — 2¢) = o,

z étant liée &4 y par la relation:

2

Y+ 5.6a = — 32°.
On arrive ainsi & ce résultat remarquable, que les quatre invariants:
b,c,d,ad

de la forme w(z,,,) du sixiéme ordre peuvent s'exprimer en fonction
des dix quantités c,,.
On peut observer: que chacun de ces quatre invariants est iden-
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tiquement égal & zéro si la forme u a un facteur triple; et que leurs
valeurs en fonction de ¢,, ¢c,, ¢;, ¢, sont les suivants:

1 3 9 Vaq,
b=—57 5( — 3+ 3va) 9= (0 — avalVa,
¢=—755 33 o 49 — 18014, + 2795 + 1841Vg,];

W0 = =53 5[4%94 12020, + 305 + 2490g, — 4005ve, )

4. Transformation de Uéquation générale du sixiéme degré.
Sa forme normale.

1. J'ai montré il y a quelques années' de quelle maniére on
peut transformer une équation générale du sixiéme degré au double point
de vue d’annuler un ou plusieurs des coefficients de la transformée et de
rendre les autres des invariants de l'équation donnée.”

Soient, comme au chapitre 17, u(x,, z,) une forme du sixié¢me ordre,

k ZE(MM)4 un de ses covariants biquadratiques, ¢ son discriminant; si

des deux formes du cinquiéme ordre:

.
¢ = tu, —}—xk“?- ¢ = tu, — v,ko? = o,
dans lesquelles:
w =X du _1du
'V 6de,” Y T 6da,’

on élimine le rapport #,:x,, on obtient I'équation:
tﬁ t4 wt‘z w%t 82
+ w0+ w007 + u, 0%t + u 07 = 0O,

Uyyy Uy, Uy, Uy, 6tant des fonctions rationnelles, entiéres des invariants
de la forme « des degrés 12, 14, 15, 16.

! Annali di Matematica, Serie 22, T. 11, Sulle relazioni esistenti fra cova-
rianti ed invavianti di una stessa forma binaria.

® Pour la théorie générale de ces transformations on peut consulter U'important Mé-
moire de M. HERMITE: Sur l'dguation du 5™° degré, pag. 11 et suivantes. '
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Avant de déterminer la valeur de ces coefficients, il est opportun
de démontrer une propriété remarquable des racines £,,¢ ,...,¢ de la
nouvelle équation corréspondantes aux racines w,, w,, ..., w, de 'équa-
tion u(z) = o. On voit tout de suite que, étant:

L — k@)
w/(wr)
on aura:
‘ P \
t,. = m[su (wr)u ((0,) — 3u ((U,.)].

Considérons la racine #,, en posant:

" 1 1
" w0, — @, (01‘),
on a:
, 8 5
u’( wo) —_ 2 z m 47""((00)“”,((”0) - 3”’"2( (1)0) —_——12 E 1n2
' - rfiy X - ri0rs
w'(w,) 1 w'w,) 1

et en conséquence:

sul(w,)w(@,) —3u™(e,) _ 6u'(w,)[Zm,m, — 22 m’]
0 r s rl

w(w,)
On aura ainsi:
1
5%¢ = w(w,)[Zm,m, — 22m?]o?
ou:

Sg'to = é‘%[fbl + ¢+ ¢ + ¢, + Sba]’

ayant indiqué par ¢,, &,, ... les expressions suivantes:
§1 = o5 [(03)e4)(12)(15) + (02)(05)(13)(14)];
b, = 15 [(04)03)(23)(21) + (03)(01)(24)(25)]),
8, = 555 [(05)01)(34)(32) + (04)02)(35)(31))
b, = g [ODO2)(45)(43) + (05)(03)(41)(42))

8, = 55 [02)(03)(51)(54) + (01)(04)(52)(53)]
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qui se déduisent P'une de l'autre par la substitution cyclique (12345).
En se rappelant les valeurs des dix quantités ¢;, données au chapitre
précédent, on trouve que ¢ , ., ... peuvent aussi s'exprimer comme
il suit:

e ey _ it
S eTy e L STl oo 5y e LR Bl vy (15 AL
_ Ch—ch . Cs + ¢ '
L e 5 e R G T3 (P ER)

Mais on démontre trés facilement, et c’est connu, que chacune des cing
expressions:

(01)(25)(34)¢; & o1 Caas
(02)(13)(45) o1 Cos ClaCass
(03)(15)(24)¢; € ciichs,s
(04)(12)(35)¢; € Ciucass
(05)(14)(23)¢5 €5 chycis
est égale & Ilc = o*. On aura en conséquence:
Fp= — & e + ¢ ],
I X ACEY
Fogo= G duchdh + ),
Fog= @ e — ),
gy = — & ¢ e[ + bl

d’autre part, des relations connues entre les carrés des fonctions ¢, on
déduit que:

Co1Co3CiaCos = 031(634 + 033) — C3C5C51Cy
Cy €i C1aCly = — €4 (G0 + 1) + €3€3¢5 €Ly
€3 Cy ChaCy == Ch (C§ — €} ) = C3C3C5 Cays
C?) ¢ CasChy = Cs (6%4 — Cg) S A
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donc en observant qu'on a:

4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
= Cyy = C4 — Cy + €4 + Cp3 + G — Cyy + €y — €3y — €1, == O,

. . .
on arrive a ce résultat: que les racines ¢, ¢
fonction des quantités ¢i. On a pour {,:

s+ .+ sont exprimables en

2, AT 4 44 4 4 4 4 A b A 4
5.8 = ¢; [02 C3q —— C3Cg — C19Cyy — C1C34] — Gy [014034 + 001003]

4
+ ¢ [col €3y — Cos 0‘112]-

Au moyen des relations établies dans le chapitre précédent entre les dix
quantités ¢, on arrive a démontrer que les racines ¢ ,¢ ,... peuvent
se représenter comme il suit:

5%t =0, + a,, 5Lt =b —a

5 1 1?
5%t = b, + a,, 5%L¢ = b, —a,,
5%t, = b, + a,, 5%t = b, — a,,

dans lesquelles:

a, = c,c,(c, + ¢,) — ¢,e,(c, + ¢,) — (¢
¢, + 2a,g,,
)%+ 2a,\g,,

a, = 0103(04 + 02) - 0402(01 + 03> - (cl

@y = 0164(02 + 03) - 0203(01 + 04) - (cl
et:

C,

+ + +
+ + +

bl = (cl - 02)(03 _04)&’ b2 = (cl — 03)(64 _02)&’
bs = (01 - 04)(62 —"03)&
et en conséquence b, 4+ b, + b, = 0, comme cela devait étre.

Mais, ce qui est remarquable pour le but que nous avons en vue,
ces quantités @, , b, ,... sont des fonctions des quinze différences deux
& deux des racines y, ,¥,,...,y,. A laide des relations démontrées pré-
cédemment on transforme en effet les expressions supérieures dans les
suivantes:

54a,=  [02][15](34] + [02][14](35] + [04](13][25] + [o5][13][24];
(1) 54a,=  [o1][25][34] + [o1][24][35] — [04](15][23] — [05]{14][23],
54a,= — [03][14][25] —[03][15][24] + [04](12][35] + [05](12](34],
270, = —[o1][23][45],  27b,= —[o3][12](45]),  27b,= [02][13][45],
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dans lesquelles

[rs] = v, —u,
et l'on a posé w, = 1.

2. En vertu d'un théoréme connu de la théorie des formes, les coeffi-
cients de la transformée en ¢ seront, en conséquence des valeurs supé-
rieures de @,, b, ,..., non seulement des invariants ou des fonctions d'in-
variants de la forme u(z,, z,), comme nous l'avons démontré, mais aussi
des invariants, ou des fonctions des invariants de ’équation (A) en y.
La détermination de la valeur de ces coefficients se réduit alors & la calcu-
lation de quelques coefficients numériques. Il est évident que le coefficient
u,, est égal & linvariant du second degré de l'équation (A), sauf un
coefficient numérique; que u,,0 est égal & un invariant du quatriéme

2

3 , . , . . . ’ 1 .
degré; u,,0? égal 4 la racine carrée du discriminant, u ¢ égal & un in-

variant du sixiéme degré.

Soient, pour 1'équation (A), I, m, n ses invariants des degrés 2,4,6
analogues aux invariants a,b,c¢ de la forme wu; et soit p le discriminant.
En posant:

I
v =1-3"%5"1,
on trouve que l'équation en ¢ ou en v est la suivante:
1

(C) " 4 30lv* + 60(51% 4 m)v® 4 p*v + 40(250" 4 15im — 2n) = o,
et 4 cette équation je donne la dénomination de forme normale de I'équa-
tion du sixiéme degré.

Cette équation & la méme forme que 'équation (B) en 2, par con-

séquent si l'on pose:
o+ 5.6.1 = — 30,

elle se transforme dans la suivante:

(D) [0+ 4.5.3°mo+ 4%5.3°.0)" + 3°[c+ 5.6.0]p = o.

La détermination des valeurs de 7,m ,n, en fonction des invariants
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a,b,c,o de la forme u(z,, x,), ne présente ainsi aucune difficulté, et
I'on trouve:

! =2.5.4"3%[30d + 50° + ¢’],
51+ m = 5% 4% 3 [(11a* — 28)d + 4a(5h° + ¢?)
+ 180°(5ab — ¢)]d,
250° 4+ 15lm — 20 = — 2.5% 4% 3" [4(8a® 4 120ab — ¢)d
+ 12(a® — 40)(50° + ¢*) — 4. 3" ab*(5ab — ¢) + 3°.b%]d?,

ayant posé:

Enfin p% nous P'avons démontré égal, sauf un coefficient numérique, a

3 . . . . .
u,,0% or la forme u(z,, #,) ne peut avoir d’autre invariant du quinziéme
degré que linvariant gauche qu’on a indiqué par e dans le chapitre 17,
et on trouve:

P =—4"

La forme normale des équations du sixiéme degré est par conséquent
complétement calculée. .

Cette équation normale est, comme on a vu, le résultat de 1'élimi-
nation du rappdrt z,:z, de deux équations du cinquiéme degré ¢ = o,
¢ =o. Il est évident que de ces deux équations on pourrait aussi
déduire la valeur de z,:z, en fonction rationnelle de ¢, c'est & dire que
la recherche des valeurs de w,, ®,,... ou la résolution de 1’équation
générale du sixiéme degré w(z) = o dépend entiérement de la résolution
de 1'équation en ¢.

3. La forme de 1'équation supérieure en ¢ montre tout de suite,
si on se rappelle I'équation (A), de quelle maniére les racines g,,0,,...
sont formées avec les y,,¥,,.... En indiquant par %, les dix fonc-
tions qu'on obtient en substituant dans les ¢, les racines y,,y,, .
aux racines w,, @,, ..., on arrive trés facilement 4 ce résultat:
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2hy — hy

Qké - h?‘z -

21ty — Ity —
= 2k§4 - h:

2ht — hyy —

2hy — hi, —

_hé

4
12 T
— ht

4
—

4
84
4
h;
4
Iy

4

03

et de ces relations on déduit les suivantes:

4
b3y
4
I

4
Iy,

I

_"3(0'1 + o
I

_3(0'0 + o,
I

_‘§<0'2 + o
I

—3(0'1 + o,
I

ot

+ )
+ @)
+ @)
+ ),

+ ”;s):

97
4
349
s = ko 4 b5y by — 2k,
1o+ Moy + M - Zk;’
h%2 = :§4 + hij + hgl — 2]7'37
Figy s
4
23
1
1a = _"‘3(0'1 + o + U'o>7
1
1;4 = ”g(”o + o, + 0'1)}
I
his = 3 (o, 4+ 00 + 05),
hgy = 3 (’71 + o + ’75>’
by = ‘—g<”1 + o - '7)>
suit.

Ces relations nous seront utiles dans le chapitre qui

1. Solent

u]sf

deux intégrales hyperelliptiques de premiére espéce; et soient w,, , @
W, @, O, 0,,, 0, , 0, les périodes normales primitives.

deta mathematica. 12.

5.

RBésolution de Véquation du sixiéme degré.

2,(2,dz, — #,dz,) ,

V/f<z1 kl Z-z)

%:/
[}

z,(z,dz, — z,d2,)

Prs == @, Wyy — W, W, == — Py,

Imprimé le 12 octobre 1888.

\/f(zx ) %y)

129
En posant:

13
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on a, comme il est connu:’

¢ Db + Py =0, y2PYZN + Dy Dyo + 0,05 = O,
et 8i:

— “2‘”12)’ Vy = _—(“1‘”21 - “9‘”11)’

les nouvelles périodes seront:

p.’l? p42

pour v,: 1,0, T, =T, T, =2
pl2 .p12

. /4% r

» v,: 0,1, Ty =0, Ty =
pl% pl?

et en conséquence 7,, = 7,,.
Soit: '
ﬂm(vl » Ugy Tiiy Tigy T22>
une des dix fonctions théta paires; et 8, la méme fonction dans laquelle
on a supposé v, — v, = O.
On sait qu'en indiquant par p la quantité:

_ (em)’
Dy

’

le produit p*#, est une fonction des racines de I'équation f(z, z,)=o,
fonction qu’on obtient en substituant ces racines dans I'expression ¢, aux
. 9 .
racines @,, @, , ... de I'équation wu(z,, z,) = o.
Si en conséquence on pose:

¢ = pi[28t — 9 — B — B4,
¢, = p'[28; — S — F — % ],
0o = 020l —— 84— 8 — 8],
¢, = p'l28l — % — 85 — 8h],
¢, = p'[28 — 8 — 8 — %),

¢, = pl28 — 8, — I — 8],

' Jai adopté la notation due an Prof® KLEIN., Voir dans les Math, Annalen,
Bd. 27, Uber hyperelliptische Sigmafunctionen.



Sur I'équation du sixitme degré. 99

I'équation du sixiéme degré dont les racines sont ¢ , ¢, ..., ¢, aura
la méme forme que les équations (A) ou (D) , et 'on aura:

[0+ 4.5.3°Bp + 4%.5.3%.C)’ + 3°[¢ + 5.6.4]D = o,

dans laquelle 4, B, C, D sont pour la forme f(z ,2) les mémes in-
variants qu'étaient a, b, c, ¢ pour la forme u(z,, x,).

Déterminons maintenant la valeur de ces invariants 4, B, C, D par
les équations:

A=1, B = m, C =n, D =p,

on aura comme conséquence:

01' = sﬂr’

c'est & dire les racines de l'équation (D) en ¢, laquelle est une trans-
formée de l'équation générale du sixiéme degré w(x, , x,) = o, s'expri-
ment par des fonctions théta dans lesquelles la valeur des périodes est
déterminée par les relations supérieures entre les invariants.

Mais & cause des équations (I) on voit que, étant o, = ¢,, on aurs

.

aussi:

4 2 g4
hrs = /0 19:'37

et en conséquence on peut déterminer la valeur des racines v, v, ,...
de Dléquation (C) en fonctions explicites des fonctions théta.
2. Pour atteindre ce résultat il faut se rappeler les valeurs (1) de

b5 a,,b,. On sait que chacune des quinze expressions:

a,,b;5a,,b,;a

(yr - ys)(yrl - ysx)(yu — ?/sz)

dont se composent ces valeurs sont des fonctions des £, et 'on a, par
exemple, '
_ hohihe, iy bk,

(yo _?/1><y2 —y;s)(?h - yb) I
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On trouve ainsi pour v,,v,, ... les valeurs suivantes:

2I1s o
7”0 = '9:2 3 — O [ﬁiz s+ 959 + 9 9 — 2859, &1, 34],
2_115_9444___1941944 94 g4 L gt 0202 g7 Q2
0 Uy = Uy Uy 5[ 1l + Py 0 + 190 &y 28,9, 1914?923];
Z_H_f} ‘»_ (VRN TR 1Y o T 9t 9 ‘9t 292 g7 Q2
P Uy = U130y Uy 5[ s Yo+ Iy + Yl — 28,8, ’901],
Z_IM,U _— 4 4 194 . 94[@4 194 + 04 94 194 i 219‘229‘2 192 29‘2
o Vs T Yulut U5 | Vos Uy s Pl Hd 3 V1403 z:ly
2_&; 04 194 194 — 194 ?94 1 4 194 4 02 9‘2 2 g2 19'1
P V) = Uyuth Uy 5[ s Y1 + I Fse + F5 28;85, 8, 01]’
2&? __ 9t 0t 94 __ 0i[qt 9t 4 gt 4 gt 202 02 @2
P vy = $p 8 Iy 195[194 o+ Iy + pdy — 28;95, 9 1901]-

En résumant: la méthode que j'ai suivie pour la résolution des équations
du sixiéme ordre se compose de quatre recherches différentes. 1° Etant
donnée une équation quelconque du sixieme degré w(x,, x,) = o on peut
au moyen de certaines fonctions de ses racines, fonctions que jai in-
diquées par c,, déterminer des quantités a six valeurs y,,¥y,,...,¥,,
et les coefficients de I'équation dont les racines sont ces quantités ont la
propriété d’étre des invariants de la forme u(z,, z,). 2° J’ai démontré
que dautre part l'équation w(x ,x,) = o peut étre directement trans-
formée dans une autre (forme normale (C)) qui a la méme propriété
quant aux coefficients et la méme forme que la précédente. Les racines
de 1'équation donnée wu(x, , x,) = o sont des fonctions rationnelles des
racines de cette derniére. 3°. Mais les racines de cette derniére sont
des fonctions des y,, %, ,... d'une forme spéciale qui rend possible d’ex-
primer la valeur de ces mémes racines en fonction de certaines quantités
I, composées avec les y,,¥y,, ... de la méme maniére que les ¢, le sont
avec les racines de I'équation donnée. 4°. Enfin, de la théorie des fonc-
tions théta hyperelliptiques & deux variables on déduit qu'avec les dix
fonctions paires #,,(0, 0) on peut former des quantités & six valeurs, et
que l’équation qui a pour racines ces quantités est de la méme forme
que les équations précédentes, et ses coefficients sont des invariants de
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la forme du sixiéme ordre f(z,, #,) qui appartient aux intégrales nor-
males hyperelliptiques. Ces invariants peuvent donc étre déterminés de
maniére que cette derniére équation vienne & coincider avec la trans-
formée de l'équation donnée.

3. J’ai déduit l'équation (A) en y de la résolvante de Marrarri,
mais je dois ajouter que cette équation, ou plus précisément la corres-
pondante pour les fonctions #,(o, 0), se trouve dans un mémoire re-
marquable de M. le D* MascukEg, et que la calculation directe des in-
variants de la forme f(z, , 2,) par les fonctions &,(0, 0) est due & M. le
D* Borza.' Peu de temps aprés la publication de ces mémoires, par la
connaissance que j'avais depuis quelques années de la transformée en v
de l'équation générale du sixiéme degré je me suis apercu que de cette
coincidence de forme on pourrait déduire la résolution des équations du
sixietme degré; et jai communiqué ce résultat &4 mon savant ami M. le
Prof Kremv. Quelques jours aprés M. MascHKE m’a envoyé une com-
munication pour 1'Académie des Lincei dans laquelle il était arrivé au
méme résultat par une transformation de Tscuirnaus.’

Je dois remercier M. Mrrrac-LEFFLER qui, m’ayant déterminé a com-
poser ce petit mémoire, m’a donné l'occasion de rendre plus claire et
plus compléte la méthode que jai suivie.

Milan, Aout 1888,

! MascokE, Uber die quaterndre, endliche, lineare Substitutionsgruppe der Bor-

chardt’schen Moduln. — BovzA, Darstellung der vationalen ganzen Invarianien der Bindr-
Jorm sechsten Grades durch die Nullwerthe der zugehorigen &-Functionen, Math. Anna-
len, Bd. 30.

® Rendiconti della R. accademia dei Lincei, Seduta del 4 marzo 1888, La
risoluzione della equazione del sesto grado, Estratto di una lettera del D* MAscHKE al
Socio BrIoscHT; Osservazioni sulla precedente comunicazione del Socio BRioscHI.




