SUR LE MOUVEMENT D’UN FIL DANS UN PLAN FIXE
PAR

P. APPELL

4 PARIS.

La forme la plus simple sous laquelle on a pu jusqu'a présent
mettre les équations du mouvement d'un fil flexible et inextensible dans
un plan fixe a été indiquée par M. Resarn dans son T'raité de Mécanique
Générale (Tome 1, pages 321 et suiv.). M. Resan forme deux équations
simultanées aux dérivées partielles de Tintégration desquelles dépend la
solution du probléme; puis il ajoute que I'élimination de la tension entre
ces deux équations conduit & une équation aux dérivées partielles du
siziéme ordre, qui n'est d’ailleurs pas formée.

Dans le présent Mémoire, nous suivrons une méthode qui ne fait
intervenir que les éléments essenticls de la question et qui ramene la
recherche du mouvement du fil a lintégration d'une équation aux dé-
rivées partielles du quatriéme ordre. En cherchant des solutions parti-
culicres de forme déterminée de cette équation on arrive a résoudre avec
facilité plusieurs problemes importants.

Nous divisons notre mémoire en trois parties: dans la premicre se
trouvent établies les équations du mouvement, la seconde contient leur
application & des cas particuliers, enfin la troisiéme est relative aux oscil-
lations infiniment petites.

Nous avons indiqué la méthode que nous suivons ici dans une Note
présentée a 1’Académie des Sciences de Paris le 22 novembre 1886,
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I.

FEquations du mouvement.

1. Soit un fil flexible et inextensible mobile dans un plan fixe:
désignons par z ct y les coordonnées rectangulaires d'un élément ds de
ce fil et par s la longucur du fil depuis un point déterminé du fil jusqu'a
I'élément ds; appelons mds la masse de I'élément ds, 7' la tension de cct
élément ot mXds, mYds les projections sur les axes coordonnés de la ré-
sultante des forees extérieures appliquées & ce méme élément.  Les équa-
tions dn mouvement sont, comme 1l est bien connu,

*x d @
miz—AL == <Td]> + mX

dt? s ds
» A%y d /o dy s
(I) “)W =2 I\'<1 ’/“> "l" 7”)

“da\ dg\?
<\JIS‘> + <I> =
ou m ecst une fonction connue de s qui se réduit a une constante guand
le fil est homogéne. Ces équations définissent x, y et T’ en fonction des
deux variables indépendantes s ¢t £, L'intégration de ces trois équations
simultanées aux dérivées particlles peut étre ramenée a lintégration d'une
équation aux dérivées partielles du quatriéme ordre que I'on forme comme
il suit.

Soit « l'angle que fait & linstant ¢ la tangente au fil en un point
avee l'axe des abscisses: 1'équation de cette tangente sera de la forme

rsing —ycosa = ¢(a, )

ot ¢(a,t) est une certaine fonction de l'angle a et du temps ¢. Pour
éviter les signes d'intégration, désignons par p une fonction de a ct f
dont la dérivée partielle par rapport & a soit ¢(a, f) et appelons p', p”,
Py pY les dérivées partielles des divers ordres de p par rapport a a.
I’équation de la tangente au fil sera alors

(2) rsing — iy cosa = P,
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et, pour avoir la forme du fil & Tinstant ¢, il faudra chercher l'enveloppe
de la droite (2) en lalssant ¢ constant ct faisant varier «. On trouve
ainsi, pour les coordonnées du point de contact, les expressions

(3) x = p'sina 4 p”cosa, Yy = — p'cosa + p’sina.

En convenant d’employer la lettre @ pour désigner les dérivées particlles
prises par rapport & o ct ¢ considérées comme variables indépendantes,
et de réserver la lettre d pour désigner les dérivées partielles priscs par
rapport aux variables indépendantes s et ¢, on aura

ox oy .

— = (p' + p'")cosa, = = (p’ 4 p")sina,

u

et en intégrant

s=p+p
Il semble qu’en intégrant il faille ajouter au second membre une con-
stante par rapport a a c'est & dire une fonction de ¢: mais cela est inutile,
car la fonction p étant jusqu'a présent définie par cette seule condition
que sa dérivée partielle par rapport & a égale une fonction ¢(a, ?)

Y =¢(a, 1),
on a
P ———-f¢(a, Hda 4 (1),
¢(t) désignant une fonction arbitraire de #; on pourra toujours choisir
cette fonction arbitraire de ¢ de telle facon que l'arc s compté a partir
d’'un point déterminé pris sur le fil ait pour expression
(4) s=p+p"

Dans les équations (1), z,y et T’ sont considérées comme fonctions
des variables indépendantes s et ¢; a l'aide de la relation (4) s=p 4+ p”
on pourra exprimer z,y et T en fonction de a et ¢ qui deviendront les
nouvelles variables indépendantes. '
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Les régles élémentaires du changement de variables donnent

de  deda dy  dyda dT  oTdu
ds — dads’ ds ~ duds’ ds 90 ds
(s) . o
dx o + deda dy 2y , dyde
dt ~ ot T aadt’  dt ot ' audt’

L’angle @ est unc fouction de s ct ¢ définie par la relation

s =p+p’

qui doune, si on la différentic par rapport & s et ¢ successivement,

X 4la a}) a[’” 1 L1 (lrl
== (p 4 p") - 0 = =+ - ) P
W+ il SO U by
d’ou
o I
du . 1 da ot ot
ds _1/ + P ’ dt PPt
Les formules (2)
x = sina + p’ cosa, Y= —pcosa+ p’sina
donnent aussi
24 " NS oy ’ e\
5, = (P + p")cosa, 5= (p + p")sina
CL T T op” ay oy op” .
— = - sin L. cos == — L cosa 4 L - sina.
57 = Nina -} a5 COs %, 50 5 Lon e - 50 Sina

On a donc enfin, en portant ces différentes expressions dans les formules
(5) et réduisant '

de - dy . dT 1 2T
l 7. = cosa, o= sina, A = 9
(6)
do_wig e A
at a3t sin a Y Cos o ar = 3 cosa ot sin o,

N 1 o ’ . ’ ’ M
ou les deux premiéres formules sont évidentes géométriquement,
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On a de méme

d*e e dn dy o da

o naos a5t |
Al ? /da 9 /dx\ da Ay dy 2 %ly da
zﬁ—§@w+ﬁﬂm>m’ N7 Km)+aQﬂﬁr

ce qui donne

die sin a d? Y ___cosa

dst v+ 1:"” ds* 1; p + P
d*e % . % op , p"\? sina
— = sing — —= ¢o ol
di* ot? * t‘b SE (’c)t + 3t> P4y
Ay 2% % . By, P\ cosa
-y = —— 08— =5 ina
dt* l'( @ ol s + (at + ) v '+ p P

l.es équations (1) du mouvement peuvent s’écrire
q

lZ £ l,cl x o dlTde

b ds? + ds ds + mX
d*y d*y cll’du
s = T ; Bl

en multipliant la premiére de ces équations par sina, la deuxiéme par
— cosa et les ajoutant, aprés y avoir remplacé les différentes dérivées
par les valeurs que nous venons de calculer, on obtient la relation

oYy op >” _ . .
m[ T 50 4 = e ] ~ 7% =+ m(Xsina — Y cosa);

m

en multipliant la premiere des équations du mouvement par cosa, la
deuxiéme par sina ct ajoutant, on obtient une scconde relation

ap el 1

— s = = = m (X cos Y sina)

at* ou P + P + < 2+
Les expressions Xcosa 4 Ysina, — Xsina + Y cosa sont les compo-
santes tangentielle et normale de la force extérieure rapportée a l’umte
de masse: si nous les appelons, pour abréger, @ et i

¢ = Xcosa + Ysina, "= — Xsing 4+ Y cosa,
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nous aurons les deux équations suivantes

172 op ) A ’ r M 9? A
[ G+ ) = (45
(7) l

m / 2

g;l = —m(p -+ p”’)&([) + ‘sz)

Duans le cas le plus général qui puisse se présenter, X et Y et par suite,
’ de dy
dt > dt’
des relations (2), (4) et (6), on pourra exprimer @ et ¥ en fonction de
a,t,p et des dérivées partielles de p par rapport & a et ¢; de plus m
étant une fonction donnée f(s) de Yarc s, on aura ’

@ et ¥ sont des fonctions données de x, ¥, a, s et ¢: a laide

m == f(p 4 p").

Done les équations (7) seront deux équations simultanées définissant T
et p en fonction de o et £, En é¢liminant I entre ces équations, on
obticnt une équation du quatriéme ordre

321}/

(8) - E (24 aé—,)* m(p -+ p)(1 + aTH

\

+ m(p + ])”’)<(I) -l—%) =z 0

qui définit p en fonction de o et ¢.

A toute intégrale particulicre de cette équation correspond un mouve-
ment possible du fil, & condition que la valeur de la tension T fournie
par la premiére des équations (7) soit positive.

2. Avant de passer nux applications, je me propose de montrer
rapidement comment. les équations (7) peuvent étre déduites de celles que
donne M. Resar dans le premier volume de son Traité de mécanique gé-
nérale, pages 321 et suivantes,

M. Resan désigne par v et u les composantes de la vitesse d'un
point du fil suivant la tangente ct la normale au fil, et par ¢ ct ¢ les
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composantes suivant les mémes directions de Paccélération du méme point.
On a donc

de dy . de . dy
V == — COR8 —= 81 H = — 81N —= (08§
po= gy cosa 4 grama, " Jp e+ gpeosa
A’z d*y . d’x . A*y
rom= - COR ~—= RN a, = — - - 8IN — COS .
¢ Az CON + NTERR ¢ dat® %+ FTEI

D’aprés les expressions trouvées précédemment (formules 6 et suiv.) pour
de dy d’= d*y
At 7 de 7 At di*’

' p ey
[ : v = —~—a—§-, w = — L

. % . oy <ap ap">i T
l¢ - TA ¢ = ot* T+ at + ot )y + 9

on obtient

)

Les équations (4) de M. Resar (loc. cit. pag. 323), dans lesquelles on
remplace ¢ par m, deviennent donc

dT o v
w42 =
ds 7N< / 3[2> ©

la T L ap'l)g o
77— 7 U i O I /LI

Les quantités s, a et ¢ sont lides par la relation

s=p 4 p"’
qui donne
do o 1

t=0+0" 0 T E Pk

d’autre part, on a
‘ AT 3Tda 3T 1
ds  dads g P+ ]/'”'

da
ds

retrouve les équations du mouvement (7).

ar ) , . .
En remplacant - et par ces valeurs dans les équations ci-dessus, on



8 P. Appell.

Remarque. 1Yaprés les significations géométriques de p et g, il est
facile d’établir géométriquement les formules
3p _

Tt u ot

3. Dans le cas particulier ot les composantes @ et ¥ ne dependent
que de s et a, on peut transformer les équations du mouvement en deux
autres définissant I'arc s et la tension 7T en fonction de « et ¢. Pour le
montrer, rappelons les formules

s =— p + pn, /) — — pl "I' pHI

ou p désigne le rayon de courbure du fil. Les équations du mouve.
ment deviennent

l/ o\ 2 2 m "2,
,,£=l<ﬁ>_:[-'_"’_1:, T g2,
mp p \ot ot mp ol

En différentiant la scconde de ces équations par rapport a a et la re-
tranchant de la premicre, on a

1

2 —
| - orr mo T I /Qe\ 2 . ,
(=) =)+ o,

mp du du 0

ce qui géerit aussi

I i 9 I 1T 9* /T 1 /os\? . ,
i ) LG e
mp Vg 2a® \ymp/ Vinp da® \\mp AL

De méme, en différentiant la premicre des équations ci-dessus par rapport
a a et en l'ajoutant 4 la seconde, on a

P
Q—
i

2 3T mo D1 /os\ % %
—_—— —I—- _’1'—- = | - | — — (P —
mp d du dulp (Dl / 4 k

.

ce qui géorit aussi

2 o/ T D1 /o8 ¥ 2%
ALY R W B AT B TR S

Y4 ( 'm > u [ <9t) J / @ att
Vmp ou \Wmp 0 ‘
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Dans ces équations, @ et ¥” désignent les dérivées de @ et 4" par rapport
& a: par exemple, comme ¢ dépend de a directement et par lintermé-
diaire de s
L2l
= 4=
» P - + 2s
Si Ton fait, pour simplifier

il vient

T ch I\ I 9'% 1 /9s\2 .

3 y—— — <—;> —"-—_.——w L S b lI" ¢I
(10) [\/mp + oa* \\mp/ Vmp 2a® P (af) +
10 .

3 5\ :
2A_apey g,
. Jmpa(/ a 10 at/ .

équations qui définissent T et s en fonction de « et ¢, Dans ces équa-
. , . 98 . "
tions p est égal a - et m est une fonction donnée de s.

Lorsque la seule force extérieure est la pesanteur on a
) = — gsina, V= — g cosa
Y'" 4+ p=o0, @ —U=o0

et les équations (10) prennent la méme forme que si la force extérieure
était nudle.

4. Equations déquilibre. — Pour trouver les équations d’équilibre
du fil sous V'action des forces données, il suffit de chercher a vérifier les
équations du mouvement (7) par une fonction p indépendante du temps
t; en effet, le fil étant ”supposé en ¢quilibre, les composantes tangentielle

et normale
op . 9’

A U
! 2’ ol

de la vitesse d'un point du fil doivent étre nulles, donc p doit étre in-
dépendant de #. Dans cette hypothése, les équations (7) deviennent

I T=—m(p +p")Fr
(11) oT
' l;{; = —m(p + p") D

Jdecte mathematica. 12, Imprimé le 18 septembre 1888, 2
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d'ou, par I'élimination de T

2 .
5_ m(p/ + plu))ﬁ] - 773(19’ +}7”I)(D — O,

o
ce qui est une équation dn quatriéme ordre définissant p en fonction de
a. Dans cette équation, m est une fonction donnée de s et @ et ¥ des
fonctions données de =, ¥y, s, a:

= f(s) = fp + ")
D= Qr,y,s,a)= O(p'sina 4 p’'cosa, —p cosa 4 p’sina, p+4 p”, )
V= U(x,y,s,a)=(p'sinag 4+ p’cosa, —p cosa+ p’sina, p+ p”, a).

Les équations (11) résultent immédiatement des équations d'équilibre

bien connues:

T = —mpl, %—? = —mQ

ou p désigne le rayon de courbure de la figure d’équilibre

9 | ’ 4
p=_=p +p"

Y

Nous n’avons rappelé ces équations qu'en vue de certains théorémes qui
ge présenteront plus loin,
Dans le cas particulicr ou la force extérieure dépendrait unique-

ment de s et «
D= O, a), "= (s, a),

il serait plus simple de prendre, dans les équations d’équilibre, s comnme
fonction inconnue de a: T'on aurait alors pour déterminer s en fonction
de a, léquation du second ordre

2 .98 s
—(m¥ —)—m—- P =0
ou < E)a) du ? ’

o8
20’

m = f(s), o f'(s)

Cest le cas qui se présente quand la seule force extérieure est la pesanteur.
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Dans ce dernier cas, les équations (10) donnent immédiatement pour
Iéquilibre
¥ = const,., 1 -+ —ai_, <—i_~) =0
\/mp a \/Wl'lo/
C¢

mp = ————
/ cos’(uz — a,)’

fmds = Ctang (a — a,).

En revenant aux équations du mouvement, nous allons tacher d’en trouver
des solutions particuliéres ayant des significations simples.

1L
Applications & quelques problémes.

5. Dans les applications des équations précédentes, nous aurons
fréquemment & résoudre un probléme que T'on peut énoncer comme il
suit:

Soient deux wvariables indépendantes a ¢t t, Ay, 4y, ..., 4, des
fonctions de la variable o seule, T,,T,,..., T, des fonctions de la va-
riable t seule; que doiwvent étre ces fonctions pour qu'il puisse exister entre
elles une relation de la forme

(12) AT + 4T, 4+ ...+ 4,T,=o0
ayant liew quelles que soient a el i2

Nous donnerons la solution pour le¢ cas de » = 4, en remarquant
que le cas ou » aurait une valeur différente se traiterait exactement de
la méme fagon.

Soit donc & vérifier la relation

(13) | AT, +A2T2 + 4,7, + A4, T, = o

quelles que soient a et ¢. Différentes hypothéses se présentent:
1°) Supposons d’abord les fonctions 4, , 4,, 4,, A, linéairement in-
dépendantes, c'est a dire supposons qu’il n’y ait entre elles aucune relation
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linéaire homogeéne & coefficients constants (indépendants de a). Alors la
relation supposée (13) ne pourra étre vérifiée que si l'on a '
7} s Al N I Al —
T,=1T =T, =1 =o,
et les fonctions 4,, 4,, A, , A, seront arbitraires.
2°) Supposons qu'il existe entre les fonctions 4,, 4,, A,, A, une et
une seuwle relation linéaire homogéne a coefficients constants

kA4, + kA, + kA, + kA, =o.

Comme les quatre coefficients &, , k,, k,, k, ne sont pas tous nuls, sup-
1? a9 Yy 4 )

posons, pour fixer les idées, k, ditférent de zéro; nous pourrons alors

résoudre cette relation par rapport a4 4, et porter la valeur de 4, dans

I'équation (13) qui deviendra
‘42(/"'1 T, — /‘421‘1) + Aa(/‘"’lTa _I§3T1> + A4(l‘7x T4 - k4T1) = 0.
Puisque les fonctions 4,, 4,, 4, sont linéairement indépendantes, les

coefficients de A4,, 4,, 4, dans cette derniére équation doivent étre nuls;
ce qui donne

2

I )
k k k k

1 2 3

4

"0

3°) Supposons qu'il existe entre les fonctions 4,, 4,, 4,, A, deux
et seulement deur relations linéaires homogeénes distinctes a coefficients
constants

kIAl + ]{/‘1‘42 + ksA:; + /‘”’4‘44 = 0
A, + b, + b A, + hd, = o,

Comme tous les déterminants &, — &k, ne peuvent pas étre nuls, sup-

posons k h, — Ik, différent de zéro. Nous pourrons alors résoudre les

deux relations précédentes par rapport a A4, et 4, ce qui nous dounera
des expressions de la forme

4, =14, + /11A4’ A2 = A2A3 + ﬂﬂAM

Ay tys Ays prg 6tant des constantes faciles & exprimer a 1'aide des con-
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stantes k;, h;. Portons ces expressions de 4, et A, dans 'équation (13);

nous aurons

As(axTx + AT, + T;) + A4(/‘1T] + ﬂzT‘z + 7,) = o.

Comme les fonctions A4, et A, sont linéairement indépendantes, il faudra

que l'on ait
A+ AT, + 1T, =o0

mT + w1, + T, o.

I

4°) Sil y a, entre les fonctions 4,, 4,, A, , A, trois relations li-
néaires homogeénes distinctes a coefficients constants, on en conclura

4 A A _4,
hy  h,  hy B,

hy, hy, by, h, étant des constantes; 1'équation (13) donne alors
hT, + hT, + h,T, + 1T, = o.
5°) Enfin si l'on a
A1:A22143=A4=O

les fonctions T,, T,, T,, T, sont arbitraires.

6. Revenons maintenant 4 la question de mécanique et supposons
que la force extérieure appliquée & un élément du fil dépende unique-
ment de la position de cet élément c'est & dire de ses coordonnées et de

son orientation; alors X et ¥ seront des fonctions de x,y et a, et il
en sera de méme de @ et ¥ de sorte que 'on aura

&= 0,y a) = O(p'sina 4 p’cosa, — p cosa + p’sina, )
= ¥x,y,a) = ¥(p'sina + p’cosa, — p cosa + p’'sina, a).

Cherchons si, dans ces conditions, le mouvement du fil peut consister en un
glissement le long d'ume courbe géométrique fixe, ou, en d’autres termes, si
le fil peut affecter une figure de repos apparent dans Uespace.
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Pour cela, il faut et il suffit que la composante w de la vitesse de
chaque point du fil normalement au fil soit nulle. Comme on a trouvé

=
- at’

pour que u soit constamment nul pour chaque point du fil, il faut et
il suffit que la fonction p de a et ¢ soit de la forme

p=Ad+ 0

ou A dépend de a seulement et © de ¢ seulement. En désignant par
A',4" ...,60,8... les dérivées des fonctions A et @ par rapport aux
variables a et ¢ respectivement, nous aurons

pl p— AI, pll o AII’

op . T P .
= = O
a[’/ . a}}/r .

o O 9

Portant ces valeurs dans I'équation du mouvement (8), on obtient I'équation

(14) —a%[m(jra —m(d + A" E] + m(d 4 A)D + ") == o,

dans laquelle m est une fonction donnée de s
m=f(s) =flp+p)=fd4+ 4"+ 6)
tandis que @ ct ¥ sont des fonctions de la seule variable a
O = O(d'sinag + A"cosa, — A’ cosa 4 A" sina, a)
= ¥(A'sina + A"cosa, — A'cosa + A"sina, a).

Nous examinerons successivement le cas ou le fil est homogéne et le cas
ou le fil est hétérogene.
a) Le fil est homogéne; m est une constante. Ce cas a été examiné
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par M. Leavrk.'! L’équation (14) devient alors, aprés suppression du
facteur m, :
2 » ’ ’e 77
20+ AN — (4 A7NO ) = o
ou hien
I

2 ’ 1N\ g
T3 475 A+ A

91[ _— (I} +
Le premier membre qui ne dépend que de ¢ ne peut étre égal au second
qui ne dépend que de @, que si les deux membres sont constants. Donec
on a

0 =K, O =K+EK, 0= K'+Kt+K,
K, K , K, désignant des constantes; puis
3 s 7 1AW} W ’ n ¢
(15) A+ AF] — (4 + AP + K) =o.

En intégrant cette derniére équation on aura A en fonction de a: alors
p sera donné par

p=A+ 6=4+ K’ + Kt + K,

et la tension par la premiére des formules (7) qui devient, dans le cas
actuel,

T = mf? — m(d’ + A"V = m(Kt 4+ K)* — m(4' + AW

La composante tangentielle de la vitesse d’un point du fil est

? , )
v:~£=—ﬂ=—m—m;

elle. varie proportionnellement au temps. De plus la courbe suivant
laquelle est disposé le fil, c'est a dire la figure de repos apparent du fi,
est définie par les équations

= A'sina + A" cosa, - y= — A'cosa + A"sina

' Comptes rendus, IO novembre 1879; Bulletin de la Société Philo-
mathique, 18 novembre 1879.
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dans lesquelles A4 satisfait a 1'équation (15); et cette équation n’est autre
chose que l'équation d’équilibre du fil (N° 4) dans laquelle p se trouve
remplacé par 4 et la composante tangentielle @ par @+ K. En résumé:

Lorsque les forces extérieures appliquées i un fil homogéne dépendent
seulement de la position de Uélément du fil et que le fil conserve une figure
permanente, la vitesse de glissement du fil est proportionnelle aw temps, et la
forme permanente du fil en mouvement est la figure d'équilibre que prendrait
le fil si la composante normale de la force extérieure restait la méme et si
la composante tangentielle était augmentée d'une constante égale & Uaccrois-
sement de la vitesse de glissement pendant Uunité de temps.

, Par exemple, si l'on suppose que la seule force extérieure soit la
pesanteur, on aura, en prenant pour axe des coordonnées y une verticale
dirigée vers le haut,

X =o, Y= —gyg,

® = — gsina, = — gcosa;
et l'équation (15) deviendra

2 (4 + A")cosa] — (4 + A'f')('sin o _{]_f) —o

du

d’olt en intégrant

K

A+ A" = cog‘ - [tfmg <g + Z)] v
C étant une constante arbitraire. On a alors, pour déterminer 4, une
équation lincéaire & coefficients constants avec second membre. L'équa-
tion que nous venons de trouver est ce que l'on appelle quelquefois
I'équation intrinséque de la courbe le long de laquelle glisse le fil. En

sy, . . v .98 .
effet, la quantité A’ + A" est égale a 5 c'est & dire au rayon de cour-

bure p de la courbe: 'équation ci-dessus donne donc p en fonction de
a: dans le cas particulier ot K = o, elle se réduit &

C

e %
cos’ a

p =

équation intrinséque de la chainette.
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h) Le fil étant hétérogéne, on aura,

om

m=fs)=fp+p), =@ +)Vp+r)

du
en appelant f'(s) la dérivée de la fonction f(s). Posons pour abréger

f_'/_(_'?_) — (7)(3),

f(s)

et remarquons que

p+2)lI=A+AII+ﬂ,

nous aurons d’aprés 'équation (14)
(16) (A' + Au;)\[@"z___(Ar + A,’I)II’T](7)<A + A" + f_})___;_a"(A; + Am)(ﬁ']

(A + A+ B7) = o.

Telle est 1'équation qu'il fandrait chercher & vérifier en mettant pour 4
une fonction de « et pour A une fonction de #. Le probléme pourra avoir
une solution on n'en pas avoir snivant la forme de la fonction &. Si
@(s) était une fonction rationnelle de s, I'équation (16) serait une rela-
tion de la forme (12) du N° 5 et on pourrait lui appliquer les con-
sidérations développées dans ce N° 5.

Le résultat est simple si 'on suppose la fonction &(s) égale a une

constante ¢, c'est a dire
m = e,

On a alors, en porant 4’ 4 A" = p, V'équation

! i 7 Al a i .
(16") ep@’ + pb —{—/)((I)——Cpl])—z;—u(/)l[):O
qui rentre dans la forme (12) ot # = 2, en faisant

\ 2 .
4, =p, A, = p(d—cpl') — —(p¥)

du

T, =+ 6, T

1 g = I.

Il est impossible que les fonctions 4, , A, soient linéairement indépen-
dantes, car il faudrait alors que les fonctions T, T, soient nulles et on

Acta mathematica. 12. Imprimé le 22 septembre 1888, 3
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a 7, = 1. Aingi il existe au moins unpe relation linéaire homogéne a
coefticients constants entre 4, ¢t A,: d’autre part il n'en peut exister
qu'une, car autrcment on aurait

A, = o, A, = o,

1

ce qui est impossible, la relation
/) — AI + AII/ — O

ne définissant pas une courbe mais un point.

La facon la plus générale de satisfaire & I'équation (16") est done
de supposer qu'il existe une relation linéaire homogeéne i coefficients con-
stants entre les deux fonetions A, et 4,, c’est & dire de supposer

on aurait alors
Y i N/ A
T+ kT, = o.
Dlaprés les expressions de A4,, A,, T,, T, et en faisant

by, = bek,,

on aura, pour définir la figure permanente du fil, I'équation

— ])/‘/) + /)((/) — ¢ 1/.') _%(/Ol[f> = 0,
et, pour définir @, I'équation
0012_*_ (”+[)(3:O

d’ou T'on tire facilement A par une tangente trigonométrique ou hyper-
bolique suivant que la constante b est positive ou négative. Cette so-
lution comprend, comme cas particulier intéressant, celle que l'on obtient

en faisant
b = — K?, P =K.
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Dans le cas particulier ot & est nul on a

6" 1 .
—0,—24—0:0, (ﬂn——zlog(t——to)-k]i.

La figure de repos apparent est alors définie par l'équation
. 9 "
o0 — cpll") ——5(—1(,0‘[’). = 0,

identique & Véquation d’équilibre (page 10). ,
Remarque. Le probléme de M. Leaurt et le probléme plus général
que nous venons de traiter peuvent encorc étre résolus lorsque la force
extérieure au lieu de dépendre seulement de la position de l'élément
varie proportionnellement quand, x,y, a restant constants, le temps ¢
change. Dans ce cas on aura pour @ et ¥ des expressions de la forme

o= 0,0, U=061,

0, dépendant de ¢ scul, @ ct ¥ de »,y et a. L'équation (14), pour
le cas du fil homogéne, donne alors

9 ’ A1 N ! Hy ) UI,
|+ A — (4 )] 0 4 [ =0

d’ou Ton conclut, comme précédemment

@u
8,

~ K, (4 4 A)U,] — (& + A7)0, + K] = o.

0
da
La figure de repos apparent est alors la figure d'équilibre d'un fil
sollicité par la composante normale ¥, et la composante tangentielle

@, + K; quant & la vitesse de glissement, elle est

o =f K@ldt.
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7. Le probléme que nous venons de résoudre est un cas particulier

du suivant:!

Chercher s'il existe un mouvement du fil pouvant se représenter par le
glissement du fil le long d'une courbe de forme invariable animée d'un moive-
ment de translation, et déterminer ce mouvement du fil s'il existe.

Dans cette hypothése, les coordounées d’un point du fil doivent s'ex-
primer en fonction de a et ¢ par des expressions de la forme

s= b fa) =7+ la)

& et n étant des fonctions de ¢ scul, f(a) et g(a) des fonctions de «
seul. Comme on a

Y = xsing — y cos a

on voit que dans le cas actuel on devra avoir

7

Y = é&sina — ycosa + fa)sina — y(a) cosa
d’on

p=—~&cosa—ysina+ A+ 6
A étant une fonction de « seul, &, 7, # des fonctions de ¢ scul.  Nous
désignerons par A’, A”,... les dérivées de A4 par rapport a a, et par
&,9,6,8,%", 08", ... les dérivées de &, %, @ par rapport a ¢{. La

forme de la courbe le long de laquelle glisse le fil est définie par la
fonction 4; car I'équation intrinséque de cette courbe est

p — Z)’ + ])Ill — AI + AIII.

Le mouvement de translation de cette courbe est connu quand on con-
nait & et » en fonction de ¢; enfin la vitesse de glissement du fil le long

' RourH, Advanced rigid Dynamics: On steady motion, p. 299.
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de cette courbe est — @'. Cette dernicre propriété résulte de ce que
les projections de la vitesse d'un point du fil données par les formules
générales

de 9 . p dy oy p .

— = —— 8N g — — COs = A = COS @ — 81N o

de T ar T T o B i o T
ont actuellement pour expressions, d'aprés la forme particuliére supposée
pour p,

dx : dy

L_ﬁ-;g._(ycosa, ZZ?—V“@S”W;

ces formules montrent que la vitesse d'un point du fil est la résultante
d’une vitesse de translation ayant pour projections & et y' et d’une vitesse
de glissement — ¢ dirigée suivant la tangente.

Les coordonnées d’'un point de la courbe le long de laquelle glisse
le fil sont alors

x=£4 A sing 4+ A" cosa, y=1n— A cosa 4+ 4" sina
et 'on a

— p + pl’ . A + Al’ + 6)’ p —_— _l)’ + Z]”l — AI + AI!I‘

Comine le fil est en repos apparent par rapport & des axes de direc
tions fixes menés par le point (£, 7), le mouvement relatif du fil par
rapport & ces axes est du genre de ceux qua étudiés M. Laure et dont
nous nous sommes occupés dans le numéro précédent.

Si Ton suppose m constant, I'équation du mouvement devient

2107 — (4 4 A\ + & sing — 7 cos )]
+ (4" 4 A" @ — £ cosa — " sina + §7) = 0
ou, en développant |
(17) (A" + AV + &' sina — %"’ cosa)

A+ A"’)((I)——%g—— 28" cosa — 27" sina + @") -0



22 P. Appell.

Il faudrait vérifier cette équation en y mettant pour 4 une fonction
convenable de a et pour £, %, # des fonctions convenables de ¢.

Si @ et ¥ sont des fonctions rationnelles de « et y, on sera conduit
a une équation de la forme (12) que lon traitera comme nous Pavons
indigué dans le N° 5.

Nous allons traiter complétement un cas simple, & savoir le cas ou
® et ¥ seraient fonctions du seul angle «, comme il arriverait par
excmple si la seule force extérieure était la pesanteur.

Désignons, comme plus haut, par p le rayon de courburc A’ 4™
et par p’ sa dérivée 4” 4+ 4" et posons

. 20 ' .
4, =o't ——p((l)———glﬂ, 4, = p'sina 4 2p cosa,

4, = —p' cosa + 2psina, A, = —p

T =1, T,—=2, 1, =y, I =8
I’équation (17) qu'il s'agit de vérifier est alors de la forme
(13) AT, + 4,7, + A1, + AT, =0

examinée cn détail dans le N° 5. Nous allons reprendre successivement
les diverses hypothéses indiquées dans ce N° 5.
1°) Tous les T, ne peuvent pas étre nuls, car le premier I cst 1.

2°) Supposons qu'il y ait wme relation linéaire homogéne & cocffi-
cients constants entre 4,, 4,, 4,, 4,

kA, + kA, + kA4, + kA4, =o.

Alors on a

On peut supposer k, égal & V'unité et on a pour &, 5", #"' des valeurs
1 P ’ 7 ’
constantes
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Quant & la figure de repos apparent par rapport aux axes mobiles de
directions fixes menés par le point (£, %), elle est donnée par l'équation
différentielle

A, + kA, + kA, + k4, =0

c’est & dire

,o’ll"—p((b. —gg) + k(o' sina + 2pcosa) + k(—p cosa + 2psina)—kp =0
qui définit p et par suite 4 en fonction de «: la détermination de p et
A est ramenée a des quadratures.

Dans la solution que nous trouvons. ainsi et qui est évidente a priori,
les axes mobiles de directions fixes menés par le point (¢, %) sont animés
d’'un mouvement de translation wniformément accéleré; la figure de repos
apparent du fil par rapport & ces axes est la figure d’équilibre que
prendrait le fil si l'on ajoutait, aux forces agissant réellement @ et ¥,
une force (force centrifuge) ayant pour projections sur les axes — %, et
—k, et une force tangentielle k,; la vitesse de glissement du fil — &
varie proportionnellement au temps. Ce résultat s'applique immédiate-
ment au mouvement d'un fil homogéne pesant dans un plan sur lequel
il glisse sans frottement.

Nous pouvons, par exemple, appliquer cette méthode au probléme
traité par M. Rourm dans Youvrage déja cité Advanced rigid Dynamics,
page 300, § 525 Form of an electric cable, probléme qui peut s'énoncer
ainsi: Un cable est déposé sur le fond horizontal d’unc mer par un
bateau animé d’un mouvement rectiligne uniforme, la longueur du cable
déposé pendant un intervalle de temps quelconque étant égale a la
quantité dont avance le bateau dans le méme temps; trouver la forme
du cable supposée permanente. '

D’aprés I'hypothése, cette forme du cable est permanente par rapport
h un systéme d’axes mobiles situés dans un plan vertical et entrainés
avec le mouvement du bateau. L'origine (¢, %) de ces axes sera donc
animée d'un mouvement rectiligne uniforme et en prenant un axe des x
horizontal on aura

y = O, & = ct
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¢ désignant la vitesse du bateau. La vitesse de glissement du fil le long
de la courbe géométrique suivant laquelle il reste disposée étant égale &

e, on a
A =c, # = ct.
Les quantités ", &, #” sont donc nulles actuellement ainsi que les con-

stantes k,, k,, k, et Uéquation définissant la figure permanente du fil est

)

L7 _3__11/‘) — )

o'l p<(/ ) = o.
Supposons que la résistance de I'eau sur un élément du cable soit dirigée
en sens contraire de la vitesse de cet élément et proportionnelle & cette
vitesse, et appelons ¢ la pesanteur apparente du cable dans l'eau: les
composantes tangentielle et normale de la résistance seront de la forme
— v et — pu, v et u désignant comme précédemment les composantes
tangentielle et normale de la vitesse d’'un élément; puis les composantes
tangentielle et normale de la pesanteur ¢’ seront

— ¢’ sina, — ¢y cosa,
On aura domnc
. , e op
@ = -—gring—pr = —g'sing + /151—
"= — ¢ cosa — pu= — g cosa + /13_]1
08 g’ cos Y
car
— —-ﬂ)’ —— —-?—Il .
ot - ot
Comme actuellement,
p=—~E&cosa—mypsinag 4+ A4 A= —ctcosa 4 4 + cf,
on a '
p pt .

= = — c¢cosa -} ¢, csna

ot ot
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et il vient

@ = —g'(sina + e cosa— e),
V"= — g'(cosa — esina)
en posant
e="2.
g

L’équation différentielle devient alors

’

p 2s8ing 4 2¢co8q — ¢

o0 cos a — &sin a
d’on
. . dua
logp = — 2 log(cosa — esing) —e | —————
® ‘ cosa — esina
I e —e—tg- fVite
a v + ©2 .
f= (cos @ — e sin @) ’

\/1+e2+e+tgg

ce qui est I'équation intrinseque de la courbe.

3°) A cété de la solution générale précédente qui convient quelles
que soient les expressions données de @ et ¥ en fonction de a«, il peut
sen présenter d’autres pour des lois particuliéres de forces. Nous les
trouverons en supposant qu’il existe entre les fonctions 4,, 4,, 4,, 4,
deux relations linéaires homogénes distinctes a coefficients constants

kA + kA, + kA, + kA, =0
hA, + hA, + h A, + b A, = o.

Nous verrons, dans l'examen du cas suivant, que % et %, ne peuvent pas
étre nuls en méme temps; on peut aussi s'assurer que les déterminants

kb, — hk,, kb, — bk,

ne peuvent.pas étre nuls en méme temps, car g'ils étaient nuls on aurait,
en éliminant A4, entre les deux relations supposées,

(k1k4 - klkft) A4 =0

Acta mathematica. 12. Imprimé le 24 septembre 1888. 4
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d’ou

puisque les deux relations supposées sont distinctes. Mais 4, qui est
égal & — p, ne peut pas étre nul, donc les deux déterminants

by — hkyy kb — Dok,

ne peuvent pas étre nuls en méme temps. Supposons le premier de ces
déterminants différent de zéro et résolvons les deux relations linéaires
par rapport a A et A4,: nous aurons

Az = 01‘43 + 02A4

(18)
Al = E1A3 + E2A4

C,,C,, E ,E, étant des constantes. En remplagant A,, 4,, A, par
leurs valeurs, on écrit la premiére de ces relations (18)

o' sina 4 2p cosa = O (— p' cosa + 2psina) — Cyp

ou en posant

C, == tg g, C,cos8 = —rc,

on a
o sin(a 4+ ff) 4+ 2pcos(a + ) —cp = o.

Intégrons cette équation et désignons par G une constante, nous ob-

tiendrons ‘
o =warale( )]

ce qui est I'équation intrinséque de la courbe le long de laquelle glisse
le fil. Cette valeur de p devra vérifier la seconde des équations (18).
En exprimant ce fait, nous aurons une relation entre les composantes @
et ¥ de sorte que, comme nous l'avons déja dit, le cas actuel ne peut
se présenter que pour certaines lois spéciales de la force extérieure.
Pour obtenir, sous la forme la plus simple, la relation entre @ et
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¥, remarquons que l'on peut toujours faire tourner les axes de fagon a
amener la constante B a4 étre nulle: alors

R
P = sinta\2)"

La seconde des équations (18) devient si 'on y remplace 4,, 4,, 4,
par leurs valeurs

oa

p;q.*—,o(d)-—ﬁﬁ> = El(——p' cosa + 2/7 sina) — E,p;

’

d’ou l'on tire, en remplacant % par la valeur que l'on vient de trouver

’

¢C—2C08a

e
P sin«

(19) (¥+ E| cosa)(c — 2 cosa) — <@ ——Z—Z'-[- 2E sina — E2> sing = O.
Telle est la relation qui devra lier les composantes @ et ¥
Les relations (18) donnent, puisque ¢, = o et C, = —¢,
4, = _ cd,, 4, = ’ElAs + E, A4,
et en portant dans la relation
AT + AT, + AT, + AT, = o,
A(ET + 1)+ A(E, T, — T, + T,) = o.

Mais, les fonctions 4, et A4, étant linéairement indépendantes, cette rela-
tion ne peut avoir lieu que si I'on a simultanément

ET + T, =o, ET —cT,+ T, =o0
c’est & dire, en remplacant 7', 7,, T,, 7, par leurs valeurs 1,&”, 5", 6”

E 49" =0, E,—c&+ 6 =o;
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d’oui 'on tire enfin

y = — Bt + Et + EY
§ = cé—§E2t2+ Eit + Ey

E, EY, E,, E; désignant des constantes arbitraires.

On voit que » est une fonction du second degré de f; quant a §&
on peut le choisir arbitrairement en. fonction de ¢, @ est alors déterminé
par la seconde des équations précédentes. |

Ainsi, en supposant les composantes @ et ¥ lies par la relation
(19), on aura un mouvement permanent du fil dans lequel le fil est
constamment disposé suivant la courbe' ayant pour équation intrinséque

G (t a\°
P = Sin'a g5>

et glisse avec une vitesse — @' le long de cette courbe supposée in-
variablement liée a des axes mobiles de directions fixes passant par le
point (&, 7).

Cette solution pourrait aussi étre obtenue par la théorie du mouve-
ment relatif associée a la remarque de la page 19.

Elle sapplique au cas important ou la seule force donnée est la
pesanteur: en effet on a alors

O = — gsina, V= —gcosa,
de sorte que la relation (19) est vérifiée si l'on fait
E =g, E, =o:
on a de plus, d’aprés les valeurs générales de &, 7, 6
7II — _g’ 8[( p— CEI',
d’ou

= —LE—t),  O=cf+ct+

! Cette courbe est celle que nous avons déja trouvée 3 la page 16,
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€ étant une fonction arbitraire de ¢. On peut donc dire que 1'équation
du mouvement d’'un fil homogéne pesant dans un plan fixe

” 2

G P ? : ’ oy (9] ’ res ch H
21 45— (i g 404G =)=

admet l'intégrale
p=—~&cosa—ysina+ 44+ 6

cest a dire

p = &(c — cosa) —[770 ———;g(t — to)“] sina + 4 + ¢t + ¢’

ou £ est une fonction arbitraire de ¢, ¢, ¢, ¢’ des constantes arbitraires
et A une fonction de a définie par 'équation
G o\ °
=.A,‘ AIN:_.__._ to =) ¢
L + sinfa \ ®2/’
ce qu'il est aisé de vérifier directement.
4°) Enfin, §'ll existe trois relations linéaires homogénes a coefficients
constants entre 4,, 4,, 4,, 4, ou deux relations linéaires homogenes &
coefficients constants entre 4,, 4,, 4, on en déduira
4, A, 4

— 4
ky kK

2 3
k,, k,,k, étant des constantes, c’est a dire

psina 4 2pcosa  —p'cosa + 2p8ina
k o k -

2 3

)

)

=

-

d’ou l'on tire par I'élimination de “Z— une valeur constante pour a, ce qui
est émpossible puisque, dans tous nos calculs, a est pris pour variable
indépendante. :

Cependant ce résultat suggére l'idée que le fil peut affecter la forme
d’une ligne droite de direction fixe. On verra sans peine si un pareil
mouvement est possible en cherchant & vérifier les équations primitives
(1) en posant _

rt =&+ scosa, Yy =7+ ssina
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a étant une constante, s l'arc dc courbe et &,y des fonctions de ¢; ce
qui noffre aucune difficulté.

8. On résoudra de la méme fagon d'autres problémes analogues
aux précédents.

Cherchons, par exemple, en supposant que la force extérieure ne
dépende que de la position de T'élément, si le mouvement du fil peut
étre représenté par un glissement le long d’une courbe restant homo-
thétique d'elle-méme par rapport a lorigine.

Pour que les deux droites

zsing —ycosa = F(a)
wsing —ycosa = F (a)
enveloppent des courbes homothétiques par rapport & lorigine, il faut

et il suffit que l'on ait
F (a) = kF'(a)

1

k étant le rapport d’homothétic. Nous avons écrit I'équation de la tan-
gente au fil
xsing —ycosa = p';

quand ¢ varie, p’ devra étre multiplié¢ par un facteur indépendant de a;
p’ sera donc de la forme

p = f(¢)f(a)

et p de la forme

p=A460 + 6,
A étant fonction de a, 6 et 6, fonctions de ¢.  Alors
s=p+p' =4+ 40 + 6,
p=p+p =+ 4")0,
r = @(4 sina 4+ A" cosa)
y = O(— A cosa 4+ A" sina);
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et I'équation du mouvement devient, en faisant m constant

2
da

(44 40 + 6] — 68(4" + A"V + A6}
+ 04" + A" (@ + 460" + 6)) = o.
Les quantités @ et ¥ sont supposées fonctions de z,y, a:
= 9r,y,a) = O[O(4’'sina 4+ A"cosa), O(— A’cosa 4 A"sina), o]
V=1"x,y,a = V[6(4'sina + 4"cosa), O(— A’cosa + 4"sina), a].

Telle sera 'équation qu’il faudra vérifier par une fonction 4 de «
et des fonctions @ et 6, de ¢. Il pourra se faire qu’il n’y ait d’autre
solution que celle qui consiste a supposer @ constant: on retombe alors
sur le probléme de M. Liavrt (N° 6). Un cas particulier digne d'étre
signalé est celui ol @ et ¥ seraient homogénes en z et y; alors une certaine
puissance de 6 se mettrait en facteur devant @ et ¥, et I'équation a
vérifier rentrerait dans le type (12).

Nous nous bornerons a traiter le cas ou il n’y a pas de forces ex-
térieures: @ — ¥'=o0. L’équation peut alors s'écrire

(20) 204 + A4 + A7) + (96] + 268)(4 + A7)
+ 004 4 A4 — A7) — (47 4 AW 4] = o,

relation du type (12) ol on ferait n= 3 et

iﬂ
i

| 67’ T, = 606/ 4 266, T, = 66"
4, = 2(4 + A")4 + A", A, =4 + 47,
A3 — (A' + AIII)(A — AH) __ (.A.” + AW) A"

Les quantités 7, T,, T, ne peuvent pas étre linéairement indépendantes,
car A, A,, A, devraient étre nulles ce qui entrainerait

AI + ‘4711 — O,

et la valeur correspondante de A ne définirait pas une courbe mais
un point.
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De méme les quantités 4,, 4,, 4, ne peuvent pas étre linéaircment
indépendantes, car T, T,, T, devraient étre nulles, ce qui entrainerait

¥ =0, # — const.

et on retomberait sur le probléme de M. Liauvrt (N° 6).
Supposons que les quantités 1), 7,, T, soient liées par une relation
linéaire & coefficients constants:

k6% + k(06 + 260'8) + k,08" =0,
alors on aurait

2(A + AI’)(A/ + Al(l) L A’ + AI’I o (AI + A//l)(A —_ A//) — (AI/ + 111‘v> A’ .
k — k, - k ’

1 3

les deux premiers rapports fournissent une relation qui exige 4’ + 4" =o,

, k g . .
ou A+ A :57;— c'est a dire aussi 4’ + A" = 0: cette solution avec
2

I'hypothése qui lui a donné naissance, doit donc étre rejetée.

Il ne reste donc plus qu'une maniére de vérifier I'équation (20),
c'est de supposer que les quantités 4, 4,, A, sont liées par une relation
linéaire a coefficients constants ‘

(21) 2¢,(4 + A") (A" + A") + c,(4" + 4")
+ ¢, [(4 + A") (4 — A") — (4" + AM)A'] = o;
alors on aurait

6 06 + 2600, 66
(22 e i

s 2 : ‘s

Comme ¢, n’est pas nul, posons

nous aurons
29/ c 0’/ O
6 R

d’ou1, aprés deux intégrations bien faciles,

[

(23) §—k(t 4 t)7
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en supposant c¢ différent de 2. Dans le cas particulier ol ¢ =2, on
aurait

(24) 6 — ke".
Quant & la fonction 6, elle est donnée par la relation
00 4+ 2606, — aBH”

dans laquelle on a posé

On en tire
L al
mc+l

s b
Hl +”g§’

b étant une constante arbitraire, d'olt enfin #, par une quadrature im-
médiate
a dt

On déterminera A 4 Vaide de 1'équation

(25) (4 + A4 + A”) + a(d + A7)
+ (.A.’ + A/u)(‘4 — A/;) . (AII + AIV)A' — 0,
En écrivant cette équation
C(A + AU)(AI + Aru) _I_ (l(A' _|_ A/n) _ [(A/ + AIN)AII + (AII + AIV)A']
4 AA + AA" = o,

on reconnait que 'on peut intégrer tous les termes et I'on obtient I'inté-
grale premiére

(26) C(A_I_An)i_*_ 2’a(A+A")——2(A'+A”’)A’+A’—A’2+2AA”=f,

f étant une constante arbitraire. La détermination de 4 est donc ramenée
a Dintégration d'une équation du troisiéme ordre et comme cette équation
ne contient pas la variable indépendante, elle peut se ramener au second

ordre.
Acta mathematica, 12. Imprimé le 24 septembre 1888, 5
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Cas particulier. Supposons la constante a nulle. I.’équation différen-
tielle qui donne A se réduit alors a I'équation

(27) C(A + A")(A' + A'") —I- (A' -+ A"')(A — A") _ (A'/ + AW)A' — 0

\ roa . o .
homogéne et du second degré & coefficients constants. Si l'on essaye
de vérifier cette équation par une fonction de la forme

4 = 2
ou A et x sont des constantes, on obtient pour déterminer x» 1'équation
cx(1 4 2" 4 x2(1 + )1 — 1) — 21 + %) =0
qui, aprés suppression du facteur #(1 4 x%) donne

(1 + %) + 1 — 24" = 0.

Ainsi en supposant
2% — 1

= —

Pon a la solution 4 = J¢“. La valeur (23) trouvée pour 8 devient

1—9x2

6 =Fk(t+1t)°* ;

et celle de 6,

4x%24+1

- dt__ 3bk—2 -5

Done enfin
1-—2x2 42241

p=AO+ 6, = pe(t + 1) " Fu(t4¢t)°

p et v désignant des constantes arbitraires.
Pour voir quelle est la forme de la courbe a linstant ¢, calculons
les coordonnées x et y par les formules

x = p'sina + p’cosa, y = — p'cosa -+ p’sina,
nous aurons
1—2x2
o= pxe(t + ¢,) * (8ina + x cosa)
1-—-2x%

y = pxe(t + t,) * (— cosa 4 zsina),
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ou, en coordonnées polaires, en appelant R le rayon vecteur et 6 I'angle

polaire et posant ;{: tga,

— cosu + xsina " ( )
- = o — d
sina 4+ xcosa g 0/

tgld =
d’ou _
a=a, + 0

et enfin
1—2x2

R = px\i + £ 90 4 ¢) 7
équation d'une spirale logarithmique. En écrivant

1-—9x
e | 04yt log (2425}
B = px\1 + #e [ i ],

on voit que, quand ¢ varie, cette spirale tourne autour de l'origine avec
unc vitesse angulaire o donnée par la formule

1 — 2x d 1 — 2x° I

0 =13 s+ ) =T

En méme temps que cette spirale tourne, le fil glisse sur la spirale.
La tension 7' est donnée par la formule

” 2.7

_ (o | o\t o P,
T—<at+at> W+ ") 55

en y remplacant p par la valeur trouvée

1—2x2 4241

p=2¢"0 4 60, =pe(t +¢t) > +uiE+4¢,) *,

on a

T =[(1 + 2“0 + 6] — 21 + 2666,

ou, en réduisant a l'aide de la relation

00’ = 2(12 + 1) 0’
2% — I‘

T — Mie?m@” + 2(1 4+ xHe"0'6; + 6;.

(1 — 2xY)
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Remarque I. Lorsque x est nul c'est & dire ¢ égal & — 1, I'équation
qui donne 4 admet la solution

A=a,
et la valeur trouvée pour p devient

p = (pa + )t + t,)5

Le fil est alors disposé suivant un arc de cercle de centre O et de rayon
variable

R=pt+ to)%.

Cette expression de p, pour le cas ou x = 0, s'obtient facilement comme
limite de celle qui a été trouvée dans la supposition x 2 o.

Remarque II. Pour obtenir la solution que nous venons d’étudier,
nous avons posé

26 — 1 e I+c¢,
 — —— =
1+ 2’ 2—c¢’
cette solution n’est admissible que si ¢ est compris entre — 1 et 2; car

si ¢ était en dehors de ces limites x deviendrait imaginaire ainsi que la
valeur Ae** trouvée pour A: les expressions trouvées pour 6 et 6, con-
viendraient encore, car elles ne dépendent que de x”.

Par exemple, si ¢ = — 2, la valeur de x est + é\/:T: dans ce cas,
Véquation (26) dans laquelle on pose
A+ A =u

se transforme en la suivante

W u=—f

qui donne immédiatement
u = 2Gcosa + 2Hsina — f

G et H désignant des constantes. La fonction A4 est alors donnée par
I'équation

(28) A? 4 A'* = 2G cosa + 2Hsing — f;
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d’'ailleurs les valeurs de @ et 6, deviennent, puisque

1
122-——, C=—2,

4
‘ 1 i dt ‘b
o=kt 4+ t,)?, qubfﬁzﬁilog(t'*'to);
d’ou, pour p une valeur de la forme

p = kA(t + t)F + hlog(t + ¢),

4 étant donnée par I'équation (28). Pour des déterminations convenables
de G, H, [ cette équation (28) admet une intégrale de la forme

[/ . o
AZLCOSE + Msmé

L et M désignant des constantes.

Les mémes méthodes permettraient de trouver les mouvements du
fil qui consistent en un glissement du fil le long d’une courbe de forme
invariable animée d'un mouvement de rotation autour d’un point fixe
du plan. Mais nous ne nous arrétons pas & cette question et nous passons
a I'étude des oscillations infiniment petites.

I11.

Oscillations infiniment petites autour d’une position
d’équilibre stable.

9. Supposons que l'on ait vérifié les équations d’équilibre (11) en
y mettant pour p une fonction p, de « et pour 7" une fonction T, du
méme angle: nous appellerons o, le rayon de courbure de la figure
d’équilibre exprimé en fonction de a, et s, V'arc de courbe exprimé en

fonction de a, de sorte que
d-s, R
P, = ot

enfin la densité m qui est une fonction donnée de l'arc, sera dans I'équi-
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libre une fonction de a« que nous désignerons par m,. Si l'on écarte le
fil trés peu de cette position d’équilibre supposée stable, et si 'on im-
prime a ses points des vitesses trés petites, le mouvement du fil con-
sistera en de petites oscillations autour de la figure d’équilibre. Dans ce
mouvement qui est défini par les équations (7), p conserve une valeur
voisine de p, et 7 une valeur voisine de T,, de sorte qu'on pourra poser

p=p + &, T=T + W,

=

e et W étant des fonctions de a et ¢ qui, ainsi que leurs dérivées, con-
servent des valeurs trés petites pendant toute la durée du mouvement.
En substituant ces valeurs de p et I dans les équations du mouvement
et ordonnant suivant les puissances croissantes de ¢, W et de leurs dé-
rivées, on aura d'abord une partie principale qui sera nulle en vertu
des équations d’équilibre, puis, en négligeant les termes d’'un ordre su-
périeur au premier par rapport aux founctions e, W et a leurs dérivées,
on aura deux équations linéaires donnant ¢ et W en fonction de « et £.
Si Ton substituait la valeur p=p, 4 ¢ dans I'équation (8), on aurait,
par cette méme méthode, une équation linéaire du quatrieme ordre don-
nant ¢ en fonction de a et ¢.

Il sera facile de faire l'application de cette méthode au cas ou les
forces @ et ¢ dépendent seulement de «. Mais, dans I'hypothése actuelle,
(@ et ¥ ne dépendant que de «), on arrivera a des équations plus com-
modes en -partant des équations du mouvement sous la forme (10).
Affectons de l'indice 1 les valeurs des quantités T, s, p, m dans la po-
sition d’équilibre, toutes ces quantités étant supposées exprimées en fonc-
tion de a; et désignons par I, s;, pj, m; les dérivées de ces quantités
par rapport & la variable a dont elles dépendent uniquement, de sorte
que s;=p,. Les équations d’équilibre seront, d’aprés (10)

- 9 I - 1 'Y .
( ) ' m'uox aa} \/muol \/m’llox 3a2
29
T )
Vm,p, 24

Dans le mouvement oscillatoire, les valeurs de ¥, s, p, m different peu
de T,,s,,p ,m, et 'on peut poser
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I=3 +7V, s=38, + o, p=p, + 7,

7

my
m=m, +—oao,
I

cette derniére formule résultant de ce que l'on a

m = f(s) = f(s, + o) = m, + a%’?—‘;

on aura donc
mp = myp; + m,d + om;=m,p, + (om,)’,

(om,) désignant la dérivée du produit om, par rapport a a; par con-

séquent
__ 1 (om) .

1T [I + (o‘in,)']_ﬁ'___ I
\/mp \/m:f’l - 0y Vm,p, 2 (m“nl)s‘g

En faisant les substitutions précédentes dans les équations du mouvement
(10) et tenant compte des équations d’équilibre (29), on-obtient les deux

équations suivantes

°R, 1 ¥R}t a?V 1 i3
g ¥ RNEENNE - o ]3 4 1 — Iy 22 % ‘1 —
V<R‘ + 6a2> 271 (B]T + da’ ) E, s + 271 pat ©
(30)
, 14 CR) 1 9%
. 2R O N e ] = ——
1 9a iz da m, ot*’
dans lesquelles on a posé pour simplifier
! m T 7 o
— == (22 —— - —
1’ 1 ’
\/"7’1/01 oa
Dans ces équations R, , ¥, ct m, sont des fonctions connues de a: l'inté-
Ayant

gration de ces équations donnera V et t en fonction de a et ?.

r . T .
trouvé r en fonction de a et ¢, on aura o= _- ef, par suite, la formule
1

§=3¢8 -+ o

donnera lexpression de l'are du fil en fonction de o et ¢, cest & dire
Péquation intrinséque de la courbe suivant laquelle est disposé le fil au
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temps f. Les coordonnées d’'un point du fil seront données en a et ¢
par les quadratures

x =fdseosa=fdsl cosa +fdacosa=wl + &
y=fdssina =f0ls1 sina —_I’—fda sina =y, + 7,

z, et y, étant les coordonnées d’un point de la figure d’équilibre ex-
primées en fonction de a, et & et 7 les différences trés petites qu’il y a
entre les coordonnées de la position qu’occupe & linstant ¢ le point du
fil o la tangente fait avec l'axe Oz un angle a et les coordonnées de
la position qu'occupe dans 1'équilibre le point ol la tangente fait avec
Vaxe Ox le méme angle. En faisant les quadratures qui donnent £ et y

$=fda'cosa, 77=fdasina

il faudra ajouter aux seconds membres des fonctions arbitraires de ¢.
Comme on a en général
s=p + p’
on aura

ssto=p 4+ +ete, o—c+e

relation qui donnera ¢ quand on connaitra o en o et £.

10. Exemple. Supposons que la seule force extérieure soit la pe-
santeur: alors
$® = —gsina, '= —gcosa

¥ 4+ @ = o, ¥— @ = o.

Les équations d’équilibre donnent

I
= = == GCOS&,

m,p,
K et G désignant des constantes. Puis les équations (30) du mouvement
oscillatoire deviennent

K@*
2

Y, =K, B

2

9% ?V
[r’ cos’a + 5(‘—,(1’ oosga)] + CoSa—5 = O

*r

2’

(]

1%
2G cogg— = —
a

\

I
m,
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2

Si T'on effectue la différentiation F(T' cos’a) indiquée dans la premiere
a.

équation et si L'on divise tous les termes par cosa, on peut écrire cette
équation

2

—L (¢ cos®a — 3-:”sin,12’yﬁa ———42" cos 2a + 27) 4 s = O.
Cette équation est immédiatement intégrable et donne
G, , oV G
cos’a — 27'sin 2 2 — = —
(31) (z o 7sin 20 + 27) + = 5 F()

I'(¢) désignant unc fonction arbitraire de ¢/, La seconde équation s'écrit,
" - 1 o 2 2
en remplagant —- par sa valeur G’p, cos’a,
1

vV Gp, cos ad’c
(32) e =TT

- . . e oV
On a ainsi deux équations dopnant V et r. L'élimination de 3 donne
. (74

pour déterminer 7 1’équation du second ordre
(33) KG (7" cos®’a — 27'sin 2a + 27) — p, cosagt{ = F(¢).

Connaissant 7, on a ¥V par une quadrature. La tension 7' est lide & I
par la relation

Iymp = 1"
la -tension dans 1'équilibre et

si Ton appelle, comme plus haut, 7

T, 4+ W la tension pendant les oscillations, on aura

T, + W N T

1

T, 4+ V=

==y

— R,
ym,p, + 7 ’ ! \/m“ol

Al 7 I
d'ou, en développant et remplacant ——= par sa valeur G cosa,

Vmp,
(34) V= Geosa.W—EC

2

cos’a. 7,

équation qui donnera W.

dcta mathematica. 12. Imprimé le 25 septemybre 1888. 6
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Dans louvrage intitulé: Advanced rigid Dynamics, by L. J. Rourn
(London, Macmillan and Co., 1884) la question des oscillations planes
d’'un fil homogéne pesant autour d'une position d’équilibre se trouve traitée
par une méthode particuliere, conduisant aux résultats suivants (loc. cit.
p- 3t1). M. Rourr prend pour variables indépendantes le temps ¢ et
'angle a que fait la tangente en un point P du fil avec l'axe des coor-
données z dans la position d’équilibre. Soit ¢ l'angle que fait la tangente
au point P & Vlinstant ¢ avec la position qu'occupe cette tangente dans
I'équilibre, U la variation que subit la tension au point P quand on
passe de l'équilibre au mouvement. Les quantités ¢ et U sont des fone-
tions de a et £ qui restent trés petites pendant le mouvement. M. RouTn
donne pour déterminer ces fonctions les deux équations’

pn Yo Ao 4 (Ucosa
(35) cos a di* !/da 2

: T T da w

) d_go__ d? (Ucosa)

da  da’ w

dont la seconde est immnédiatement intégrable et donne

d <Ucosa

(36) i ) =200 + C,

w
C désignant unc fonction arbitraire de ¢. Duns ces équations w est une
constante ¢t p, désigne le rayon de courbure de la position d’équilibre
exprimé en fonction de «.

Pour comparer ces équations i celles que fournit la méthode géné-
rale dans le cas ou la seule force extérieure est la-pesanteur, cherchons
comment les variables que nous avons appelées 7 et V sont liées a ¢
et U. Dans nos équations l'arc s est une fonction de a et ¢

s=8 4 o=s(a) -+ o(a, )
en mettant les variables en évidence. Dans 'équilibre la longucur de
l'arc jusqu'au point P est

§ = 81(“)

uisque ¢ est alors nul. Pendant le mouvement langle a que fait la
N []
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tangente au méme point P avec l'nxe Ox est a + ¢; on a donc aussi,
a linstant ¢

s=s5(+¢) +ola+g,

d’on, en développant par rapport aux puissances de ¢ et ne conservant
que les termes du premier ordre

s=sl(a) + o9 + 0‘(0( ) t)'
En égalant cette expression de s a la précédente, on a
1584 "'Vi‘v‘?'(“" t) = o,

g w0 T

’p:-———:;_';“— 1 —

2 mpo, m,p,

Mais, dans la position d’équilibre on a

1
m =
101 G*cos*a’

donc enfin ¢ et z sont liés par la relation
(37) ¢ = — G’ cos’a.

De méme en appelant T, ou T,(a) la tension dans I'état d’équilibre en
fonction de a, nous avons posé pour le mouvement

T=T + W=1TI(a) + W(a, t);
done, au point P ou la tangente fait avec Oz un angle a 4 ¢, on a

ar,

da

T = T(a+ ¢) + Wa+ ¢,0) = T,(a) + ¢ 52 + W(a, o).

Cette valeur de la tension est ce que M. Rovrn appelle 7, 4 U; on a
donc '

aT, |
U=¢ da +
ou bien, comme

T K

17 @Geosa’

U= — KGrsina + W.

¢ = — G’rcos’a,
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Si T'on multiplie cette relation par G cosa en tenant compte de la rela-
tion (34) qui lie W & V, on a

K@% cos’ a

GU cosa = — K@’z sina cosa -+ 5 + 7V
ou
GUcosa = V + KZG ;Z(T cos’ a)
et enfin, d’aprés la relation (37), )'
(38) GUcosa = —-?-ﬁ—r‘f

Ces formules (37) et (38) donnent nos variables z et 7 en fonction des
variables ¢ et U de M. Rourn: elles permettent de passer de mnos équa-
tions a celles de M. RourH ou inversement, comme on s'en assure aisé-
ment en donnant aux constantes les valeurs correspondantes

I

o g-'-‘_‘—KG

w =

Remarque. Quoique notre variable a ne soit pas la méme que celle

que M. Rourn désigne par la méme lettre, les équations obtenues avec

les deux systémes de variables sont identiques parce que ce sont des

équations approchées. ITin cffet appelons a I'angle que fait la tangente au

fil en un point P avec Ox dans la position d’équilibre, et o’ cc que
devient cet angle au temps £ on aura

o =a-+ ¢.

Dans les équations de M. Routn les variables indépendantes sont « et ¢,
dans les notres o« et . Si donc F est une fonction de o' et ¢ on pourra
Pexprimer en a et ¢ en y remplacant ' par sa valeur a 4 ¢ et I'on
aura, si I'on désigne par la lettre @ les dérivées partielles dans le systéme
de variable a, ¢ et par d les dérivées partielles dans le systéme des va-
riables o', ¢

o ar / ? oF dF dF 2
— <I+~£> _ 4

e dda da ot dt T da "ot

Mais si I' est une fonction qui reste trés petite pendant toute la durée
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du mouvement, comme les fonctions appelées U, V, W, ¢, 7, ¢, on aura
en négligeant les termes du second ordre

P _ap  oF _ar
% dd’ ot~ dt

comme si les variables a et « dtaient les mémes. Aussi, dans tout ce
qui suit, nous continuerons a désigner ces deux variables par la méme
lettre o« en les confondant I'une avec l'autre.

11. Etude de Uéquation différentielle. En faisant comme plus haut
¢ = — G*rcos’a

et désignant par f(¢) une fonction arbitraire de ¢, on rameéne l'équation
(33) & la forme donnée par M. Routn

¢ __p Ve
(40) ?a’ + 4¢ gcosadt® f(t),

p, 6étant une fonction connue de «. _
Tout d'abord, si ¢ est une solution de cette équation pour une

certaine détermination de la fonetion f(¢), la fonction é% est une solution

af )
y7h de méme

la fonction fgpdt est une solution de 1’équation obtenue en remplacant

de Téquation obtenue en remplacant f(¢) par la dérivée

f(t) par lintégrale ff(t)dt, & condition que la fonction arbitraire de a
qui figure dans l'intégrale f edt soit convenablement déterminée. Si ¢,

et ¢, sont deux solutions correspondant aux déterminations f,(¢) et f,(¢)
de la fonction arbitraire /{t), la fonction

¢ = )‘15&1 + A?%

sera une solution correspondant & la détermination A f, 4+ Af,-de la
fonction £, 4, et A, désignant des constantes quelconques. La combinaison
de ces deux propriétés permet de déduire de chaque détermination de
f(t) pour laquelle on connait une solution de I'équation, une infinité
d'autres déterminations de cette méme fonction avee des solutions corres-
pondantes,
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Cherchons si I'équation (40) peut admettre une intégrale de la forme

¢ = A6
4 désignant une fonction de a et @ une fonction de ¢ dont les dérivées
respectives seront appelées A’, 4”7, 6, 8. Nous aurons en substituant

84" + 4d) — L 46" — f(t) = o,

g cos a

équation qui rentre dans la forme (12). Suivant la méthode employée
au sujet des équations de cette forme dans le N° 5, deux cas sont &

distinguer _
1°) Supposons qu'il y ait une relation linéaire a coefficients constants
entre les fonctions de «
A

’
gecosa

(41) A" + 44, 2y

relation de la forme

. 4 .
kl(A” + 4‘A) + kmol e + ks == 0,

g Ccos «

I'on devra avoir
0 ___ 68 1),

I ko ko’

1 2 3

d'ou en écartant le cas de k, = o c'est & dire de f(¢) = o, cas que nous
examinerons a part,

f(t) = Xecosxt + psinxt, A = —%(A cos xt + p sinxt)

ou x est la quantité

=B
, r,
et A, u des constantes. Comme I'on peut, sans changer la solution ¢ — 40

remplacer 4 par —A% et § par — H%ﬁ, on voit que, si f(¢) est de la
3 ‘t

forme Acosxt 4 psinxt on aura une solution en prenant pour € la quan-
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tité Acosxt + psinxt et pour 4 unc intégrale de T'équation linéaire
avec second membre '

(42) A" + 44 + L4 =1

g COS
On en conclut une intégrale de 1'équation aux dérivées partielles pour
le cas plus général ou f(¢) serait de la forme
. i=n
f(t) = 2 X eosxt -+ p,sin zt,

i=1

Ay piy % Gtant des constantes. Cette solution scra
i=n .
¢ = 2 A;(A cosxt + psin x,t)
i=1

o A4; est unc intégrale de I'équation (42) dans laquelle x posséde la
valeur . ‘

2°) Supposons qu'il y ait, entre les fonctions (41), deux relations
linéaires homogénes a coefficients constants

A”+4A:kly ,_‘oli_zk?.

g cos «
Alors, en intégrant la premiére on a

44 =k, -+ Acos2a 4+ psin 2a

' 4qk, cos a
(43) o= k, + chs;a + psin2a’
Ce cas nc peut donc se présenter que si la densité du fil suit une loi
d’aprés laquelle l'équation intrinséque de la figure d'équilibre soit de la
forme (43); c'est ce qui arrive par exemple si la figure d’équilibre est
une cycloide (A = p = 0). Les fonctions 6, 6" et f(¢) sont, dans I'hypo-
thése actuelle, liées par la relation unique

k6 — k0" — f(t) = o

qui donne immédiatement @ quand on a choisi 7(¢), car cette relation
est, par rapport a 6, une équation différentielle lindaire & coefficients
constants avec second membre.
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Cuas particuliers. Supposons que la figure d'équilibre du fil soit
symétrique par rapport a une verticale et que les deux points d’attache
du fil soient a la méme hauteur: alors, si les conditions initiales sont
symétriques par rapport a cette méme verticale, la symétrie persistera
pendant toute la durée du mouvement. Dans ce cas la fonction arbi-
traire f(¢) est nulle comme le montre M. Rourn. En effet ¢ est alors
une fonction impaire de «, p, une fonction paire de a: ce qui exige
f(t) = o. L’équation devient donc dans ce cas ’

% P P¢
(44) da’ T 49 gcosadt® o
Si Von pose, comme ci-dessus
¢ = A6
A dépendant de o scul et € de ¢ scul, on aura nécessaircment
: HEEN ) . : k‘o‘ _
(45) A +A<4‘—g—m)—°
'QI’ — k@ —

k désignant une constante arbitraire. Soit
A = @(a,k)

une intégrale impaire en a de I'équation (45), I'équation aux dérivées
partielles (44) admettra V'intégrale impaire en a

¢'=/c?)(a,k) cost = kf,(k)dk +fcb(a,k) sint\— kf,(k)dk

avee deux fonctions arbitraires f; ct f,.

Parmi les cas ou l'équation (45) se raménce a des formes connues,
les plus simples sont les suivants

1) p, = acosa. La figure d'équilibre est une cycloide; ce cas se
trouve examiné dans l'ouvrage de M. Rourn (loc. cit. p. 313).

2) %: x*sn’q cosa 4+ hcosa, x étant le module de la fonction cl-

liptique sna et k ayant la valear — n(n + 1), » désignant un entier
quelconque. L’'équation (45) est alors une équation de Lami

(46) A" =[—nn 4+ 1)x"sn’a + kh— 4]4
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et # possede la valeur

B = A costyn(n + 1) + pm, sintyu(n + 1).

Soit d’'apres la méthode de M. HerMirE f,(«) une solution de I'équation
de Lamt (46); la fonction f,(— a) sera une autre solution et
fu(a) —f(—a)

sera une solution impaire de 'équation. Alors la série

¢ = X [y costyatn F 1) + o sty G+ DI (2) — fi(— )]

définit une fonction impaire de a saticfaisant a 1'équation aux dérivées
partielles: pour =0 cette fonction et sa dérivée par rapport a # se

réduisent aux valeurs

(¢) = Z W () — f.(— @),

(%) =" it T Ol () — £ (— 2}

\ .o e ele ClA ,
Comme, d’aprés les conditions initiales (¢), et ( sp)‘ sont donnés en

fonction de a, on connaitra les coefficients A, et p, de ces développements

« ] ” A .
et, par suite, l'intégrale ¢.

Soient
¢ y
(%) = F\(=)

(¢) =Pl (%

ces fonctions seront impaires en a a cause de la symétrie supposée. On
est done ramené & ce probléme d’analysé: développer une fonction impaire

de o donnée entre les limites — a, , + a, en série de la forme

R=w

n;)\,, (f(2) — f.(— a)]

-3

convergente entre ces limites.
Acta mathematica, 12, Imprimé le 27 zeptembre 1888,
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B ina sin‘e ,
3% p, = + OS”;;T Dsin ”, B, C, D étant des constantes; dans
S 7

ce cas, I'équation (45) prend la forme

a4+ bsinag + esin’a

; A == 0,
cos*o

AI/ +

a,b,c étant de nouvelles constantes; et cette dernicre équation se réduit
facilement & celle de la série hypergéométrique de Gavss. En effet, en
faisant d'abord un changement de fonction et posant

4= cos"a.tg‘”‘(f' + r) Z,
24
7 étant la nouvelle fonetion inconnue, on pourra déterminer les exposants
A ct p de fagon que, dans I'équation en Z, le coefficient de Z soit égal
a celui de Z” multiplié par une constante y; il suffira pour cela de vé-
rifier les trois équations

p—2r=v—a, p— 2y = —b, N=—y—c
qui déterminent A, s et y. L’¢limination de v et s conduit, pour calculer
A, & une équation du quatricme degré qu'on abaisse au second degré en
prenant pour inconnue A* — A. Les constantes A,y et v étant ainsi dé-
terminces, I'équation qui donne 7 prend la forme
1 — A8ina

VAR Ry il Ry AR

G cosa 2~ TV
et se réduit a I'équation de la séric hypergéométrigne si 'on fait le
changement de variable indépendante

" e
cos? <~ + —) = .
2 Ty






