SUR UNE CLASSE DE GROUPES DISCONTINUS DE
SUBSTITUTIONS LINEAIRES ET SUR LES FONCTIONS
DE DEUX VARIABLES INDEPENDANTES RESTANT
INVARIABLES PAR CES SUBSTITUTIONS

PAR

EMILE PICARD
a4 PARIS.

La théorie des fonctions elliptiques a donné le premier exemple
d'une fonction uniforme d'une variable ne changeant pas pour un groupe
d’'une infinité de substitutions linéaires non permutables faites sur cette
variable: je veux parler de la fonction modulaire, c'est 4 dire du module
considéré comme fonction du rapport des périodes, fonction étudiée, comme
on sait, pour la premiére fois par M. HermrTe; des fonctions d’une variable
se reproduisant pour un groupe d’une infinité de substitutions linéaires,
ont été depuis I'objet de divers travaux, et, dans des recherches récentes,
M. PoiNcARE a traité cette question dans toute sa généralité, en dévelop-
pant son admirable théorie des fonctions fuchsiennes. ‘

Je me suis depuis longtemps proposé le probléeme de la recherche
de fonctions de deux variables indépendantes qui puissent étre considérées
comme les analogues des fonctions elliptiques modulaires. On reconnait
facilement que la théorie des fonctions abéliennes n’est pas susceptible,
d’'une maniére générale, de conduire & des fonctions de plusieurs variables
entiérement analogues aux fonctions modulaires. Prend-on, par exemple,
les fonctions abéliennes du premier genre: elles conduisent & un systéme
de trois modules, fonctions de trois variables indépendantes, dont les
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propriétés ont été étudiées par M. Hermire dans ses belles recherches sur
la transformation des fonctions abéliennes (Comptes Rendus, 1855). Ces
fonctions se reproduisent bien pour un groupe d'une infinité de substitu-
tions faites sur les variables; mais ici ces substitutions ne sont plus
linéaires. Ainsi done, laissant nécessairement de deux cotés le cas de
deux variables, on passe immédiatement a des fonctions de trois variables,
et la forme linéaire des substitutions a disparu. C'est en étudiant un
cas particulier des fonctions abéliennes du second genre (correspondant a
p=3) que jai trouvé l'extension cherchéc. I’étude du groupe discontinu
particulier correspondant & ces nouvelles fonctions m’a conduit & une
classe étendue de groupes linéaires discontinus pour le cas de deux
variables; c'est a 1'étude de ces groupes qu’est consacrée cette premiére
¢tude ol je montre aussi qu'il existe des fonctions de deux variables que
les substitutions de ces groupes laissent invariables. Dans un autre
travail je reviendrai particuliérement sur les fonctions de deux variables
analogues aux fonctions modulaires; jespére pouvoir montrer ensuite que
tous ces résultats sont encore susceptibles de généralisations fort étendues,
et indiquer lintérét que peut présenter la considération des fonctions de
cette nature tant pour la théorie des fonctions algébriques de deux
variables indépendantes que pour 1'étude des équations linéaires simul-
tanées aux dérivées partielles. .

1. Dans un de ses mémoires sur les formes quadratiques, M. HermiTe
a étendu la théorie des formes quadratiques binaires, en étudiant les
expressions

azz, + bry, + b,y + cyy,

les variables x et y sont des quantités complexes dont x, et y, représen-
tent les conjuguées; les coéfficients extrémes a et ¢ sont réels et les
coéfficients b ot b, sont des quantités imaginaires conjuguées.

Nous allons considérer ici une forme quadratique ternaire analogue:

S, y,2, 2,9, 2,)=axz, + a'yy, + "2z, + byz, + b,y,z + Vex, + V2,0 + V'ey, + V" 2,y

1

les cocfficients @, @/, a" étant réels et les autres codfficients étant deux
a deux conjugués.

Effectuons sur les variables z, y, z la substitution linéaire
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w=0aX + 3Y + vZ
y=dX+ Y + 7
r=d'X + 5'Y + 77
en effectuant en méme temps sur z,, y,, 2, la substitution aux coéfficients

conjugueés
z, = a, X, + 8,Y, + 1.4,

Yo = aloXo + ﬂlo Yo + 7/0Zo
By = alloXo + I'?Ho Yo + 7,10Zo

on voit de suite que cette substitution conduit & une transformée de
forme toute semblable:

AXX, + AYY, + A"ZZ, + BYZ, + B,Y,Z + B%X, + B 4,X + B'XY, + B'X,Y

De plus si on pose:

a bl} b’o
S=|v, a b
¥ b, o

et soit 4 la transformée de ¢ quand on y remplace les petites lettres par
les grandes on aura:

a fB 7 a B 7
d=|d IH ' 7" X alo f? ,o 7/0 X d
all /9![ 2,Il allo ﬁ!lo 7’IIO

Par conséquent 'expression ¢ jouera ici le rédle d'invariant.
La forme f peut étre mise sous une forme particuliére. Posons en

effet
ax + by + b= u

(aa’ — b"b" )y + (ab, — b")s = v
Z=w
On aura, comme on le reconnait immédiatement

1 ’ AR 3
N fl, vy, 2, 2, v, 2,) = (e — 5T [vo, + (aa’ — V"V un, + ad. ww,)
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Nous supposons, bien entendu, que @ et aa’— 6”0’ ne sont pas nuls.
Les divers cosfficients a, aa’ — 4"0”, et 0 sont réels. Cette formule, dans
le cas ou les cosfficients et les variables sont réels, donne évidemment la
décomposition de la forme quadratique en une somme de carrés. Cette
décomposition de la forme f en une somme de termes de la forme euu,
peut toujours se faire d’ailleurs quand linvariant ¢ n’est pas nul et cela
de telle maniére que u, v et w sont linéairement indépendants; c’est un
point entiérement ¢lémentaire sur lequel nous n'insisterons pas et nous
garderons la forme précédente en supposant que a et aa’ — b"b”, ne
sont pas nuls.

Si aa’ — b"b"; et a.0 sont positifs, la quantité entre parenthéses sera
une somme de quantités positives et la forme f aura par suite un signe
invariable: elle sera définie. Dans tous les autres cas la forme sera
indéfinie c'est & dire qu'elle sera susceptible de changer de signe.

2. Nous allons supposer maintenant que les coéfficients de la
forme f sont des nombres entiers; les coéfficients a, a’, a” seront néces-
sairement des entiers réels, quant aux coéfficients b, &, &” ce sont des
entiers complexes formés soit avec les racines de l’équation o® 4 1 = 0,
soit avec celles de l'équation a® 4 a 4+ 1 = 0, c’est & dire les racines
cubiques imaginaires de l'unité, soit d'une maniére plus générale avec les
racines de I'équation du second degré:

la* +pa 4 v =20
ot A, p et v sont des entiers réels pour lesquels on a:
p©W—4dv <0
Supposons qu'une substitution:
v=aX + Y + 7Z

(2) y=adX+ fY + Y72
r=d X+ Y + 72

4 coéfficients entiers de la méme nature que b, b’ et b” transforme en
elleeméme la forme f; on en déduit immédiatement une substitution pour
u, v, w qui transforme en elle-méme la forme:

v, + luu, + adww, (en posant { = aa’ — b"4")
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Il suffit pour V'obtenir d'ajoindre aux équations (2) le systéme:

w=ax + by + b’z : U=aX+ ¥ Y + b2
(3) v = (aa' — Vb )y + (ab, — b'b")z V=~Aaa' — "0 )Y + (ad, — bb"}Z
w =2z W=12

Les équations (2) et (3) permettent d'exprimer u, v et w linéairement en
U, Vet W. Il importe d’examiner quelle sera la nature des coéfficients
de cette substitution; ce ne seront plus des entiers, mais en remarquant
que le déterminant de la substitution (2) doit nécessairement avoir 'unité
pour module, nous voyons que %, v et w sexprimeront en fonction
lindaire de X, Y et Z les cosfficients étant entiers. D’ailleurs si on
exprime X, ¥ et Z en fonction de U, V et W les coéfficients seront des
nombres fractionnaires dont le dénominateur sera un diviseur de al.
Nous avons donc une substitution:

w= MU+ PV 4+ RW,
) v=MU+ PV +RW,
w= MU+ P,V + R W,

les coéfficients étant des fractions dont le dénominateur divise al.

3. [Ecrivons d'une maniére générale la forme en w, v et w de la

maniére suivante:
auwu, + fvy, + yww,

ol @, f et y sont des entiers réels dont aucun n’est nul. Les substitu-
tions (4) transformant cette expression en elle-méme, on aura les relations:

aM .y, + My, + yMpy, = a
aP,z, + BP,m, + yP,m, =B
aBpo, + BR,p, + yReo, =7
aly, + APy, + yPy, =0
aMp, + Mo, + yMp, =0 -
aP,p, + BP,p, + yPp, = 0

(5)

ou les lettres grecques désignent les conjuguées des grandes lettres cor-
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respondantes. En tenant compte des relations (5) les équations (4) se
résolvent immédiatement par rapport & U, ¥ et W; ou trouve ainsi

Ug = quu + B + prw
Vg = anu + frv + ymw
Wy = ap,u + fp,v + jp,w

et on tire de la que le systéme (b) est entiérement équivalent au suivant:

My, Pm  Rp 1
« T F] + r e
Mﬁ/‘l? P27T2 R?p? 1
+ =
z T B r B
My | Pymy | Bopy 1
a B r 7
© M P R
/12 1 lnf lpl
+ + =0
a B r
wM, | P,m,  Rep,
+ = =0
. T B s
#SMI + Plﬂﬂ + Rlloﬂ — O
a 4 7

Ceci posé, supposons d’abord que a, § et y soient de méme signe,
par exemple positifs. On déduit de la forme des trois premiéres équa-
tions (6) que les substitutions sont en nombre limité, puisque les

: ‘ E
M, P, R sont de la forme L
a pour une forme quadratique définie flz, y, 2, z,, ¥,, 4,) quun nombre
limité de substitutions & coéfficients entiers, la transformant en elle-méme.
‘ 4. Passons au cas ou la forme est indéfinie, c’est & dire ou a, f
et 7 ne sont pas de méme signe, soit

E étant entier. Par conséquent il n'y

a>0 A>0 y=—g<O.

Il y a dans ce cas une infinité de substitutions a coéfficients entiers
transformant en elleeméme la forme f. Je me propose d'établir la pro-
position suivante.
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Considérons le groupe des substitutions

M+ Py + R, Y_Mew-l-—ng+R2
" Mpa+ Py + R Mo+ Py + R,

effectuées sur les deux variables x et y; je dis que ce groupe sera discontinu
pour tout systéme de valeurs x et y telles que-
a(mlﬂ + muz) + ﬂ(yiz + ynz) — g < O

en posant # = o' + w” et y =y + 4"
Remarquons d’abord qu’en faisant sur u, v, w la substitution
b ?

U=Mu+ Pv+ Bw
V=»Mu+ Pywv+ Rw
W=Mu+ Pv+ Rw
on aura:
aUU, + BVV, — yWW, = auu, + fvv, — yww,
et par suite

1
- mod*(M,x + P,y +- R,

(X + X7%) + Y+ Y —g ) la@” +2"") + A" + ¥ —y]
en posant, bien entendu, X = X' 4+ X" et ¥ = ¥ 4 1"

Il en résulte que si le systéeme =z, y est a lintéricur du domaine
défini par l'inégalité

ad + 27) + B+ Y <g

il en sera de méme du systéme des variables transformées X et Y.

Observons maintenant qu'il ne peut y avoir qu'un nombre fini de
substitutions du groupe pour lesquelles le module de "R, soit moindre
qu'une quantité donnée I(; c’est ce qui résulte des équations (5) et (6).
I’équation:

« B g 9

My, + Px, R.p, _1

par exemple, montre que les modules de M, et P, seront limitées en
fonction de K ct les trois premiéres équations (5) apprennent successive-
ment quil en est de méme pour M, P, B et M, I, R,. Donc
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d’aprés leur forme, les quantités M, P, R ne peuvent avoir qu'un nombre
limité de valeurs.

Montrons enfin, et c’est le point essentiel dans notre démonstration,
que quand le module de R, grandit indéfiniment

mod (M,z + P,y + R,)
grandit lui-méme indéfiniment. On a en effet:
mod (M,z + P,y + R,) > mod B, — mod (M,z) — mod (P,y)

le second membre de cette inégalité étant, comme nous allons voir, positif.
Nous Yécrirons sous la forme: "

mod* R, — [mod (M,z) + mod (P,y)]
mod B, + mod (M,z) + mod (P,y)

2
ou en remplacant mod® R, par sa valeur 1 + g(m‘)d’ M, , mod Ps)
a

8

1+ (%— mod* m)mod’ M, + (%—- mod* y )mod’ P, — 2modx - mody-mod M, mod P,

mod B, 4+ mod # - mod M, + mod y - mod P,

Or le numérateur, abstraction faite de l'unité, est un polynome homogeéne
en mod M, et mod P,; on vérifie aisément qu'il est essentiellement positif,
le discrimmant est en effet:
2 E ] g 2 g 2
mod’ 2 - mod® y — &-—mod x l—g—mod Yy

ou
3

2 ’q 1y g ’q 78 ____g__

ﬁ(w +27%) + 27 + 97 pr
et on voit qu'il est négatif puisque, par hypothése:

a(a:" + wl!’) + ﬂ(yll + yu!) < g

d'autre part le coéfficient de mod’® M,

g_ (& + 2"%)
a
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sera certainement positif d’aprés l'inégalité précédente. Ecrivons mainte-
nant la limite mferleure de mod (M,z + Py 4+ R,) sous la forme

g o \mod’ ]l{ (__ . )mod2 mod® P, mod M, mod P, 1
mod R (a mod z) g mod”y 10d® R 2mod x_ti(id Y mod R, mod R, +mod’ R,
) 1 + mod mod M, + mod g rﬁ(ld—b‘
" "mod R, 0 J‘modl?s

\ A T od M mod P
D’aprés ce qui vient d’étre dit et en remarquant que -3 e 3

P 1 1 4 mod R, mod R,
restent, quand R, augmente indéfiniment, toujours moindres qu’une ex-

pression facile & déterminer puisque

lmod*M, 1 mod®’P, 1 1

«mod® R, B mod®R, ¢ gmod' R,
on voit qu'on pourra fixer un nombre positif 4 dépendant uniquement de
7, ¥ 9, a et f3, auquel le coéfficient de mod B, sera constamment supérieur,
et on aura alors
mod (M,z + Py + R,) > 4 -mod R,

et il est donc bien établi que, quand mod R, augmente indéfiniment, il
en sera de méme de mod (M,x + P,y + R,).

5. Ces remarques faites, la démonstration va g'achever bien aisément.
Reprenons en effet 1'égalité précédemment établie:

—aX 4+ X — HT T g =

1
" mod® M2+ Py + R,

[— a(@” + 2"%) — Bly™ + y"*) + 4]

ot les deux membres sont positifs; on aura, d’aprés I'inégalité ci-dessus
écrite:

1 1
. 12 (28] —_ 12 (733 R Iz 1" — 2 "°e
X7+ X7 — AYT+ YY) + g < gy gl A+ ) — B+ ) 4]

On en conclut que le groupe est discontinu; car on aurait dans le
cas contraire une substitution

Mz + Py + R, y = Mz + Py + R,

X = =
M 4+ Py + R, M2+ Py + R,

our laquelle X et Y différeraient respectivement d’aussi pen que on
p q e8P peu q

voudrait de x et y et pour laquelle on aurait par conséquent:
Acta mathematica. 1. 39
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— (X 4 X)) — Y+ Y + g =(1 + o)[—a@® + &) — " + v + g

¢ étant une quantité réelle dont la valeur absolue est moindre qu’un
nombre positif » donné a Pavapce aussi petit que I'on voudra: par suite

' 1 1
a +£)<mod’1?:”A_’
done
1 11
2  —
wod' By ST g mE<T—y T

mais le nombre des substitutions pour lesquelles le carré du module de
. ) 1 1 ) . .
R, cst moindre que T— T est fini, d’aprés une remarque faite précé-

demment, et on ne peut évidemment pas alors trouver parmi elles des
substitutions pour lesquelles X et Y différent de x et y d’aussi peu que
I'on voudra.

On voit d’ailleurs que, pour la suite des systémes de valeurs X et T,
quand on effectue sur « et sur y toutes les substitutions du groupe, I'ex-

pression positive
g __a(XIQ + Xil?) _— I@(YI! + Yui)

tend vers zéro, puisque mod R, grandit sans limite.
Il est clair que Panalyse précédente ne subsiste pas, si le systéme
x, y est en dehors du domaine défini par Vinégalité:

a@® + 2% + fy”* +y") —g < 0.

Dans ce cas chaque substitution du groupe ne donne plus nécessaircment
pour X et Y une valeur déterminée. Prenons en effet la substitution

Mz + Py + R, _ Mz + Py + B,

X = = .
Max+ Py + R’ Max+.Py + R,

Supposons que le systéme z, y satisfasse aux deux équations
Mae+ Py+ R =0
Maz+ Py+ R, =0

on voit que Y aura une valeur infinie et que X sera indéterminée.
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Cette circonstance ne peut pas se présenter quand (z, y) est a lintérieur
du domaine précédemment défini, parce que dans ce cas

mod (M,z + P,y + R,) > A mod R,

et par suite mod (M,x + P,y 4 R,) n’est jamais nul.

6. Dans le groupe des substitutions a coéfficients entiers, trans-
formant en elle-méme une forme f(z, y, 2, %,, ¥,» 4,), on peut considérer
un sous-groupe particuliérement intéressant. L'invariant de la forme se
reproduisant multiplié par le carré du module du déterminant de la sub-
stitution, ce module doit étre égal 4 l'unité; le sous-groupe que jai en
vue est celui pour lequel le déterminant lui-méme est égal & l'unité.
C’est toujours de celui-ld qu'il sera question dans la suite, quand mnous
parlerons du groupe des substitutions transformant la forme en elle-méme.

7. Arrétons-nous un instant sur un cas particulier. Nous prenous

la forme
XX, + YYo, = %2,

et nous considérons le groupe des substitutions a coéfficients entiers de
la forme a 4+ bi (ot a et & sont des entiers réels), transformant cette
forme en elle-méme. Soit

2 =MX+PY+RZ
y=MX+ PY+RZ
= MX+ P,Y + R

les relations du paragraphe (3) deviennent

Mp + Mp, — My, =
P + Prn, — Pym, =1
Rp, + Rp, — BRp, = —1
Py, + Py, — Py, =0
Mp, + Myp, — M,p, = 0
Pp, + Pp, — Pp, =0

systéme qui est équivalent au suivant:
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My, + P, —Rp, =1
Myupy, + P,m,— R;p, =1
My, + Pr, — Rp, = —1
M, + 2, P, —Rp, =0
mM, + m,P, —Rp, =0
wM, + 7, P, —Rp, =0

(e)

Nous allons encore remplacer ce systéme par un autre; remarquons
a cet effet que les équations

/lex + 772P1 - Ruoz =0
/laMs + 72'2P3 - Rapz =0
donnent

4 _ % _ Ps
"'PxRa + PBRI _RlMs + Raij MlPs_MaPI

désignons par s la valeur commune de ces rapports; en substituant ces
valeurs dans la seconde des équations (¢), on a:

s{M,(P,R, — PR)) + P,(M\R, — R M) + R, (M,P, — M, P,))] =1

or le codfficient de s est le déterminant de la substitution, il est donc
égal &4 +1 ou +i Ne considérons que le sous-groupe pour lequel ce
déterminant cst égal & l'unité: on aura alors s = 1.
Ainsi
py = PR — PR,
7, = MR, — M,R,
£y = lk[xps - JIapx
auquel il faut adjoindre:

Mnux + Pxﬂx - Rxlox =1
Ma/‘a + Pa, — Rp, = — 1
#M, + 7P, —Rp, =0

et de ce systeme de six équations on peut d’ailleurs facilement déduire
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le systéme des équations (¢). On a en cffet d’apres les trois derniéres
équations:

—(MJ"L + Px“x_Rllox)(Ms)aa + Psns.—Ralos) +(;13M1 + 7, Px_ Rzloa)(]‘/lsﬂl + Pa”l —'les) =1
ce qui peut s'écrire:
(PsRl*PlRa)(ﬂs/)l_‘72.1/”3)+(Mst“Z'/IsRl)(/llp3—_—/13101 )_(5111)3~‘M3 Px)(/lxzs_/lsﬂx)z 1

ou enfin
My, + Py, — R

2[02 = ]'

Quant aux autres équations () on voit de suite qu’elles sont vérifiées.
Avec cette nouvelle forme, le groupe se trouve donné par les valeurs de

M, P, R, M, P, R,
vérifiant les équations

]”u”l + Plnl - Ruox =1

Ms/‘s + Pa”a — R’aps =—1
/13]”1 + ﬂBPl - Ru”a =0

A toute solution de ces équations correspondront des valeurs entiéres
de M,, P, ct R, Je reviendrai dans un autre travail sur le groupe
précédent.

8. Reprenant maintenant le cas général, je veux montrer que lon
peut former des fonctions uniformes des dewr variables x et y, définies pour
tous les systemes de valewrs x et y du domaine D déje considéré, domaine
défini par Uinégalité

W@+ ) AT Y =g <O

et qui se reproduisent powr toutes les substitutions du groupe (M, P, R)
¢est 4 dire quand on remplace x et y par

_Maz+ Py + E v My + Py + B,
- Ma+ Py + R’ T Mz + Py + R,

Comme je U'ai dit plus haut (paragr. 6), je considére le groupe des sub-
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stitutions pour lequel le déterminant de la substitution est égal a I'unité;
nous avons done ici

M, P, R,
M, P, R |=1
M, P, R,

J'envisage le déterminant fonctionnel de X et Y, soit D(X, Y); nous
allons étudier la série dont le terme général est:

[mod D(X, Y)"

la sommation étant étenduc a toutes les substitutions du groupe; et nous
prouverons qu'a partir d’'une valeur convenable de l'entier mi, la série est
convergente. Calculons d'abord ce déterminant fonctionnel, on trouve

de suite: :
90X 3Y X oY 1

Nous avons donc & considérer la serie:

1
mod (M,z + P,y + E,)™

Pour démontrer la convergence de cette série, nous emploierons deux
méthodes distinctes, I'une particuliere a4 la nature spéciale des groupes
que nous venons d’étudier, 'autre beaucoup plus générale et applicable
& tout groupe discontinu, moyennant seulement quelques hypothéses sur
la nature de ce groupe.

9. Pour plus de simplicité, supposons que le groupe considéré soit
le groupe des substitutions a coéfficients entiers de la forme a4 bi,
transformant en elle-méme la forme:

auu, + fvv, — gww,

le méme raisonnement, avee quelques légéres modifications sculement,
serait applicable au cas général précédemment étudie.

Nous avons établi (paragr. 4) que pour un systéme dc valeurs z, y
situé 4 lintérieur du domaine D, on a:

mod (Mz + P,y + R)) > A-mod R,
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A étant une constante dépendant seulement de z, y et «, B et y, mais
nullement des M, P, R. '

Pour une valeur domnée a R, il ne peut y avoir qu'un nombre
limité de substitutions appartenant au groupe (paragr. 4); cherchons une
limite supérieure de ce nombre. Remarquons d’abord quil résulte des
équations (5) et (6) (paragr. 3) qu'a une valeur donnée de R,, M, P,, R, R,
ne peut correspondre qu'une seule substitution. Nous avons done seule-
ment a chercher, pour une valeur donnée de R, le nombre maximum
de valeurs possibles pour le systéme des quatre quantités M,, P,, R, ct R,.
Il nous suffira de considérer les équations:

M.y, n Pz, _ Rp, 1

@ A g g
aRnnl + ﬁRzpz - 9R3P3 =—9

Soit R, = a + bi et posons
Ri=m+in, B,=p+1g
La seconde équation s'éerira:

am® + n*) + Ap* + ¢*) = gla’ +b* —1)

m et » seront certainement moindres que ‘/-‘1 (a® 4 b%) et p sera moindre
a

que V‘%(a’ + b%; donc le nombre de systémes de valeurs possibles pour
R, et R, sera moindre que
(a® + b9E. N

N étant une constante purement numérique, dépenda.'nt seulement de a,
et g, qu'il est inutile de fixer. Tout pareillement le nombre de systémes

de valeurs possibles pour M, et P, sera moindre que

(a'1l + bz)iZ ) N:

donec pour la valeur R, = @ + bi, une limite supérieure du nombre de
substitutions entiére possible dans le groupe, sera:

N. Nl(da + bz)a

Revenons maintenant & la série dont le terme général est
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1
mod (M,z + Py + I,)*™

il pourra y avoir un certain nombre de termes pour lesquels R, aura la
méme valeur, mais ce nombre sera moindre que N*(a® + 0%)°
On a d’autre part

1 1 1
mod (z + Py + R ~ 4% (mod B)™

donc la somme des termes pour lesquels R, a la méme valeur, sera
moindre que
NN, (a® + b

3m 3m
4 2

(@ + 1)

la série tout entiére sera donc moindre que le produit de —A_T@ par la

série dont le terme général est:

(az + b2)9

—m

(a* + %7
ou @ ct b recoivent toutes les valeurs entic¢res possibles, & l'exception de
a=0,b=0. Or on voit facilement que pour toute valeur de m, égale

ou supérieure & 3 cette derniére série converge. Dans lc cas de m = 3,

son terme général est en effet:
1

(@* + bHh

Faisant varier a et & depuis 'unité jusqu'a linfini, nous prouverons
la convergence de cette série en montrant que l'intégrale double

- @®

da db
(a* + b’)g

a un sens déterminéd, Or cette intégrale peut s'écrire

" dadt . ) da dt
- qui est moindre que — —_—
a’(l + %) o 1+t
1 1_ 1 0

expression dont la valeur est parfaitement déterminde.
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Nous avons donc établi que la série

1
mod (M2 + Py + R,)*"

étendue a toutes les substitutions du groupe est convergente si m est ¢gal
ou supérieur a trois. Notre seconde démonstration nous permettra de
voir que ce résultat subsiste quand on a m = 2.

10. Avant d’exposer cette seconde démonstration, voyons de suite
le parti que l'on peut tirer du résultat précédent pour obtenir des fone-
tions restant invariables pour toutes les substitutions du groupe. Soit
R(z, y) une fonction rationnelle de x et y restant uniforme et continue
pour tous les points & lintérieur ou sur la limite du domaine D

a@* + &%) + By + ¥ —9 <0

Tout polynome entier satisfait naturellement & cette condition; comme
exemple d’une fonction qui ne soit pas entiére citons

1

a—x—1y

a étant une quantité positive supérieure a 9B+ a),

afl
Formons alors la série
(a) ER’ Mx+ Py + R, Mo+ Py+ R,) 1
M@z + Py + R, M@+ Py + R,) (M + Py + R,)™

qui est étendue i toutes les substitutions du groupe. Puisque nous
avons établi que la série de terme général

1
mod (M2 + P,y + R,)*™

était convergente; il s'ensuit que la série des modules des termes de la
série (a) est convergente. Nous formons donc ainsi une fonction de z
et y uniforme et continue pour tout systéme de valeurs (z, y) & l'intérieur

Acta mathematica. 1. 40
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du domaine D; soit P(x, y) cette fonction. Il est facile de voir ce que
devient cette fonction quand on fait sur (z, y) une substitution du groupe;
chaque terme de la nouvelle série devient égal a un terme de la premiere,
multiplié par le dénominateur des formules de substitution, élevé a la
puissance 3m.

On a donc, pour toute substitution (M, P, k)

P[le + Py + R‘, Mz + Py + _If,] — (M + Py + R)™ P(e, y)
Me+ Py + RS> Mo+ Py+ R, 3 3 8

Ces fonctions sont, comme on le voit, les analogues des fonctions d’'une
variable, appelées thétafuchsiennes par M. Poixcarg et qui jouent un role
sl important dans sa théorie des fonctions fuchsiennes.

11. Ce résultat serait illusoire si la fonction P(r, y) était identi-
quement nulle: c’est un point qui parait peu vraisembable, vu surtout
le degré de généralité de la fonction rationnclle R; mais pour plus de
sturcté montrons en toute rigueur, que ce résuitat ne peut se présenter,
quelle que soit la fonction rationnelle R, au moins & partir d’une valeur
suffisamment grande de Ventier m. Nous raisonnerons cncore, pour plus
de simplicité, sur le groupe des substitutions (paragr. 9) a codfficients
entiers transformant en elleméme la forme

awu, + Bov, — yww,

et il nous suffira de constater que la série:

A 1
) Lz + Py + B,

au moins pour certaines valeurs de m, n’est pas nulle pour « = 0,y = 0.
Or il y a un nombre limit¢ N de substitutions pour lesquelles on a
R, = +1 ou £, et en prenant m = 4n, la part provenant de ces termes
scra ¢évidemment N.  Pour tous les autres termes le module de R, sera
supérieur & Umnité; chaque terme sera trés-petit si 2 est suffisamment
grand et par conséquent leur somme, puisque nous savons que la séric
est convergente; la série différera donc peu de N et par conséquent ne
sera pas nulle. Nous sommes donc assuré que la série précédente ne
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peut pas toujours étre identiquement nulle, et alors il ¢n est évidemment
de méme de la série («) précédemment formée.

12. La connaissance des fonctions P(r, y) conduit immédiatement
a la formation de fonctions se reproduisant pour toutes les substitutions
du groupe.  Prend on en effet deux fonctions P(r, y) ct @(r, y) corre-
spondant a la méme valcur de m; on a, en posant

_ Pz, y)
’”~M%w’

F(z

(le + P‘yv+ Q Max+ Py + Q) = Fls, y)
Maz+ Py +Q,° Mz+ Py+ @, ’

1l existe donc des fonctions uniformes des dewr variables indépendantes
x et y, définies dans le domaine D et se reproduisant quand on effectue sur
x et y toutes les substitutions du groupe (M, P, R).

18. Jarrive maintenant & la seconde démonstration que jai an-
noncée pour la convergence de la série:

1
(0w + Py + B)™

Cette démonstration ne s'applique pas seulement aux groupes dont
nous nous somines occupés dans cette étude, mais a tout groupe discontinu
jouissant des propriétés suivantes.

Considérons le domaine D limité par la relation

Aty Yyt =1
et désignons encore par:

_Max+ Py + R, Y - Mz + P,y + R,

X*M@+Ky+&’ T Ma+ Py + R

une substitution quelconque du groupe proposé. Nous supposons d'abord
qu'a tout point (r, y) sur la limite du domaine [jappelle, pour abréger,
point (z, y) l'ensemble des valeurs x et y] correspond un point de cette
méme limite ce qui nous donne les relations
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Mnﬂx + 1”2/"2 - Ms/‘ls = PL": + 1)271‘2 - Psﬂa = (Ru”l + Rz/’z - Rsﬂs)
Pl/‘x + Pmuz""P:;/‘s =0

Muot + Mstoi - M:uos =0

P1P1+Pzpz’_Pn.os=O

ou, comme précédemment, les lettres grecques sont les conjuguées des
grandes lettres correspondantes. Nous supposerons de plus que le déter-
minant (M, P, R) de la substitution soit égal a l'unité. Or désignons
par k la valeur cominune, nécessairement réelle, des trois expressions sur
la premicre ligne, on tire des autres équations:

P B P P

1 2 3 —_

— P F 1Py — Pty Py Py — 1P

et en substituant dans la relation
Pm+ Pim,— Py, =k

on aura, en tenant compte de ce que le déterminant est supposé égal a
T'unité
s=k
donc
P, = k0, — )
Pu = k(/‘llos _/‘saox)
P, = k(/‘uos _/‘sz)
et de méme on trouverait:
M| = k(%ﬂs - ”3102)) R1 = k(zmus —/‘tﬁﬂs)
M, = Krp, —mp,), B, = k(pm, —mp,)
M, = kK=,p, — mp,), R, = kmm —pm)

d’otr on conclut- en portans let valeurs des M et B dans les expressions

des P
P, = kP, P,=KP, P,=FkP,

on en conclut que k* =1 et par suite & = 1.
Les relations entre les M, P, R ont donc absolument la méme forme
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que celles que nous avons considéré au paragraphe (7). Seulement dans
ce dernier les M, P, R représentaient des entiers complexes, tandis qu'ici
nous ne savons rien sur ces constantes.

D’aprés la forme de ces équations, une substitution quelconque du
groupe transformera un point du domaine D en un point du méme do-
maine. Nous supposons enfin que le groupe ‘est discontinu pour tous les
points a lintévieur de D, et voici ce que nous entendons par la: x, y
étant un point quelconque a lintérieur de D et D, étant un domaine
quelconque comprenant ce point mais compris lui-méme tout entier dans
D, les transformations du groupe effectuées sur (z, y) ne donneront qu'un
nombre limité de points & lintérieur de D), ; par suite quand on effectue
sur (z, y) toutes les transformations du groupe, les valeurs transformées
tendent vers la limite du domaine D.

Considérons le dénominateur

Msx+Psy+Ra
on a

mod (M,z + P,y + R,) = mod R, - mod (f{—“w + %y + 1)
3 3

or nous avons les relations [relations (¢) du paragr. 7]

M

M+ Pr,—Rp, =1
Muy, + P, —Rp, =1
My, + Pz, — Bp, = —'1
M, + 1, P,—Rp, =90
pM, 4+ 7, P, —Rp, =0

M, + P, — Rxlos =0

on voit donc que mod R, > 1 et

1

M, P
23 2% e ]
mod + mod 7 1 mod" F,

B

3 3

mod% et mod Py
Rs ‘3

Pintérieur de D, on a

sont donc moindres que un et pour un point {(z, y) a
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b M’{ P3 3
mod(ﬁsmv-f-ﬁgy-f- 1) <3
On peut trouver uue limite inférieure ‘de la méme quantité, en suivant

la voie du paragr. (4); on a ainsi

g

mod(yizv+ ~P—“y+ 1)>

R, R,
— 2., Zf!z — 2 2_12_._‘) ’ e D M__’ & ___1_
. (1 —-mod*x)mod %, +(1—mod*y)mod R, 2modz - mody modl‘,s 1n0(1R3+n10d21{3
1+ modw d%-r mod 1 modf;q
mod.«-mo R y R,

et par suite

1 —mod*z — mod®y
3(1 — mod*® )

M, P,
Ecrivons donc
mod (M,z + P,y + R,) = A-mod R,

A satisfaisant aux conditions

1 — mod*®z — mod® y

3(1 — mod*#) <4<3

Ceci posé, soit z,, y, un point tel que la substitution unité soit la
seule qui le transforme en lui-méme (c’est évidemment ce qui arrive
pour un point pris arbitraircment), ct envisageons la série (x,, ¥,), (z,,,),....
des points transformés de (r, y,) par les substitutions du groupe. Je
trace autour du point (r,, y,) un petit domaine: soit pour fixer les idées

(@ =)+ @ =Y @ —H ) =y =

ou ¢ est uné quantité tres-petite, la limite de ce domaine que nous
appellerons 4. Les substitutions transformeront le domaine 4, en une
séric de domaines ¢, d,,.... autour des points (x,, ¥,), (T4 Yp)y« - -
Le groupe étant discontinu, il est clair que 'on pourra prendre ¢ suffi-
samment petit pour que tous ces dowmaines soient extérieurs les uns aux
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autres; supposons donc ¢ ainsi choisi. Considérons alors lintégrale qua-

druple:
f f f da’ da” dy’ dy”

étendue a chacun des domaines 4,, 4,,....; la somme de toutes ces
intégrales aura une valeur finie, car elle est évidemment moindre que la
valeur de Vintégrale précédente étendue au domaine D tout entier. Or

soit l'intégrale
[[ [ [ax dx"d¥ ay”

étendue au domaine ¢ transformée de 4, par la substitution:

M.n+P1/+R Y_M,x+P2'y+R2

X= Ma+ Py + R T Me+ Py + R,

on voit, par un calcul bien simple, que lintégrale précédente est égale

da’ da”’ dy’ dy”
mod*(M,x + P,y + R,)*

étendue au domaine ¢,; de cette manicre toutes les intégrales se trouvent

a Vintégrale

ramenées & ce domaine. Le terme généml de la série sera donc

do’ da’ dl/ de’ da” dy' dy”
nlod‘ R®,

Or d’aprés les limites données a linstant pour 4, cette derniére
intégrale quadruple sera comprise entre deux limites, la limite inférieure
étant une quantité différente de zéro, et on conclut que la série de terme
général

1
mod® R?,

étendue o toutes les substitutions du groupe est convergente. II en résulte
immédiatement que la séric de terme général

1
mod (Mye + Py + k)™
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est convergente, m étant supérieur ou égal & deux, puisque l'on a
mod (Mz + P,y + R,) = Amod R,

4 étant limité, comme il a été indiqué plus haut.

On voit donc que pour tous les groupes discontinus jouissant des
propriétés énoncées, il existe des fonctions qui restent invariables pour
toutes les substitutions de ces groupes.

Paris, le 28 décembre 1882.




