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La thdorie des fonctions elliptiques a donnd le premier exemple 
d'une fonction uniforme d'une variable ne changeant pas pour un groupe 
d'une infinit6 de substitutions lin6aires non permutables faites sur cette 
variable: je veux parler de la fonction modulaire, c'est ~ dire du module 
consid6r6 comme fonction du rapport des p6riodes, fonction 6tudi6e, comme 
on salt, pour la premi6re fois par M. H~RMITE; des fonctions d'une variable 
se reproduisant pour un groupe d'une infinit6 de substitutions lindaires, 
ont 6t6 depuis robjet de divers travaux, et, dans des recherches rdcentes, 
M. POINCAR~ a trait6 cette question dans toute sa g6n6ralit6, en d6velop- 
pant son admirable th6orie des fonctions fuchsiennes. 

Je me suis depuis longtemps propos6 le probl6me de la recherche 
de fonctions de deux variables ind6pendantes qui puissent ~tre consid6r6es 
comme les analogues des fonctions elliptiques modulaires. On reconnait 
facilement que la thdorie des fonctions ab61iennes n'est pas susceptible, 
d'une mani6re gdn6rale, de colrduire ~ des fonctions de plusieurs variables 
enti6rement analogues aux fonctions modulaires. Prend-on, par exemple, 
les fonctions ab61iennes du premier genre: elles conduisent k un syst6me 
de trois modules, fonetions de trois variables ind@endantes, dont les 
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propri6tds ont 6t6 6tudides par M. HERMITE dans ses belles recherches sur 
la transformation des fonctions abdliennes (Comptes Rendus, 1S55). Ces 
fonctions se reproduisent bien pour un groupe d'une infinit6 de substitu- 
tions faites sur les variables; mais ici ces substitutions ne sont plus 
lin6aires. Ainsi done, laissant n6cessairement de deux c6tds le cas de 
dcux variables, on passe immgdiatement k des fonctions de trois variables, 
et la forme lin6aire des substitutions a disparu. C'est en 6tudiant un 
cas particulier des fonctions abdliennes du second genre (correspondant k 
p = 3) que j 'ai trouv6 l'extension cherch6e. L'dtude du groupe discontinu 
particulier correspondant k ces nouvelles fonctions m'a conduit h une 
classe 6tendue de groupes lin6aires discontinus pour le cas de deux 
variables; c'est i~ l'6tude de ces groupes qu'est consacr6e cette premigre 
6tude oh je montre aussi qu'il existe des tbnctions de deux variables que 
les substitutions de ces groupes laissent invariables. Dans un autre 
travail je reviendrai particuli6rement sur les fonctions de deux variables 
analogues aux fonctions modulaires; j'espgre pouvoir montrer ensuite que 
tous ces rdsultats sont encore susceptibles de gdndralisations fort 6tendues, 
et indiquer l'intdrdt que peut pr6senter la consid6ration des fonctions de 
cette nature tant pour la thdorie des fonctions algdbriques de deux 
variables inddpendantes que pour l '6tude des 6quations linfaires simul- 
tan6es aux ddriv6es partielles. 

1. Dans un de ses m6moires sur les formes quadratiques, M. HEI~MITE 
a 6tendu la thdorie des formes quadratiques binaires, en 5tudiant les 
expressions 

axz o + bxyo + bozoy + cyyo 

les variables x et y sont des quantitds complexes dont xo et Yo reprdsen- 
tent les conjugudes; les coefficients extr(~mes a et c sont rdels et les 
coefficients b e t  b 0 sont des quantitds imaginaires conjugudes. 

Nous allons considdrer ici une forme quadratique ternaire analogue: 

f ( z ,  y, z, xo, Yo, zo) = aXXo + a'yyo + a"zz o + byzo + boYoZ + b'zz o + b'ozox + b"xyo + b"oXoy 

les co~}fficients a, a', a" 5tant rdels et les autres coefficients 5tant deux 
k deux conjugu6s. 

Effectuons sur les variables x, y, z la substitution lindaire 
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x = a X  + f lY  + rZ 

y = a'X + f l 'Y  + r'Z 

z = a " X + , ~ " Y + / ' Z  

en effectuant  en m~me t emps  sur  Xo, Yo, Zo la subs t i tu t ion  aux  coefficients 
conjugu~s 

~o=~oZo + & Yo + roZo 

~o = ,zoxo + fl'° I~ + r'oZo 

~o = ~;'oXo + y o  Yo + r"oZo 

on voit  de suite que cette subs t i tu t ion  condui t  k une  t ransform6e  de 

fo rme  route  semblab le :  

AXXo + A ' Y Y °  + A"ZZo + B Y Z .  + BoYoZ+ B'ZX° + B'oZoX+ B"XYo + B"oXoY 

De plus  si on pose: 
a b" b' o 

3 =  b" o a' b 

b' b o a" 

et soit A la t ransform6e de 3 q u a n d  on y remplace  les peti tes let t res  par  

les g randes  on aura :  

A = ~' p' / 
ao p0 r0 

X do P'o /0 

a"o /~"o /'0 

X 3  

P a r  cons6quent  l 'expression 3 joue ra  ici le r61e d ' invar iant .  

La  fo rme f p e u t  ~tre raise sous une fo rme  par t icul iere .  Posons en 

effet 
ax + b"oy + b'z ----- u 

(aa' - -  b"b",)y + (ab o - -  b'b")z = v 

Z ~ W  

On aura,  c o m m e  on le reconnai t  i m m 6 d i a t e m e n t  

1 
(1) f ( x ,  y, z, %, Yo, %) = a (aa ' - -  b"b"o) [vv° + ( a a ' - -  b"b"o)u % + a3. ww,] 
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Nous supposons, bien entendu, que a et ~ t a ' - - b " b "  o ne sont pas nuls. 
Les divers coefficients a, a a ' - - b " b "  o et $ sont rSels. Cette formule, dans 
le cas off les coefficients et les variables sont r6els, donne 6videmment la 

d~composition de la forme quadratique en une somme de carr~s. Cette 
d6composition de la forme fen une somme de termes de la forme euu o 

peut toujours se faire d'ailleurs quand l ' invariant $ n'est pas nui  et cela 

de telle mani~re que u, v et w sont lin6airement ind@endants;  c'est un 
point enti~rement 616mentaire sur lequel nous n'insisterons pas et nous 

garderons la forme pr6c6dente en supposant que a et a a ' - - b " b "  o ne 
sont pas nuls. 

Si a a ' - - b " b "  o et a . 3  sont positifs, la quant!t6 entre parentheses sera 
une somme de quantit6s positives et la forme f aura par suite un signe 
invariable:  elle sera ddfinie. Dans t o u s l e s  autres cas la forme sera 
ind6finie c'est ~ dire qu'elle sera susceptible de changer de signe. 

2. Nous allons supposer maintenant que les coefficients de la 

forme f sont des nombres entiers; les coefficients a, a', a" seront n6ces- 
sairement des entiers r6els, quant aux coefficients b, b', b" ce sont des 
entiers complexes form6s soit avec les racines de l'6quation a 2 + 1 = 0, 

soit avec celles de l'6quation a ~ + a + 1 = 0, c'est ~ dire les racines 
cubiques imaginaires de l'unit6, soit d'une maniSre plus g6n6rale avec les 
racines de l'6quation du second degr6: 

2a' +/~a + ~ = 0 

oh 2, # et v sont des entiers rdels pour lesquels on a: 

/ ~ - -  42u < 0 

Supposons qu'une substitution: 

x = : a X  + fl~" + yZ 

(2) y = a'X + 17Y + / Z  

z = a"X + t7'Y + / ' Z  

coefficients entiers de la m~me nature que b, b' et b" transforme en 

elle-m6me la forme f; on en ddduit imm6diatement une substitution pour 

u, v, w qui transforme en ellc.m~me la forme: 

vv, + luu, + a~w% (en pos~nt 1 = a a ' - -  b"b"o) 
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II suffit pour l 'obtenir d'ajoindre aux 6quations (2) le syst6me: 
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(3) 

u = az + b"oy + b'z 

v -= ( a a ' - -  b"b"o)y + (ab o ~ b'b")z 

U =  a X  + b" o Y  + b'Z 

V = ( a a ' - -  b"b"o)Y + (abo - -  b'b")Z 

W = Z  

Les 6quations (2) et (3) permettent d'exprimer u, v e t  w lin6airement en 
U, V e t  14 r. I1 importe d 'examiner quelle sere la nature des coefficients 
de cette substitution; ce ne seront plus des entiers, mais en remarquant  
que le ddterminant de la substitution (2) doit n6cessairemcnt avoir l 'unit6 
pour module, nous voyons que u, v et w s'exprimeront en fonction 
lin6aire de X, Y et Z les coefficients 6tent entiers. D'ailleurs si on 
exprime X ,  Y e t  Z en fonction de U, V e t  W les coefficients seront des 
nombres fractionnaires dont le ddnominateur sera un diviseur de el. 

Nous avons donc une substitution: 

(4) v = M,U.+ P~V + R~W, 

w = M ~ U +  P s V +  RaW,  

les coefficients 6tant des fractions dont le d6nominateur divise al. 

3. Ecrivons d'une mani6re g6n6rale la forme en u, v e t  w de la 
mani6re suivante: 

aUUo + flVVo + rwwo 

oh a, fl et ~" sont des entiers rdels dont aucun n'est nul. Les substitu- 
tions (4) transformant cette expression en elle-m~me, on aura les relations: 

(5) 

off les lettres greeques 

a~Idl, + flMd~, 

aPFrl + flP,~r2 

aR,p, + 19R,p, 

aPd~ , + flP,%, 

+ BM,?, 

aP,p I + tgP~p~ 

ddsignent les 

+ y M a ~  8 = a 

+ rp:o=  

+ rR~p~ = r 

+ 7Psp3 = 0 

+ 7 M ~ p s  = 0 - 

+ r P : ~  = 0 

eonjugudes des grandes lettres eor- 
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respondantes. En tenant comptc des relations (5) les 6quations (4) se 
rdsolvent imm6diatemcnt par rapport ~ U, V et W; on trouve ainsi 

Ua = a/,~u + fl,%v + yl~w 

W T = ap~u + tipsy + "fp~w 

et l'on tire de 1£ que le syst6me (5)est  entibrement 6quivalent au suivant: 

(6) 

M,/~ + P,& R,p, 1 

- -d -  -7¢ - +  r = ~ 

M~ll ~ P ~  R~p~ 1 

--g-- + - 7  + r =-fl 

a T r 

I~,~,a + ~ + R,p___~,r = o 

/I~M~ + + - - = 0  
a 7" 

tl~M' + + = 0 .  
a 7" 

Ceci pos6, supposons d'abord que a, fl et r soient de m~me signe, 
par exemple positlfs. On d6duit de la forme des trois premi6res 6qua- 
tions (6) que les substitutions sont en nombre limitd, puisque les 

E 
M, P, R sont de la forme ~ ,  E dtant entier. Par  cons6quent il n 'y 

a pour une forme quadratique d6finie f (x ,  y, z, x o, Yo, Zo) qu'un nombre 
limit6 de substitutions k coefficients entiers, la transformant en elle-m~me. 

4. Passons au cas off la forme est inddfinie, c'est b~ dire off a, fl 
et r ne sont pas de m~me signe, soit 

a > O  f l > O  7 - ~ - - - g < O .  

I1 y a dans ce cas une infinitd de substitutions £ coefficients entiers 
transformant en elle-m~me la f o r m e f  Je me propose d'gtablir la pro- 
position suivante. 
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Considgrons le grottl)e des sztbstitutions 

3 0 3  

x = M ~ x + P , Y +  R, 
M~x+ P~y+R~'  

y = M~x + P~y + R~ 
M:~e + P~y + R~ 

effect,ages sur les deux variables x et y; je  dis que ce groupe sera discontinu 

pour tout syst~me de valeurs x et y telles q u e  

a(z '~ + z ''~) + fl(y" + y"') - -  g < 0 

e n  p o s ~ n t  x = ~e' + iz" e~ y = y' + iy". 

Remarquons d'abord qu'en faisant sur u, v, w la substitution 

on aura: 

U =  M,u + P,v + R,w 

V =  M~u + P,v + R~w 

W =  M~u + P~v + R~w 

, u t r o  + / ~ V V o  - -  r W W o  = ~ . o  + P ,  vo - -  rWWo 

e t  par suite 

a(X" + x ''~) + fl(Y" + F " ) - -  9 = mod~(M~x + P.~y + R.O 
[a(z" + .~"') + fl(y" + y"')--g] 

en posant, bien entendu, X--= X' + iX" et Y = Y ' +  i1"'. 
I1 en rdsulte que si le systdme x, y est ~ l 'intdrieur du domaine 

d6fini par l'in6galit~ 

~(z" + z"') + ~(y" + y"~) < g 

il en sera de mdme du syst6me des variables t ransform6es X et Y. 
Observons 

substitutions du 
qu'une quantitd 
L'6quation: 

maintenant qu'il ne peut y avoir qu'un nombre fini de 
groupe pour lesquelles le module de R 3 soit moindre 

donnde K; c'est ee qui rdsulte des dquations ( 5 ) e t  (6). 

M~p~ P~z~ Rsfl~ 1 
- -  "JF  

. fl g g 

par exemple, montre que les modules de 2~/:~ et I ~  seront lilnitdes en 
fonction de K ct les trois premiSres 6qu~/tions (5) apprennent successive- 
ment qu'il e n e s t  de mdme pour 2I[1, t'1, R~ et 2II2, P2, R2" Donc 
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d'apr~s leur forme, les quantit6s M, P, R ne peuvent avoir qu'un hombre 
limit~ de valeurs. 

Montrons enfin, et c'est le point essentiel dans notre d6monstration, 
que quand le module de R 8 grandit ind6finiment 

rood (Msz + PsY + R3) 

grandit lui-mgme ind6finiment. On a en effet: 

mod (Ms:e + P3Y + Rs) > mod R 3 - -  rood (Maz) - -  rood (PsY) 

le second membre de cette in6galit6 &ant, comme nous allons volt, positif. 
Nous l'~cr.irons sous la forme: 

O i l  

mod' / /8  - -  [mod (Msz) + moo (PsY)]' 
rood R~ + rood (Msz) + rood (P~y) 

( re°d2 Ms m°d~ Ps) 
en remplaqant rood 2 R 3 par sa valeur 1 + g~ ~ + /9 

m o d R  s + m o d x . m o d M  8 + m o d y . m o d P s  

Or le numdrateur, abstraction faite de l'unit~, est un polynome homog~ne 
en mod M 3 et rood Pa; on vdrifie ais~ment qu'il est essentiellement positif, 

le discrimmant est en effet: 

o n  
_ g 2  
g (~,, + z"') + ~ (y', + y"') 

et on voit qu'il est n6gatif puisque, par hypoth~se: 

a(~" + ~"') + ~(y" + y"') < g 

d'autre part le coefficient de modeM8 

g__ (~" + ~"') 
~t 
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sera certainement posit, if d'apr6s l'in6galitd pr6c6dente. Ecrivons maintc- 
nant la limite infdrieure de rood (Max-4-P.~Y "4-R.~) sous ia formc 

[g . "XmoeV M~ ( ~  :" "~m°d~ Ps mod BI 3 rood P3 1 
+ - -  rood g ) ~  . ~  2 rood x rood y rood 1¢ s "rood R 3 ÷ mod:~s  

rood .3/~ rood 1'~ 
1 + m o d x . ~  + mot]y.  

R, rood R3 

D'apr6s ce qui vient d'6tre dit et en remarquant  que ,noaM, et moa P, 

restent, quand R~ augmcnte ind6finiment, toujours moindres qu'une ex- 
pression facile b~ d6terminer puisque 

1 mod' M~ + 1. rood' P~ = 1 1 
a mod ~ R 3 fl rood ~ R~ g g mod ~ .R~ 

on volt qu'on pourra fixer un nombre positif A d6pendant uniquement de 
x, y, g, a et/?, auquel lc coefficient de rood R 3 sera constamment sup6rieur, 
et on aura alors 

mod (M3z + P.~y + R~) > A . mod R s 

et il est donc bien 6tabli que, quand rood R:~ augmente ind~finiment, il 
en sera de m~mc de mod (M~x + P~y + R3). 

5. Ccs remarques faites, la d6monstration va s'achever bien ais6ment. 
Reprenons en effet l'6galit6 prdc6demment 6tablie: 

- - a ( x "  + x " ' ) - - ~ Y  '~ + y"~) + g =~ 

1 

= rood' + + n , ]  [ -  + - -  + + g] 

oh les deux membres sont positifs; on aura, d'apr6s l'in6galit6 ci-dessus 
6crite: 

1 I 
- -  a ( X "  + X"') - -  fl(Y" + Y"') + g < mod' R 3 A ~ [ -  a(x" + z"') - -  fl(y'~ + y"') -F g] 

On en conclut que le groupe est discontinu; car on aurait dans le 
cas contraire une substitution 

X =  2¢I1z + P'y + It, y = M~z + P~y + R, 
M3z + P3Y + R3 M~z + P~y + R~ 

pour laquelle X et Y diff6reraient respectivement d'aussi peu que l'on 
voudrait  de x et y e t  pour laquelle on aUrarlt par consdquent: 

Aeta mathematica. I. 39 
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- -  , 4 x  '~ + x"' )  - -  ~(Y' ,  + Y"') + g = (1 + ~) [ - -  ,4 -"  + *"') - -  ~(y" + y"') + g] 

s 6tant une quantit~ %elle dont la valeur absolue est moindre qu'un 
nombre positif r/ donn6 .. l 'avance aussi pe t i t  que l'on voudra: par suite 

done 

1 1 (1 + ~ ) < - -  
rood * R~ A ' 

mod ~ R~ < 1 1 1 
(1 + * ) a '  < 1 - ~  A z 

mais It nombre des substitutions pour lesquelles le carr6 du module de 
1 1 

R~ est moindre que 1 - - ¢ "  A ---~ est fini, d'ap%s une remarque faite pr6c6- 

demment,  et on ne peut 6videmment pas alors trouver parmi elles des 
substitutions pour lesquelles X et Y diff6rent de x et y d'aussi pen que 
l'on voudra. 

On voit d'ailleurs que, pour la suite des syst6mes de valeurs X et I ,  
quand o n  effeetue sur x et sur y routes les substitutions du groupe, l'ex- 
pression positive 

g - - a ( X "  + X ''~) -- fl(Y" 4- Y"*) 

tend vers z6.ro, puisque mod R:~ 
I1 est clair que l 'analyse 

x, y est on dehors du domaine 

grandit sans limite. 
prdc6dente ne subsiste 
d6fini par l'indgalit6: 

pas, si le syst~me 

,z(z" + z"') + fl(y" +y"') - -  g < 0. 

Dtm.~ ce cas ehaque substitution du groupe ne donne plus n6eessairement 
pour X et Y une valeur d6terminde. Prenons en effet la substitution 

X = Mlz + P'y + R, 
.M~z "b P.~y q- R3' 

y =M2x + P,y + R, 
Msz + .P.~y A z R.~ 

Snppo~ons que le syst6me x, y sa.tisfasse aux deux 6quations 

on voit que Y aura 

MIz q- PlY + R1 = 0  

M3x + P3Y + R3 = O 

une wdeur infinie et que X sera ind~terminde. 
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Cette circonstance ne peut pas se  pr6senter quand @, y) est '~ l'int6rieur 
du domaine pr6c6demment d6fini, parce que dans ce cas 

rood (Msz + PaY + R3) > A . rood R a 

et par suite mod (M..zx + PaY + R~) n'est jamais nul. 
6. Dans le groupe des substitutions £ coefficients entiers, trans- 

formant en elle-m6me une forme f(x,  y, z, x 0, Yo, Zo), on peut eonsiddrer 
un sous-groupe particuli6rement int6ressant. L'invariant de la forme se 
reproduisant multipli6 par le carrd du module du d6terminant de la sub- 
stitution, ce module dolt ~tre 6gal '~ l'unit6; le sous-groupe que j'ai en 
rue est celui pour lequel le d6terminant lui-mdme est 6gal ~ l'unit6. 
C'est toujours de celui-lg qu'il sera question dans la suite, quand nous 
parlerons du groupe des substitutions transformant la forme en elle.m6me. 

o 

la forme 

et nous 
la forme a +  bi (oh 
forme en elle.mdme. 

Arr~tons-nous un instant sur un cas particulier. Nous prenons 

xzo + YYo --" ZZo 

consid6rons le groupe des substitutions ~ coefficients entiers de 
a e t  b sont des entiers r6els), transformant cette 

Soit 

x = M , X +  Pt Y + R 1 Z  

y =  M,X + P~Y + R,Z 

z = M a X +  Pa Y + - R a Z  

les relations du paragraphe (3) deviennent 

M,/6 + M,Z~- M3Za = 1 

R,p  t + R2p, - -  Rap a = - - 1  

P,z ,  + - -  G/ a = o 

M,p, + M, p a -  MaPa = 0 

PIP1 + P~P, ~ PaPa = 0 

systeme qui est gquivalent au suivant: 
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Nous  a l lons  encore 

g cet  effet que les 6quat ions  

donncnt 

Emile Pieard. 

M,i~, + P , ~ , -  s~,e, = 1 

Mif q + Pt~', ~ R ; p ,  = 1 

M,M s + t'8~r, - -  Rap s = - -  1 

, a i m  l + zt2P I ~ R i p  ~ ----- 0 

txl Ma + ~i Pa - -  RsP,  = 0 

& M~ + ~, P ,  ~ l~,p~ = 0 

r cmp lace r  ce syst&ue par  u n  au t r e ;  r e m a r q u o n s  

I*,M, + zr~P, ~ R i p  , =- 0 

& M  s + ~r,p s ~  RaP ' = 0  

I*, ~r, p, 
- -  P , R ,  + P , t~ ,  = - -  R i M ,  + R.3M , = M t P  3 - -  M s P  ' 

d6signons par  s la va leur  c o m m u n e  de ces rappor ts ;  en subs t i tuan t  ces 

w d c u r s  dans  la seconde des 6quat ions  (s), on a: 

, [ ~ ( v ~ ,  - -  P,Z(O + v,(JS, ns - -  R,.%) + RAM3',  - -  M, rs)] = 1 

or lc co(ffficient de s est le d6 t e rminan t  de la subs t i tu t ion ,  il est donc  

dgal ~ +_ 1 ott + i. Nc considdrons que Ic sous-groupe pou r  lequel  ce 
d 6 t e r m i n a n t  est 6gal ~, l 'uni t6:  on aura  alors s - =  1. 

Ainsi  

/*l = I's RI ~ Pt  I~.s 

,% .=. M,I,'~ - -  M,B, ,  

p.~ = M,  Ps - -  M~ I ' ,  

auque l  il f au t  adjo indrc :  

et de ce syst6me de 

Md21 + P i l l  - -  R , p  1 -=- 1 

Mdxs + Ps'% - -  R~Ps ~ - -  1 

/13311 + % P t  - - R i P s  = 0 

six 6quat ions  6rl p e u t  d 'a i l leurs  fac i lement  d6duire  
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le syst6me des 6quations (z). On a en effet d'apr6s tcs trois derni6res 
6quat ions :  

--( Md~ , + P, rc,-- R,p,)( M~,% + P~r(~-- R~%) + (tt, M , + r~ P,-- Ig,p~)(M~tt , + Pjr,--p,Rs)= 1 

ce  qui peut s'dcrire: 

OU enfin 
M2p ~ .4s- P ~ / ~ R ~ p  2 = 1. 

Quant aux autres 6quations (z) on volt de suite qu'elles sont vdrifides. 
Avec cette nouvelle forme, le groupe se trouve donn6 par les valeurs de 

v6rifiant les 6quations 

MI , PI , R1, M~, P~, Ra 

Mdl ~ + P, Tr 1 - - R , p  I = 1 

M~[~ + Pjr~ - - R ~ ( ~  = - -  I 

flsMI + '%P1 ~ RiPs = 0 

A toute solution de ces 6quations correspondront des valeurs enti6res 
de ]II.~, /)~ ct /its. Je reviendrai dans un autre travail sur le groupe 
p%c6dent. 

8. Reprenant maintenant le cas g6n6ral, j e  veux montrer que l'on 

peat former des /bnctions ani/brmes des desex variables x et y, ddfinies pour 

totes les syst~mes de valears x et y da domaine D ddj~t considdrd, domaine 

ddfini £ar  l'indgalitd 

~(~'~ + ~"') + B(y" + y"') - g < 0 

et qai se reprodu~isent pour routes les substitutions da groupe (M, P,  R )  

c'cst k dire quand on remplace x et y par 

x ~M'x + P~y + R, y ~ M ~ x  + P~y + R e 
Max + P~y + R~' M3x + P~y -F R~ 

Comme j e  l'ai dit plus haut (paragr. 6), je consid6re le groupe des sub- 
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stitutions pour lcquel le dOerminant de la substitution est dgal k l'unitd; 
nous avons donc ici 

M, P, R~ 

3/, P, R, =I. 

Pa n, 

J'envisage le d~tcrminant fonctionnel de X et Y, soit D(X,  Y); nous 
allons 5tudier la s~rie dont le terme g4nSraI est: 

[mod D(X, Y)]" 

la sommation 4tant 4tendue ~ toutes les substitutions du groupe; et nous 

prouvcrons qu'£ t)artir d'une valeur convenable de l'entier m, la sdrie est 
convergente. Calculons d'abord ce ddterminant fonctionnel, on trouve 
de suite: 

~x ~Y oX i~Y 1 
D(X, Y) = ~-'~x " ~'-'-y ~}y "-~-~ = (M3z + P,y + Ra)' 

Nous avons done £ considdrer la serie: 

mod (Max + PaY + Ra)'" 

Pour d4montrer la convergence de cette sdrie, nous emploierons deux 
mdthodes distinctes, l'une particuliSre £ la nature spdciale des groupes 
que nous venons d'Studier, l'autre beaucoup plus gdn~rale et applicable 
'~ tout groupe discontinu, moyennant seulement quelques hypotheses sur 
la nature de ce groupe. 

9. Pour plus de simplicitd, supposons que le groupe consid~r~ soit 
lc groupe des substitutions £ coefficients cnticrs de la forme a q - b i ,  

transformant en clio-maline la forme: 

aUUo + flVVo - -  gWWo 

le" mdme raisonnement, avec quelques 14g(~res modifications sculement, 
serait applicable au cas g6ndral pr~c~demment ~tudi~. 

Nous avons dtabli (paragr. 4) que pour un syst4me de valeurs x, y 
situd £ l'intdrieur du domaine D, on a: 

rood (M3x + PsY + R3) > A • mod R s 
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A 6tant une eonstante d6pendant seulement de z, y et ~, /~ et y, mais 
nullement des M, P, R. 

Pour une valeur donnde b~ R3, il ne peut y avoir qu'un hombre 
limit~ de substitutions appartenant au gr.oupe (paragr. 4); cherchons une 
limite sup6rieure de ce nombre. Remarquons d'abord qu'il rdsulte des 
6quations (5) et (6) (paragr. 3) qu'k une valeur donnde de R,, 21/3, P:,, RI, R2 
ne peut correspondre qu'une seule substitution. Nous avons done seule- 
merit k chercher, pour une valeur donn6e de R:~, le hombre maximum 
de valeurs possibles pour le syst6me des quatre quantitds M3, -/'3, R1 et R 2. 
II nous suffira de consid6rer les dquations: 

Psr~s Rsp ~ __ 1 

a fl g g 

aRIpl + flR~p2 - -  gR3p.~ ---- __ g 

Soit R~ = a -4- bi et posons 

R~ = m + i n ,  R~ = p + iq 

La seeonde dquation '" " s ee r l r a :  

a(m'  + n ~) "4- ~(2 '  d- q2) = g(a'  Jr b ~ - -  1) 

m et n seront eertainement moindres que V~(a ,  + bD et p sera moindre 

V ~ ( a ' +  b~); done le nombre de syst6mes de valeurs q u e  possiMes pour 

R~ et R~ sera moindre que 
(a' + b~)~. AT 

N 6tant une constante purement nurn6rique, d6pendant seulement de a,/~ 
et g, qu'il est inutile de fixer. Tout pareillement le nombre de systbmes 
de valeurs possibles pour ~I~ et P~ sera moindre que 

(~,' + b')~. N, 

donc pour la valeur R 3 -= a 4" bi, une limite supdrieure du nombre de 
substitutions enti6re possible dana le groupe, sera: 

~V. ~V,(a' + b')' 

Revenons maintenant '~ la s6rie dont le terme g6n6ral est 
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rood (M:,x + P3Y + R.~) 8'' 

il pourra y avoir un certain nombre de termes pour lesquels /~  aura la 

mdme valeur, mais ce nombre sera moindre que N ~ ( a 2 q  - b~) ~. 

On a d 'autre part  

1 1 1 
R )s., < AS., " (mod R~) mod (M:,z + P~y + '3 ~ 

donc la somme des termes pour lesquels R~ a la m~me valeur, sera 
moindre que 

 wv, + 
. ~ $ m  3m 

(a' + b')T 

la s6rie tout enti6re sera donc moindre que le produit  de N N ,  par la 

sdrie dont lc termc gdndral eat: 
(a' + b~) s 

Sm 

(a' + b~) ~- 

oh a e t  b recoivent routes les valeurs enti6res possibles, h l 'exeeption de 
a----0,  b--=-0. Or on volt facilement que pour toute valeur de m, 6gale 

ou supd, rieure ~ 3 cette derni6re s6rie converge. Dans lc cas de m --= 3, 

son terme gdndral est en effet: 
1 

(a' + 

Faisant varier a e t  b depuis l 'unit6 jusqu'h l'infini, nous prouverons 

la convergence de cette sdrie en montrant  que l'intdgrale double 

f f  do b (a' + b')a 
1 1 

a un sens d~termind. Or cette int6grale peut s'6crire 

f f  da dt qui es~ moindre que X dt 
a'(1 + t~)~ (1 + t')~ 

I 1 I 0 
a 

expression dont la vah, ur est parfaitcment d~termlnde. 



Sur une clause de groupcs d{scontinus de substitut{ons {in6aires ctc. 

Nous avons donc 4tabli que la sSrie 

313 

1 
rood (Msx + P~y + R~) "~" 

~tendue ~ toutes los substitutions du groupe est convergente s im est 5gal 
ou sup~rieur ~ trois. Notre seconde d~monstration nous permettra de 
voir que ce r~sultat subsiste quand on a m--=- 2. 

10. Avant d'exposer cette seconde d~monstration, voyons de suite 
le patti que ron peut tirer du r~sultat precedent pour obtenir des fonc- 
tions restant invariables pour routes les substitutions du groupe. Soit 
R(x, y) une fonction rationnelle de x et y restant uniforme et continue 
pour tous les  points £ l'int~rieur ou sur la limite du domaine D 

a(z" + z"') + ~(y" + y"') - -  g <. o 

Tout polynome entier satisfait naturellement ~ cette condition; comme 
exemple d'une fonction qui ne soit pas enti~re citons 

1 

a 6rant une quantit6 positive sup6rieure £ g(P + a) 

Formons alors la s6rie 

(~> 
R ~ - j  ¥ Psy + Rs' us~ + P,y + ~ (M~ + Psy + ~)~,~ 

qui est ~tendue ~ toutes les substitutions du groupe. Puisque nous 
avons ~tabli que la s~rie de terme g~n~ral 

rood (M~z + P~y + RJ" 

~tait convergente; iI s'ensuit que la s~rie des modules des termes de la 
s~rie (~) est convergente. Nous formons donc ainsi une fonction de x 
et y uniforme et continue pour tout syst~me de valeurs (x, y) ~ l'int~rleur 

Aeta mathem~tica. I. 40 
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du domaine D; soit P(x ,  y) cctte fonction. Il est facile de voir ce que 
devient cctte fonction quand on fait sur (x, y) une substitution du groupe; 
chaque terme de la nouvelle sdrie devient dgal k un terme de la premi6re, 
muttipli6 par le ddnominateur des formules de substitution, 61evd h la 
puissance 3m. 

On a donc, pour route substitution (M,  P ,  R) 

[ i , z  + P,y + R, ~,~ + P~y + R , ]  = 
P l~-~j  + V~y + ~ '  ~ + P~y + ~ J  ( i ~  + P~y + R~) ~" • P(~, y) 

Ces fonctions sont, comme on It volt, les analogues des fonctions d'une 
variable, appel6es th6tafuchsiennes par M. P in ,  cAm:: ct qui jouent un rSle 
si important duns sa th6orie des fonctions fuchsiennes. 

1l.  Ce r6sultat strait illusoire si la fonction P@, y) 6tait identi- 
quemcnt  nulle: c'est un point qui parait peu vraisembable, wl surtout 
le dcgr5 de g6n6ralitd de l~r fonction rationnelle R; mais pour plus de 
sftret6 montrons en toutc rigueur, que ce rdsultat ne peut se prdsenter, 
quelle quc soit la fonction rationnelle R, au moins k partir d'unc valeur 
suffisamment grande de t'cntier .m. Nous raisonnerons encore, pour plus 
de simplicit6, sur le groupe des substitutions (paragr. 9) k coefficients 
entiers transformant cn elle-m(~me la forint 

,UUo + flvv. - -  rwwo 

et il nous suffira de constater que la sdrie: 

(i:,~ + P~y + R~) ~',' 

• m moins pour certaines valeurs de m, n'est pus nulle pour x = O, 71 = O. 

Or il y a un nombrc limitd N de substitutions pour lcsquclles on ,'r 
E:;--= 4_. 1 ou 4-_ i, e t c n  prenant m = 4n, la part provenant de cos terInes 
scra 6videmment N. Pore" t o u s l e s  autres termes le module de 1~ sent 
supdricur ~ l'unit6; ch'tque tcrme sera tr6s-petit si ,n est snffisamment 
grand et par consdquent leur somme, puisque nous savons que la sdric 
est convergente; la sdrie diffdrera donc peu de N e t  par cons6quent ne 
sera pus nulle. Nous sommes donc assurd que la sdrie pr,~cddcnte ne 
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peut pus toujours dtre identiquement nulle, et alors il en cst fividemment 
de m~me de la s~rie (a) p%cfidemment formSe. 

mnnedmtement  12. La eonnaissance des fonctions P@, y) condui t "  ' " 
la formation de fonctions se reproduisant pour toutes les substitutions 

du groupe. P r e n d  on en effet deux fonctions P(.r, y) ct Q(,r, y) corrc- 
spondant £ la mdme valeur de m; on a, en posant 

P(x, y) 
F(z,  y ) -  (4(x, y) '  

+ P ,y  + .Q, + P,.V + 0., = ,,j) 

l l  existe donc des fonctions uniformes des de~t.c variables inddpendantes 
x et y, ddfinies darts le domaine D et se reproduisant qaand on effecttte ~t~" 
x et y toutes les substitutio~s du troupe (3[, P, R). 

13. J 'arrive maintenant k la seconde ddmonstration que j 'ai  an- 
none~e pour la convergence de la s~rie: 

(.M3x + P3Y + R3) s'' 

Cette dehnonstration ne s 'applique pas seulement aux groupes dont 
nous nous sommes oecup& dans cette &ude, mais b~ tout groupc discontinn 
jouissant des propri~tbs suivantes. 

C0nsid~rons le domaine D limit5 par la relation 

x'~ + x ''2 + y'~ + y"~ --  1 

et dSsignons encore par: 

x = M ' x  + P,y + R, 
M.~x + P3Y + R3' 

y = 3I,~x + P,y +. R~ 

une substitution quelconque du groupc propos6. Nous supposons d'abord 
qu'b~ tout point (x, y) sur la limite du donmine [j'appelle, pour abr(~ger, 
point (x, y) l 'ensemble des valeurs x et !/] correspond un point de eette 
m&nc lhnite ce qui nous donne les relations 
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PIF,  + Pd** ~ P~/I~ = 0 

+ M , e ,  - -  = o 

P,Pl  "4" P~P2 ~ P~Ps = 0 

off, eomme pr6e6demment, les lettres greeques sont les eonjugu6es des 
grandes lettres correspondantes. Nous supposerons de plus que le ddter- 
minant (M, P, R) de la substitution soit 6gal ~ l'unit6. Or d6signons 
par k la valeur coinmune, n6cessairement r6elle, des trois expressions sur 
la premi6re ligne, on tire des autres 6quafions: 

P, P* Ps 

- -  F2Ps + PsP= - -  Pdls + PsFl [qP,  - :  Ix=P, 

et en substituant dans la relation 

3 8  

donc 

P~ =k(~ps--psp,)  

Ps = k ( f l l P s - - l G P , )  

et de mdme on trouverait: 

M, = k(~,p~ - -  ~p, ) ,  

M ,  = - -  

R ~ --= k ( rc~ke s - -  [i~ rc~ ) 

R 2 ---- k ( z ,  r c ~ -  re, p , )  

d'oh on conelut en portans let valeurs des M et R clans les expressions 
des P 

P1 = k = P 1 ,  P .  = k ' P = ,  Ps-- - -k*Pa 

on en conclut que k s =  1 et par suite k =  1. 

Les relations entre les M, P, R ont donc absolument la mdme forme 

on aura, en tenant eompte de ee que le ddterminant est suppos6 6gal h 
l'unit6 

s~--k 
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que celles que nous avons consid6r6 au paragraphe (7). Seulement dans 
ce dernier les M, P, R reprdsentaient des entiers complexes, tandis qu'ici 
nous ne savons rien sur ces constantes. 

D'apr6s la forme de ces dquations, une substitution quelconque du 
groupe transformera un point du domaine D en un point du mdme do- 
maine. Nous supposons enfin que le groupe es t  discontinu pour tous les 
points b~ l'int6rieur de D, et voici ce que nous entendons par l~r: x, y 
dtant un point quelconque ~ l 'intdrieur de D et D~ 6tant un domaine 
quelconque comprenant ce point mais compris lui-mdme tout entier dans 
D, les transformations du groupe effeetudes sur (x, y) ne donneront qu'un 
hombre limit6 de points ~ l'int~.rieur de D,;  par suite quand on effectue 
sur (x, y) toutes les transformations du groupe, les valeurs transformdes 
tendent vers la l imi~  du domaine D. 

Considdrons le d6nominateur 

o n  a 

Msz Jr PsY + R3 

[M~ P~ 

or nous avons les relations [relations (e) du paragr. 7] 

M./6 + Pdrl ~ RIp  , = 1 

M,/I, + P , T r , -  R,p.~ = 1 

/~,M, + ~,P, - -  R,p, = 0 

71, M 3 + ~,~ P~ - -  R~p s = 0 

/ls M , + rcsP , - - R ~ p  s = 0 

on vo i t  done que rood R 3 >__ 1 et 

mod' M~ P~ ~ -  + mod' N 

rood M~ et rood P~ sont done moindres 

l'intdrieur de D, on a 

= 1  
rood* R,~ 

que un et pour un point (x, y) 
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mOdkli3, + -~3 y + ! < 3  

On peut  t rouver  une l imite infdrieure d e  la mdme quantitd; en suiwmt 
la vole du paragr. (4); on a ainsi 

) 
, , M~ , ~ Pa M3 P~ 1 

(1 -- rood x)mod ~,'-(:- + (1 - rood !/)rood' ~ --2modx. mody. m o d e .  mod ~ + 
• I r a  /?f'a r l l o  (1. ~ 2 / . ~ . 1  'a > 

ct par suite 

Eerivons done 

M P.~ 
1 + modx . m o d ~  + mody.mod=~." 

E.s /f3 

m o d (  + ~ - ~ y +  1 ) >  R • X  P~ 1 - -  m o d ' x ~  mod~y 
3(1 - -  rood' x) 

rood (M~x + P~y + Ra) = A .  rood R s 

A satisfaisant aux conditions 

1 - -  mod '  x - -  rood ~ y 
< A < 3  

3(1 ~ rood' x) 

Ceci pos6, soit ~o, Yo un point tel que la substitution unit6 soit la 
seule qui le t ransforme en lui-mdme (e'est dvidemment  cc qui arrive 
pour un point pris arbitraircment),  et envisageons la sdrie (x~, y,), (x2, y~), . . . .  
des points transformds de (xo, Uo)pa r  les substi tutions du  groupe. Je  
trace autour  du point (x0, Y0) un petit  domaine: soit pour fixer les iddes 

(z' "Z 'o) '  + (y ' - -  y'o)' + (x"--X"o)' + (y"--y"o)'  = z', 

ou e est un6 quantitd trds.pctite, la limitc de ce domaine que nous 
appellerons 3 0. Les substitutions t ransformeront  le domainc 3 0 c n u n e  
sdric de domaines #1, 32, . . . .  autour  des points (x~, y,), (.%, y=), . . . .  
Le groupe 6tant discontinu, il est clair que Yon pourra prendre s suffi- 
samment  peti t  pour  que tous ces domaines soient extdrieurs los uns aux 
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autres; supDosons donc s ainsi choisi. Consid6rons alors l'intggrale qua- 
druple: 

f f f f a ; d.,, 

6tendue "~ ehacun des domainea 30, (?~, . . . .  ; ht somme de toutes ces 
intdgrales aura une valeur time, car elle est 6videmment moindre que la 
valeur de l'int6grale pr6c6dente 6tcndue au domaine D tout entier. Or 
soit l'int6grale 

f f f f 

6tendue au domaine 3 transform6e de d o par 1̀% substitution: 

X-----M'x+ P,y + R, 
Mao~ + Psy + R. a' 

y = Mgz + P,,y + R.~ 
M:?c + P~y + 1(, 

on volt, par un calenl bien simple, que l'int6grale prdeddente est 6gale 
' l'i t6grale %̀ n 

rood" ()f~x + P~y + it,) s 

6tendue au domaine %; de cette mani(';re toutes les int6grales se trouvent 
• • S • ° ramentSes %̀ ce domaine. Le terme gener`%l de 1"~ ~erm sera done 

1 ( f f  ldm'dd'dg'dy" 
m°d'~//sa " d A'-~" 

Or d'apr6s les limites donn(~ea ~ l 'instant pour A, cette derni6re 
intdgrale quadruple sera comprise entre deux limites, 1̀% limite infdrieure 
6rant une quantit6 difl'&ente de z6ro, et on conclut que la s6rie de terme 
g(ndral 

1 
m o c P  RSa 

~tendue "~ toutes lea substitutions du groupe eat convergente. I1 en r~sulte 
imm&li,qtement que 1,% s6rie de terme g6n6ral 

rood (~1~, + PsY + R3) s'' 
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est convergente, m 6tant sup6rieur ou 6gal /~ deux, pulsque l'on a 

rood (Msz + PsY + .Rs) = A rood Rs 

A 6tant limitd, comme il a 6t6 indiqu6 plus haut. 
On voit donc que pour tousles  groupes discontinus jouissant des 

propri6tds 6nonc6es, il existe des fonctions qui restent invariables pour 
toutes les substitutions de ces groupes. 

Paris, le 28 d6cembre 1882. 


