SUR LES FONCTIONS UNIFORMES D'UN POINT
ANALYTIQUE (z, »).()
PAR

P. APPELL
4 PARIS.

I. Sur les fonctions uniformes d’une variable x.

1. Soit flz) une fonction uniforme de la variable  ayant un nombre
fini de points singuliers a,, a,, ... a, Dansle domaine du point singulier
a,, cette fonction est représentée par une série convergente de la forme

v=+®

fl@) = 2 AP@—ay; k=1,2,....n);

y=-—w

pour les valeurs de x dont le module surpasse le plus grand des modules

des nombres @, 4, ....a,, cette méme fonction est représentée par la
série
v=+4w
1 v
€T) == A -1
V= —

Théoréme I. Les nombres A%, et A, satisfont & la relation

) 4, =) 4%,

(") La plupart des résultats contenus dans ce mémoire ont été exposés dans un mé-
moire présenté A 1'Académie des Sciences le 13 mars 1882.
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En effet I'intégrale f f(r) dx prise dans le sens positif le long d'une
circonférence ayant pour centre le point z == 0 et entourant les n points
k=n
a, @, ....a, est égale a 27:&2 A% et,si Yon pose z = cette méme
k=1 )
intégrale se réduit & l'intégrale

prise dans le sens négatif sur une circonférence entourant le seul point
singulier 2" = 0, intégrale qui est égale & 27 4.

Remarque. La décomposition d’'une fonction rationnelle R(x) en frae-
tions simples résulte immédiatement de l'application du théoréme I & la

fonction de &
1- -1
R(E)[E__w — 5_%]

2. Soient C,, C,,....C, n cercles se coupant ou non, ayant pour
centres respectifs les points a,, a, ....a,. Appelons espace E la portion
du plan des z extérieure & la fois & tous ces cercles; la ligne L qui
limite cet espace E consiste en une ou plusieurs courbes fermées composées
d’arcs de cercle. Désignons par ¢(z) une fonction de z uniforme dans
I'espace E et n'ayant dans cet espace aucun point singulier. (Nous sup-
posons par conséquent que le point z = oo n'est pas un point singulier
de ¢(x)).

Théoréme II. La fonction ¢(x) est développable en une série de la
forme

k=n y=w

@) o) = 4 + Y Y a4 (—;1-;;)—

k=1 v=1

convergente en tous les points de Uespace E.
Pour démontrer ce théoréme, considérons lintégrale

1 1
f‘”(f)[g_w — s-—mo]d5

prise sur le contour L dans un sens tel que l'espace E soit a gauche du
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point décrivant &, les points x et x, étant deux points quelconques de
Vespace E. On voit immédiatement que cette intégrale est égale a
2mi [¢(w) — ¢(=,)]

Comme le contour d’intégration L se compose d’arcs appartenant aux
circonférences C,, C,,.... C,, on aura

fen . a
) 1
(3) 271 [o(z) — ¢l@,)] = 2 #(&) [51 x E—uz ]dé
k=1 °
Ci

Vindice C, indiquant que Vintégrale affectée de cet indice est prise le
long des arcs de la circonférence (), qui appartiennent & la ligne L.
Pour toutes les valeurs de £ telles que

4) mod. (§— a;) < g mod. (x—az), & <1

la fonction — 1

de la variable & est développable en une série unifor-
§—w ‘

mément convergente

=00

. 1 _ (& — a1
(%) I Z & —ay

Or les valenrs que prend & dans lintégrale affectée de l'indice O, satisfont
4 l'inégalité (4); en remplacant, dans cette intégrale, 5__1__ par le dévelop-
—

pement (5), la relation (3) devient la formule (2) ot Von fait

k=n

1 | -

A= ¢(@) — 5 z P& g—7 ¢
=

0

Cr

a9 = — L e —ayas

27

Cs

3. Le théoréme précédent II est un cas particulier du suivant.
Théoréme IIL  Une fonction ¢(x) holomorphe dans Uespace & contour
simple ou multiple situé & Uextériewr de n cercles de centres a,, t,, . ...a

n
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et o Uintériewr de m cercles de centres b, b,,....b, est développable, dans
cetle portion du plan, en une série convergente de la forme:

h=my=cw k=nv=ow

¢le) = 0 + 2 E BY @— by + 2 Z AP (@ — azy’
A=1v=1 -

Ce théoréme conduit & la démonstration donnée par M. Bourguet
de Vexpression

k=n
1
) = Z G (‘;—_ﬁ ayk) + G@)
k=1

indiquée par M. Weierstrass pour une fonction uniforme ayant » points
singuliers a,, a,, ....a, & distance finie et un point singulier & Vinfini.
Il suffit pour cela de supposer que les cercles de centres a,, a,,....aq,
aient des rayons infiniment petits, que le nombre m soit égal a 1 et que
le cercle correspondant ait un rayon infini.

Remarque. Les développements en série de fractions rationnelles qui
font l'objet des § 2—3 conduisent a des conséquences intéressantes que
j'al indiquées dans les Comptes Rendus des Séances de I Académie des Sciences
(Séance du premier mai 1882).

II. Sur les fonctions uniformes d’un point analytique (x, y).

4. Soit
(6) F, y) =0

une équation algébrique irréductible représentant une courbe d’ordre m
et de genre p. Je suppose que, par une substitution linéaire Yon ait
fait en sorte que le point z = oo ne soit pas un point critique pour la
fonction algébrique y de la variable x; alors, quand x croit indéfiniment,

le rapport £ tend vers m valeurs finies distinctes ¢, ¢,,. . . . Cp
T

Jappelle, comme il est d’usage de le faire, point analytique (z, )
le systéme formé par une valeur quelconque attribuée a z et par une
des m valeurs correspondantes de . Une fonction de la variable z sera
dite foncsion wuniforme du point analytique (x, y) si cette fonction reprend
la méme valeur lorsque le point (z, y) décrit un cycle quelconque.
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Soit (¢, b) un point analytique non critique; jappelle domaine ¢ du
point (e, b) U'ensemble des points analytiques que peut atteindre le point
(z, y) en partant du point (a, ), x restant assujetti & Jla condition

mod. (# — a)=<4.
. X 1
Si le point @ est & linfini on remplacera dans cette définition » —a par —
Soit (a, b) un point critique; les valenrs de y qui deviennent égales
a b pour x==a se partagent en un certain nombre de systémes circulaires.
J'appellé domaine ¢ du point (a, b) relatif & un de ces systémes circulaires
I'ensemble des points analytiques que peut atteindre le point (r, y) en
partant de (a, &) avec unc des valeurs de y appartenant & ce systéme
circulaire, = restant assujetti a la condition

5. Poles et points singuliers essentiels. — Soit (a, b) un point analy-
tique unon critique; il existe un domaine ¢ du point (e, b) dans lequel
il n'y a pas de point critique. Une fonction uniforme f(r, y) du point
analytique (r, y) sera, dans ce domaine, une fonction wniforme de r. Si
cette fonction uniforme de 2 est réguliére au point @, nous dirons que la
fonction f(x, y) du point analytique est réguliére au point (a, b) Si, au
contraire, cette méme fonction uniforme de z admet le point @ pour pole
ou pour point singulier essentiel, nous dirons que le point analytique
(a, b) est un pole ou un point gingulier essentiel de f(z, y).

Lorsque la fonction f(r, y) est réguliére au point {(a, b), Ion a dans

N

un certain domaine ¢’ < ¢ de ce point

[, y)= 2 Afx —a)’;

y=90

lorsque le point (@, §) est un pole de f(z, y), I'on a dans un certain do-
maine ¢’ < ¢ de ce point

Fa v = Afe—a);

le nombre positif entier a est appelé degré du podle (e, b) et le coefficient

Acta mathematica, 1. 15
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A_, résidu relatif & ce pole. Enfin, lorsque le point (a, b) est un point
singulier essentiel de la fonction f(r, y) et qu’en outre il existe un do-
maine ¢’ <& du point (@, b) dans lequel il n’y a plus ni poéles ni points

T4

singuliers essentiels, on a, dans ce domaine ¢

y= -+

F@ g = Ale—ay;

y=—ow

dans ce cas, le point singulier essentiel sera dit point singulier essentiel

isolé, et le coefficient A _, sera appelé résidu de la fonction f(r, y) relatif
au point (a, b).

Dans les définitions précédentes il faut remplacer (z—q) parl

T

quand a = co. _

Supposons maintenant que (a, ) soit un point critique de la fonction
algébrique y de 2 et considérons un systéme circulaire de ¢ racines
Y Yy - -+ - Y, se permutant autour de ce point. Si P'on fait

{7 r=a + a7

ces ¢ racines sont, dans un certain domaine du pont (a, ) relatif au
systéme circulaire considéré, représentées par le méme développement en

série
(8) Y= 2 A",
y=0

Remplagons, dans la fonction f(z, y), # et y par les expressions (7) et
(8); f(r, y) deviendra une fonction de la variable 2’ uniforme dans un
certain domaine du point &’ = (0. Nous dirons que la branche de la
fonction f(r, y) relative au systéme circulaire considéré est régulicre au
point (a, b), admet ce point pour pdle ou pour point singulier essentiel
suivant que la fonction uniforme de 2' que nous venons de définir est
régulicre au point 2’ = 0, admet ce point pour péle ou pour point sin-
gulier cssentiel.

Lorsque la branche considérée de la fonction f(x, ) est réguliére au
point (a, &), on a, dang un certain domaine du point o' = 0
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y=a@
Fl ) = ) A"
v=0

lorsque le point (@, ) est un pole pour cette branche, on a, dans un
certain domaine du point z' == 0

y=4o
fle, g = Y, Aa”
o—a
le nombre entier positif a sera appelé degré du pole, et le produit ¢4_,
sera appelé résidu de la branche considérée de la fonction relatif au pole
(a, b).

Lorsque le point (¢, b) est un point singulier essentiel pour cette
branche de la fonction f(r, y) et qu'en outre il existc un domaine .¢ du
point (@, &) relatif au systéme circulaire considéré tel que, dans ce do-
maine, il n’y ait plus ni podle ni point singulier essenticl de f(z, y), on
a, pour cette branche, le développement

y=-f 0

S, y) = 2 Az”
e
valable dans un certain domaine du point 2" = 0. Dans ce cas le point
(a, b) est appelé point singulier essentiel isolé pour la branche considérée,
et le produit g4_, est appelé résidu relatif & ce point.
Il faut remarquer que, si dans les développements précédents suivant

1
les puissances de ', on remplace 2’ par sa valeur (x — @) tirée de(7),

le coefficient de est précisément 4_,. Nous introduisons le facteur

& — a
g dans la définition du résidu pour donner aux théorémes un énoncé
général s’appliquant a la fois aux points critiques et aux points non cri-
tiques.
Fonctions ayant un nombre fint de points singuliers,
6. On a d’abord le théoréme suivant:
Une fonction uniforme du point analytique (x, y) qui w'a dautres points

singuliers que des poles est une fonction rationnelle de = et y.
(Voir Briot, Théorie des fonctions abéliennes, Note B.)
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7. Voici maintenant la généralisation du théoréme I § 1.
Theoréme IV. Soit f(x, y) une fonction uniforme du point analytique
(x, y) ayant un nombre fini de points singuliers (a,, b)), (a,, b,), . . . . (@, b,)
et soient R,, R,,"....R, les résidus relatifs & ces points; soit de plus dans

un certain domaine du point analytiqgue (x = oo, lim g = ¢)

y=-+4®
Wl
fon=Y40L k=12 .m;
on a la relation
(9) AP 4+ 4P 4+ . 4+ A" =R +R, +....+R,.

Pour démontrer cette relation, il suffit d’appliquer le théoréme I a
la fonction uniforme de z

fi(@) =f(,7;’ yl) +f(‘r” Y+ . + f(@, yn),

Yoy Yar -+ o - Yn désignant les m valeurs de y qui répondent & la valeur z.
Il est évident que f,(r) est une fonction uniforme de x ayant les n
points singuliers «,, a,,....a, Supposons, pour prendre le cas le plus
général, que le point singulier {(a,, b,) soit un point critique autour duquel
se permutent ¢ racines ¥, ¥, ....-%. On a, dans un certain domaine
de ce point,
v=-+ow

fo v =Y do—an)';

Y ——
désignons par @ une racine primitive de P'équation bindme

w'—1=0.
1
Si la variable « fait le tour du point @, y, devient y, et (r — @,)? est
multiplié par w; donc
y=-f0

Fle, p) = Ezw«w—ak)@

Y= —00
On a de méme
y=+4x

Fo =Y e — ey,

Y == =00
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et ainsi de suite jusqu'a

y=+4ow

ny0=24WWW—wﬁ

y=—od

Si nous faisons la somme de ces ¢ développements

f(%, yl) +f(w’a yl) + St +f($a y'I)’

nous voyons que les termes qui contiennent (r — @,) élevé a une puis-
sance fractionnaire disparaissent et que le coefficient de b st gA
L= qy
c'est a dire le résidu R,. Ainsi la fonction uniforme f(z) admet le point
singulier @, avec le résidu R,. ‘
D’autre part dans le domaine du point co on a

—q9

k=my=dow

E: 1
. x) .
.f[ (23) - AV . ’

k=lv=—x

le coefficient de . dans ce développement est
x

AP+ AP + L+ 47

Donc en appliquant a la fonction f(z) la relation (1) on obtient
précisément la relation &4 démontrer (9).

Remargue 1. Si une fonction uniforme du point (x, y) qui a un
nombre fini de points singuliers n’a pas de points singuliers & l'infini et
devient en chacun des m points analytiques éloignés mdéfiniment infini-

1

ment petite de lordre de =, ou d’un ordre supérieur, la somme des ré-
X

sidus de cette fonction est nulle. En effet, dans cette hypothese, les m
nombres AP, AP, . ... A sont nuls; donc

B, +R,+....+R,=0.

Remarque 1I. Dans le cas pérticulier ou la fonction f(z, y) est ra-
tionnelle en x et y, la relation (9) est I'expression analytique de ce théoréme
de Riemann que la somme des résidus logarithmiques de intégrale d’une
fonction algébrique est nulle.
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8. Avant dc poursuivre cette étude, rappelons quelques propriétés
des intégrales Abéliennes dont il sera fait usage plus loin.
Désignons par

£ ¥ .
(10 w(x, y) = | @@, y)de (it=1,2....p)
Zo Yo

les p intégrales Abéliennes normales de premiére espéce, et par
8 (u,, t,,....u,) ou plus simplement B(u,) une des fonctions 6 corres-
pondantes.

L'intégrale Abélienne normale de troisiéme espéce qui admet les
deux points critiques logarithmiques (¢, %), (¢, %) est

S — Log, J80@ y) — wOE, 7) + hi. 6— w2, 7) + k)
&, ) g' Q[M(i)(w, y) — u(i)(E', v/) + hl] . 6[_ 'u’(i)(éa v) +h1]

ou
k=p—1

h,r = Oi — Eu(i)(wk, yk), (’b = 1, 2, e 1)),
k=1

les (p— 1) points (z, ¥,), (£ ¥,)s -+ . (£o—y, Y,_,) étant arbitrairés. La
fonction JIZ . ne dépend en aucune fagon du choix de ces (p — 1) points.
(Voir: Thése présentée & la Faculté des Scienges de Paris par M. Emma-
nuel le 5 juillet 1879, p. 21 et suivantes.)

La dérivée de Vintégrale de troisiéme espéce /i ”. par rapport -4 &
est indépendante de (&, y') et des (p — 1) points (x, y,), (&, ¥,) . : ..
(p1y ¥,..). Désignons cette dérivée changée de signe par Z(&, #):

IS D d o B, y) —uDE g) + R

A A = — =g =~ LT ) A

Cette fonction Z(& 7) est l'intégrale Abélienne normale de seconde espéce
qui est finie pour toutes les valeurs de (z, y) excepté pour z = &, y = ;
en ce point elle devient infinie du premier ordre et son résidu est égal
4 Dunité, Cette meéme fonction Z(& ) est une fonction rationnelle du
parameétre (£, ) ayant pour pdles les points critiques et les points (x, ¥)
et (x,, ¥,), ces derniers avec des résidus — 1 et 4 1. Cela résulte de
la forme du second membre de Yéquation (11) ou du théoréme sur
I'échange du paramétre et de Vargument dans les intégrales de troisiéme
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espéce. (Voir Clebsch et Gordan, Theorie der Abelschen Functionen
p- 120 et suiv.). Je rappelle enfin que Ia fonction Z(%, ) du point
(2, y) admet p périodes qui sont

501(51 7,1‘)7 ?2(5y v)a e . %p(fa 7/)
la fonction ¢, étant la fonction rationnelle qui figure dans Vexpression (10)
de lintégrale de premiére espéce u®(x, ¥).
Cette fonction Z(& 7) joue dans les recherches suivantes sur les fonc-
tions du point analytique (7, y) le méme réle que la fonction
1 1

x— & x,— ¢

dans les recherches sur les fonctions uniformes de z. (§ 1, 2 et 3.) Si
I'on désigne par %, %,,...%, les m valeurs de % qui répondent a une
valeur attribuée a & dans 'équation F(&, 7) = 0, on a
Fd o~ 1 1
A& ) + AE p) + o+ HE ) = -

%, — &

Si le point (& %) coincide avec un point critique, les théorémes pré-
cédents subissent des modifications que je n’'indiquerai pas ici.

9. Soit R(r, y) une fonction rationnelle de x et y; la formule de
Roch analogue & la formule de décomposition d’une fraction rationnelle
en fractions simples (Journal de Crelle, t. 84, p. 294) sobtient immé-
diatement en appliquant le théoréme IV (relation (9)) & la fonction ra-
tionnelle de (&, 7)

(12) R, 1) 48, 7).
Je vais le montrer ici en supposant pour plus de simplicité que la fone-

tion R(r, y) soit réguliére aux m points analytiques éloignés indéfiniment
et en tous les points critiques. Soient alors

(all\ bl)) (a'g'/ bg), [ ((1,,,, bn)

les » poles de R(rz, y), le pole (a;, 0,) étant d'ordre s,. Dans un certain
domaine du point (e, b,) on a
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(%)
AP AP 4, , :
! 2 ot — -+ BP + B~ a0+ ...

(& — ax)*

Rz, y) =

T — U (IB 7——ak)“

Cela posé, la fonction rationnelle (12) de & et y admet les n péles
(a, b) de R(& %), et les poles de Z(§, ») qui sont les points critiques et
les points (2, ¥), (z,, ,)» Le résidu de la fonction (12) relatif au pole
(@, b:) est

(2]
AP .
A(l"’Z(ak, b)) + Agk) L (ag, by) + ﬁ Z"(ae, b)) + .. + ms:—]).. z% n(“k, by),

en désignant par Z“a, b) la dérivée d’ordre s de Z(&, 7) par rapport a
¢ dans laquelle on a remplacé (£, 5) par (e, b). Le résidu de la fonc-
tion (12) relatif au pole (r, y) est ——R(ﬂb, ¥), et le résidu relatif au pole
(r,, y,) est R(z,, y,). La fonction Z(& %) a encore des poles aux points
critiques, mais les résidus correspondants sont nuls, car lintégrale

(13) [, pae
reste finie aux points critiques. De plus la fonction rationnelle (12) est

réguliére aux m points analytiques & l'infini et elle est en chacun de

ces points infiniment petite de l'ordre de ;‘ , car lintégrale (13) reste
S

finie & linfini. Done, d’'aprés la remarque I du § (7) la somme des
résidus de la fonction (12) est nulle; ce qui donne la formule de Roch

A Q)]

k=n
N . ’ : 3] !
(14) Rz, y) = R(z,, v,) + ;[Al Ao, ) + - + 157

—ﬁl_) AR b;.)]

Puisque le seccond membre de cette formule est une fonction rationnelle
de x et y, ses périodes sont nulles; ce qui donne les p relations connues

k=n )
4%
(15) E [A(lk)sﬁi(ﬂrk, I)‘) + A-(f);o’,i(ak, bk) + ..+ m . ¢,-("k'1)(a,k, l)l)] =0
- (8
ou
1=12....p

Ces relations (15) peuvent d’ailleurs étre démontrées directement en ap-
pliquant le théordime IV du § 7 aux p fonctions rationnelles
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R(E, Dok, 7)), i=1,2....p

10. Proposons-nous maintenant de trouver Vexpression la plus géné-
rale d’une fonction uniforme f(z, y) du point analytique (z, y) partout
réguliére excepté au point singulier essentiel (a, ).

Dans un certain domaine du point singulier (@, b) on a

y=4w
, B 4,
a7) o) —2 -
Considérons la fonction du point (&, »)
(16) F & D¢, 9);

cette fonction admet un point singulier essentiel & savoir le point (4, d)
et le résidu relatif & ce point est égal & '

Y=o

Av (v—1), .
_11.2...(y-1)z (@ b);
tel est en effet le coefficient de dans le développement de la fonc-
r—4a

tion (16) suivant les puissances de (£ — a). Cette méme fonction admet
les poles (z, y) et (x,, y,) avec les résidus — f(z, y) et f(z,, ¥,); elle
admet aussi pour poéles les points critiques avec des résidus nuls; enfin
elle devient aux m points analytiques & linfini infiniment petite comme
th-,. En appliquant a cette fonction (16) le théoréme 1V, Remarque I,
on a

an P 9 = f @ 5) + 21——2—%_—1) 2, b).

Telle est l'expression cherchée de la fonetion f(x, y). La série qui sert
a définir la fonction (17) est convergente tant que le point analytique
(z, y) est distinet du point (a, ). En effet quand le point (, y) est
distinet du point (a4, b) on peut toujours développer la fonction (16) en
une série ordonnée suivant les puissances de (§— a) convergente dans
un certain domaine du point (@, 4). Dans ce qui suit nous désignerons
par G(z, y | a, b) la fonction uniforme la plus générale du point (z, y)

Acta mathematica. 1. 16.
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qui admet un seul point singulier, & savoir le point singulier essentiel
(a, b); une pareille fonction est représentée par la série (17).

Dans les raisonnements précédents on a supposé le point (e, b) diffé-
rent d’'un point critique. Dans le cas olt le point (@, &) coinciderait avec
un point critique autour duquel se permutent ¢ racines formant un sys-
téme circulaire, on ferait d’abord la substitution

E=a+ &% 5=04+7y;

1

et on égalerait & f(», y) — f(x,, y,) le coefficient de =, dans le développe-
‘ 3

ment de la fonction (16) suivant les puissances de £
Les coefficients 4,, 4, .... A, qui figurent dans les développements
(17) et (17°) satisfont aux p relations suivantes:
V=00 sogy-—l)(a, b)

(18) AT o =D

=0,(G=1,2...p)

y=1
¢z, y) désignant la dérivée d’ordre (v — 1) de g¢,(r, y) par rapport &
x. Les relations (18) résultent de ce que les périodes de la fonction (17)
sont nulles; on les démontre directement en appliquant le théoréme IV,
(Remarque I) aux p fonctions

f@ ). ez y), ¢=1,2,....p).

11. Les considérations employées dans le paragraphe précédent per-
mettent d’obtenir de la méme fagon l'expression la plus générale d’une
fonction uniforme du point analytique (z, y) admettant les # points sin-
guliers (a,, &), (a,, b,),... (a,, b,). Nous supposerons, pour plus de
simplicité, que ces = points sont & distance finie et quaucun d’eux ne
coincide avec un point critique. Soit f(z, y) la fonction cherchée; dans
un certain domaine du point singulier (a,, &), cette fonction est dévelop-
pable en une double série de la forme

Y= 00 -
AP
(19) ﬂ%m=2@_%;

Considérons la fonction uniforme du point (&, %)

(20 F& 7). 2§ 7).
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Cette fonction admet comme points singuliers: 1°) les n points (a,, &)
comme points singuliers essentiels, 2°) les deux points (x, y) et (x,, ¥,)
comme péles, 3°) les points critiques comme poles. Le résidu de la fonc-
tion (20) relatif au point (e, §,) est

\l

. 2" (e, by);

les résidus de cette méme fonction relatifs aux poles (z, y) et (x,, y,)
sont — f(z, y) et f(x,, ¥,); enfin les résidus relatifs aux points critiques
sont nuls. Comme on peut appliquer a cette fonction la remarque I du
théoréme IV, on a la relation

k=ny=ow

(k) ‘
(21) m»>ﬂ%w+221{4lﬁwmmx

ce qui donne l'expression cherchée de la fonction f(z, ). On voit que
cette expression est de la forme

k=n

f(mv ?/) = ZGk(wa ) l Qi bk)a
k=1
les fonctions G, étant des fonctions telles que (17).
Les coefficients A(’"(,’f T 3on) satisfont aux p relations

) k=ny=o k)¢z (a , bk) .
(22) 221 e =0 G=12...p)

que Y'on obtient en appliquant encore le théoréme IV aux p fonctions

f@, 9.0, ), (G=1,2,...p)

12. L'on peut généraliser les théorémes exposés dans les § 2 et 3
de la facon suivante.

Voici d’abord la généralisation du théoréme de Cauchy sur le
développement d’une fonction de z holomorphe dans l'intérieur d’'un cercle
de centre @ en série ordonnée suivant les puissances ascendantes de (x — a).

Théoréme V. Soit (a, b) un point non critique et & un nombre positif
tel que dans le domaine ¢ du point (a, b) il n'y ait pas de point critique;
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soit de plus f(x, y) une fonction du point analytique (x, y) uniforme et ré-
guliere en tous les points analytiques situés en dehors du domaine o du
point (a, b). Cette fonction est développable en uwe série de la forme

(23) Fla y) =Flen 3) + Y, 425G, b)
y=1

convergente en tous les points analytiques extérieurs aw domaine o.

En effet, solent (z, y) et (x,, y,) deux points analytiques situés a
I'extérieur du domaine ¢ du point (@, b); considérons un domaine p du
point (#, y) et un domaine p, du point (z,, ,) n'empiétant pas l'un sur

N

Pautre ni sur ¢ et ne contenant pas de points critiques. L’on a I'équation

(24) f FE 7). BE, s + f FE 7). ZE, it + f FE, ). BE, p)dE =0,
4 Po 8

les indices p, p,, 0 indiquant que les intégrales qui en sont affectées sont
prises dans le sens positif sur les circonférences limitant les domaines
0y p, et 6. Pour démontrer l'équation (24) tragons dans le plan des x
les lacets de premiére espéce et les m circuits. (Voir Briot et Bouquet,
Théorie des fonctions elliptiques, p. 180, figz. 58,) Nous pouvons toujours
tracer ces lacets et ces circuits de facon qu’ils ne pénétrent pas dans les
domaines p, p,, 6, et que ces trois domaines soient dans l'intérieur de la
circonférence des circuits. Cela posé, prenons l'intégrale

(25) [f@, pag, i

sur le contour fermé constitué par la droite ol, la circonférence du circuit
dans le sens positif (le sens de la fléche sur la fig. 58), la droite lo, et

enfin la suite des lacets ... qa,, a,, a,, @, jusqu'au point 0. Comme on
peut parcourir ce contour fermé en prenant successivement au départ
chacune des m racines %,, %,,....7, correspondant & la valeur initiale

de &, l'on obtient m valeurs de lintégrale (25) sur le contour indiqué;
je dis que la somme de ces m valeurs est nulle. D’abord, dans chaque
intégrale, la partie relative & la circonférence du circuit est nulle, car a
Vextérieur de cette circonférence chacune des branches de la fonction
intégrée est holomorphe et développable en une série convergente de la
forme
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y=o0

L L
v-sv,

<
w

puis, les portions d’intégrale relatives aux droites ol et lo se détruisent.
Il reste donc & montrer que la somme des intégrales prises sur les lacets
est nulle; or cela résulte de ce que la somme des g intégrales relatives
aux ¢ lacets d'un systéme circulaire de ¢ racines se permutant autour
d’'un point critique est égale & zéro. (La démonstration est la méme que
celle que donnent M.M. Briot et Bouquet pour l'intégrale d’'une fonction
rationnelle, voir Théorie des fonctions elliptiques p. 174.) Il est d’ailleurs
évident que la somme des m valeurs considérées de lintégrale (25) est
égale au premier membre de I'équation (24); donc ce premier membre
est nul, et la relation (24) est démontrée. La premiére des intégrales
(24) est égale &

o — 2mif (=, y),
la deuxiéme &
+ 2mifiz,, v,)-
On a done I'équation
(26) F@ 0) = e 1) + / FU& DA, e,
3

qui est une équation fondamentale pour la théorie des fonctions d'un
point analytique. Dans le cas présent la fonction Z(§, %) du point (¢, )
est une fonction holomorphe de & dans un domaine ¢ > ¢ du point (a, 8);
elle est donc développable dans ce domaine en une série uniformément
convergente par la formule de Mac-Laurin

v

(27) %28, 7) =

v

(‘F a") ¥)
T 2% by

0

Portant ce développement (27) dans la formule (26) on a la formule a
démontrer (23) dans laquelle

]. 1 y—1 -
@8) Ay .Jcs—-a), o

13. Le théoréme V démontré dans le § précédent peut étre généra-
lisé de la fagon suivante,
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Théoréme VI  Soient (a,, b,), (a, b,), . ... (a,, b,) des points non
critiques et 6, 0, . ... 0, des nombres positifs tels que, dans le domaine 6,
du point (@, b)), i Wy ait pas de point critique; soit de plus f(x, y) une
fonction du point analylique (v, y) uniforme et régulicre en tous les points
analytiques Sttués a la fots en dehors de tous les domaines o, des

points (a,, b,). Cetie fonction est développable en une série de la forme

k=ny=0wo

(29) f(wa ?/) =f(.wo> yo) + 2 2 Agk)z(yﬁl)(ah bk)
k=1 v=1

convergente en tous les points analytiques extérieurs o. la fois & tous les
domaines 0, .

La démonstration de ce théoréme est en tout semblable & la préce-
dente et repose sur 1'équation

(]
ke=n

(30) JE& &, pdé + | f&, pa§, pdé +2 S&, pZE, pdé =0
k=1
&

2 Po

qui est analogue & l'équation (24) et que l'on établit de la méme fagon.

Ces développements en série conduisent, pour les fonctions d’'un point
analytique (x, 4) 4 des conséquences analogues & celles que j'ai indiquées
pour les fonctions d’une variable x. (Comptes Rendus des Séances de
I'Académie des Sciences de Paris, Séance du 1 Mai 1882.) Je me ré-
serve d’étudier cette question dans une autre circonstance.

14. Fonctions ayant une infinité de points singuliers. — Voici, pour
ces fonctions, la généralisation du théorémme de M. Mittag-Leffler.

Théoréme VIL. Soient une suite de points analytiques tous différents

(a,, b)), (a,, b,),....{as, b), .. ..
tels que

lim (avv bV) = ((L, b)’ (V = Q’)),

FACAE I ACHE) RIS A C ) NN
une suite de fonctions rationnelles de x et y ne devenant infinies respective-
ment qu'aux deux points (a,, b,) et (a, b); il ewiste une fonction wuniforme
O(z, y) du point analytique (x, y) wayant dautre point singulier essentiel
que le point (a, b) et admettant pour piles les points (a,, b,) de telle facon
que la différence

soient, dautre part
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@ (@, y) —f{w 9)
soit réguliére au point (a,, b,). ()

Supposons que le point (a, b) ne coincide pas avec un point critique.
Soit ¢ un nombre réel positif moindre que 'unité, et ¢ un nombre. po-
sitif tel que dans le domaine ¢ du point (4, ) il n’y ait ni un point
critique, ni le point initial arbitraire (z,, y,) limite inférieure des inté-
grales Z.

Les points (a,, b,) situés en dehors du domaine &¢ du point (a, b)
sont en nombre fini; parmi ces points se trouvent d’ailleurs les points
(@, b,) qui coincident avec des points critiques. Formons la somme des
fonctions f,(x, y) en nombre fini correspondant a ces points (a,, §,) situés
‘en dehors du domaine ¢ et désignons cette somme par ¥(z, y).

Considérons maintenant les points (a,, 4,) en nombre infini situés
dans le domaine ¢ du point (a, b); dans ce qui suit nous désignerons
plus spécialement ces points par («, b) et par f(z, y) les fonctions ra-
tionnelles correspondantes. Nous allons montrer qu'il existe une fonction
¥z, y) possédant a P'égard de ces points la propriété indiquée par le
théoréme. Pour avoir alors la fonction cherchée @(z, y), il suffira de
prendre :
Oz, y) = (@, ) + Y2, y).

Avant de commencer la démonstration, il importe d’abord de former
I'expression analytique de la fonction rationnelle donnée f,(x, y) qui a
un pdle au point (a,, 8,) et un autre pdle au point (a, 4. Supposons
que le déterminant
oa, b) ila, by eila, b). ... A" Xa, b)

ola, b) gi(a, b) ¢ia, b) . ... ¢ a, D)
d(a, b) =

oia, b) @hla, b) - gp(@, b) . ... g Na, b)

(') Lors d'une visite que j'ai faite d Berlin au mois de Juillet de l'année 1882,
M. WEIERSTRARS m'a appris qu’il était depuis longtemps en possession de ce théordme et
d’autres dans le méme genre. Un mémoire du grand géometre sur les fonetions que M. APPELL

nomme fonctions uniformes dun point analytique, paraitra prochainement dans les »Acta».
Le rédacteur en chef.
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soit différent de zéro. Dans le domaine du point (a,, 3,) la fonction ra-
tionnelle f(z, y) est développable en une série de la forme

) (
Aﬁfy A,:;)_l Agl‘)
it

file, y) = + AP + ...

(x—a,)" (x—a,) &z — a,

AP, 4P, . ... AY étant des constantes connues. Posons alors

)

@) dloy | &) = L08E ) + APZE )+ -+ g AV TE )
+ BZ(a, b) + BYZ(a, b) + . . .. + BOZPV(a, b),

les nombres By, BY,....BY étant déterminés par les p équations du
premier degré

B, b) + BY¢a, b) + . . . . + BYG" V(a, b)
A(V)
) V) ) n, n 1
3D |+ AP0 )+ AGE D+ g A T =0
1 = 1, 2, PR

équations qui expriment que la fonction ¢,(z, y | &, %) est rationnelle en
z et y. Ces équations (32) donnent pour BY, BY,.... BY des expres-
sions linéaires par rapport aux fonctions

o, ) Ol ) ... BTTVE, )

ces coefficients BY, BY,....BY sont donc des fonctions rationnelles de
(&, ) wayant dautres piles que les points critiques. En remplagant ces
coefficients par leurs valeurs dans l'expression (31) on obtient pour
¢,(x, y | & n) une fonction rationnelle de z et y n'ayant d’autres péles
que les points (&, ) et (a, b); cette méme fonction ¢,(x, y | & %) est une
fonction rationnelle de (£, ) n'ayant d’autres péles que les points critiques,
le point (z, y) et le point (x,, y,). La différence
ﬂ(w3 ?/) - ¢V(w1 k) f ay, bV)
est une fonction rationnelle de (z, y) réguliére au point (a,, b,) et n'ayant

plus que le pdle (a, b); en désignant cette différence par g,(z, y) nous

anrons
&z g | as, b) = filz, ¥) — gz, y).
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Cela posé, soient

€y gy 0 v v By o n

des nombres positifs dont la somme est finie, et soit (§, ») un point situé
dans le domaine ed du point (a, b). Pour toutes les positions du point

1
analytique (r, y) situées en dehors du domaine z mod (§—a) du point

(a, b) 1a fonction ¢,(x, y | €, %) est développable en une série convergente
ordonnée suivant les puissances ascendantes de (§-—a). En effet, cette
fonction ¢,(2, y | & %) est une fonction holomorphe de & dans le domaine
ed du point (a, b) si le point (x, y) est situé en dehors du domaine ¢ de
ce point, ou dans le domaine e.mod (x —a) du point (a, D) si le point
(r, y) est situé dans le domaine ¢ de ce point. Donc, si T'on fait, en
particulier, (& ) = (a, b,), on voit que, pour toutes les positions du

1 .
point analytique situées en dehors du domaine - mod (a,— @) du point

(@, b), la fonction ¢,(z, y | a,, b,) est développable en série convergente
ordonnée suivant les puissances ascendantes de a,—a. Soit cette série

M=o

(33) M%M%M=2W—WU%w%

les coefficients A,{(z, y) sont des fonctions rationnelles de x et y admettant
le seul podle (@, b). En effet d’aprés la série de Taylor

1

v, dm Vw’ E) )

LM l a&" ‘(5, 7) = (a, b);

dmsbv(.% AR

"
rationnelle de (x, y) ayant pour péles les deux points (&, ) et (a, 8);
donc le coefficient A% (x, y) obtenu en remplacant dans cette dérivée
(¢, ) par (a, b) n’a plus gqu'un pdle, a savoir le point (a, 6). Si nous
posons

la dérivée est d’'aprés la composition de ¢, une fonction

m=m,

(34) e, 9) = Y, (6 — )iz, 9)
m=90

Acta mathematica. 1. 17
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cette fonction h,(x, y) posséde la méme propriété d’avoir pour seul péle
le point (a, b). En écrivant la série (33)

meo

Wi, y | o, B) = hofe, 3) + D (o — )" ie, 9)

m=m, +1
on peut déterminer le nombre m, de telle fagon que pour toutes les

. . - .1
positions du point (z, y) situées en dehors du domaine - mod (@, — a),

le module de

m=o

Y 6 — @y iz, )

h=m, +1
soit au plus égal & ¢, Faisant alors
Oz, ?/) = ¢V(x, Y I ay, b)— h(e, y)

=fv(w) y) - gl‘(m’ ’!/) - hv(z, y)
la série

Po, )= Y, Ole, v)

est absolument convergente et fournit la fonction cherchée ¥z, y).

En effet, soit (r, y) une position quelconque du point (z, y) différente
des points (a,, b,) et du point (a, ). Il existe un entier »’ tel que pour
v>y" le point (x, y) soit constamment situé en dehors du domaine

1
z mod (a4, —a) du point (a, b). Les points (a,, b,) dont I'indice est moindre

que v’ sont en nombre fini, et par suite la somme des fonctions &,(z, y)
relatives &4 ces points est finie; quant aux points (a,, b,) tels que y>y’
leur nombre est infini, mais, d’aprés ce qui précede, on a pour tous ces

points
mod &z, y)=e,

et la somme des modules des fonctions &,(z, y) correspondantes est encore
finie. .

La différence ¥{z, y) —f(z, y) est réguliére au point (a,, ) d’apres
la forme méme des fonctions @,(r, y).



Sur les fonctious uniformes d'un point analytique (z, v). 131

Nous avons supposé plus haut que le déterminant d(a, b) est diffé-
rent de zéro. Si ce déterminant est nul, on remarque que 'un des dé-
terminants

o, b) o (a, b). ... g P(a, b)

Pa, b SR SN G e ¢ T )
da, B) = v3 (a, b) ¢z (a, b) 2 (a, b)

oP(a, b) oV, b) .. .. ¢ a, b)

ou k prend successivement les valeurs 1, 2, 3.... etc, est différent de
zéro. Car si tous ces déterminants étaient nuls, la fonction rationnelle

Ox%(‘”’ y) + Oef”a(”v ?/) + ... .+ 0??1’('”, ?/)

ou O, C,,....C, sont des constantes convenables, s'annulerait au point
(@, b) ainsi que tfoutes ses dérivées; ce qui est impossible. Alors si
di(a, ) Z 0, il suffira, dans ce qui précéde de remplacer ¢,(z y | & 7) par

la fonction

A(V)
2] QY 7 "y gn, —D
A7Z(E, 7) +}A2 VA V) I R & ——1-2.'(7)’”_—-——1)& &, »
+ Egv)Z(/t)(a/’ b) + E;V)Z(k+l)(a, b) + ...+ Eg)z(k-'}-p—-l)(a) b),

la sunite du raisonnement est identique.

15. Dans un prochain mémoire j'indiquerai la décomposition en
facteurs primaires d’une fonction uniforme du point (x, ) ayant un seul
point singulier essentiel et n'ayant pas de péles. J'indiquerai en méme
temps quelques théorémes sur les fonctions uniformes doublement périodi-
ques & points singuliers essentiels, théorémes qui se déduisent des précé-
dents dans le cas de p= 1. (Voir au sujet des fonctions doublement
périodiques & points singuliers essentiels une Note de M. Picard, Comptes
Rendus des Séances de 1'Académie des Sciences, tome LXXXIX p. 852,
et une Note que j'ai publiée récemment dans les Comptes Rendus de la
Séance du 3 Avril 1882.)

Klingenthal 2 Septembre 1882.




