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Communiqué le 28 mai 1952

Remarques sur les corps résolvants des coniques, cubiques
et quartiques

Par TrycvE NAGELL
1. Coniques. Dans une note qui vient de paraitre dans ce Journal (voir

Nac¢eLL, Un théoréme arithmétique sur les coniques, Arkiv {. Matematik, Bd 2,
Nr 14, Stockholm 1952) j’ai établi le résultat suivant:

Théoréme 1. Soit C une conique propre (irréductible) rationnelle dans le do-
maine Q, qui wadmet aucun pont rationnel dans Q. Alors fout corps résolvant
de C dans Q est d'un degré pair relativement a £2.

Nous allons compléter un détail dans la démonstration de cette proposition.
Supposons qu’il y ait sur C un systéme rationnel S, de = points et que
n=2m—1 soit un nombre impair = 3. Par ces points et par

g=im(@m+3)—~(2m—1)

points rationnels P, P,, ..., P, en dehors de la conique je puis faire passer
une courbe algébrique O™ de degré m. Cette courbe aura évidemment les
coefficients rationnels. On voit que u=2.

Pour m=2 on a u=2; dans ce cas les deux coniques C' et C® sont distinctes,
vu que les points rationnels P; et P, sont en dehors de C. Pour m=3 on a
u#=4; dans ces cas on peut choisir les u points Py, P,, . .., P, de telle fagon
que la courbe C™ ne contienne pas la conique C. En effet, pour obtenir cela
il suffit de les choisir tels qu’ils ne soient pas tous sur une méme courbe algé-
brique C”? de degré m—2. C’est possible puisqu’on a

p=tm(m+3)—2m+1>§(m—2)(m+1).

Alors la courbe O coupera la conique en exactement 2 points, qui formeront
un systéme rationnel. Parmi ces points se trouvent aussi le systéme rationnel
S, de n=2m—1 points. On en conclut qu’il y a nécessairement un point
rationnel sur la conique C. Comme cela est contre I’hypothése, le théoréme 1
se trouve démontré.

2. Cubiques. — D’une maniére analogue on peut compléter la démonstration
de la proposition suivante (voir NageLr, Sur la résolubilité des équations cu-
biques & deux inconnues dans un domaine relativement algébrique, Nova Acta
Regiae Societatis Scientarum Upsaliensis, Ser. IV, Vol. 13, N:o 3, p. 5 Upp-
sala 1942):
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Théoréme 2. Soii C une cubique propre (irréductible) rationnelle dans le do-
maine $2, qui w'admet aucun point rationnel dans 2. Alors le degré relativement
a Q2 de tout corps résolvant de C dans Q est divisible par 3.

Supposons qu’il y ait sur la cubique C un systéme rationnel S, de n points
et que n soit indivisible par 3.
Soit d’abord n=3m —1. Par les n points du systéme S, et par

p=imm+3)~Bm—1)

points rationnels P,, P,, ..., P, en dehors de la cubique je puis faire passer
une courbe algébrique C de degré m. Cette courbe aura évidemment les
coefficients rationnels.

Pour m=1 et pour m=2 on a u=0; dans ce cas la courbe O représente
ou une droite ou une conique, et ainsi elle ne peut pas contenir la cubique C.
Pour m=3 on a p=1; dans ce cas les deux courbes ' et C‘ ne coincident
pas, puisque le point rationnel P, est en dehors de la cubique C. Pour mz=4
on a #=3. Dans ces cas on peut choisir les points rationnels Py, P,, ..., P,
de telle facon que la courbe -C'™ ne contienne pas la cubique C. En effet, pour
obtenir cela il suffit de les choisir tels qu’ils ne soient pas tous sur une méme
courbe algébrique C"~® de degré m—3. (Vest possible puisqu’on a

u=4m(m+3)—3m+1>3(m—3)m.

Alors la courbe C“™ coupera la cubique C en exactement 3m points, qui for-
meront un systéme rationnel. Parmi ces points se trouvent aussi le systéme
rationnel S, de n=3m—1 points. On en conclut qu’il y a nécessairement un
point rationnel sur la cubique C. Comme cela est contre Phypothése, le théoréme
2 est démontré dans ce cas.

Considérons ensuite le cas de n=3m— 2 m entier = 2. Par les n points du
systéme S, et par

u=3im(m+3)—(3m—2)

points rationnels P,, P,, ..., P, en dehors de la cubique je puis faire passer
une courbe algébrique C™ de degré m. Cette courbe aura évidemment les
coefficients rationnels,

On peut choisir les g points rationnels P,, P,, ..., P, de telle fagon que
la courbe O ne contienne pas la cubique C. Cela est ev1dent quand m =2 et
u=1. Pour m=3 on a u=2; dans ce cas les deux courbes C' et C ne coin-
cident pas, vu que le point rationnel P, est en dehors de la cubique C. Pour
mz=4 on a uz4. Dans ces cas il suffit de choisir les points P;, Py, ..., P,
tels qu’ils ne soient tous sur une méme courbe algébrique C™® de degré m — 3.
C’est possible puisqu’on a

pu=imm+3)—3m+2>3(m—3)m

Alors la courbe CY coupera la cubique C en exactement 3m points, qui for-
meront un systéme rationnel. Parmi ces points se trouvent aussi le systéme
rationnel S, de n=3m—2 points. On en conclut qu’il y a nécessairement une
couple rationnelle sur la cubique C. Or, nous venons de montrer que la cubique
n’admet aucun corps résolvant quadratique. Donc le theoreme 2 se trouve dé-
montré dans tous les cas.
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3. Quartiques. — La démonstration du théoréme 4 dans la note précitée est
incompléte, parce que la courbe auxiliaire du '™ degré peut contenir la
quartique. 11 faut remplacer ce théoréme par la proposition suivante:

Théoréme 3. Soit ¢ une quartique propre (irréductible) rationnelle dans le do-
maine 2. St Q adwmet un systéme rationnel dans Q2 d'un nombre impair de poinis,
elle admet un triplet rationnel dans 0.

Démonstration. Supposons qu’il v ait sur la quartique ¢ un systéme rationnel
S, de n points, n Impair = 5. ,

Soit d’abord n=4m~3. ol m est un entier =2, Par les n points du systéme
S, et par

=% m(n - 3)— (4m~3)

points rationnels P, P,, ..., P, en dehors de la quartique je puis faire passer
une courbe algébrique C“” de degré m. Cette courbe aura évidemment les
coefficients rationnels

Pour m=2 et pour m=3 on a u=0. Dans ces deux cas il est évident que
la courbe C ne peut pas contenir la quartique ¢. Pour m=4 on a p=1;
dans ce cas les deux quartiques Q et C% ne coincident pas, puisque le point
rationnel P; est en dehors de la quartique @. Pour m=5 on a p23. Dans
ces cas on peut choisir les points Py, Py, ..., P, de telle fagon que la courbe
C™ ne contienne pas la quartique @. En effet pour obtenir cela il suffit de
les choisir tels qu’ils ne soient pas fous sur une méme courbe algébrique 0%
de degré m —4. (Pest possible puisqu’on a

po=tmm-3y—4m--3> 3 (m~—4)(m—1).

Alors la courbe '™ coupera la quartique @ en exactement 4 points, qui for-
meront un systéme rationnel. Parmi ces points se trouvent aussi le systéme
rationnel S, de n=4m~—3 points. On en conclut gu'tl y a nécessairement un
triplet rationnel sur la quartique Q. :

Considérons ensuite le cas de n=4m—>5, ot m est un entier =3, Par les
1 points du systéme S, et par

=3 m(m-3)~ (4m—>5)
points rationnels Py, P,, . ... P, en dehors de la quartique je puis faire passer
une courbe algébrique C“ de degré m. Cette courbe aura évidemment les
coefficients rationnels. On a ©z 2.

Pour m=3 on a nu=2; dans ce cas la courbe. C™ est une cubique, et ainsi
elle ne peut pas contenir la quartique ¢. Pour m=4 on a u=23; dans ce cas
les deux quartiques @ et C ne coincident pas, vu quo le point rationnel P,
est en dehors de la quartique @. Pour m=5 on a u=5; dans ces cas on peut
choisir les points Py, P,, ..., P, de telle fagon que la courbe C™ ne contienne
pas la quartique Q. En effet, pour obtenir cela il suffit de choisir ces points
tels qu’ils ne soient pas tous sur une méme courbe algébrique €% de degré
m—4. (Pest possible puisqu’on a

g=imin 345> L m—4) (m—1).
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Alors la courbe C coupera la quartique en exactement 4 m points, qui for-
meront un systéme rationnel. Parmi ces points se trouvent aussi le systéme
rationnel S, de n =4m-—5 points. On en conclut qu’il ¥ a nécessairement un
systéme rationuel de 3 points sur la quartique Q. D’aprés ce que nous venons
de montrer il y a done un triplet rationnel sur Q. Le théoréme 3 est ainsi démontré.

4. Systémes rationnels des points singuliers sur les courbes algébriques. -— Soit
(" une courbe algébrique propre du »*™ degré, rationnelle dans le domaine
£ et représentée par 'équation en coordonnées homogénes

(1 F(x, y, 2) =0,

olt I est une forme ternaire du »®*™ degré en x, y, = & coefficients rationnels.
On obtiendra les points singuliers de celle-ci par le systéme ’équations suivant:

oF o eF Ly ey,
Jx o dy ¢z

(2)

La premiére polaire du point (a, b, ¢) par rapport & la courbe (' u 1'équation
oF oF oF
‘ a— b e—=0,
(3) oz oy Ce:

Cette courbe a n{(n—1) points d’intersection avec la courbe C.

Solent maintenant «, b et ¢ des nombres rationnels dans Q. Alors les
coefficients de la courbe (3) appartiennent & 2. Dans ce cas les points d'inter-
section des deux courbes (1) et (3) forment un systéme rationnel de n(n—1)
points. Il en résulte que les points singuliers de € sont des points algébriques
d’un degré =n(n—1) relativement & Q. On voit aisément que la courbe (3) ne
peut passer par aucun point fixe autre que les points singuliers, lorsque les
nombres (rationnels) a, b et ¢ varient de toutes les maniéres. Il en résulte que
les points singuliers ne peuvent 8tre conjugués qu’entre eux. Ainsi les points
singuliers de C“ forment un systénie rationnel de 3 (n — 1) (n —2) points au plus.
On en conclut:

ieme

Théoréme 4. Les points singuliers d’une courbe alyébrique propre du n
degré dans le domaine Q forment un systéme rationnel dans Q de (n—1) (n—?2)
points aw plus.

5. Systémes rationnels et points singuliers sur les quartiques. - - Soit donnée
la quartique propre @ dans le domaine 2. IDVaprés le théoréme 4 les points
singuliers de @ forment un systéme rationnel dans £ de trois points au plus.

Si la quartique admet un point rationnel qui n’est pas singulier, elle admet
une infinité de triplets rationnels. En effet, toute droite rationnelle passant par
le point rationnel coupera la quartique en un triplet rationnel.

Si la quartique admet un point rationnel ordinaire P, qui n’est pas un point
d’inflexion, elle admet une couple rationnelle. En effet, la tangente 7 en P est
une droite rationnelle, qui coupera la quartique en une couple rationnelle. Si
T est une tangente double ou si 7' passe par un point singulier, la couple se
réduit & un seul point rationnel.



ARKIV FOR MATEMATIK. Bd 2 nr 19

Quand la quartique est unicursale, elle est équivalente dans £ ou & une
droite rationnelle ou & une conique rationnelle, qui n’admet aucun point ra-
tionnel. Dans le premier cas elle admet une infinité de points rationnels; dans
le second cas elle n’admet aucun systéme rationnel d'un nombre impair de
points ordinaires. Par conséquent, si unc quartique de genre zéro admet un
systeme rationnel d’un nombre impair de points ordinaires, elle admet néces-
sairement un point rationnel ordinaire.

Exemple. Soit © réel. La quartique

est unicursale; elle a les trois points singuliers: (0, 1, 0), (0, 0, 1) et (1, 0, 0).
Elle n’admet aucun autre point rationnel dans £. Donc, =i elle admet un
systéme rationnel de n points ordinaires, le nombre = est pair. Elle admet
évidemment une infinité de couples rationnelles.

Considérons ensuite une quartique @ du premier genre. Si @ admet un point
rationnel ordinaire, elle est équivalente dans 2 & une cubique rationnelle de
genre un; voir H. PoINCARE, Sur les propriétés arithmétiques des courbes algé-
briques, Journal de Mathématiques, 5° série, t. 17, p. 161 (1901). Alors elle
admet une infinité de triplets rationnels. Si @ n’admet aucun point rationnel
ordinaire, on peut montrer qu’il n’y a aucun triplet rationnel de points ordi-
naires sur la courbe. Nous allons en donner la démonstration dans un travail
qui paraitra prochainement.

Ezemple. La quartique

RRRR Y Oy e

est du premier genre; elle a les deux points singuliers confondus a Vorigine
(nceud de tangence). Elle n’admet aucun autre point rationnel dans K (1). Si
elle admet un corps résolvant de degré n > 1, le nombre » est pair. Elle admet
une infinité de corps résolvants quadratiques dans K (1).

Quand la quartique est du deuxiéme genre, elle admet une infinité de couples
rationnelles. En effet, le point singulier est rationnel, et toute droite rationnelle
menée par celui-ci coupera la quartique en une couple rationnelle.

Exemple. Soit 2 réel. La quartique

gyt (@ )P0

est du deuxiéme genre; le point singulier est a Vorigine. Elle n’admet aucun
autre point rationnel dans £. Done, si elle admet un systéme rationnel de #
points ordinaires, le nombre n est pair. Elle admet évidemment une infinité
de couples rationnelles.

Une quartique du troisiéme genre n’a aucun point singulier. Elle peut ad-
mettre des triplets rationnels ou non.

Exemple. La quartique

az' +byt+ezt=0
a évidemment le genre 3. Choisissons les coefficients a, b et ¢ tels que la conique
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ar®+byter=0

n’admette aucun point rationnel dans Q. Alors il est évident que la quartique
n‘admet aucun systéme rationnel de u points dans 2, lorsque n est impair.
(Théoréme 1I).

Nous allons continuer prochainement nos recherches sur arithmétique des
quartiques.

Tryekt den I8 =eprember 1952

Uppsala 1952, Almqvist & Wiksells Boktryckeri AB



