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Sur un systéme d’équations linéaires & une
infinité d’inconnues

Par KArL DAGERHOLM

0. Introduction

Pour résoudre un systéme d’équations linéaires

Z CoaTq=CpPp=1,2, ... (1)

linéaire normé (par exemple 17 avec [|z]|¥ =2 |x|") dans lequel la convergence
absolue des séries dans (1) est garanti par une inégalité de Holder.

M’inspirant de T. Carleman [1], j’ai étudié dans [3] et [4] comment résoudre cer-
tains systémes de la forme (1) sous la seule condition que les solutions rendent conver-
gentes les séries du systéme considerd. Ainsi j’ai démontré le théoréme d’unicité suivant
pour un systéme de la forme

on cherche généralement les solutions x = (z,, xT ...) comme éléments d’un espace

agl(p-—aq)‘lxq=cp,p=1,2,3... (2)

8i dans le plan complexe la constante a se trouve en dehors de Vintervalle réel 0 <a <1
le systéme homogéne (c,=0,p=1,2,3,...) n'admet pas d’autres solutions que x=0.
St a est réel et 0<<aq <1 ¢l existe d’autres solutions. ,

Ici et dans des cas semblables il est entendu qu’on raye les termes qui deviennent
infinis.

Dans le cas ou a n’est pas réel positif j’ai aussi examiné, dans [3], le systéme inkomo-
géne au moyen d’une transformation de Laplace. En effet, ce systéme se transforme
en 'équation intégrale suivante

f: (& —2) g(s)s = 12 3)
ot #6)= 3 zqenp (0g9),
et flz)= 26” 2P7L

8i a n'est pas réel positif on peut choisir pour chemin d’intégration une courbe simple
de 0 & oo gatisfaisant aux conditions Re s> 0, Re (as) <0. Soit y I'image, dans le
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plan complexe de ¢, de cette courbe par la transformation ¢ =e®. Alors, la solution
de (3) doit satisfaire a la relation

lim (f(z') — f(='")) =27 i 6™ g(t'), 4)

ol 2,z tendent vers #', point de y, en approchant ' des deux cdtés de y. Pour la

formule (4) voir par exemple [2], p. 267.

Notre but est ici la détermination d’'une formule analogue & (3) mais valable pour
a réel positif. Si a>1 nous allons voir que ’équation intégrale qu’on trouve, peut
étre résolue & 1'aide d’une formule d’inversion analogue & (4).

1. Théoréme

Si dans (2) on remplace a par b’ ac, par d, ce systéme devient
agl(bp_q)ilxqzdp’p=l, 2; 3, e (5)

Le probléeme qui se pose est de chercher pour b réel positif toutes les solutions qui
rendent les séries de (5) convergentes ou, ce qui est équivalent, qui sont telles que

o0
> ¢ 'z, converge.
q=1

Soit dans le plan complexe de s un contour I'rg, 0 <r<o<1, qui vade ¢+¢-0 &
6—14-0 et qui se compose du cercle |s|=7,0< arg s <2, et des deux cdtés d'une
coupure suivant 'intervalle réel r<p <g.
Pour ¢ =1 nous écrivons I',,=T",.

Nous nous proposons de démontrer le

Théoréme: Si b est réel positif, les conditions nécessaires et suffisantes pour que (5)
admette une solution sont

[oe]
«. que f(z) =p§1dp 21 soit holomorphe pour |z| <1,

B. que, st b est irrationnel, I'équation intégrale

o0

f G Z)_I(p(s)ds =>(1— e 2r) g 2P ©)
r,

e=1

ait une solution p(s) =23 12,5" telle que Seaq x, converge,
y. ou, st b=m/n est rationnel, les entiers m, n élant premiers entre eux, que

f (8° —2) 'p(s)ds — (m’)‘lz"‘lf (8™ —2") 'gp(s) log sds
Iy Iy
— 3 (1 _ e~2mbp) dp 2119 z dnk P (61)
p=1 k=1

ait une solution @ du méme caractére. Si les conditions du théoréme sont remplies, les
x,, coefficients de ¢, nous donnent une solution du systéme.

Observons que dans (6) et (6') nous supposons que pour chaque z, | 2| <1, on choi-
sit 7 de sorte que |z| <r®.
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2. Les conditions du théoréme sont nécessaires

Soit 2 une solution de (5) telle que >, ¢z, converge. A 'aide du théoréme d’Abel
il s’ensuit que U'intégrale

g(o) =f pls)ds,

G

ol p(8) = 2 ¥.12,57 7", existe comme limite finie de Pintégrale de ¢ & 2,|z| <1, quand
z tend vers 1. Donc g(o) a la limite O pour ¢ tendant vers 1 et g'(¢) = — ¢(0). En
intégrant par parties et en introduisant ¢ on voit que

JW (s*~2) Tp(s)ds

a

tend uniformément vers 0 lorsque o, 7 tendent vers 1 et |z|<r°. Done

(]

lim | (s* —2) 'p(s)ds = J‘l (8" —2) 'p(s)ds

o->1

uniformément pour |z|<7*. D’une maniére analogue
(o4

1
lim | (s"—2") 'g(s) log sds= f (8™ —2") 'p(s) log sds

o->1

uniformément pour |z | <r™",
A lalde de la formule ¢(s)=> ;2,87 ! et par un développement en série de
(s®—2)"! on trouve que

f (8*—2) lp(s)ds = § z”’l( §: xqf s"””"“lds). (7)
Tro =1 g=1 Tyo

a. Soit d’abord b irrationnel. Alors

f 8—bp+qﬁldsz(1_e—2m'bp) (bp_q)—ld—bp+q (8)
Tro

ot fr (&2 —2) " pls)ds § l—e-z"“"’)z"-l-(ﬁ (bp—q)"la“”““xq). ©)

q=1

Utilisons maintenant un lemme, qui est une conséquence immédiate de la formule
de Cauchy.

Lemme. Soit pour 0<o<1 wune fonction w(z, 0)= D 20a,(a)2’ holomorphe dans
|z| <1, qui pour > 1 tend uniformément vers w(z) sur fout compact de |z| < 1. Alors
w(z) = Z,, 0,2 est holomorphe dans |z]| <1 et lim, a,(0) = a,.

L’application & (9) de ce lemme nous donne 1’équation (8) & cause de la conver-
gence de >3 (bp —q) 'z, et & Paide du théoréme d’Abel.

B. Dans le cas ot b est rationnel, I'évaluation de (8) donne le résultat précédent
seulement si — bp + g — 1 n’est pas entier. Si —bp + ¢ — 1 est entier et différentde —1
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le résultat devient 0 et si —bp+¢g—1= —1 on trouve le résultat 2zi. En tenant
compte de cela, un calcul nous donne, si b=m/n, ot m et n sont premiers entre eux,
et si |z]<r’<o’<1, que

f (8* —2) 'p(s)ds
Tro

= > (1~—e'2"“’”)z”‘1‘( > (bp~q)"‘a"’"*“xq) +2m0 D @™t L. (10)
p=1 a=1 —

k=1

Dans la premiére somme, les termes ol —bp +¢— 1 est entier sont rayés ou s’éva-
nouissent & cause du facteur 1 — e 2#°?, La dernitre somme comprend les contribu-
tions qu’on obtient pour —bp+g—1= —1, c’est & dire pour p=nk et g=mk. Si o
tend vers 1 on trouve

fr‘ (8*—2) lps)ds= 3 (1—e *P)d,2" '+ 2mi 3 T2 (11)

r=1 k=1

Considérons maintenant la fonction
z"‘lf (8™ —2") 'p(s) log s ds.
rrﬂ

Pour |2"| <|s™| cette fonction peut étre développée en série de la forme

18

z""’lf s "p(s) log sds
Tro

k=1

o0 -]
=2m > z”"’l(— > zmk—q) 6™ + Wik i T T logo'). (12)
k=1 g=1

Si ¢ tend vers 1 on trouve

(m')‘lz"‘lfr (s™ —2z")'p(s) log sds= —2 X d,l,cz""’l-!—Qni,Z1 Tpez™ 1 (13)

k=1

La combinaison de (11) et (13) nous donne la relation (6°).

3. Les conditions dy théoréme sont suffisantes

Admettons que les conditions du théoréme soient remplies. La convergence de
>%*.1q 'z, prouve que l'intégrale [§p(s)ds est finie. Ceci et la convergence de f(z) =
>=.1d,2?"! pour |z| <1 nous donne comme conséquence de (6) que, avec |z|<s’<1,

lim | (s°—2) lp(s)ds= 3 (L—e2"*7)d, 277},
Tro p=1

o->1

ot la convergence est uniforme sur chaque compact de {z|<1 (on choisit toujours r
de sorte que |z| <7® dans le domaine consideré). D’aprés le lemme dans le moment 2,
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les limites des coefficients du membre gauche, donnés dans (9), sont égales aux
coefficients de z? "' du membre droit. Donc

q;(bp —q) 2, =d,,p=1,2,3, ...
D’une maniére analogue, mais un peu plus compliqué, le méme résultat découle de
(67), (10) et (12) dans le cas ou b est rationnel.

4. Etnde du cas b<1

Si b1 nous posons ¢ =s® ou ¢ sera réel pour arg s=0. Si nous supposons b irra-
tionnel I'équation (6) se transforme en

f (t—2) g, (t)dt=F(z), (14)
Y
ou b 18 Pg(s) = g, (t) et F(z)= § (1 — e " 2H0P)d 2P,

p-1

Le chemin d’intégration y va de 1 & gp=7r" en suivant P'axe réel, suit le cercle [t|=0
jusqu’au point t=pe*™® et va enfin de ce point au €™ en suivant le rayon
arg t == 2n1b.

11 est important que y soit simple si 0 <b < 1. Le membre gauche de (14) est une
fonction holomorphe en dehors de y. Done (14) prouve qu’il est nécessaire que ¥,
qui est holomorphe dans | z| < 1, peut étre prolonguée analytigement et d’une maniére
unique au travers des deux arcs

2mb<argz<2n et O<argz<2mb

du cercle |z[= 1.
De (14) il suit alors que (voir [2], p. 267)

2mi (') =lim (F(z') — F(z"")), (15)

si 2’ et 2" tendent vers t' =g’ exp (iv), 0 <v<2mb de manidre que |z’ | <p’ <|2"|.
Dans (15) F(z") est le prolongement analytique de F.

Sid,=0,p=1,2,3, ..., on voit que g, (t) = 0, donc p(s) = 0,doncx,=0,¢=1,2,3, ...,
c’est & dire x=0 est la seule solution du systéme homogéne. D’une maniére analogue
on trouve que si les d,, sans étre tous 0 sont tels que F représente par exemple une
fonction uniforme, le systéme inhomogéne n’aura pas de solutions.

Remarque. Si b <1 est rationnel on tire de I'équation (6’) des conclusions sembla-
bles & celles qui 'on a tirées de I'équation (6). Mais cela exige plusieurs calculs.
L’équation (6’) peut étre écrite sous la forme

Jr (s*—2) 'p(s)ds — (min) ! El (&,8° —2) 'g(s) log sds
r P

»=0 r

=3 (1—e 2 d 22 1+2 > d,2" 1. (16)
p=1 k=1
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£y, -.. €41 désignent des racines de ’équation 2™ —1 = 0. Posons s®=¢. L’argument
de ¢ est compris entre 0 et b-2m ot b< 1. De plus, on pose @(s)s’ " =g, (#), &t =1,.
L’argument de ¢, est compris entre 27-n -y et 2en ' - (v+m) ot v=0,1, ..., (n — 1).
En posant ¢,t=1, la courbe  dans (14) se transforme en des courbes y,. Aprés une
multiplication par le facteur b, le membre gauche de ’équation (16) se transforme en

f (t—z)*lgul(t)dt—(nim)—lj (t—2) "ty (t) log tdt
¥y v

n-1
—(7im)! 21 , (t, —2) .t 6, ) log (e, ) g, M,

v

On continue de la maniére précédente.
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