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Sur un  syst~me d '~quat ions  l in~aires  h une  

infinit~ d ' inconnues  

Par KARL DAGERHOLM 

O. Introduction 

Pour  rdsoudre un systbme d 'dquat ions  lindaires 

o0 

q~lcpqxq = %, p = 1, 2, ... ( 1 )  

on cherche gdndralement les solutions x = (x 1, x 2 . . . .  ) comme dldments d ' un  espace 
lindaire normd (par exemple 1P avec ]Ix[[ ~ =  ~ ]  x~ I P) dans lequel la convergence 
absolue des sdries clans (1) est  garan t i  pa r  une indgalit6 de HSlder.  

M' inspi rant  de T. Carleman [1], j ' a i  dtudid dans [3] e t  [4] comment  rdsoudre eer- 
rains syst6mes de la forme (1) sons la seule condition que les solutions rendent conver- 
genres les sdries du syst~me considerS. Ainsi j ' a i  ddmontrd le tb_dorbme d 'unici td  su ivant  
pour  un systbme de la forme 

(p --aq)-lxq = %,p  = 1, 2, 3 . . .  (2) 
q = l  

Si  dans le plan complexe la constante a se trouve en dehors de l'intervaUe rdel 0 < a ~ 1 
le syst~me homog~ne (% = O, p = 1, 2, 3, ...) n' admet paz d' autres solutions que x = O. 
Si  a est rdel et 0 <~a < 1 il existe d'autres solutions. 

Ici  et  dans des cas semblables  il est  en tendu qu 'on r aye  les termes  qui deviennent  
infinis. 

Dans le cas ou a n 'es t  pas  rdel posi t i f  j ' a i  aussi examin6, dans [3], le systdme inhomo- 
9~ne au moyen  d 'une  t ransformat ion  de Laplace.  En  effet, ce syst~me se t ransforme 
en l 'dquat ion int~grale su ivante  

f :(e ~ - = ( 3 )  z)- l q)(s)d8 t(2) 
or 

off (p(s) = ~ xq exp (aqs), 
q = l  

or 

et  l(z) = ~. cvz v-1. 
p = l  

S i a  n'est pas rdel posi t i /on peu t  ehoisir pour  there in  d ' in t~gra t ion  une eourbe simple 
de 0 ~ ~ sat isfa isant  aux  condit ions Re s > 0, Re  ( a s ) <  0. Soit  7 l'image, dans le 
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plan  complexe de t, de cet te  courbe par  1~ t ransformat ion  t = e s. Alors, la solution 
de (3) doi t  satisfaire s la re la t ion 

l im (/(z') - [(z")) = 27~ i e-t'q~(t'), (4) 

off z', z" t enden t  vers  t', po in t  de y, en approchant  t '  des deux c6tds de y. Pour  la 
formule (4) voir pa r  exemple [2], p. 267. 

Notre  bu t  est ici la d6terminat ion  d 'une  formule analogue s (3) mais  valable pour 
a rdel positi[. Si a > 1 nous allons voir que l '~quation int~grale qu 'on  t rouve,  peu t  
6tre rdsolue s l 'a ide d 'une  formule d ' invers ion analogue s (4). 

1. Th$or~me 

Si dans  (2) on remplace  a pa r  b -1, a% par  d~ ce syst~me devient  

(bp - q) lxq = dp, p = 1, 2, 3 . . . .  (5) 
q=l 

Le probl~me qui se pose est  de chercher pour  b rdel posi t i f  routes les solutions qui 
rendent  les s~ries de (5) convergentes ou, ce qui est dquivalent ,  qui sont telles que 

oo 

q-lxq converge. 
q 1 

Soit  dans  le p lan  eomplexe de s u n  contour  Frq, 0 < r < a ~< 1, qui va  de a + i -  0 s 
a - i -  0 e t  qui se compose du  cercle I s I = r, 0 < arg 8 < 2~, e t  des deux eSt~s d 'une  
coupure suivant  l ' in terval le  rdel r ~< Q ~< o. 
Pour  a = 1 nous dcrivons F t ,  = Ft. 

Nous nous proposons de d6montrer  le 

Th~or~me: Si b est rdel positi/, les conditions ndcessaires et su//isantes pour que (5) 
admette une solution sont 

~. que /(z) = ~ d , z  ~-1 soit holomorphe pour Izl < 1, 
3=1 

ft. que, si bes t  irrationnel, l'gquation intdgrale 

~ ' ~  1 x ait une solution q~(s) = ~_q=, xcs q-1 telle que Z~=I q ~ converge, 
y. ou, si b = m / n  est rationnel, les entiers m, n dtant premiers entre eux, que 

f r  (S~-Z)-~9~(s)ds-(~i)-lz"-~ f r  (Sm-z ' ) - '~ ( s )  log sds 

= I (6') 
p - 1  k ~ l  

ait nne solution q~ du mgme caraet}re. Si les conditions du th6orbme sont remplies, les 
xq, coefficients de % nous donnent une solution du syst6me. 

Observons que dans (6) et (6') nous supposons que pour chaque z, I zl < l, on choi- 
sit  r de sorte que I zl < r b. 
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2. Les condit ions  du th~or~me sont  n~cessaires 

Soi t  x une  so lu t ion  de (5) te l le  que  ~ - 1  q-lxq converge .  ~ l ' a ide  du  th~or~me d ' A b e l  
il  s ' en su i t  que  l ' in t~gra le  

g(a) =  (s)ds, 

off ~(s) = ~o=~ xq s ~-~, ex is te  c o m m e  l imi te  f inie de  l ' i n t6gra le  de  (r s z, I z] < 1, q u a n d  
z t e n d  vers  1. Donc  g((r) a la  l imi te  0 pou r  a t e n d a n t  vers  1 e t  g'(~) = - ~0(~). E n  
i n t 6 g r a n t  p a r  pa r t i e s  e t  en i n t r o d u i s a n t  g on vo i t  que  

: (s b z)-lq~(s)ds 

t e n d  u n i f o r m 6 m e n t  vers  0 lorsque a,  T t e n d e n t  vers  1 e t  I z [ < to" Donc  

l im f ~  ( s b - z ) ~ _ ~ ,  j ~ lqJ(s)ds=; (sb-z)-lqJ(s)ds 

u n i f o r m d m e n t  p o u r  I zl < r b. D ' u n e  mani~re  ana logue  

lira (sm-z~)-lq~(s) log sds= ( s ~ - z  n) l~(s) log sds 

u n i f o r m ~ m e n t  p o u r  I z I < rm/n. 
-~ l ' a i de  de  la  fo rmule  ~0(s)= ~ q=l ~ -~.~ o~ e t  p a r  un  d 6 v e l o p p e m e n t  en sgrie de  

(s b -  z) 1 on t r o u v e  que  

f r , ( S b - z )  ~q~(s)ds= ~ z" 1l ~ ~ 8-bP+q-lds) L§ X~ (7) 

~. Soit d'abord b irrationnel. Alors  

fr, 8-b'§ --e -2~'~) -q)-la ~+~ (1 (bp (S) 

et  fr,o(s~-z)~(8)ds=S,(1-e-~'~')z'-l.(,=~(bp-q)-~a-~'+~x~). (9) 

Uti l i sons  m a i n t e n a n t  un  l emme,  qui  es t  une  consdquence  i m m d d i a t e  de la  fo rmule  
de  Cauchy .  

Lemme.  Soit pour 0 < a <  1 une /onction w(z, a)= ~%oa~((r)z ~ holomorphe dans 
I z I< l, qui pour ~---> 1 tend uni/ormgment vers w(z) sur tout compact de I z I< 1. Alors 
w(z) -  ~ a z ~ - ~,=o , est holomorphe dans I z] < 1 et lim~_~l a~(a) = a~. 

L ' a p p l i c a t i o n  s (9) de  ee l e m m e  nous  donne  l ' ~qua t ion  (6) ~ cause  de  la  conver -  
gence  de ~q~l (bp-  q)-lxq et  k 1'aide d u  th4or~me d 'Abe l .  

ft. Dans le cas o~ b est rationnel, l ' $ v a lu a t i on  de  (8) donne  le r~su l t a t  p rdc~dent  
s e u l e m e n t  si - bp + q - 1 n ' e s t  pas  ent ie r .  Si  - bp + q - 1 es t  en t i e r  e t  d i f fdrent  de  - 1 
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le rdsu l ta t  dev ien t  0 et si - bp + q - 1 = - 1 on  t rouve  le rdsu l ta t  2~i.  E n  t e n a n t  
compte  de cela, u n  calcul nous  donne ,  si b = m/n, off m et n sont  p remiers  en t re  eux,  
e t  si I z l < ro < ab < 1, que 

fr~o (8b -- - lct)(s)ds Z) 

= (1--e-2mbv)z v-1. (bp--q)-l(~-bP+qXq + 2 : t i  XmkZ nk-1 . (10) 
p = l  q k = l  

D a n s  la premibre  somme,  les te rmes  off - bp + q -  1 est  en t ie r  son t  rayds ou s 'dva- 
nou i s sen t  ~ cause du  fac teur  1 - e  2=~bv. La  derni~re somme comprend  les cont r ibu-  
t ions  q u ' o n  ob t i en t  pour  - bp + q - 1 = - 1, c 'es t  ~ dire pour  p = nk et  q = ink. Si a 
t e n d  vers  1 on  t rouve  

f r  (sb--z)-lqp(s)ds= ~ ( 1 - - e  2='bV)dvz" 1+ 2zti ~ XmkZ nk-1. 
r p = I  k = l  

( l l )  

Considdrons m a i n t e n a n t  la fonc t ion  

zn-l f (8 m - -  z")-lq~(s) log ads. 
d r,~ 

P o u r  I z"l < [8m[ cet te  fonc t ion  pou t  6tre ddveloppde en  sdrie de la forme 

zrtk I f 8 mkq)(s) log sds 
k=l d Fro 

=29"~i ~ Z nk 1(__ ~ xq(m]g__q)-l(Tq-mk q_3.~,Xm~ + x m k l o g q ) .  
k = l  q=l 

(12) 

Si ~ t e n d  vers  1 on  t rouve  

(•i)-lzn-l fF, (Sm --zn)-l~9(8) log sds= - 2  k=l ~ dnkznk l q- 2~i k = t  ~ Xmlc znk-l" (13) 

La combina i son  de (11) et  (13) nous  d o n n e  la re la t ion  (6'). 

3. Les  condi t ions  d ~  th~or~me sont  sufl lsantes  

A d m e t t o n s  ~ue les condi t ions  du  thdor6me soient  remplies .  La convergence  de 
~.q=iq xq prouve  que  l ' in tdgra le  S~q~(s)ds est  finie. Ceci e t  la convergence  de [(z)= 
~ r  ~ ,v-1 p o u r  I z I < 1 nous  d o n n e  comme consdquence de (6) que, avec I z I < sb < 1, 

l i m f  (sb--z)-l~o(s)ds = ~(1--e-~'br)drz  p-l, 
a-->l ~ r~ p=l 

oh la convergence est  uniforme sur ehaque compact  de I z I < 1 (on choisit  toujours r 
de sorte que I zl < r b dans le domaine  considerd). D'apr~s le l emme dans le m o m e n t  2, 
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les l imites des coefficients du membre  gauche, donnds dans (9), sont  dgales aux 
coefficients de z v 1 du membre  droit .  Done 

(bp - q ) -  ~xq = dr, p = l ,  2, 3 . . . .  
q=l 

D'une  mani~re analogue, mais  un peu plus compliqud, le m(~me rdsul ta t  ddcoule de 
(6'), (10) et (12) dans le cas oh b e s t  rat ionnel .  

4. l~tude du cas b < 1 

Si b < 1 nous posons t = s b off t sera rdel pour arg s = 0. Si nous supposons b irra- 
t ionnel l '6quat ion (6) se t ransforme en 

f v ( t  - lqh(t)dt = (14) Z) F(z), 

off b 181 b(~(8)=(~l(t  ) e t  F ( z ) =  ~ (1--e-2"*bV)dvz v-1. 
p=l 

Le chemin d ' in tdgra t ion  ~, va de 1 h p = r ben  suivant  l ' axe  rdel, sui t  le cercle I tl = Q 
jusqu 'au  poin t  t = ~ e  2"~ et va  enfin de ce poin t  au e 2~b en su ivant  le rayon  
arg t =- 2nib. 

II est important que 7 soit simple si 0 < b <  1. Le membre  gauche de (14) est  une 
fonction holomorphe en dehors de ~,. Done (14) prouve  qu' i l  est ndcessaire que F ,  
qui est holomorphe dans ]z I < 1, peu t  dtre prolongude ana ly t iqement  et  d 'une  mani~re 
unique au t ravers  des deux arcs 

2z~b<argz<27 t  et  0 < a r g z < 2 ~ b  

du cercle [zl = 1. 
De (14) il suit  alors que (voir [2], p. 267) 

2zti ~vl(t' ) = l im (F(z') - F(z")),  (15) 

si z' et  z" t enden t  v e r s t '  = Q' exp (iv), 0 < v < 2rib de mani~re que I z'l < d < I z ' l .  
Dans (15) F(z") est le prolongement  ana ly t ique  de F .  

Si d v = 0, p = 1, 2, 3 . . . .  , on voit  que ~vl(t ) = 0, done ?(s) = 0, done xq = 0, q = 1,2, 3 . . . . .  
c'est it dire x = 0 est la seule solution du syst~me homog~ne. D'une  mani~re analogue 
on t rouve que si les dp, sans 6tre tous 0 sont  tels que F reprdsente pa r  exemple une 
fonction uniforme, le systbme inhomog5ne n ' au ra  pas  de solutions. 

Remarque. Si b < 1 est  ra t ionnel  on t ire de l 'dquat ion (6') des conclusions sembla-  
bles s celles qui l 'on a tirdes de l '6quat ion  (6). Mais cela exige plusieurs calculs. 
L 'dquat ion  (6') peu t  6tre 6erite sous la forme 

f r ( sb - - z ) - ' c f ( s )ds - - ( z~ in ) - ln~2 f r ( s~sb - z  ) 'cf(s)logsds 

= ~ (1 - -e  2mb')d~zV-l+2 ~ dnk Znk'l. 
p=l k=l 

(16) 

149 



K. DAGERHOLM, Un syst$me d'$quations lin$aires 

e0 Q -.- ~n-1 d~signent  des rac ines  de l '~qua t ion  z ~ -  1 = O. Posons  s b=  t. L ' a r g u m e n t  
de  t e s t  compr is  en t r e  0 e t  b. 2g  oh b < 1. De  plus, on  pose cf(s)s 1 b = (pi(t) ' 8~t = t~. 
L ' a r g u m e n t  de t~ est  compr i s  en t r e  2~ -  n 1. v e t  2~n  -1" (v + m) off r = 0, 1 . . . . .  (n - 1). 
E n  posan t  e~t = t~ la courbe  ~"dans  (14) se t r ans fo rme  en des courbes  y~. Apr~s une  
mul t ip l i ca t ion  pa r  le f ac t eu r  b, le m e m b r e  gauche  de  l ' ~qua t ion  (16) se t r ans fo rme  en 

Z) (- ira) (t 

n-1  ? 
8v -I)  

On con t inue  de  la mani~re  prdcddente .  
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