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Quelques propriétés des nombres algébriques
du quatriéme degré

Par TrRYyevE NAGELL

§ 1. Introduction

1. Dans les pages qui suivent les nombres algébriques sont toujours supposés
entiers. Par le diseriminant D(x) du nombre algébrique « nous comprenons le diseri-
minant dans le corps engendré par «. Le nombre d’unités dans un systéme fonda-
mental d’unités sera appelé le rang du corps. Un corps est primitif s'il ne posséde
aucun sous-corps irrationnel.

Si le nombre algébrique « posséde le discriminant D, il existe évidemment une
infinité de nombres dans le corps K(«) ayant le méme discriminant D. Dans des
mémoires antérieurs nous avons commencé une étude sur les nombres algébriques de
discriminant donné; pour les nombres du second, du troisiéme et du quatriéme
degrés nous y avons montré qu’il existe un nombre fini de nombres «;, «,, ..., oy,
tels que tout nombre de discriminant donné puisse s’écrire sous la forme +o,;+k,
olt k est un nombre entier rationnel quelconque; voir Nagell [1](1), § 5, et aussi
[2] et [6], § 4.

Cependant, il a fallu exclure les nombres du quatriéme degré engendrant des
corps primitifs d’'un rang >1. Cela dépend du fait que la méthode de démonstration
a ét€ basée sur l'existence d’un (au moins) sous-corps quadratique. Dans le cas d'un
sous-corps quadratique imaginaire cette méthode nous a méme fourni d’un algorithme
pour effectivement déterminer, par un nombre fini d’opérations, un systéme de tels
nombres a,, d,, ..., %,, dont nous venons de parler.

Gréce & un théoréme de C. Chabauty nous avons pu montrer que le résultat reste
encore vrai lorsque les corps biquadratiques en question sont primitifs et du premier
rang.

Dans ce travail-ci nous allons compléter nos résultats sur les nombres du quatriéme
degré. En employant une méthode qui ne distingue pas entre les différents types de
corps biquadratigues, nous allons établir un résultat qui embrasse tous les nombres
biquadratiques sans exception.

§ 2. Les discriminants dans le cas biquadratique

2. Le but principal de ce travail-ci est d’établir le

Théoréme 1. Désignons par ® le domaine consistant de tous les nombres entiers
du quatriéme degré. Soit D le discriminant d’un nombre de ®. Alors il existe dans

1 Les numéros figurant entre crochets renvoient & 'Index bibliographique placé & la fin de ce
travail.
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© un nombre fini de nombres ay, &y, ..., 0y, joutssant de la propriété suivante : Toul
nombre dans ®© ayant le discriminant D est de la forme +o;+k, 1=1,2,....,m, o k
est un nombre entier rationnel quelconque.

Pour la démonstration nous considérons la formule générale donnant le discri-
minant D= D(f) d’un nombre algébrique  du quatri¢éme degré. Soit 6 une racine de
I'équation ;
2 —PB L U2 ——'Vz+ W =0, (1)

ott les coefficients P, U, V et W sont des nombres entiers rationnels. Alors, on a pour
D la relation

2433D = X3--Y?, (2)

ou X et Y ont les valeurs suivantes :
X =48W —12PV +4U?, (3)
Y =288UW +36PUV —8U%—108V%—108P2W. (4)

Comparez pour ces formules Nagell [3], p. 481.
D’aprés un théoréme célébre d’Axel Thue (voir {4]), ’équation (2) n’admet qu'un
nombre fini de solutions en nombres entiers rationnels X et Y, lorsque D est donné.
Dans la suite les coefficients U, V et W seront considérés comme variables. Vu
que les nombres « et a+k, pour k entier rationnel, ont le méme discriminant, le
coefficient P peut étre considéré comme constant; il suffit en effet de supposer que P
prenne les quatre valeurs 0, -+1 ou 2. Nous venons de voir que les nombres X et ¥
ont un nombre limité de valeurs.
En éliminant W entre les deux équations (3) et (4) nous aurons la relation entre
U et V que voici :
Y= —320%+9P*U*+ 6XU + 108PUV 5)
—108V2% - 27P?V —P?X. }

Cette équation représente une cubique plane F(U, V)=0 en coordonnées cartésien-
nes U et V. Nous allons montrer que cette courbe est du premier genre,

§ 3. Démonstration du Théoréme 1

3. On peut homogénéiser I’équation (5) en remplacant U par U/Z et V par V/Z.
Alors on constate immédiatement qu’il n’y a aucun point double de la courbe (5)
sur la droite Z =0. Donc, on peut prendre Z =1.

En différentiant partiellement nous aurons

gz—l';= — 96U + 18P2U + 6X + 108P7V,

oF
— = 108PU — 216V — 27P%.
P14 08PU 6V
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En éliminant V entre les deux équations

or oF
°r . e 6
5T 0 et PY% 0 (6)
on aura évidemment
X=16U%— 12P2U+%P4. (7)

Puis on peut éliminer X et V entre les quatre équations (5), (6) et (7); et on
obtiendra alors pour ¥ I’expression suivante:

Y=64U°%—72P*U%+ 27P*U — 4 P°. (8)
On vérifie aisément qu’on a ’
X=4U—-3P*?, Y=(4U—-3P%.
Il en résulte que
Yz = X3

Or, cela entraine que D =0. Par conséquent, la courbe (5) n’admet aucun point double.
Elle est donc du premier genre pour toutes les valeurs (en nombre fini) de P, X et Y.
Ainsi, d’aprés un théoréme célébre de C. Siegel la courbe (5) n’admet qu’un nombre
fini de points & coordonnées entiéres U et V; voir Siegel [5]. L’équation (3) donnera
alors un nombre fini de valeurs entiéres de W. Le Théoréme 1 se trouve ainsi dé-
montré.

Cependant, la démonstration ne donne pas de méthode dans le cas général pour
déterminer un systéme oy, oy, ..., &,, dont nous avons montré Uexistence. Dans le
travail [2], § 4, nous avons déterminé les systémes a; dans quelques corps cyclotomi-
ques du quatriéme degré.

§ 4. Les unités de discriminant donné

4. Dans des mémoires antérieurs nous avons montré que le nombre d’unités algébri-
ques du second et du troisiéme degrés de discriminant donné est limité; voir Nagell
[1], théorémes 18, 19bis et 20, ainsi que [6]. Pour les unités du quatriéme degré
nous avons établi le résultat particulier que voici :

Désignons par ® le domaine des corps biquadratiques admettant un sous-corps
vmaginaire. Parmi les unités du quatriéme degré appartenant ¢ @ il n’y @ qu’un nombre
Limité de discriminant donné. Ces unités peuvent étre déterminées par un nombre fini
d’opérations.

Pour la démonstration voir Nagell {1], théoréme 21. Nous allons généraliser ce
résultat en démontrant le

Théoréme 2. Il n’y a quw'un nombre limité d’unités du quatriéme degré possédant le
méme discriminant D.

Démonstration. Nous avons besoin du lemme suivant :

Etant donné le nombre algébrique « le nombre o-+k ne peut Etre une unité que pour
un nombre fini de valeurs rationnelles entiéres de k.
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En effet, si 0 est racine de ’équation
" +a, 2" 4. ta, 2 +a, =0,
et si k— 0 est une unité, le nombre % doit satisfaire 3 I’équation
F+a k" '+ +a,  k+a, =+1

Soient maintenant D le discriminant donné et a;, oy, ..., &, un systéme satisfaisant
4 la condition du Théoréme 1. Alors, d’aprés le lemme ci-dessus, il n’y a qu'un
nombre fini d'unités parmi les nombres

toy+ky, Togtks, oy Ty ks

ot ky, ks, ..., k,, sont des entiers rationnels quelconques. Cela démontre le Théoréme 2.

Cependant, méme ici il manque de méthode dans le cas général pour déterminer
toutes les unités de discriminent donné. D’ailleurs, nous avons vu tout & ’heure
qu’il existe une telle méthode dans le cas particulier ol les corps biquadratiques
en question possédent un sous-corps imaginaire.

5. Exemple numérique. Nous allons déterminer toutes les unités £ du quatrieme
degré possédant le discriminant D =272=16-17. Supposons d’abord que les corps
K(e) admettent un sous-corps imaginaire et appliquons la méthode indiquée dans
le mémoire [1], théoréme 21, p. 176.

Soit ¢ une racine de I’équation

at—pxd +qrt—rr+1=0, 9)

oi1 les coefficients p, g et r sont des entiers rationnels. Supposons que le corps bi-
quadratique K(e) posséde le sous-corps imaginaire U engendré par V~A, olt A est
un nombre naturel qui n’est divisible par aucun carré >1. L’unité ¢ est racine d’une
équation quadratique 22 —ax +b =0 irréductible dans U, ol @ et b sont des entiers
dans U; b est une unité dans U. Soit ¢” ’autre racine de cette équation quadratique.
Considérons d’abord le cas oit —A est ou=2 ou=3 (mod 4). Alors nous avons

ete'=utvV—A, e"=u+v,V—A, (10)

olt u, v, u, et v, sont des entiers rationnels. Pour les coefficients de (9) on aura les
relations

— 2 2
p=2u, q=u’+Av+2u, } (1)

r=2uu, +2Aww; 1=ui+ Av}.

11 suffit évidemment de supposer que % >0 et v=>0. Pour le discriminant D =D(¢)
on obtiendra la formule

D =16A2D, D, =16-17, (12)
ol D, = (u® — Av? —4u,)? + A(2uv —4v,)?, (13)
D, = (uvw, —vF —u  v?)2. (14)

Pour la démonstration de ces formules voir Nagell [3], § 3.
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11 résulte de Péquation (12) qu'on a A=1, D, =17 et D,=1; D, étant un carré on
ne peut pas avoir D, =17. Donc, I'équation 1 =u3 + Av? —u? + o entraine ou u, = +1,
v, =0 ou u, =0, v; = + 1. De I'équation (13) on obtient

w?—o?—du =11, 2uv—4v, = +4, (15)
et de 1'équation (14)

wowy —vf —wuyp? = + 1. (16)
Siu;=+1, v,=0, on aura de (15) et de (16) le systéme
ut—v2+4=+1, w=2, »2=1.

Ce systéme entraine =2, v=1 et u; = +1; donc on aura p=4, ¢=7 et r=4. Ainsi,
l'unité & est racine de 1’équation

at—4a®+Ta?—4x+1 =0. (17)
Siu; =0, v; =11, on aura de (15) et de (16) le systéme
w—1t=+41, 2uw+4=+4, tTuw—1=+1

Ce systéme entraine ou =0, v=1, ou u =1, v=0. Alors, si nous choisissons v, = +1,
I'unité ¢ est racine de I’équation

2t +22—22x+1=0 (18)

ou de I'équation inverse de celle-ci.
Le cas —A=1 (mod 4) ne peut pas se présenter vu que 272 n’est divisible par
aucun carré impair >1; d’aprés (12) D est divisible par A2,
On vérifie aisément que si £ est une racine de 'équation (18), le nombre 1 -—¢ est
une racine de I'équation (17).
Nous sommes done arrivés au résultat suivant :
Les unités biquadratiques de discriminant 272 sont données par les nombres

ib‘, is_la :t(]' _8)’ (19)

et leurs conjugués, lorsque ¢ signifie une racine de Uéquation (18).

Nous avons imposé sur les unités la condition restrictive suivante : Les corps
engendrés par les unités doivent contenir un sous-corps imaginaire. Cependant cette
restriction peut étre éloignée. En effet, par la méthode courante il est possible de
montrer qu’il n’existe aucun corps biquadratique dont le discriminant a une des
valeurs 272, 68 ou 17, exception faite des corps engendrés par I’équation (18). Par con-
séquent :

Toutes les unités du quatriéme degré de discriminant 272 sont données par les nombres
(19) et leurs conjugués, indépendamment des corps engendrés par les unités.

On voit qu’il y a exactement 24 unités de discriminant 272, Nous avons omis les
unités +(1 —¢&)~! vua que 1 —¢ et (1 —&)~! sont conjuguées.

6. A Taide des théorémes 7, 8 et 9 dans le travail [2], § 4, on peut aisément établir
des résultats analogues sur les unités de discriminant 125, 256 ou 144. Par exemple,
a laide du théoréme 8 dans [2] on obtient aisément :
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1l y a exactement 4 unités du quatriéme degré de discriminant 256, savoir

téet ££7,
on £ =e™'4,

Dans le travail [7], § 4, j’ai montré qu’il y a au moins 96 unités du quatriéme
degré ayant le discriminant 229. On voit aisément qu’il n’y a qu’un seul quadruplet
de corps biquadratiques possédant ce discriminant; ces corps sont primitifs et du
premier rang.

§ 5. Remarques sur le cas cubique

7. Revenons dans ce paragraphe sur nos résultats rélatifs aux nombres du troisieme
degré de discriminant donné dont nous avons parlé plus haut. Soit 1, w, w, une base
des entiers du corps cubique K(6), ot § =% +vw +ww, est un nombre entier avec des
coefficients entiers rationnels u, » et w. Le discriminant D(f) est évidemment in-
dépendant de u et I'on a

D(6) = D(ww +ww,) =[f(v, w)]? D*, (20)

ou D* est le discriminant du corps K(6), et ou f(v, w) estune forme binaire cubique
en v et w & coefficients entiers rationnels, irréductible et primitif. Supposons main-
tenant que D(0) =D est donné. Alors, D* est limité par D et d’aprés le théoréme de
Thue I’équation

flv,w)= + VD[D* (21)

n’a qu’un nombre limité de solutions en nombres entiers rationnels v et w. Cela montre
que le Théoréme 1 est vrai aussi dans le cas cubique.

Done, pour déterminer les nombres de discriminant D il faut procéder ainsi qu’il
suit : On détermine d’abord toutes les possibilités pour D*. Pour chaque corps cubique
correspondant & une valeur de D* on détermine une base 1, w, w, et ensuite la forme
f(v, w). Alors, le probléme revient 4 trouver toutes les représentations de }D/D*
par f(v, w). Il n’existe pas de méthode générale pour résoudre le dernier probléme.
Lorsque D <0 on peut le faire dans des cas particuliers; comparez Nagell [8]. Ljung-
gren a esquissé une méthode de résolution dans le cas ot D>0; voir [9]. Siegel a
montré que, pour D >0, le nombre de solutions de (21) est au plus égal & 18, si D
surpasse une certaine limite Dg; voir [5], § 10. Ainsi, lorsque % désigne le nombre de
possibilités pour D*, le nombre des nombres «; sera au plus égal & 184 <18}/ D pour
D> D,. Cependant, on ne connait pas la valeur de D,

8. On peut aussi appliquer la méthode adaptée dans le cas biquadratique pour la
démonstration du Théoréme 1. Soit 6 un nombre du troisiéme degré de discriminant
D et racine de ’équation

22—ptqz—r=0, (22)
les coefficients p, ¢ et 7 étant des entiers rationnels. Alors nous avons évidemment

2433D = X3 Y32, (23)
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ou X et Y ont les valeurs suivantes :
X =4p2—12q, (24)
Y =108r —36pq + 8p3. (25)

D’aprés le théoréme de Thue I'équation (23) n’admet qu'un nombre fini de solutions
en nombres entiers rationnels X et ¥ lorsque D est donné. Le coefficient p peut
étre considéré comme constant; il suffit en effet de supposer que p prenne les trois
valeurs 0 et +1. Chaque triplet de valeurs p, X et Y détermine univoquement les
coefficients ¢ et 7.

Le Théoréme 2 sur les unités de discriminant donné est aussi vrai dans le cas
cubique; nous 'avons montré dans des travaux antérieurs; voir [6], pp. 57-64, [1]
et aussi [7], § 4. Pour les discriminants négatifs le probléme est complétement résolu
par le théoréme suivant :

Soit donné le nombre entier négatif D. Les unités e du troisiéme degré, réelles, positives
et <1, ayant le discriminant D, peuvent étre caractérisées de la maniére suivante.

Sotent Ry, Ry, ..., R, tous les anneaux entiers ordinaires réels du troisiéme degré
possédant le discriminant D, et désignons par &, Uunité fondamentale de R, avec 0 <&, <1.

1° Soit d’abord D différent des nombres —23, —31 et —44. Alors, les unités & sont
ceux des nombres &, qui ont le discriminant D. Seulement dans le cas oi &, est racine
d’une équation 22 =1 —qz (q nombre naturel >2) il y a une deuxiéme unité de discrimi-
nant D, & savoir &2,

2° Il y a deux unités de discriminant D= —44, & savoir

Eet &3 onfP=-—f—-£—1

3° Il y a quatre unités de discriminant D= —31, & savoir
5,8 e, oul=1-¢&
4° Il y a six unités de discriminant D= —23, & savoir

£, 8,8, 8l ouf=1-£.

Comparez Nagell [6], § 4 et aussi [1], théoréme 21. Un anneau est réel lorsqu’il est
constitué de nombres réels seulement; il est entier lorsqu’il ne contient que des
nombres entiers; il est ordinaire lorsqu’il contient le nombre 1. Si I'unité ¢ a le discri-
minant D il en est de méme pour les unités —¢ et +&-1, ainsi que pour les unités
conjuguées; cela fait déja 12 unités de discriminant D.

Il n’y a pas de résultat analogue dans le cas d’un discriminant positif. Cependant,
dans un petit nombre de cas particuliers il est possible de résoudre le probléme
complétement.

9. Exemple numérique. Nous allons traiter le cas D=81. On montre d’abord par
la méthode courante qu’il n’existe aucun corps cubique de discriminant 9 et ensuite
qu’il existe un seul corps cubique de diseriminant 81, & savoir le corps abélien engendré
par une racine 7 de ’équation 23 —3x—1=0. Dans le corps K(z) on peut choisir
pour base des entiers le triplet 1, %, 1. Le discriminant du corps est=D(n)=81.
Si nous posons dans Péquation (21) v=z et 3v +w=y, et si nous prenons le signe
inférieur, nous aurons la relation
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x® —3wy? —y3= +1.

Ljunggren (voir [9]) a montré que cette équation n’admet que les six solutions sui-
vantes en nombres entiers rationnels :

=1, y=0; x=0, y=-1; z=-1, y=1
r=1, y=3; z2z=-3, y=2; z=2, y=1

Nous aurons ainsi six nombres «; dans le systéme dont nous venons de montrer
Pexistence dans le Théoréme 1 (cas cubique). Par des petits calculs numériques
on vérifie aisément que les nombres «; de ce systéme peuvent étre choisis de la maniére
suivante :

oty )", (") (26)

ou 7’ et 5" sont les nombres conjugués de . Done, si # est un nombre du troisiéme
degré ayant le discriminant 81 on a 0 = +a;+a, ol «, signifie I'un des nombres (26)
et a un entier rationnel.

Nous pouvons maintenant déterminer toutes les unités du troisieéme degré ayant
le discriminant 81. Pour cela il suffit évidemment de déterminer tous les entiers
rationnels a tels que les nombres 7 —a et ~1 —a soient des unités. Pour que 7 —a
soit une unité il faut que a®—3a—1=+1; donc a=0, —1 ou 2. Le nombre ' —a
est une unité si a®+3a2 —1= 11, ce qui est possible seulement pour a =0 et = —1.
I1 en résulte le théoréme :

Toutes les unités du troisieme degré et de discriminant 81 sont données par le tableau
suivant :

+9, 2074 ', ) 14", £
+(n—-2), £(n'-2), +(n"-2),
+(n-2)72, (' -2)7L, +(n"-2)

Pour vérifier cela il faut observer que 5 +1 est racine de I’équation #®—322+1=0
et que 1 +1 est racine de I'équation 2® —3x+1=0. Cest la cause qu’on ne trouve
pas les nombres #+1 et y~1+1 dans le tableau. On voit qu’il y a exactement 24
unités de discriminant 81.
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